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Пролог

Документ представља незваничну скрипту створену на основу предавања
професора Златка Лазовића. Ниjе створена у сарадњи са предавачима и не
представља званични материjал. Уколико на испит изађете упознати искључиво
са материjалом из овог документа, не постоjи гаранциjа да ћете остварити
задовољаваjуће резултате.

Секциjе испод представљаjу материjал предвиђен курсом Анализа 1, међутим у
неким случаjевима ниjе био обрађен, те jе неопходан за даље разумевање материjала
са курса.

0.1 Диференциjал

Функциjа f jе диференциjабилна на (a, b).
Диференциjал функциjе (коjи представља jедно линеарно пресликавање)

представља се као:
df = f ′(x)dx

α
x0

h

h

Слика 1: Геометриjска интерпретациjа диференциjала

f ′(x0) = tgα

df(x0) : R → R
df(x0)(h) = f ′(x0)h

df(x0) = f ′(x0)dx



I

Примитивна функциjа и неодређени
интеграли

1.1 Примитивна функциjа

Дефинициjа 1.1.1. Нека jе дата функциjа f : (a, b) → R. Функциjа F : (a, b) → R
се назива примитивном функциjом функциjе f(x) ако задовољава F ′(x) = f(x)
за свако x ∈ (a, b).

Пример 1.1.1. Нека jе дата функциjа

f : (−∞,+∞) → R, f(x) = cosx (1.1)

Функциjа
F : (−∞,+∞) → R, F (x) = sin x (1.2)

jе примитивна функциjа функциjе f(x) jер важи

(sin x)′ = cosx

тj. F ′(x) = f(x) (∀x ∈ R)
(1.3)

Пример 1.1.2.
f : R → R, f(x) = x

Функциjа

F : R → R, F (x) =
x2

2

jе примитивна функциjа функциjе f(x) зато што важи:(
x2

2

)′

= x

Став 1.1.1. Ако jе F (x) примитивна функциjа функциjе f(x) на домену (a, b), онда
jе и функциjа F (x) + C примитивна функциjа функциjе f на (a, b).

Доказ. Важи:
F ′(x) = f(x) (∀x ∈ (a, b))

Одатле следи
(F (x) + c)′ = F ′(x) + �c

′ =0 = F ′(x) = f(x)

Према томе, F (x) + c jе примитивна функциjа функциjе f на (a, b).
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■

Став 1.1.2. Ако су функциjе F1(x) и F2(x) примитивне функциjе функциjе f(x) на
(a, b), онда jе F1(x)− F2(x) константна функциjа, то jест важи:

F1(x)− F2(x) = C (∀x ∈ (a, b))

Доказ. Важи:

F ′
1(x) = f(x) ∧ F ′

1(x) = f(x) (∀x ∈ (a, b))

Одавде

(F1(x)− F2(x))
′ = F ′

1(x)− F ′
2(x) = f(x)− f(x) = 0 (∀x ∈ (a, b))

Доказали смо да jе F1(x)− F2(x) = c за свако x из (a, b).

Коментар. Из Анализе 1 знамо да важи:

(∀x ∈ (a, b)) g′(x) = 0 ⇒ (∃c ∈ R)(∀x ∈ (a, b)) g(x) = c

l

■

Напомена Нека jе

F1 : (0,+∞) → R F1(x) = arctg
1

x

Важи
F ′
1(x) =

1

1 + 1
x

·
(
− 1

x2

)
=

−1

1 + x2

Према томе, функциjа F1(x) jе примитивна функциjа функциjе

f1(x) =
−1

1 + x2

Посматраjмо функциjу
F2 : (−∞, 0) → R

Коментар. Приметимо да две функциjе могу садржати исто правило
пресликавања (формулу), али различит домен или кодомен, због чега нису
истоветне.

На пример, посматраjмо две функциjе:

f : R → R, f(x) = sin x

g : R → [−1, 1], g(x) = sinx

За разлику од функциjе f(x), функциjа g(x) jе сурjекциjа, због чега ове
функциjе нису jеднаке.

l
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Важи
F ′
2(x) =

−1

1 + x2
(∀x ∈ (−∞, 0))

па jе F2(x) примитивна функциjа функциjе f(x) на (−∞, 0).
=⇒

• F1(x) = arctg
1

x
jе примитивна функциjа функциjе f(x) =

−1

1− x2
на

(0,+∞).

• F2(x) = arctg
1

x
jе примитивна функциjа функциjе f(x) =

−1

1− x2
на

(−∞, 0).

1.2 Неодређени интеграли

Дефинициjа 1.2.1. Скуп свих примитивних функциjа функциjе f : (a, b) → R
називамо неодређеним интегралом функциjе f и означавамо са∫

f(x)dx

У овом изразу, функциjу f називамо подинтегралном функциjом а f(x)dx
подинтегралним изразом.

На основу става 1.1.1, можемо закључити да важи∫
f(x)dx = {F (x) + c | c ∈ R}

где jе F (x) jедна примитивна функциjа функциjе f : (a, b) → R на (a, b).

Краћи запис: ∫
f(x)dx = F (x) + c

где jе F (x) jедна примитивна функциjа функциjе f : (a, b) → R на (a, b).

Пример 1.2.1. Знамо да jе F (x) = sin x примитивна функциjа функциjе f(x) =
cos x на R, одакле важи ∫

cos xdx = sin x+ c

Напомена
• За функциjу

F1 : (0,+∞) → R, F1(x) = lnx

важи F ′
1(x) =

1

x
, па кажемо да jе F1(x) = ln x примитивна функциjа функциjе

f1(x) =
1

x
на (0,+∞).

Дакле,
∫

1

x
dx = lnx+ c на (0,+∞).
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−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

x

y

ln x

ln ′x = 1
x

• За функциjу

F2 : (−∞, 0) → R, F2(x) = ln(−x)

важи
F ′
2(x) =

1

−x
(−1) =

1

x
(∀x ∈ (−∞, 0))

па кажемо да jе F2(x) = ln(−x) примитивна функциjа функциjе f2(x) =
1

x
на

(−∞, 0).

Дакле,
∫

1

x
dx = ln(−x) + c на (−∞, 0).

Коментар. Оба интеграла се краће могу записати на следећи начин:∫
1

x
dx = ln |x|+ c

међутим, оваква формулациjа ниjе исправна (иако ће бити коришћена на
вежбама) jер се по дефинициjи интеграли дефинишу на интервалима, док
jе оваj израз дефинисан на униjи интервала.

l

Став 1.2.1. Нека jе F (x) примитивна функциjа функциjе f(x) на (a, b). Тада важи:
а) d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx

Доказ. Из
∫
f(x)dx = F (x) + c следи:

d

(∫
f(x)dx

)
= d(F (x) + c) = dF (x) + 0 = F ′(x)dx = f(x)dx

■

б)
∫
dF = F (x) + c
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Доказ. ∫
dF =

∫
F ′(x)dx =

∫
f(x)dx = F (x) + c

■

в)
∫
λf(x)dx = λF (x) + c

Доказ. Важи:
(λF (x) + c)′ = λF ′(x) + 0 = λf(x)

па jе λF (x) + c примитивна функциjа функциjе λf(x) и важи:∫
λf(x)dx = λF (x) + c

■

г)
∫
(f(x)± g(x)) =

∫
f(x)dx ±

∫
g(x)dx

Доказ. Ако jе F (x) примитивна функциjа функциjе f(x) и G(x)
примитивна функциjа функциjе g(x) онда за свако C1, C2 ∈ R важи:

(F (x) + C1 +G(x) + C2)
′ = F ′(x) + 0 +G′(x) + 0 = f(x) + g(x)

одакле важи: ∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx

Доказ jе сличан и за f(x)− g(x).
■
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1.2.1 Таблица неодређених интеграла

1)

∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ c,

2)

∫
1

x
dx = ln |x|+ c

3)

∫
exdx = ex + c

4)

∫
axdx =

ax

ln a
+ c

5)

∫
cos xdx = sin x+ c

6)

∫
sin xdx = − cos x+ c

7)

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ c 1

8)

∫
1

sin2 x
dx = − ctg x+ c

9)

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ c

10)

∫
dx√
1− x2

= arcsinx+ c

11)

∫
dx√
x2 ± 1

= ln |x+
√
x2 ± 1|+ c

12)

∫
dx

x2 − 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ c

Пример 1.2.2.∫
(6−

√
x)(3 + x)

x2
dx =

∫
18 + 6x− 3

√
x− x

3
2

x2
dx

=

∫
18

x2
dx +

∫
6

x
dx −

∫
3
1

x
3
2

dx −
∫

1√
x
dx

= 18

∫
x−2dx + 6

∫
dx

x
− 3

∫
x− 3

2dx −
∫

x− 1
2dx

= 18
x−2+1

−2 + 1
+ 6 ln |x| − 3

x− 3
2
+1

−3
2
+ 1

− x− 1
2
+1

−1
2
+ 1

+ c

= −18

x
+ 6 ln |x| +

6√
x

− 2
√
x + c

1x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)



10 ГЛАВА 1. ПРИМИТИВНА ФУНКЦИJА И НЕОДРЕЂЕНИ ИНТЕГРАЛИ

1.3 Смена променљиве

Теорема 1.3.1. Нека jе f : (a, b) → R функциjа и F : (a, b) → R њена примитивна
функциjа. Ако jе φ : (α, β) → (a, b) диференциjабилна функциjа, онда важи:∫

f(φ(t))φ′(t)dt = F (φ(t)) + c

Доказ. Доказаћемо да jе F (φ(t)) примитивна функциjа функциjе f(φ(t)) ·φ′(t).
Важи:

(F (φ(t)))′ = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t)

па jе ∫
f(φ(t))φ′(t)dt = F (φ(t)) + c

■

Пример 1.3.1. Одредити
∫

t sin t2 dt.

Решење. Нека су:

f : R → R, f(x) = sin x

φ : R → R, φ(t) = t2

Функциjа φ jе диференциjабилна на R и F (x) = − cos(x) jе примитивна
функциjа функциjе f(x).

На основу теореме 1.3.1 имамо:∫
sin t2 · 2tdt = − cos t2 + c

Одавде:

2

∫
t sin t2dt = − cos t2 + c∫
t sin t2dt = −1

2
cos t2 + c1

�
�

��c1 =
c

2

Користимо c1 како би демонстрирали да у питању ниjе иста константа,
али jе прецртавамо зато што jе то што ниjе иста ирелевантно.

Коментар. Краћи запис:

∫
t sin t2dt =

 x = t2 /d
1 · dx = 2t dt
t dt = dx

2

 =

∫
sin x

dx

2

=
1

2

∫
sin xdx = −1

2
cos x+ c = −1

2
cos t2 + c

l

2�
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1.4 Парциjална интеграциjа

Теорема 1.4.1. Нека су u, v : (a, b) → R диференциjабилне функциjе и функциjа
u(x)′v(x) има примитивну функциjу. Тада и функциjа u(x)v′(x) има примитивну
функциjу и важи:

∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx

Коментар. Краћи запис:
∫

udv = uv −
∫

vdu

l

Доказ. С обзиром да

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x) ∀x ∈ (a, b)

важи ∫
(u′(x)v(x) + u(x)v′(x))dx = u(x)v(x) + c

и важи

(u(x)v(x)−
∫

u′(x)v(x)dx)′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)− u′(x)v(x) = u(x)v′(x)

Дакле ∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx

■

Пример 1.4.1. Одредити
∫

x lnxdx.

Решење. Нека су:

u(x) = ln x

v(x) =
x2

2

Важи ∫
x lnxdx =

∫
ln x

(
x2

2

)′

dx =

∫
u(x)v′(x)dx

= u(x)v(x)−
∫

v(x)u′(x)dx =
x2

2
ln x−

∫
x2

2

1

x
dx
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Коментар. Типично, метод ће се у задацима примењивати на следећи
начин:∫

x lnxdx =

(
u = lnx ⇒ du = 1

x
dx

dv = xdx ⇒ v = x2

2

)
=

x2

2
· ln x−

∫
x2

2
· 1
x
dx

=
1

2
x2 ln x− 1

2

∫
xdx =

1

2
x2 ln x− 1

2
· x

2

2
+ c

l

2�

Пример 1.4.2. Одредити In =

∫
dx

(x2 + 1)n
, n ∈ N.

Решење.

I1 =

∫
dx

x2 + 1
= arctg x+ c

I1 =

∫
dx

x2 + 1
=

(
u = 1

x2+1
=⇒ du = − 1

(x2+1)2
2x dx

dv = dx

)
П.И.
=

x

x2 + 1
−

∫
− 2x2

(x2 + 1)2
dx =

x

x2 + 1
+ 2

∫
x2 + 1− 1

(x2 + 1)2
dx

=
x

x2 + 1
+ 2


∫

dx

x2 + 1︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫

dx

(x2 + 1)2︸ ︷︷ ︸
I2


I1 =

x

x2 + 1
+ 2I1 − 2I1

I2 =
1

2
· x

x2 + 1
+

1

2
I1

=
1

2
· x

x2 + 1
+

1

2
arctg x+ c

In =

∫
dx

(x2 + 1)n
=

(
u = 1

(x2+1)n
⇒ du = (−n)(x2 + 1)−n−12x dx

dv = dx ⇒ v = x

)
=

x

(x2 + 1)n
−

∫
(−n) · 2x2

(x2 + 1)n+1
dx

=
x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
x2 + 1− 1

(x2 + 1)n+1
dx

=
x

(x2 + 1)n
+ 2n

(∫
dx

(x2 + 1)n
−
∫

dx

(x2 + 1)n+1

)
In =

x

(x2 + 1)n
+ 2n · In − 2n · In+1

In+1 =
1

2n

[
x

(x2 + 1)n
+ (2n− 1)In

]
, n ∈ N

2�
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1.5 Интеграциjа рационалних функциjа

Нека су P (x) и Q(x) полиноми са реалним коефициjентима.

Посматраjмо рационалну функциjу
P (x)

Q(x)
.

Постоjе jединствени полиноми T (x) и P1(x) тако да jе степен полинома P1(x) мањи
од степена полинома Q(x) и важи:

P (x)

Q(x)
= T (x) +

P1(x)

Q(x)

што значи stP1 < stQ.

Нека jе

Q(x) = A(x−a1)
k1(x−a2)

k2 ·. . .·(x−ap)
kp ·(x2+b1x+c1)

l1(x2+b2x+c2)
l2 ·. . .·(x2+bqx+cq)

lq

где квадратни полиноми

x2 + b1x+ c1, x2 + b2x+ c2, . . .

нису растављиви, то jест важи

b21 − 4c1 < 0, b22 − 4c2 < 0, . . .

Теорема 1.5.1. Рационална функциjа
P1(x)

Q(x)
(где jе stP1 < stQ) се на jединствен

начин (постоjе jединствене константе)

A1,1, A1,2, . . . , A1,k1

A2,1, A2,2, . . . , A2,k2
...

... . . . ...
Ap,1, Ap,2, . . . , Ap,kp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B1,1, B1,2, . . . , B1,l1

B2,1, B2,2, . . . , B2,l2
...

... . . . ...
Bq,1, Bq,2, . . . , Bq,lq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C1,1, C1,2, . . . , C1,l1

C2,1, C2,2, . . . , C2,l2
...

... . . . ...
Cq,1, Cq,2, . . . , Cq,lq

може записати на следећи начин:

P1(x)

Q(x)
=

A1,1

(x− a1)
+

A1,2

(x− a1)2
+ . . .+

A1,k

(x− a1)k1

+
A2,1

(x− a2)
+

A2,2

(x− a2)2
+ . . .+

A2,k2

(x− a2)k2

+ . . .

+
Ap,1

(x− ap)
+

Ap,2

(x− ap)2
+ . . .+

Ap,kp

(x− ap)kp

+
B1,1x+ C1,1

x2 + b1x+ c1
+

B1,2x+ C1,2

(x2 + b1x+ c1)2
+ . . .+

B1,l1x+ C1,l1

(x2 + b1x+ c1)l1

+
B2,1x+ C2,1

x2 + b2x+ c2
+

B2,2x+ C2,2

(x2 + b2x+ c2)2
+ . . .+

B2,l2x+ C2,l2

(x2 + b2x+ c2)l2

+ . . .

+
Bq,1x+ Cq,1

x2 + bqx+ cq
+

Bq,2x+ Cq,2

(x2 + bqx+ cq)2
+ . . .+

Bq,lqx+ Cq,lq

(x2 + bqx+ cq)lq
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Коментар. На вежбама се раде задаци облика∫
dx

(x− a)n
,

∫
Ax+ b

(x2 + cx+ d)n
dx

l

Недостаjе пример.
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