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N,={1,2,3,....,n—1,n}



I

Kombunaropnka

1 IIpebpojaBama. OcHOBHEM IpUHIMNN IIpeOpojaBarba.
(Yormrrenu) /lupuxieoB npuHITAI.

Kombunaropuka (ermymeparuja) 6aBu ce ojpehuBameM KapIUHAJIHOCTH HEKOD CKYIIA.

YKOIUKO je CKyI Hellpa3aH W KOHadaH, oipehuBaibe KapIUHAJTHOCTH CBOIU CE€ Ha
IIPOHAJIazKehe IMPUPOIHOT Opoja n KOju je jeJiHaK Opojy ejieMeHaTa TOI' CKYIIa.

X —ckyn , | X|=n

Tpu ocnoBua puHIKUIIa TPpEOPOjaBaIba Cy:
1. Ilpunnun jeanaxoctu

Axo 3a ckymoBe A u B nocroju 6ujeKTUBHO mpecinkaBambe f : A — B, cKynoBu
Cy jeaHake KapJIWHAJHOCTH.

f: A= B=|A| =|B|

Ipumep 1.1. f: N— S, f(n)=2n, S={z eN| 2|z}
2. Ilpwunnumn 36mpa

Axko cy konaunu ckymnosu A, As, ..., A, JUCjYHKTHH, Taja BaXKu

n

U

=1

n

= 1A

=1

3. Hpunnun npoussoga Heka cy A u B xonaunu ckymnosu u A X B wuxos /lekapTos

npousBos. Taja BaxKu:
|Ax B| = |A]-|B]

Baxku u onmruje npaBuio:

SCAxB
va={(a,) €S|be B} p = (8] = |val =D |k (1.1)
ky ={(a,b) € S |a e A} acA beB

ITpumep 1.2.

10,13 x {0, 1} x .. {0, 1} = [{0,1}] - [{0, 1}] - ... [{0, 1} = 2"

n




['JTABA 1. KOMBUHATOPUKA

JInpux/ieoB TPUHITATI

Axko je k objekara pacropeheHo y n KyTHja, Ipu 4emMy Baxku k > n, mocrojahe KyTuja

y K0joj ce Hajaze OapeM JiBa 0OjeKTa.

Yormmrenn JInpux/ieoB NpUHITATT

Ako je k objekara pacmopeheno y n Kyrtuja, mpu demy 3a Heko ¢ € N Baxu k > cn,
TaJla MMOCTOjU KyTHja TakBa Ja Opoj objekara pacropeheHuX y mwy HUje Mambu o ¢ + 1.

2 DBunomnu  koedunmjeHTH. OcHoBHA  cBOjCTBA.
buromMmuaa m moamHomHa dpopmyIia.
Bunomun koedunumjent (KoedurujenT y pa3pojy 6uHoma) geduHmIIe ce:
n\ . nn-1)-...-(n—k+1)
ke NnelR (k) = u
n -
0) =
n n!
N* k< =
meRL pEm (k) H(n — k).
OcHoBHa cBOjcTBa OGUHOMHUX KoedUIlnjeHaTa;
1. VcioB cuMeTpudHOCTH
n n
< =
k,nEN,k_n,(k) <n—k:)
Joxas.
n B n! B n! _(n
n—k) (m—-k)ln-n+k)! m-kKkE \k
|
2. Heramuja ropmer unjekca
—n n+k—1
keNneR = (—1)*
e () ()
Zloxas.
—n\  —n(-n—1)-...-(—n—k+1)
k) k!
(=D n(n+1)- - (n+k—1)
B k!
n+k—1
= (—=1)*
(")
|

3. Amunmona dpopmyiia

kEN,nER,(

n

)<(i )
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Zloxas.

(n;)*(Z:D :(n—l)(n—Qk)!-...-(n—k:)
n—1)(n—2)...-(n—k+1) k

(k—1)! Tk
:(”_1)(n—2)'l€-!-.-(n—k+1)‘(n%m
nn—1)n—-2)-...-(n—k+1) n
B k! :(>

4. ITackaJyioB Tpoyrao
CxeMaTcKu pacropes IIPUPOJIHUX OpojeBa y BHIY OECKOHAYHOI TPOYIJia, TaKo JIa
ce JIy’K OOYHUX MBUIA HAJIA3€ jeJIMHUIE, a OCTAJM OPOjeBU Cy jeTHaKH 30UpY JBa
Opoja Koja ce HaJjia3e rope-JIeCHO M IOPe-JIeBO y OJHOCY Ha hUX.

1 n=>0
1 1 n=1
1 2 1 n=2 (1.2)

1 3 3 1 n=3
1 4 6 4 1 n=4

Tephemwe 2.1. Axo can € N* nmpeacraBumo Bpcre, a ca k € N* mozurujy erementa

y BPCTH, €JIeMEHT Ha TUM KoopjuHaTama Oumhe (Z)

Joxas. Kana je k=0 wiu k = n, nomTo ce HaJla3u Ha UBHUIM TPOyTJia, ouhe

jemnako 1, mro 3a70Bo/haBa:
n
(0)-1-C)
0 n

Koopunare enremenara cy:
e rope-eBo: n — 1, k—1
e rope-gecHo: n — 1, k

[To ajurmonoj dopmysn BazKu:

o)) 6)

Teopema 2.1. (Bunomua dopmyia)

" n
neN, z,yeR, (z4y)" = ()x’“y""“
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Zloxas. Wuayknujom 1o n.

1=1
-1
k=0

n—1 n—1
n—1 el n—1 el
T 3 () EVE SR o] L EVa

n—1 - n—1
_ (” - 1> xkﬂyank 4 <” ; 1) xkynflkarl
k=0 k=0

- <” - 1> =141, n—1—(j—1) - (” - 1) k, n—k
= . x Y + vy

: j—1 k

=1 k=0

Koedurujentn dunomuor passoja ce mory mpountaru u3 I[lackajaoBor Tpoyria.
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Hekwu crienmjasam ciry4dajeBu:

Teopema 2.2. (ITonmuanomua dopmya)

neN" z,x9,...,2, €R

n
(w1 + 224z = Y (kk: k)ﬁw?-“-ﬁr
1y N2y e ooy oy

ki+ko+-+kr=n
k17k27~~~7kr20

n B n!
ki ko, k) kilko!. .k,

3 bwmHoMHU maenTuTeTNM

[TocToje mBa MeTOa JIOKa3UBalba OMHOMHUX UJICHTUTETA:

1. amrebapcku - ajrebapcKuM padyHOM (MpUMEHa MaTeMaTHYKe WHJYKIMje W
cBoljerbe Ha paHHje MO3HATE UIEHTHTETE)

2. xoMbuHATOpHU (U360pOM )

Heku OuHOMHI MIEHTUTETH:

1. WsBiraueme ncuper 3arpajie
. n\ n(n-—1 ny n (n-—1
e (1) =2(G00) 0 () =25

Loxasz. k > n:

.%.C%J>_n (n—1Dn—2)-...  (n=t— (k- 1)+1)

k—1) &k (k—1)!
_nn—-1)-...-(n—k+1) (n
-t ()
n n—-1\ n (-=1)n-2)-...-(n—1—k+2)n=t—kid)
'n—k'<k >_ﬁ\k k!

! ~\k

nn—;y“.(n—k+n Cﬁ
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2. TlojemHoCTaB/HEHE TPON3BOIA

e (L)) =G0

Jloxas. JloBOJbHO je IpeTHoCTaBUTHU Jia BaxKu k + 17 < n

(Z) (n;k) n! (T (k+r)!

- mw rln—k—n) (k+r)

o e )

3. Cymarmone dhopmyiie

e N Z(r—i};k):<n+r+l)

Jokxas. Vuaykinujom 1o n.

BU (%+% c+m+1)
: = 1=1
n=>0 0 0

L NS (THRY ek L
=\ k ) k n

=0
ix (n+r n n+ 7\ anunuona (n+r+1
- \n—1 n B n

ol

)
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11
3341 0 0+1 ) .
n=0\" (T>_(T’—|—1> (Jep7’+17é0aKoreN)
r+1) \r+1-1 1)~ \»
n—1
X K\ _(n—1+1
n—1 kzzo(r>_( r+1 )
n ]{Z n—1 ]{Z n
NK =
i 3 (0) -2 () + ()
k=0 k=0
X( n ) (n) AJTUTTAOHA <n+1)
pu— + -
T-'—l T T+1
[ |

4. Cyma xBajpara

neN kzno <Z>2 = (2:> (1.3)

Jokas.
(z+ D"z +1)"=(z+1)*™

S0 EE) -5 )

k=0

[TormTo cy oBU TOJIMHOMU je/IHAKU, BayKU ¥ JIa CYy KOeMDUIINJEeHTH y3 CTeleHe X

jeJIHaKM:
n\ /n . n\ /n i . n\(n\ 2n
0/\0 1)\1 o \n/\n) \n
i n 2 B 2n
k) \n
k=0
[ ]
Komenmap. [Irto ce Tuve KOMOMHATOPHOI METOJa JIOKA3UBaibha OWHOMHUX

ujeHTuTeTa, y yubenuky mnpodecopa 3opana Cranumha, oHE ce HE HaJia3e Ha OBOM
MecTy, Beh y ruTamy 6. YKOJIMKO He JoheTe JI0 HeKMX HOBUX HH(OPMaInja, Y CIydajy
Jla U3ByUYeTe OBO MUTAe Ha WUCIUTY, JOMUIINATE U Taj JI€0.

&
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4 TlpuHOUN yKJby4dermha-UCKJbydeHa.

[IpesicTaBiba yorrmTeme IpUHITHIA 30UPa.

3a komauHe ckymnose Ay, Ao, ..., A, Baxu:

| = Z (=)=t

PAICN,

(1.4)

(4

il

/lokxas. Axo mekm ejemenT x npunaia yauju Ay U As U ... U A, Taga r npunaia
HEKOM O] TUX cKyloBa. [Ipernocrasumo jga k cKymoBa cajp:Ku €JIeMEeHT X U HEKa Cy
To (6e3 ymamema ommrocti) Aq, As, ..., Ag. Taga Baxkn:

k
x € ﬂAz
i=1

C ob3upoM Ja mpunaja yHHJU, T JOIPUHOCH JIa Ce BPEIHOCT Ca JIEBE CTpaHe
noseha 3a 1.

[Tpummukom cabupara |Aj| + |Az| + ... + |Ax|, © gonpunoCH 1a ce BpeIHOCT ca
JiecHe crpane yBeha 3a k.

[Ipunukom ojy3nMara JBOUIAHUX IIPECEKa, T JIOMPUHOCH Jla Ce JeCHA CTpaHa
k
yBeha 3a (2)




['JTABA 1. KOMBMHATOPUKA 13

5 V¥Ypehenu u3bopm ejlemeHara ca m 0e3 MOHaBJ/balba.
IlepmyTaruje.

Kox ypehennx uzbopa ejiemenara BaxKaH je pejocies] y KojeM OupaMo eJieMeHTe.

Bpoj ypebenux uzbopa k enemenara ca ImoHaB/babeM CKYIIa OJ1 1 €JIeMeHaTa jeHaK je
opojy mpeciiukaBama f @ Np — N,

AKoO cKyII 011 n eJieMeHaTa UAeHTUPUKYjeMo ca cKyroM N,,, OHIa CBAKOM IIPECINKABAILY
f jemHosHauHO ojroBapa jemaH m3b0p esleMeHaTa TakKo Ja je i-TH eaeMeHT jemHak f(i),
1 € Ng.

Tsphemwe 5.1. Bpoj npecmkasama f : N, — N, je nF.

Joxas. Nuayknujom 1o k.

3a k = 1 mocroju n mpec/inKaBarba KOjuUMa Ce jeJINHCTBEHU esieMeHT cKymna N =
{1} npeciukaBa y neku ejement ckyna N,,, e je 6a3a MHIYKIHje 3a[0BO/LEHA.

NX: Tephemwe Bazxku 3a k — 1.

NK: Ha ocnoBy wunjyktuBHe xumnotese, k — 1 enemenara ckyna Nj Moxkemo

npecikaru y ckyn N, na nf~! naumnna, a mpeocrasu, k-TH eJIeMeHT ce Ha 1 HAIHHA

MOKe IIpeC/IMKaThu y HEKN €JIEMEHT CKYIla Nn
n-nft=nk (1.5)

Hedbununmja 5.1. (Kapakrepucruana dbyHKIumja)
ACX xa: X —{0,1}

)1, zeA (1.6)
Xalr) = 0, ¢ A

Tephewe 5.2. Heka je X Hekn ckyn o n enemenara. Baxu |[P(X)| = 2"

/okas. Cpaxkom mojcKyIy ckymna X ojrorapa jegHa KapaKTepuCTUIHa (DYyHKIIM)a,
u o6puyTo. [Ipema TBphemy 5.1, oBakBux dyHKIMja (I1a u MOJACKyIoBa) uMa 2™,

Tephewe 5.3. bpoj ypehenux wusbopa k ejemenara ckKyna oj n ejieMeHarta 0e3

. . . . 1-1 .
[OHABJbAIbA, jeHAK je Opojy mHjekTuBHUX npeciankaBama f : Ny — N, u muxoB 6poj

jeaHaK je:
k—1

[[n-1

i=0
(Baxku jia je k < n, jep y CynpOTHOM He MOXKeMO 6e3 moHaB/bamba ogabparu k ejemMeHara
U3 Marber CKylia )

Jloxas. Nupykmujom 1o k.

: : 1-1
BU: nocroju n nnjektusnux npeciankaBama f: N; — N,.

UX: tBpheme Baxu 3a k — 1, 1j. ckyn Ng_; ce moxke npecaukaru y N, Ha n(n —
1)-...-(n—k+ 2) naunna.
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UK: npeocrasm, k-Tu eJIeMEHT ce WHjeKTHBHO MOzKe mpecyukaru y N, vHa (n—k+1)
HauuH (jep cmo mokpuan k — 1 dmanoBa).

k—1 |
= pesysTar je H(n - 1) (z ﬁ) (zdak>n=0)
i=0 '

[Tepmyranuje (ckyma oj n ejlemMeHaTa) Cy CHelujajaH ciydaj ypeherux uzbopa
eneMeHaTa 6e3 MOHAB/baIba 38 KOje BaxKU kK = n, IITO 3HAYN Jia je OPOoj ImepMyTaIuja
n!. IlepmyTanuje ce MOry nHTEpIpeTHpPATA KAao cBa Moryha pasmernnirama ejeMeHaTa
CKyTIA.

6 Heypebenn n3bopu enemenara ca u 6e3 IIoHaB/balbA.
IlepmyTarje ca moHaB/baHEM.

Kon meypehennx nzbopa esemenara Huje BakaH pejiocse]] bupama ejgemenara (12 =
21).

TeBpbhemwe 6.1. 3a ueko k,n € N, k < n, 6poj neypehenux usdopa k esemeHara cCKyra
oJ1 n eyieMeHaTa 6e3 IOHAB/bAbA jeTHAK je:

wom (= (0)

. . . !
/oxas.  Bpoj ypebenmx wuzbopa ca IOHAB/bAEM jeJHAK je ﬁ Tpebda
eJIMMUHKCATH CBe TepMyTanuje ucror uzbopa (kojux mma k!). Crora, jemumo ca

k! mTo je mare perrembe.

KoMmbOuHnaTopHI MeTOJ JOKa3nBamkha OMHOMHUX UAEHTUTETA

Ba ueke (n,r, s € N) Baxkn:

Tepheme 6.2. (BanmepMoHI0B UAEHTUTET)
i r S _(r+s
k)\n—k) n
k=0

Jloxas. Xohemo Jia U3 jIBa JIMCjYHKTHA CKYyIa KapJIUHAJIHOCTU I" U S 0jlabepeMo n
eJIieMeHaTa. TO MO2KEMO YyPa/JUTHU Ha ABa Ha4YMUHa:

1. 1zbopom n eneMenara u3 yHHUje OBa JIBa CKYyIIa: (T:S)

2. Kazga je r < s, u3 mpBor moxkemo ojabparu k, a u3 Jpyror n — k ejemMaHaTa,
u cabpaTu 3a cBe Moryhe BpejamnocTu k:
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()0 - (1)

Tspbeme 6.3.

Aowaz. (3) = (,")

Z(k) (n+k) :i@ <5_<2_k>)

k=0 k=0
Banepnont r+s
<J€+8—n }6)
r+s _[(r+s
e amm) = ()

Tsphewe 6.4. DBpoj meypebhenux mszbopa k ejgemeHaTa cKyla OJ 1 eJieMeHaTa ca

IIOHABJHAILEM j€ jeTHAK:
(n+k-1)! (n+k-1
El(n—1)! k

Joxas. IlpencraBuhemo k enemenara Koje bmpamo kao k Mapkepa Ha mpasoj. Mcry
[paBy JIEJIMMO Ha N JeJioBa Kopuinhemem n — 1 mperpajia.

Bpoj mosurja 3a k Mmapkepa je n—1+k (6e3 moHaB/baba), Te je pelemne (”Hlj_l).

|

[lepmyraiuje ca MOHAB/BAEM CY EPMYyTalldje MyJITUCKYIIA (HEKH eJIEMEHTH Ce jaB/bajy

BHIIIE I[yTa) OJf N €JIeMEHATA.

Tepbhemwe 6.5. Bpoj nepmyraliuja ca moHaB/bambeM IJe e IPBHU €JIEMEHT I0jaBJbyje 11
IyTa, JIPYTHU Ng MyTa, ..., k-TU €JIEMEHT Ny IIyTa, IPU YeMy BaXKU Ny +Ng + ...+ N =n

n! n
ni'lng! ... ny!  \ny,ng, ...y

Jloxas. 3a npBu e1leMeHT OMpPaMO Ny MO3UI]a O N YKYIHUX, IITO je ( ) Ba npyru
O6UpaMo no MO3UIAjA OJT MIPEOCTATUX 1 — Ny TO3UIHja, IITO je (";:1) 1 TaKO JIaJbe.

N n\(n—n\(n—ni—ny\ n—(Mmn+ny+... +ng_q)
ny No N3 n
'W ng'W e (n—mny—... —ng_q1 —nyg)!

-
n! < n )
nl'ng'nk' ny,No,...,Ng

jeHaK je:

0!
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n
ny,Noy,...,Ng

Bpennoct He 3aBucu o1 pejociejia Oupama ejieMeHaTa.

IIpumep 6.1. Bpoj naumna jia ce n objekara pacropein y k KyTHja Tako Jia ce y i-Ty
pacnopebhyje n; eemenarta jejgHax je:

( ) )
ny,No,y ..., Nk

7 T'enepucama rnepMyTalija 1 KOMOWHAIII]jA.

IlepmyTamuja

[enepucame je omapehuBaibe CBUX IepMyTalldja CKyIla OJ N eJieMeHaTa y CKJIaIy ca
HEKIM IIpaBUJIOM Koje oapelhyje pemociaesn. To mpaBuio je nucrtoBpeMeHo u jegaHno ypehemwe
CKYTIa.

Hedbununmja 7.1. (Jlekcukorpadcko ypehemwe) Heka cy A u B iBe nepmyranuje
ckyna N,,:
A=aiay...a,, a €N,
B =bby...b,, beN,
opu 9eMy a; # a; 33 1 7#
b by sai#

VY nekcukorpadcekoMm ypehemwy, nepmyramnuja A je ucnpen B ako Baxku:
air =by, ag =by, ..., ax_1 = bp_1, ar < by

Baxmn:
1. nmpsa nepmyramuja N, je 123...n
2. npyra nepmytanuja N, je 123...n(n — 1)

m. nocseamba nepmyranuja Ny, je n(n — 1)(n —2)...321
Anropuram 7.1. (Hapeauna mepmyramnuja) [Ipuxsara nepmyranujy A = aias. . . ay,
a Bpaha HapeJHy IepMyTaIujy y CKIaly ca JIEKCHKOIpadhCKuM ypehemeM.
K1 Axo cy 6pojesu a; (1 < i < n) ypebenn y onanajyhu uus, onma je A mociesmba
repMyTanuja y Jekcukorpadcekom ypebhemy, 11a HapeHa He TOCTOjU. Y CYIIPOTHOM,
npehn na cienehn Kopak.

K2 Ilponahu npsu ejlemMeHT 37eCHaA 3a KOjU BarkU Jia je MarmbK O] CBOI' CJIeJ0EHUKA
(morTo mepMmyTaryja Hije mMoCIeba, eJIeMEeHT MOCTOj!).

K3  Ognpemurn najmamn eleMeHT a; Koju je Behu o1 a;, 1 HaJIa3W ce HAKOH Ibera y
IepMyTalluju.
K4  3amenurn mecra a; U a;, & eJleMeHTe HAKOH a; cOpTHpaTH pacTyhe.

K5 KPAJ
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Komenwmap. k-Ty mepMmyTarujy MOXKeMO I'€HEpHCATH TaKO IITO X T€HEPHUIIEMO CBe,
U TPasKUMO k-TYy IO PeJLy, WK CIEIUjAJTHIM aJTOPUTMOM.

&

Komenmap. CrydajHy mepMyTannjy TeHEPUIEMO TaKO INTO 3a MPBU €JIEMEHT
HoCTaBUMO HeKU ejieMeHT cKymna N, 3a apyru u3 N, \{ni} u rako nase.

&

KomMmbunaruje

[enepucame mojpasymena ogapehuBame ¢cBUX KOMOMHAIM]a Y HEKOM IIOPETKY.

[TonoBo paszmaTpamo Jiekcukorpadcko ypeheme, u ¢ 003UpoM Jia jeJHy KOMOWHAIH]Y
ox k enemenara MOXKeMO TpeJICTaBUTH Ha k! HadwmnHa, GMpaMoO OHY y KOjOj CYy WIaHOBU
ypebenu pacryhe.

Ba stekcukorpadcko ypeheme kombunanuja k esemenara ckyna N, (k < n) Baxu:

1. mpBa mepmyTanuja je 123. ..k (upBux k ejxemenara)

2. apyra nepmytanumja je 123 ... (kK — 1)(k+ 1)

m. nocseaba nepMyranmja je (n—k+1)(n—k+2) ... (n—1)n (mocaeamux k eremenara)
Jlema 7.1. VYpehena Ounapua n-Topka Koja CaJIpyKU Ta9HO Kk jeJIMHUIA j€THO3HATHO
oapebhyje jeany kKombuHarujy k enemenara ckyna N,.

[Ipumep: n =5k =3 (0,1,0,1,1) = 245

Jlekcukorpadceko ypehemwe wombunaruja (k enemenara ckymna N,,) cBoau ce Ha

epMyTallfje ca MOHaB/barbeM MYJITHCKYIA OJI M ejJleMeHaTa oJl KOojux cy k jeaunurle, a
ocTaTak HyJIe.

1. 0 j j jom 11...100...0
pBa KoMbOuHarmja onpehena je mepmyTrarujom

k
2. zl[)ylil 11 “ e 1()1()(). . .()

k—1

k
—~
m. mocienma 00...011...1

[Tpumehyjemo ma cBaka KombuHaIMja ceM mocaeme nMma (0, 1)-pernpesenTanujy obimka:

alag...ai,lloo...o 11...1
N————

HEe MOpa Ja

npecuke IIOCTOjHU

Hapena komOunatmja je obnka:

alag...ai,loll...loo...o

[Ipecdukc ce npernmcyje, jeIMHUIA Ca IHETOBOI Kpaja ce 3aMerbyje HYyJIOM, JIONHCYje ce
norpeban 6poj jexunura (710 k) ¥ mpeocTasn MpocTop KOMILIETHPA Hy/IaMa.
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8 @dysKnuje reHeparpuce. JledbumHuimja m oCHOBHA
cBojcTBa. bunomuHa dopmyna 3a HOegobpojHe
eKCITIOHEHTE.

Cpakom Hu3y (peasnux) 6pojeBa (a,) = (ag,a1,...,0,...) MOXKEMO jeIHO3HATHO
o0
OpUAPYKUTH cTerenn peq »  a;x'  (z € R)
i=0
Y caydajy ma oBaj pen KoHBeprupa (y HEKOM MHTEPBAJY), HErOBY CyMy HA3UBAMO
dbyHKIIjOM rerepaTpucoM Hu3a (a,) A.

Huzy (a,) = (1,1,...,1,...) onroBapa crenenu pejx » &' KOju KOHBEPIHpa Ka 1
i=0 -
KaIa |z| < 1.
0
. 2 k . 1 - M
Komernmap. Cyma reomerpujckor uuza: 1 +x+x“+... 42" 4... = hrf 7 =
n—+00 — X
1
11—z

&

Komenmap. DyHKIHja TeHEepaTpuca CaJp:Ku cBe MHMOpMaIje O CTEIIEHOM PeJry.
Axo jmdepennupamo GyHrnmjy k myra y tadkn x = 0 U pe3yaTar MOMHOXKHAMO Ca

%, nobuhemo KoeduIMjeHT Koju ce Hauasn y3 x*.

(a,) «— A

JloBOJbHO je Jia cTeleHW peJi KOHBEPTHpPa y OWIO KOM WHTEPBAILY W Jla Ce CBU
IberOBU KOeUIIMjeHTH MOTYy OJIpeJnTh judepeHnupameM J100ujeHe cymMe y HeKOj
Ta4yKWd TOI' UHTepBaJA.

&

Jlema 8.1. 3an € N u z € R xoebunujent Koju ce Hanasu y3 =¥ y passojy mspasa
(1+x+2%+...)" jennax je
n+k—1
()

Jlokas. Koedurmjent y3 z¥ y mpomssomy

(42t + . )@+t )@+ )

n

jennak je Opojy m3bopa 10 jeJIHOr cabupKa U3 C¢Bakor oj ¢raKkTopa, y3 yCJIOB Ja je

cyMa cTelleHa u3abpanux cabupakxa jennaka k (yuectsyjy camo 20, xt, ... a%).
Omnucanun u360p jeanak je m3bopy k jenmumna u3 mmsa (1,1...,1) tako ma ce
—_———

n
1-Ta jeIMHUIa OUpa OHOJIMKO IIyTa KOJIUKHU je CTeleH cabupKa m3adpaHor u3 ¢-TOr
daxTopa.

To je meypebenu wsbop k enemenara Hu3za of n ejemMeHaTa (ca J03BOJHEHUM
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)

Jlema 8.2. 3an € N u |z| < 1 xoedunujent xoju ce Hamasu y3 ¥ y passojy (1 —z)™"

jeTHaK je:
n+k—1
k

(1—a)"= (1ix)n®:'r(1+x+:c2+...)”

[IOHABJHAHEM ) IIITO je:

Zloxas.

. (n +k— 1) _
IIITO je k IO IIPETXO/HO] JIEMMU.

Jlema 8.3. 3an € Nu |z| < 1 xoedunujent xoju ce Hamasu y3 x¥ y passojy (r + 1)
. (—n

e

# ()

Zloxas.

1 n
x+1

=(1l—z+2®>—2>+.. )"

na je Koedurujent jegnak (—1) I mTo je | | MO HEramuju TOprer

UHJIEKCA.

Teopema 8.1. (Bunomua Teopema 3a 11eJ100pojHEe eKCcHOHeHTe (yomIiinTeHa
6unomua dopmya))

neZ lz|<1 (z+1)" Z(Z)xk

k=0

o0

Jokas.

e 3a n € N* tBpheme cimean Ha OCHOBY OMHOMHE (hbopMmysie jep 3a k > n BaxKu
n
(k) =0

e 3a n < 0 TBpheme ciren HA OCHOBY NPETXOJIHE JieMe 8.3.
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9 OppebuBame pyHKIMja reHepaTpuca.

[TonpasymeBa m3padyHaBame cyMe oJroBapajyher crenenor peja.

(an) = (ag,ar, ...,k ...)

(bn) - (bo, bl, e ,bk, .. )

Ax) = Z apz” B(z) = Z bra”
k=0 k=0

Cabupame HU30BA

(an) + (bn) = (CLQ + bo,&l + bl, .. )

Z(ak + bk = Z apx® + Z bre® = A(z) + B(z)
k=0 k=0 k=0

MHoxKeme HU3a CKaJIlapoM

ceR c(ay) = (cagp, cay, .. .)
Z(cak)xk =c- Z arz® = c- A(x)
k=0 k=0

Ilomepame Hu3a 3a k£ MecTa yJjieBo

(ak, Ap41, Qf42, - - )

= ;. Alx) = (ap+arz + ...+ ap_ 2"
Z%Jrkx = %
- X
=0
Ilomepame HuU3a 3a k MecrTa yJIecHO
(0,0,...,0,a9,a1,...,ax,...)
——

3amMeHa x ca cr Yy (PYHKIUjU TeHepaTpUucu

Alcr) = ag + arcx + apc®a® + ...+ apcFat

(ag, cay, ..., cFay,...)

c=-1 (ag,—ai,az,—as,...)
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3aMmeHa z ca 2" y dyHKIHju reHepaTpucu

A = ap + ar7* + @™ + .+ a2+
(a070,...,0,a1,0,...,O,CLQ,...)
k—1 k—1

udepennmpame yHKIIje reHepaTpuce

Al(x) = ay + 2a9z + ... + kapa™ ..

(Cll, 2&2, ey kak, .. )

Nurerpamnuja dpyHKInje reaepaTpuce

ar o Ak k+1
A(x)dx = — R
/(x)x a0x+2x+ +k+1x +
3] ag
0 — ...
(7(10,2, 7k+17 )

10 Kommnosumnuje un mnaprunuje 6OpojeBa. (OcHoBHa
CBOjCTBA.

Kowmmozunuja upupogmnor ©Opoja n  Ha Kk cabupaka je ypebena k-Topka
(a1,aq,...,a;) (a; € N) raksa 1a BaxKm:

n=a +as+ ...+ ag
A g
VvV
cabupiy KOMIIO3UIU]je

Komenwmap. Hpyru nazusm: ypehene mapruiuje, ypebhena pazjiararba IpuUpOIHOT
opoja.

&

Teopema 10.1.
n—1
kE—1)

Zloxas.

bpoj xommozunuja mpupojHor 6poja n Ha k cabupaka jegHaK je

n=111 ... 1

Ha n — 1 mpruna je morpebHO pactopeauTu k 3HakoBa + (Heypehenm wmsbop
eJIeMEeHATA).

Hakon pacnopehuBama 1tyceBa, jeuaurie 6e3 miyceBa u3mely y 30upy j1ajy jesian
cabupak, Te umamo k cabupaka.

Teopema 10.2. Bpoj xommozunuja mpupogHor 6poja n je 27 1.



22 ['JTABA 1. KOMBUHATOPUKA

& -1
Lloxas. Z (Z 1) B2 gn-1
k=1

[Taprurmja npupoaHor 6poja n Ha k cabupaka je MyJITHCKYI [ay, Gg, . . . , G| TIPUPOHUX
OpojeBa, TaKaB Ja BaxKU N = a1 + A + ... + ay

~
cabupiy napTuryje

e p(n) - 6poj maprunuja 6poja n
e pi(n) - 6poj napruimja 6poja n Ha k cabupaka
o [1™M1 2m2 n™n| - 3anuc maprunuje 6poja n
e m; € N* - 6poj nojas/pbuBarba cabupaka i y MYyJITHCKYITY
3a pasnmKy oJ KOMIIO3HUIIUje, KOJ NapTUIMje MOpeJaK eIeMeHaTa HIje BarkKaH.

Popwmyiia 3a ojapehuBame Opoja mapTuilja He MOCTOjU, U OH ce oapelhyje Kopuihemem
pekypeHTHUX dopmyia win byHKIHje TeHepaTpuce Husa p(n) (3a Mase 6pojeBe MoXKe Ja
ce padyHa JINPEKTHO).

Teopema 10.3. pi(n) =pr(n — k) +pe1i(n—k)+ ... +pi(n — k)

Zloxas.

n=a;+a+...0;
n—k=(a—1)+(@a—-1)+...+(ap — 1)
Hobumu emo naprunujy 6poja n — k (axo je a; = 1 6uhe 0).
OBa jemnakoct je Oujeknuja mamely ckyna napruiyja n Ha k y CKyIa HapTUIAja
n — k Ha k, Te TBpheme BaxKu.

Teopema 10.4. Dyukiumja rereparpuca Husa p(n) ogpebena je ca

Zloxas. JlokasyjeMo pazjararmeM CBUX IapTuUiidja Opoja n Ha OHE Koje caJipzKe jejiaH
dukcupan cabupak Ha OHe KOje Ta He caJip:Ke, Ia HAJa3uMO HUXOBe (DYHKIH]je
reHepaTpuce.
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11 ®PepepcoBun aumjarpamm. KoHjyroBaHe IapTHUIije
opoja. IgeaTureTrn ca mapTuiijaMa.

[Taprunuja nexkor 6poja ce ®epepcoBuM ujarpamMoM IIpejcTaB/ba paclopehuBameM
MapKepa y BpCTe U KOJIOHe (CBaka BPCTa 0J[roBapa cabMpKY IapTUIlyje).

Mapkepu cy ypebhenu aepacryhe (ckpos rope je najsehn).
Ilpumep 11.1. 17=54+44+3+2+2+1
o o o

e naprunuje 6poja n cy (meljycobuo) konjyrosaue ako ce @epepcos jaujarpam jesme
J106mnja TpancronoBameM PepepcoBor JmjarpamMa Jipyre.

d=23+2 5=2+2+1

[TapTunmja je camoronjyzosara ako je ien PepepcoB aujarpaM WHBaAPUjaAHTAH Y OTHOCY
Ha TPAHCIIOHOBame (AKO je CHMETPUIHA MAaTPHUIIA).

N nenTurern

1) Bpoj maprumnuja n #a Hajuie k cabupaka jeaHak je 6pojy maprurmja n + k Ha k
cabupaka

Lloxas.

Lk °
napruruja 6poja n + k na k cabupaka BpeTA

Ako yKJIOHMMO TIpPBY KOJIOHY, mpeoctahe n Tadaka, W HajBuiie k pejoBa,
Te je ycrnocraB/beHa Oujeknuja m3amely ckynoBa @DepepcoBux ujarpama Koju
IpeJICTaB/bajy mapTunyje n + k Ha k cabupaka W [mapruigje n Ha HajBuilne k
cabupaxa.

2) Bpoj naprunuja n Ha HajBurie k cabupaka jegHak je 6pojy maprurmja Opoja u Ha
cabupke Np.

Zloxaz. DepepcoB jaujarpaM IapTUIldje n Ha HajBuIle k cabupaka je KOHjyroBaHa
@epepcoBoM JIHjarpaMy TapTUIFje N Ha cabupke Koju mnpunajiajy ckymy Ng.
(6ujexrmja)
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3) Bpoj maprurumja 6poja n Ha maphe cabupke jeaHak je 6pojy mapruimja 6poja ny
KOjuMa, ce CBaKU cabupakx IojaBjbyje IapaH Opoj myTa.

Jokas.

4) Bpoj camokoHjyroBaHux napruimja 6poja n jeaHak je 6pojy mapruimja ny KojuMa
cy cabupIy pa3jIuduTU U HEIapHu.

12 Pekypentue jemnaumbe. JledpmHuimmja m pemniema.
JImHeapHa peKypeHTHa jeJHAaYNHA W IHEHO OIIIITe
periemne.

neN*v kENv Apy Apt1y -« -5 Anpk—1 eR
k
¢: N"XRY =R aper = d(n,an, ang1y -y pig—1)

PEKypEeHTHA jeHaunHa k-TOT pejia

ITpumep 12.1. Hus dakropujesna 6pojeBa ckymna N*

PekypentaoMm jegHaunHOM ce PeKypP3WBHO jeduHuIIe HeKl HU3 OPOjeBa.

Perewse pekypenTHe jenHaunne je 6ua0 Koju HU3 (a,) Takas Ja, 3a cBako n € N*
IeIOBH YWIAHOBU 33/10BOJbABA]Y TY jeTHAYNHY.

Omrrre pereme peKypeHTHe jeJ[HadMHEe 3aBUCH Ofi k KOHCTaHTHU (NMpBUX k IaHOBA
Hu3a). Pasjmuura pemema 100ujajy ce u3 ommrer u3bopuMa BPEIHOCTU KOHCTAHTHU.
YcaoBu Koju jeIHO3HAYUHO ojipehyjy BpeIHOCTU OBUX KOHCTAHTU 30BY CE IIOYETHU YCJIOBH.
JeiHO M3/IBOjeHO pelliee, Koje je ojipeheHo HeKuM TOYeTHUM YCJIOBUMA Ha3UBaMO
MapPTUKYJIAPHO PEIeIhe.

Ba mpousBOJbHY BPEJHOCT N, N-TH WIaH HU3a (a,) HA3MBAMO OIIITH YJIaH HU3A.

Komernmap. OppehuBarme ommirer perrerma jeJHadnHe Yy MPAKCU Ce CBOJM Ha
ojipehuBarbe OmIITer WiaHa HU3a KOjU 3a/[0BOJbaBa Ty jeJHAYNHY y (DYHKIMJU O
7 ¥ KOHCTAHTU KOje ce TIOTOM MOTY OJIDEJIUTU Ha OCHOBY IOYETHUX YCJIOBA.

&
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JImHeapHa peKypeHTHa jeJHadWHa k-TOT peaa

fo(n)an + fi(n)anis + ... fr(n)anie = f(n)

JIBe BpCTE:
e Ca KOHCTAHTHUM KOe(DHIIjeHTHMA (Vn fi(n) =c¢)
e ca QYHKIMOHAIHUM KOeMDHUIUjeHTHMA,
Jennaumna je xomorena ako Baxku ja je f(n) = 0. Y cymporHoMm, jenHaumHa je
HEXOMOTEHA.

Y HOpMAaJM30BaHOM OOJIMKY JIMHEApHe PEeKypeHTHe jenHadnne Baxu fi(n) = 1.

Perersa (a,(ql)), (ag)), e (ag)) Cy 3aBHCHA aKO C€ JeJHO O] IbHX MOYKE IPEJICTABUTH
Kao JMHeapHa KOMOUHAIMja OCTaInuX. ¥ CYIIPOTHOM Cy HE3aBUCHA.
Teopema 12.1. Pemema (ag)), (ag)), ce (ag)) XOMOT€eHe je/THauNHe Cy HEe3aBUCHA aKO
U CaMO aKO BazKH:
o
1 2 T
as’ ay’ ... a
det (A)=| 2 2 7 140
aV a? !
Jokas.
= HesaBuchocr  perrerba (ag)), (aﬁf)), ce (agf)) Jaje W He3aBHCHOCT

KOJIOHa-BeKTOpa Marpuile A, ma je panr marpure jenHak r, u det(A) # 0.

< Ako Baxu det(A) # 0, oHJIa je paHr MaTpHIle jeJHAK 7', Ha Cy KOJOHe (U
peliera) JINHeAPHO HE3aBUCHE.

Komernmap. Tlpumernmo ja cy JBa peliema (ag)), (aff)) 3aBUCHA YKOJIUKO CY

oJiroBapajyhu 4wiaHOBH HU30Ba IIPOMOPIIMOHAJIHU, TO jeCT YKOJIUKO 3a cBako n € N*

. 1 2 .
BazKM J€JIHaKOCT CL'EL) = ca% ), Ipu 9eMYy J€ C HEKa CbI/IKCI/IpaHa KOHCTaHTa.

&

Teopema 12.2. VYkouuko cy (ag)),(aq(f)),...,(a%k)) HE3aBUCHA pellleha XOMOI'eHe

jeaHavdnHe, TaJla je OIMITe Pellene:
ap = clafml) + cza,(f) +...+ ckaff)

1Ipu 4emy Cy Ci,Ca, . . ., Cp, KOHCTAHTE.

Ormmire perierbe HEXOMOTEHE JIMHeapHe peKypeHTHe je HadnHe 00/InKa je:

Ay = hn + Pn
h,, - omire perere ojiroBapajyhe xomorene jeJiHaqnne

Prn - HAPTUKYJIAPDHO peElleibe JaTe HEXOMOI'eHEe jeﬂHa‘IHHe



26 ['JTABA 1. KOMBUHATOPUKA

13 JIuneapHa pekKypeHTHa jeJHaYNMHA Ca KOHCTAHTHIM
KoedunmjeaTuMa.

Obnka je:
foan + franir + .o+ franix = f(n)

upu yemy cy fo, f1,- .., fr peajaHe KoHCTaHTE.

Pememe je oapeheHo meHoM KapaKTepUCTUIHOM jeIHAYIMHOM:
fo+ fiz+ for? + ...+ fra® =0

OipehuBame omImTer perema XOMOTeHe jeTHadInHe:

e AKo cy HyJle KADAKTEPUCTUYHE jJeJHAYUHE L1, L2, . . ., L) JeJHOCTPYKE:
ap = 12} + oy + ...+ cpap (He Mopajy 6uTH peaJiHe)

e AKO mocToju HyJa T; MYJITUILIAIUTETa 1M

2 -1
ap, = 127 + oy + ...+ i1 x|+ cxl + cianx + Cipan X 4 L Cipmen Ty

OapehuBame NapTUKYJIAPHOT pelllelhba HEXOMOreHe jegHadnHe (ca
KOHCTAHTHUM KOeUIjeHTUMA)

e pasymKyjemMo Behu O6poj ciydajeBa y 3aBUCHOCTH OJ1 00nKa (byHKIHje f
e Ako Baxu f(n) = P;(n)b", rue je P; nonmuuom crerena d, a b peasiHa KOHCTAHTA,

— z = b Huje HYJIA
P = (Ao + Ain + Asn® + ...+ Agn )"
— x = b jecTe HyJIa MYJTHILIAIINTETA M
o= n"(Ag+ Ain + Agn® + ...+ A"

e [laprukynapHo perreme 6uhe ojipeheno Kajia ce ojipejie HEMO3HATHA KOEPUITHjEHTH
Ag, Ay, ..., Ay Koje m3padyHaBaMO 3aMEHOM J00HjeHOr OOJMKa y IPBOOUTHO]
JeTHaYUHN.

Komenmap. [IBa mojcaydaja Koja cieje:
1. dynknuja f je momunom crenena He Beher o d

e r = | Huje Hy/Ta KAapaKTEPUCTUIHE jeTHATNHE:
pp = Ao+ Ain+ ...+ Amn?
e r = 1 jecTe HyJla MYJTUTLJIAIIATETA M
o =n"(Ag+ An+ ...+ Agn?)

2. f(n)=cb"

e r = b HUje HyJIa KADAKTEPUCTUIHE je/IHATNHE
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e 1 = b jecTe HyJIa MYJITHILIAIIATETA M
P = n""AD"

&

14 ®dysHKHOuje reHeparpuce 1M peniaBambe pPeKypeHTHUX
jeaHadunHA.

Heka je simHeapna pekypeHTHa jeJHAYMHA €A KOHCTAHTHUM KOeMDUIMjEHTHMA, Y3
[oveTHe ycJIoBe, 3ajlaTa Ha ciejiehn HaduH:

foan+f1an+1 +~--+an+k: =0
ap = Co, A1 = C1y---, 01 = Cp—1

Teopema 14.1. Dyukuuja rereparpuca ausa (a,) ofpeheHor peKypeHTHOM jeIHATHHOM
obJinKa je:

P(z)
fol’k + fl.l’k_l + ...+ 1

(P(x) - OMIMHOM CTeIeHa CTPOro Marber of k)

Ar) =

Jlokas. Jacho je na ce dbyHKInja reaeparpuca Husa (a, ) (cyma HEKOr KOHBEPI€HTHOT
CTEIIeHOT PeJla) MOoKe 3anucaTi y garoM ooyiuky (P je Takohe cyma HEKor cremneHor
pena). IlorpebHo je mokasaru ja je P mojauHOM cTeneHa Marber o k.

P(x) = A(@)(for* + fiz" 7 +... 4+ 1)
P(z) = (ag + aryx + ...+ apz® + .. ) (for" + fiz" 4+ .+ 1)

k

Koedurmjent y3 """ ca gecne crpane ose jeanakoctu (3a n > 0) je:

f(]an + flan+1 + ...+ An+k

Mebyrum, mormro #us (a, ) 38/10B0/baBa MIOYETHY jeTHAUNHY, OBa BPETHOCT je jeJHaKa
HyJ1 3a cBako n > ().

QyHKIIja TeHepaTpruca U3 IPETXOJHE TeopeMe ce MOXKe OJPeIUTH M3padyHaBameM
KoedwunmjeHaTa MoJInHOMa P Ha OCHOBY MOYETHUX yCJIOBA.

Ako y nmenwnory (byHKIHje reHepaTpruce 3aMeHIMO T Ca %, 7 TTIOMHOXKAMO MNMEHWJIAI]
ca z¥, no6uheMo M3pa3 U3 KapaKTePUCTHIHE jeIHAYHHE

fo+ fix+ for? + ...+ fra® =0

To 3zmaum ja (dyHmEja reHepaTrpuca CaJp:KU  KOMIUIETHY UHMOPMAIHA]y O
KapaKTEePUCTUIHO] jeTHAINHH.

IIpumep 14.1.

Apt1 = 2a, + 1
CLQ:O
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Pewenrve.

A(z) — ag 1
A7 oAy +
x 11—z
S—— S——
dyHKIHja reHepaTpuca 1 je n-Tu unan
oMepeHa 3a jeTHO mmsa (1,1,...,1,...)
MECTO yJIEBO
T Py P

1 1 o o0
= A(x) = — :—g " E 2x)"
(z) 1—x+1—2x n:ow +n:0( 7)

:;(2"—1) "

OIIIITHU YJIaH

15 Ilaprummje ckynoBa. CTupJanHroBu 6pojeBu 2. BpCcTe
n benoBu 6pojesmn.

[Taprunuja ckyma N,, Ha k MOJCKyIOBa je CKYIl HEMOBUX HENPA3HUX JIUCjyHKTHUX
nojicKymosa S, 59, ..., Sy TAKBUX Jla BarXKu:

N, =51USU...US

JenmHa mapTunyja mpa3Hor CKyIlla je mpas3aH CKYII.

Crupsmnros 6poj apyre Bpcre, y o3Harm S(n, k), jennak je 6pojy mapruImja cKyta oj
n ejgeMeHaTa Ha k MOJICKYIIOBA.

Besios 6poj, y osuanu B(n), jeqnak je 6pojy mapruiija cKyma oj] 1 eJeMeHaTa

B(n) =) S(n,k)

k = 0 jep yKJbydyjeMo U IIpa3aH CKyTl

Teopema 15.1. CrupsiuaroBu ©OpojeBu Jipyre BpCTe 3aJI0BOJbABAjy PEKYPEHTHY
jeTHaunHY

Sn+1,k) =S(n,k—1)+ kS(n, k)

Jloxas. Cpe maprurnuje ckyna N, 1 Ha k HOJCKYIIOBA MOXKEMO JJOOUTH:
e OupameM k — 1 mojckynoBa u3 ckyna N, n jogaBameM jeJHOUIAHOD CKYyIa
{n+1}
e OupameM k 1ojcKynoBa u3 ckyna N, u npugonasameMm {n + 1} Ha Heku o
WIAHOBA (3a TO MMaMo k HAYMHA)
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Ha oBy pekypeHTHY jeJiHaUUHY JI0JajeMO U IIOYeTHE YCJIOBE:

Teopema 15.2. BesioBu 6pojeBu ojipehenn cy peKypeHTHOM jeIHAYUHOM

B(n+1) = i (Z)B(k:)

k=0

16 PubonaumjeBu OpojeBu. 3jaTHU mnpeceK. OmnmiTm
qiaH m yHkija reHepaTrpuca PuboHavdmjeBOr
HI3A.

Q@ubonayu je j10 HU3A J0IMao bapehu mpodbaeMom Opoja 3eueBa YHYTap je/iHe KOJIOHU]E.

Tepbhewe 16.1. DPubonaunjeB HU3 je oapeheH PEKYPEHTHOM jeIHAINHOM:

Fn+2:Fn+l+Fn
FOZO
Flzl

Qubonauunjesu 6pojeBu cy wianopun PuboHAYM]EBOr HI3A.

BnaTHa mojiesia (3JIATHU [pecek) je Tojesia JyKU TakBa Jla BayKH Ja je OIHOC IeJie
JIY2KU U JIyzKer JieJia jeJTHaK OJIHOCY JyKWHa Jiy2Ker u Kpaher meina.
d+k d

T ask
a & °

Bes ryb/pema Ha OMIITOCTH, MOXKEMO MPETIIOCTABUTH Ja je k = 1:

d+1
2T d /d
y /

d>—d—-1=0

1++5
d1,2=

élw

1+
2

d:

~ 1,618 (mykuHA MOpa OMTH TO3UTHBHA)

Teopema 16.1. Ommrru wian PuboHaMjeBOr HI3a je:

() - (=)
Fn 2 2

N NG

Jokas.

Fn+2:Fn+1+Fn

??—r—-1=0 - KapaKTepUCTUYHA jeJJHaYNHa
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|
Teopema 16.2. Onmrru wian PubonavunjeBor HI3a je:
(%)
Fln)= |~ 22
V5
Komenmap. [z] - 3a0KpyzKuBaibe Ha HajOJMKU 110 OPO)
&
Jloxas. Onuennmo pasiuky usmehy F), u OBaKBOI' OIINTEr dIaHa.
Co2)'| (e (=) ()
P 2 B 2 B 2 B 2
" V5 V5 V5 V5
C 003upoMm J1a je BUXOBa AIlCOJIyTHA PA3/IuKa Marba, O] %, BayKM jeTHAKOCT.
|

Teopema 16.3. Dynxkimja reneparpuca GudbonauujeBor HU3a ojpehena je ca:
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loxas.
F(x) — F —Fy F(z)— K
(z) 12(5F) 0 _ (z) 0 4 F(x)
x x
1 1 1
F ———=-1)==
() <:172 x ) x
l—z—22 1
F(x = —
x
F(z) =
(z) 1—x—2?
|
17 CsBojcrBa PuboHaunjeBUX OpOjeBa.
F, 1
Teopema 17.1. 4 T ,3an > 1
F, 1+ F B — —
1+4
Jokxas. Vumayknujom 1o n.
F
=17
NX: Baxkun zan —1
Fn+1 Fn+Fn—1 Fn—l 1 nx
F, F, A " —
n—1 +
|
F, 1 5
Teopema 17.2. nginoo le — +2\/_

Fop :
"l < 24— Hus je orpaHUveH.

n

= O6a Hu3a KouBeprupajy ka x € (1,2) to jecr 3 lim
1

IIPETXO/IHE TeOPEMeE jeTHAK:
r=1+4+—
x

=rP—-r-1=0

14++/5
x:

2

n

1

Loxaz. 1<
F,
Henmapuu wianoBu MOHOTOHO PACTy, JOK MapHU YJIAHOBU MOHOTOHO OIAJIAjy.
F..

KOju! je, Ha OCHOBY
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Teopema 17.3. Z F,=F, -1

=1

Joxas.
Fn:Fn—i-Q_Fn—i-l

Y Fi=(Fs—F)+(F—F)+...+ (Fua— Fup)
=1

=Fpo—Fy=F,o—1

Teopema 17.4. n>1, F, 1 F,_, —F?=(-1)"

Joxas. Vumaykiumjom 1o n.

B
a1t BR-F=(-1
1.0-1=-1 —1=-1
X .
n—1 FnFn—Q_Fg—lz(_l) !
M Rk — B2 = (R4 B Fuy - P2

= F,F  +F> | —F*=F,(F,_,—F,)+F*,

n

= - FnFn—2 + Fr%—l 1/2( _(_1)71—1 = (_1)71
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18 Jlykacosu m KarajanoBu 6pojeBu.

Tsphemwe 18.1. Jlykacos nu3s je onpeben ciiesiehomM pekKypeHTHOM jeIHATHHOM:

Ln+2 = Ln+1 + Ln
Lo=2 L =1

Komenwmap. JlykacoBu u @PubonaumjeBu OpojeBH 3a/70BO/bABA]Y UCTY PEKYPEHTHY
jeHaunHy, y3 pas/inauTe MoYeTHe YCI0Be.

&

Teopema 18.1. Ommru wian JIykacoBor Husza ompeheH je ca:

1+v5\  [1-v5)
() ()

Joxas. Kapakrepuctudna jegHadnsa je ucra kao n kKox PuboHadujeBor HHU3a, Ia
j€ ¥ OIlITe perieme UCTO.

145\ -5\
n=~0 2=c+cy o =2—10

145 1—-+5
n=1 1:cl< 5 >—|—02( 5 > /-2

2=0c1(14+V5) +(2—¢)(1-V5)
2 =x+ \/301%— 2fM+ \/501
0 =2v5c; — 25

01:1 02:]_
5 5
1++v5 1—+5
=13 T

Teopema 18.2. Dyuxkiuja rereparpuca JIykacoBor Huza ojpehena je ca:

2—=x
L<x):1—x—a:2

Jokas.

= + L(x)
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L(z)—x—2=x-L(x) — 22+ 2*L(x)
L(z) — xL(z) — 2*L(z) = —22 + x + 2
L) (1—2z—2%) = -2 +2
2—x
L) —
(z) 1—x— a2
|
Teopema 18.3. n>1 L,=F,1+F,
Joxas. Vumgyknujom 1o n.
334!
n—1 Ly =F,+ Fy 1=1+0
nx
n—1 Ly y=F,+ F,»
NK
n Ln - Ln—l + Ln—2 1/2{ (Fn + Fn—2) + (Fn—l + Fn—3)
= (Fn+Fn—1)+<Fn—2+Fn—3) :Fn+1+Fn—1
[ |

Tepbhemwe 18.2. Karananos au3s je ogpehen cienehoM peKypeHTHOM jeTHATMHOM:

n—1
On = Z Cz : Cn—i—l
i=0
Co=1
Ommrru wnan Karasmanosor Husa je:
1 2
=)
n+1\n

Hwus 3arpajia je KopekTaH ako ce OTBOpPEHE M 3aTBOPEHE 3arpajie y (popMysd MOry
IIOCTABUTH Y TOM PACIIOPEJLY.

OmriTy cirydaj KOPEKTHOT HU3a, 3arpajia je:

(21)2
T 1

KOPEKTHU HU30BU 3arpajia

Bpoj kopekTHEUX pacmopea n mapoBa 3arpaja jennak je Karamanosom 6pojy C,.

IIpumep 18.1. Menxern mpodseMm.
Heka je mara xBajpatna tabia dpopmara n X n.
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MonoTonu myT je IyT KOjU I0JIa3W U3 JIOH-Er JIEBOI' yIjia TabJje, 3aBpliaBa y
ropmeM JlecHOM, a Kpehe ce 1o mBrmama moJsba 6e3 mpecerama JTijaroHalle.

Bpoj MmoHOTOHMX IIyTEBa jeaHaK je IBOCTpPyKoj BpemHocTu Karamanosor opoja C),.
Unycrposanu myt naje pacropes 3arpazga (()())()((()())-

Hedbmnannmja 18.1. Jlar je Konauan cKyI objekara Koje Ha3uBaMO YBOPOBU, U peJialuja
[opeTKa HaCJIeJHUK e UHICAHA HA TOM CKyIry. Tajia ce IOTIyHO KOPEHCKO OMHAPHO
cTabJio cacroju oI

e jejHOr YBOpa (KOjU HA3MBAMO KOPEH) UAU
e JIBa IOTIIYHA KOPEHCKa OMHApHA cTabja U jeHOT J0JATHOI YBOPa TaAKBHUX Ja CY I10
nedununuju 0oba KopeHa jiBa ctabjia HACIEHUIM HOBOI YBOpa (KOjU THME MOCTaje
jeJIMHCTBEHN KOPEH, JIOK JiBa crabJia mocTajy mojcrabia HOBOT cTabiia)
(CBako KOpEHCKO cTabJ/I0 UMa, jeJIMHCTBEHN KOPEH.
Ysopose Koju Hemajy HacJAeTHUKE HA3UBAMO JTMCTOBH.

"UBop Koju HEje JIICT UMa TAYHO JBa HACJEeJHUKA (JIEBU U JIECHN).

AN

[To3unuono NoTmyHoO KOpeHcko OmHapHO cTabJio MpaBU JAUCTHHKIM]Y n3Mehy JeBor u
JIECHOT' YBOpA HACJIEJHUKA (THUMe U JIEBOI U JIECHOT TojcTabIIa).

Komenmap. ledpunuimja moTnyHOr KOpEHCKOT OMHAPHOT cTabJ/1a ce MOYKE YOI TUTHI
Ha TTPOU3BOJHHO MOTIYHO k-apHO cTabyio. ¥ IeMy, CBaKU YBOP KOjU HUje JIUCT UMa
TavHO k HACJIETHUKA.

YBopoBHU HENMOTIIyHOT cTabja MOTY UMATH Mame O k HacjeTHUKA.

&

Ban > 0, 6poj MO3UIMMOHNX MOTIIYHNX KOPEHCKUX OMHApPHUX cTabasa auju Opoj JmcToBa
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uznocu n + 1 je jequak Karamarnosom 6pojy C,.

/lokxas. KopekTHe HU30Be 3arpajia MOXKeMO J1eUHUCATH PEKYP3UBHO:
e IIpa3aH HU3 3arpa/ia je KOpEeKTaH
® aKO Cy /1 U Z5 KOPEKTHU HU30BHU 3arpaja, oHja je u uus (Z;)Z; takobhe
KOPEKTaH.

Uzmehy ckyna KOpPEHTHHX HHU30BA 1 3arpaja U CKyla [MO3UIMOHUX ITOTIYHUX
KOPEHCKUX OmMHapHUX crabaja 4uju je Opoj jmcroBa n + 1 mocroju OMjeKTUBHO
[IpecINKaBambe:

e IIpa3al HU3 3arpa/ia MpecjimKaBa ce y cTabJIo Koje ¢e CACTOjU OJ1 jeTHOI IYBOPa

® AKO Ce KOPEKTHHM HHU30BH 3arpajia Z, W Jp npeciaukapajy y cradma 17 u Th,
ouya ce Hu3 (Z1)Zs mnpeciukaBa y crTabyio Koje ce Jobuja yBohemem HOBOT
yBOpa (KOpEeHa) YMju Cy JIEBU ¥ JIECHU HACIETHUK DeJIoM KopeHu crabasa Ti

n TQ.
|




I1
Teopuja rpadona

19 TwunosBm rpadoBa, OCHOBHH II0JMOBU, CBOJCTBa u
naBapujanTe. lllerwme, craze u myreBu. Marpmdne
penpe3eHTalnje rpada.

e IIpoct rpad (umm camo rpad) je ypehern nap G = (V, E)
— V - ckyn uBoposa (V(G))
— E - ckyn rpana (nBowtann nojgckynosu ckymna V) (V(E))
e CmaTpaMo Jia je CKyIl YBOpOBa Hellpa3aH ¥ KOHAYaH.
— n - 6poj usoposa (€ N)
— m - 6poj rpana (€ N¥)
e ['pana cnaja jBa uBOpa KojuMa je ofpeheHa (TAKBU YBOPOBHU CY CYCEJIHH).
e ['pana koja cuaja jBa 4BOpa je MHIMJIEHTHA Ca CBAKUM OJl IbHX, & TH YBOPOBU CY
KpajeBu rpaHe
e crerien uBopoBa (d,) - 6poj rpaHa MHIMIEHTHUX Ca TUM IBOPOM
e okosimHa uBopa (N (u)) - CKyIl CBUX EbeMy CYCEIHUX IBOPOBA
e MUHUMAJIHK CTelleH 4Bopa y rpady - &
e MaKCHUMAJIHU CTelleH 4Bopa y rpady - A
® U - IPOU3BOJbAH YBOP, € - IPOU3BOJbHA I'PaHa rpada G
— G — u - rpad g00ujeH yKJamameM 9BOpa U U HheMy UHIIMJICHTHAX I'DaHa
— (G — e - rpad j100ujeH yKIamameM TpaHe e
— Axo e umje rpana rpada G, G + e je rpad modbujen momaBamem ey G

Tunosu rpadosa (Mory ce KOMOMHOBATN)

e rpad ca merspama - JOIYIITa MOCTOjahe rpaHa duja cy 00a Kpaja UCTU IBOP

e mysTurpad - JOMyIiTa HocTojamke BuUllle rpana usdMely JiBa dBopa

e TexKMHCKU rpad - CBAKO] IPAHH je IPHUJIPYIKeHa HEKa HYMEPUIKa BPEJHOCT (TeKUHA
rpame)

e ycmepenn rpad (opujentucanu rpad, gurpad) - cBaka IpaHa MOXKE 0CEI0BATH
yCMepeme 01 jeTHOT YBOpa Ka JIpYyToM

— Vjora 3aBHCH OJ KOHTEKCTA

— I'pany ca ycmepemem, yMecTO Kao CKYII, pa3MaTpamo Kao ypehenun map
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Komenmap. Tlpoct rpad je crerumjaian ciaydaj Te2KUHCKOT T'pada Ie cy cBe TpaHe
TexkuHe 1.

&

Teopema 19.1. Cywma crenena 4BOpOBa jeJHaKa je JIBOCTPYKOM OPOjy I'DaHa.

i dy, =2m
i=1

Joxas. C ob3upoMm Jia cy rpaHe MHIUJIEHTHE ca 10 JiBa YBOpa, Ouhe rpebpojaHe
JIBAITYT.

Teopema 19.2. Bpoj uBopoBa HemapHOI' cTelleHA HUje HelapaH.

Joxas. Kamga 6u 6mo, cyma crerneHa 4YBOpoBa OM Owja HelapHa, IINTO je
KOHTPAIUKIIAJH Ca TMTPETXOTHOM TEOPEMOM.

Komenmap. Ilperxojne jiBe TeopeMe Baxke 3a cBe rpadone, m3y3eB rpadoBa ca
reT/bama.

&

1-1

— V(H) oja
qyBa CyceIcTBO u3Mely YBopoBa (Tj. aKO ce PasinKyjy camMo y O3HadaBarby YBOPOBa
U I'paHa).

e I'pacdou G u H cy uzomopduu ako nocroju oujeximja f : V(G)

e lluBapujanta rpada je dyHKInja nedrHUCAHA HA CKYITY CBUX I'padoBa, U UMa UCTY
BpesHOCT 3a u3oMopdue rpadose. (nmpumep: 6poj uBoposa, 6poj rpana, d, A, ... )

e Iloarpad rpacda G = (V, E) je rpad G’ = (V' E’) 3a xojy Baxku V' C V. E' C E
(G campxu G').

o Unnykosanu nogrpad rpacda G jgobuja ce yK/amambeM ITPOU3BOJHHOI CKyTa
gBopoBa u3 rpada G (1 ca mUMa HHIMJICHTHIM IDaHAMA).

e Cpaku MHIYKOBaHU 1ojArpad je mcroBpemeno u mojarpad, J0K OOpHYTO He BarKu.
e Kommtement rpacda G = (V, E) je rpad G = (V, E) ¢ ucTuM cKyIoMm 9B0poBa, KOju
Cy CyCeJIHU aKO U caMoO ako Hucy cycegan y rpady G.

e ['pad je caMOKOMILIEMEHTAH aKO je n30MOpPdaH CBOM KOMILJIEMEHTY.

Y

Cruxka 2.1: [Ipumep nzomopduux rpadosa

IHlerwe, cTasze u myTeBNn

o lllerma y rpady je HU3 obsuka (vq,€1,Vs,€9,...,65 1,V) UUjU UITAHOBU
Hau3MEHUYHO YBOPOBU U TpaHe TOr TIpada TaKBU Jia je TpaHa e; WHIMICHTHA C
IYBOPOBUMA U; U Vjyq.
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lerma noBesyje (cmaja) IBOpoBe vy U V.

[MleTwa je 3aTBOpEHa aKO BaxKH Jia je U3 = Vg, Y CYIIPOTHOM je OTBOPEHA.

lyxuna merme je 6poj rpaHa Koje CcapKiu.

Hedopmamno: Hlerma mposazu 4BopoBUMa U rpaHaMa Koje CaJIpKU.

Cra3za je 1mrermha KOja CBAKOM I'DAHOM IIPOJIA3U HAJBUIIE jeIaHITyT

I[Iyr je merma Koja CBAKUM YBOPOM (& THME U TPAHOM) IIPOJIA3H HAjBUIIE e IAHITyT.
[Iyr y ycmeperom rpady (yemepenu 1myT) ojpeheH je HH30M Pa3IHdUTUX IBOPOBA
(v1,v9,...,v) TaKBUM Ja 3a i € [1,k — 1] yemepenn rpad cagpzxku rpane (v;, vip1).
JIBa uBOpa cy moBe3aHa yYKOJIMKO IIOCTOjH IIyT KOjU UX IOBe3yje. Y CYIPOTHOM CY
HEeITOBE3aH!.

Ipad je moesan ako cy cBu 49BOpoBH MelycoOHO moBesaHu (y CYIPOTHOM je
HEIOBE3aH ).

[ToBezanocT wYBOpOBa je jejaHa pejaluja eKBUBAJIEHIIM]e, 0K Cy HbeHe KJjace
€KBHUBAJICHIINje KOMIIOHEHTE TTOBE3AHOCTH.

Besusnu uBop rpada je 9Bop UnjuM ce yKJIambambeM OPOoj KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTH
yBehasa.

Moct (BesuBna rpana) rpada je rpaHa YHjUM Ce YKJIambarmbeM OpOj KOMIIOHeHATa
nosezanoctu ysehasa (3a 1).

Y mnoBesanoMm rpady, KiaamambeM BE3MBHOI YBOpa WM MOCTa Trpad Irmocraje
HETIOBE3aH.

Pacrojame usmely nsa usopa u u v (dist(u,v)) upeacrabiba gayuny Hajkpaher
yTa Koju ux nosesyje (pacrojame usmehy HeElOBe3aHUX YBOPOBA je OECKOHAYTHO).

Excrenrpunurer uBopa u (ecc(u)) mpejcrabiba pacrojambe m3Mely Tor usopa u
YBOpa HA MaKCUMAaJHOM PaCTOjarby O/l Fhera.

Pamujyc rpada G (r(G)) jeaHak je MUHAMAJIHOM EKCIIEHTPHUIIUTETY 9YBOpa TOT
rpada.

[HenTap rpada dnHe cBU YBOPOBU YUjU je €KCIIEHTPUIIUTET jeJIHAK PaJiujycy rpada.
Hujamerap rpada g (diam(G)) jemHax je MAKCHMATHOM €KCIEHTPHUIIUTETY YBOPA
Tor rpada.

[ToezanocT, pajujyc u JgujamMerap cy MHBapujanrTe rpada.

Hexku rpadoBu

[Tpazan rpad Hema HujeaHy IpaHy (TpuBHjaJaH rpad uMa camo jeJaH IBop).
Kowmmieran (normyn) rpad K, - cBaka jiBa 4Bopa Cy CIOjeHa IPAHOM.
Perynapan rpad - cBu 4BOpoBU UMajy je/IHaKe CTeleHe.
Bunapruran rpad je uau
— TpuBHjajaH rpad uasu
— rpad UHju ce CKyIl YBOPOBa MOXKE IOJIEJINTH Ha JIBa JINCjyYHKTHA IOJCKYTIA

TaKo Jla CBaKa I'PaHa cllaja IBOP M3 JeJHOr ¢a YBOPOM W3 JIPYIOr MOJICKYyIa
(nmpasan rpad je OumapruTan).

Kowmruieran 6uniapruran rpad je bunapruran rpad KoJl Kojer je CBaKu YBOP MOBe3aH
ca CBMM YBOPOBHMMA M3 JIpyre Mapruipje (CTeleH CBAaKOr 4Bopa je 6poj YBopoBa u3
JIPYTOT CKYTIA).

Cumbon: K,

3Be31a je KoMmIIeTan ounapTutad rpad 3a Koju Baxkm nq = 1.

Lngs TII€ CY M1 U Ny KapAMHATHOCTHU ITaPTUIIH]a.

Hukmyc (C,) je moBesan rpad Ko Kojer je cTerneH CBaKor 4Bopa 2.
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e Ilyr (P,) je rpad nedunncan kao:

- n<2 jemnnu noBesan rpad (o , e —e).

-n>3 rpad mobujeH ykiIamameM jegHe rpane mukiyca C,
e Jly:kuna 1uKJIyca / myTa jejHaka je Opojy BUXOBUX TDAHA.
e Iy y rpady oxapebhyje jeman ungykoBanu moarpad.

Teopema 19.3. ['pad je Oumapruran ako u caMO akKO HE CaJIpyKU IUKJIYC HelapHe
ayuHe (Kao moarpad).

Joxas.

= Ako 6u 6GunapruTaH rpad cajp;Kao IUKIYC HelapHe JIy:KUHe, OHJjia OM CBaka
JIBa CycejHa 9IBOpa TOr IUKJ/IyCa MPUIAIAIA PA3JIUIUTAM MApPTHUIFjaMa, IITO je
HeMoryhe jep IUKJIyC cajpKu HenapaH Opoj YBOpOBa.

< Uzasojuhemo 4BOp v m craBuTH Ta y upBu ckymn. CBe YBOpPOBe Ha MapHOM
pacTojarby OJl hera CTaB/baMO Y MPBU CKYII, a YBOPOBE Ha HEMapHOM y JIpyru. AKo
[IOCTOjU TMKJIyC HellapHe JIy?KUHe, J[Ba 9YBOpa e ce Haja3uTh Ha MUCTOM PacTOjarby
o/l v u buhe moBe3anu, MTO y OUNAPTUTHOM Tpady HEUje Moryhe.

Komernmap. Ha ciurmu ce peoM Hastaze jejian perysiapan rpad 9uju ¢y CBU YBOPOBH
creniena 3 (oBaj rpad mosHar je kao Ilerepcenos rpad), mpumep GumapTHTHOT
rpada, KoMiterTan bunapruran rpad K s, 3Besna K g, nukiyc Cg u oyt F.

Cruxka 2.2: [Ipumepu rpadosa

Matpuyune pernipe3eHTanuje rpadgoBa

V =wvy,vs,...,v, $— 4YBOpPOBHU
E=eq,e9,...,6, ¢— rpane
e Marpuna cyceacrsa A(G) nxn

. 1, v, v; cyceann
- (27]) =
0, wv;,v; HECY CcycenHn
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— Marpuria je cumerpudHa KoJI HeycMepeHnX rpadosa.
e Marpura nanuiernuje R(G) nxm

(i) = 1, v I/IH.III/IAGHTaH ca e;
0, v; HHje UHIUIEHTAH Ca €;
— CBaka KOJIOHa, CaJIp:K1 TaIHO JIBE jeIUHUIIE.

e Marpuuna perpesenTtalidja He IpeJCTaB/ba UHBAPUjAHTY rpada, ajan ca HoM uMa
HEKe CJIMIHOCTH KOje Ceé MOT'y KOPUCTHUTH.

e Kopucha je 3aTo 1mTo cajip:ku nadopmaliije o CTpyKTypu U WHBapujanTama rpada,
u Heke TpaHcdopMalmje rpada ce MOTy IOIy3eTH ollepaliujaMa HaJl MaTpHUIlaMa

Komernmap. Tlpakruuna npumena (y KibU3H je CIIOMEHYTO YCIIYT):
® CIleKTpaJiHa TeopHja

e crekTap rpada

20 Crabma. Kopencka u pasamumbyha  crabuia.
IIperpare rpadosa.

Crabiio je mosezan rpad Koju He cajpKu mojarpad msoMopdan 1mukiycy.

[[Tyma je nenoBezan rpad 4nja je cBaka KOMIIOHEHTA TOBE3AHOCTH CTADJIO.

Teopema 20.1. Cireneha TBphema cy eKBUBaJIEHTHA.
1. T je crabiio.
2. T je mosesan rpad Koji Kojer je 6poj rpaHa 3a jejlaH Mamu 0OJ Opoja UBOPOBA, Tj.
BaXXum m =n — 1.
3. T je makcumasan rpad 6e3 nukiyca (JomaBameM OIII0 KOje IpaHe HACTaje THKIIYC).
4. T je murnmaJsHU ToBe3aH rpad (yKiIamameM OMIO KOje rpaHe MocTaje HelOBe3aH).

5. 3a cBaka jBa uBopa rpada T 1mMocToju TavHO jeJaH IMyT KOjU MX IHOBe3yje.

Kopencko crabiio je crabio auju je jean 9Bop (KOPeH) W3/BOjEH Ol OCTAJIUX.
Hexka je T' kopeHCKO cTabJI0 Yuju je KOPEH IBOP 7.
— Ako Baxu n1a je dist(u,r) = i, 9BOp u mpHIaa i-ToM HUBOY cTabia 1.
— Ako u mpunajza i-Tom, a v ¢ + 1-BOM HUBOY W aKO Cy CYCEJIHU, U je IMPETXOIHUK
YBOpa U, a ¥ HACJETHUK IBOpa U
— Jluct je uBOp KOju HEMa HACJIEIHUKA.

— YHyTpallllbi 9BOP HUje HU KOPEH, HU JIUCT.

e Kopencko k-apao ctab/io je KOPEHCKO CTabJ/I0 Yuju CBAKW YBOpP WMa Hajpuiie k
HACJIETHUKA.

e 3a MOTIYHO KOPEHCKO cTabsio k-apHO cTab/I0 BaXKu Ja CBAKU IBOP KOjU HUjE JIUCT
nMa TavHO Kk HACJICIHUKA.

e Paszanumyhu rpad rpada G je rpad koju uma mcre 4Bopose Kao (G, a HeroB CKyIl
rpata je nojackyn ckyna E(G).
e Pazanmumyhe ctabsio je pazanumyhu rpad koju je crabdiio.

e Pazanumyha myma HemoBesaHor rpada ce cacToju HU3 pasalldibyhnux cradaga
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KOMIIOHEHATa [TOBE3AHOCTH.
Axo je T pazamumyhe ctabs10 mosesanor rpada GG, oHza ce 10JaBameM IIPOU3BOJbHE
rpare u3 ckyna E(G)\E(T) nobuja Tadno jegan IUKIIYC. (€JI€MEHTAPHU IUKIIYC
rpada G y oxrocy Ha crabio T)

Bpoj esremenTapaux muk/yca He 3aBUCH 0J1 n300pa paszanuibyher crabiia.

Y ciydajy noBesanor rpadga, 6poj eleMeHTapHUX MUKJIyca U3HOCU m — n + 1.
Bpoj esremenTapaux muksyca rpada U3HOCH V = m — N + P.

— m - 6poj rpana

— n - O6poj uBOpOBa

— p - 6pOj KOMIIOHEHATa TTOBE3aHOCTU

— v - nukjoMarudku 6poj rpada (jejHa nHBapujaHTa)

IIperpara rpada

Cacroju ce oy 6upaba jeJHOr 110 jeHOr YBOpa rpada (00MIaKeme IBOPOBa) TAKO
Jla cBaKu Oyjie o/1abpaH TavHO jeJIAHIYT, y CKJIay Ca HEKUM PEIO0CIEIOM.

Ko cBux nperpara, HapeaHu YBOp y 0OMIACKY je CyCeIHI HEKOM YBODPY Koju je Beh
obubemn.

I'pacd umju cy uBopoBu uBOpoBH Trpada Koju ce IpeTpaxKyje, a rpane ojpehene
nperparom je jenHo pasanussyhe (yemepeHo) ctabsio nmperpazkeHor rpada, 1 Ha3uBa
ce cTabJio mperpare.

Kox nperpare y jayOumy u IMUPHHY TOJA3U C€ O/ ITPOU3BOJHHOT YBOPA.
[Iperpare nucy jeuHCTBEHE, Tj. IPYy2Kajy MOryhHOCT n360pa ImyTa TOKOM IIpeTpare.
Pememe: Hymepartuja uBopoBa 1 0/1a0Up HajMarber.
[Iperpara y mny6uny (enr. Depth first search)

— Hapemau 1aBop cyceanu je mpeTxo/iHO 0OuheHoM, ako je To moryhe.

— Axo HHEje, cyceHU je TPETXOMHUKY PETXOTHO 0OuheHoT, 1 TaKko Jasbe.
[Iperpara y mupuny (enr. Breadth first search)

— IIpBo obutazumMo cBe cycejie MPBOT YBOPa, IIOTOM CBe HeobubheHe cycejie JIpyror,
1 TaKO JIaJbe.
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21 MwuanMaJaHO pasanumyhe cTabio TeXKnHCKOT rpada.
KpackajoB u IIpumoB aaropuram.

e Pasmarpamo rpadose KojuMa cy cBe Te:KHHE MO3UTHBHE.
e TEeXKUHA I'DaHE € - w(e)

e texxnna rpada G - w(G) = > w(e)
e€E(Q)
e MunumasiHo paszanumylie crabsio mopesaHor texxuHckor rpada je pasanmyhe
crabsio MuHUMaJIHE TexkuHe. [locToju yBeK u He Mopa OUTH jeIMHCTBEHO.

e KpackaJioB ajaropuram
— HajlIpe rpaHa HajMalbe TeXKUHe'
— noxJienHu (rpaM3uBK) aJropuTaMm

— AurropuraM npuxBaTa IoBe3aH TexkuHCKEH rpad (G, a Bpaha jegHO HEroBo
MUHUMAJIHO pasanuibyhe crabiio.

K1 Texyhu rpad T = (V(G),0)

K2 VYpemurn rpane rpacda Gy Heonamajyhm HU3 y CKAJILY Ca HUXOBUM
TEXKUHAMA.

K3 Heka je e napeana rpana umsa. Ako He nocroju, npehn y Kb.

K4  Axko jgonaBamem rpane e tekyhem rpady T nacraje mukiyc, npehu y
K3. Unaue, nonatu e rpady 17" n npehn y K3.

K5 KPAJ

Hokaxkumo j1a KpackasioB ajropuram pe3y/iaTyje MUHIMAJTHIM pa3anuiby huM cTad1oM
IIOBE3aHOI' TEXKNHCKOT I'pada.

Jlokxas. Anropuram He MOYXKe PE3YITOBATU HEIIOBE3AHUM IpadoM, HUTH IpadOM KOju
cagapxku mukiryc (K4), mro 3Haqn ja je oH crabio.

T - crabsio nodbujemo KpackagoBuM aJropuTMOM.
(e1,€2,...,€e,_1) - TpaHe crabia ypeheHe y cKJajy ca peocie/loM J0/IaBaba.
IITIC rexuna rpacda T HEje MUHEMAJIHA, Tj. TIOCTOje cTab/ia Mambe TEeKUHE.

e 3a CBakKO TakKBO cTabs0 S je meduHncana GyHKIHIja
f(S) =min{i [ e; & E(S)}

e S’ - crabiio 3a Koje je BpeJHOCT (PYHKIUjEe MaKCUMAJIHA.

Axo Baxu f(S’) =k, onza cy rpame eq, ey, ..., €1 1 rpane S’

S'+ep — caapXKu IUKJIYC.

e Axo je ¢, rpama Tor IuKIyca Koja mpuiaaa S’ a He npunajga 1 (mocroju jep
T #8"), pasmarpamo S” = 5" — €} + e, (koju je pasanumyhe crabi0).

w(8") = w(&) + w(er) —w(ey)

Crabna T u S” cagpxke rpane eq,es,. .., €.

e [lomro je e, 6una cieneha 3a go/aBarme, Baxu
wler) <w(ey) = w(S”) < w(9)

(sampaBo Baxku jemnakoct jep je S” MPC)
e = 5" jejenrno MPC

e amm e, e,...,6, € 5"
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e = f()>k 4
|

Teopema 21.1. Heka je G = (V, E) noBesan rexuncku rpad, U C V u e rpana
MUHHMAJIHE TeKUHE Koja ciiaja uBop u3 ckyma U ca uBopoM u3 ckyma V\U.

Tasa mocToju MuHUMAaJIHO pasanumyhe cradsio rpada G Koje calp:Ku rpaHy e.

Joxas. S - MPC koje ne cagpxku rpany e. I3 nedununuje crabia, S + e caapxKu
IIUKJTYC.

[Topes rpane e, TOM IUKJIyCy PUIIaJIa U HEKa IpaHa € Koja criaja YBop U3 CKyIla
U ca uBopom u3 ckyma V\U.

[Momro Baxku w(e) < w(e), yknamamem rpane ¢ u3 rpada S + e mobujamo
tpaxkerno MPC.

IIpumoB ajiroputam

e _Hajipe HAjOJIMKU Cyces
e onpehuBambe MUHIMAHE pasanuibyhe mnyme
K1 T =(00)
K2  IIpoussosman usop u3z V(G)\V(T') nogatu y T'. AKo TakaB 9BOp He IIOCTOjH,
upehn y K4.

K3  omaru rpany HajMarbe Texkune craja asop u3 1’ ca asopom u3 V(G)\V (T).
[Tonassbatu j1okJie TOj1 je Moryhe u morom nipehu y K2.

K4 KPAJ
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22 Pazanumyha crabJia O3HAUYEHUX rpadoBa.
IIpudepos Husz.!

['padoBu cy m3oMopdHI YKOIUKO Ce pas3jIuKyjy caMo II0 O3HadaBaiby 4YBOpoBa. 1o
3HAYU [, CYMITUHCKHU, rpacdoBe ca Pa3IuduTUM O3HAYABALUMA TPETHUPAMO Kao je/iaH
uctu rpad.

Ko o3nadenux rpacdosa, o3Hake UBOPOBa Ce yBaKaBajy W TakKo HaM oMoryhasajy Ja
pasikyjemo uzomopdue rpadose (oHE ocTajy n30MopdHN).

Ba n > 2, IIpudepoB HU3 je 6uo Koju ce cacToju o n — 2 (He HYKHO Pa3IMdInTa )
opoja ckyna N,,.
S(TL) = (517 852, .. 5n72>

IIpudepos nus s,y oapehyje jeano osnadeno crabyo Koje uMa 7 YBOPOBa U OOPATHO.

ITpudepoBo kKoupame

Asrropuram IpuXBaTa HETPUBHjATHO? 03HAYeHO cTabyo, a Bpaha jeIMHCTBEHN KOJ TOT
craba.

BEGIN
INPUT T = {{1, 2, 3, ... , n}, E} - ctabmo T
s = () - uHuNEjanu3anuja

WHILE [V(T)| > 2
u - ‘-IBOp cTeneHa 1 MmWHHMAaiHe O3HAaKe
V - cycem onm u
T := T - u
s := s + v - OOIINCATH YJIaH V Ha Kpaj HHU3a S

RETURN s
END

ITpudepoBo aekomupame

AustropuraM mpuxsaTa Koj, a Bpaha jeIMHCTBEHO O3HAYEHO CTadJIo je muMe oiapeheno.

BEGIN
INPUT s = (s(1), s(2), ... , s(n-2)) - lpupepoB Hu3
T = ({1, 2, ... , n}, 0) - unwnujammsamuja
1 = (1, 2, ... , n) - noMohrH:m Hu3
WHILE s#()
V - MUHUWMaJHa BPENHOCT Koja Ipumana [, a He IpuUIama S
w = s(1)
T := T + vw
1 := 1 - v; - yRIOHUTH ¥ u3 [
s := s - s(1); - yxnomutu s(l) u3 s, Tj. HOMEPUTH HU3 S 3a jeIHO MECTO YIEBO

CIIOJUTH TPaHOM LBa 4YBOpa Koja Cy ogpeljeHa IpeocTaiuM ejeMeHTHMa HU3a [
RETURN T
END

1Y yubeHnky He IIOCTOjH jacHa IHCTHHKIMja u3Mely oBor u cienelier murama.
2Tpusujanau rpad UMa TATHO jeJaH UBOP U HUjEJHY TPAHY
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23 DBpoj pazanumyhmx crabaJja o3HaveHUX rpadona.

KejmujeBa Tteopema. Ilukiaomarumiakm 6poj rpada.

Osznavenn rpadoBu cy rpadoBH KOJI KOJUX Cy YBOPOBH O3HAYEHU HEKUM
HYMEPUIKUM BPEIHOCTUMA KAKO OU Ce Pa3/IMKOBAJIM O] CBOjUX M30MOpGU3aMa.
He noctoju edbekTuBHN HAYMH 3a U3padyHaBaibe Opoja Hem3oMopdHUX rpadoba ca
n wraHoBa. (ICTO BaxKH U 3a cTabia)

(Kejnujesa Teopema) Bpoj oznadenux crabaJa ca n 4Boposa je n" 2.

Bbpoj pazamumyhux crabana ozHadeHor kKomiuieTHor rpada K, jemHak je O6pojy
ozHavenux crabaja Koja UMajy n usoposa (n" ?2).

[ToBezanu rpad KoOju CaJP:KU TATHO je/IaH eIEMEHTAPHU ITUKJIYC je YHUITHKTHIKH.
bpoj pazanumyhnx crabaja cBakor O3HAYEHOI YHUIIMKJIUIKOD rpada jeJHak je
JIY2KWHHA FHErOBOT jeIMHCTBEHOT IUKJ/IyCA.

e - rpana myaturpada G (Moxe CaIpKaTh MeT/be).

Konrpaknuja mynrurpada Gy omgnocy Ha rpany e (G - e) je myarurpad Koju
ce mobmja omx rpada G — e maeHTU(PUKOBAHEM YBOPOBA ca KOjuMa je e Omiia
MHIIAIeHTHA.

IIpumep 23.1. Ha cimmm je miyctpoBaH rpad U meroBa KOHTPAKIHMja Y OJIHOCY
Ha rpany 67.

t
w
t
w

e {(() - 6poj pazanumyhux crabana ozHadenor rpada G

e 3a cBaku o3HavueHU MyaTurpad G BaXKM:

HG) = (G —¢) + (G - )

Joxas. Cpaxko pasanumyhe crtabio rpada G Koje He cajp:KU T'paHy e je u
pasamnumyhe ctabso rpada G — e, 1 0OPHYTO.
Csako pazammibyhe crabigo mynrurpada G Koje cagapKu I'paHy € jeIHO3HATHO
onpebhyje pasanumyhe crabmo mynrurpada G - e, 1 0OpHYTO.
|

[ukomaruaku 6poj rpada () jeanak je 6pojy ejleMeHTapHUX MUKJIyca rpada.

v=m-—-n-+p
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IIpobiem KmHECKOr moimTapa.

24 QOjaepoBnm wmyaturpadgosu. DiepnjeB aJropuTam.

e Mynrurpad je OjrepoB ako caJprKu 3aTBOPEHY CTa3y KOja CBAKOM I'DAHOM ITPOJIa3u

taano jemannyT (Ojreposa crasa).

e Mynrurpad je Ilomy-Ojiepos ako cajpKu cTaszy Koja CBAKOM TI'DAHOM IIPOJIA3U

rauno jenannyt (Ceaku Ojiepos rpad je [oay-Ojiepos).

e [Ipobiem ceram KeHUHCOEPITKIX MOCTOBA

e (Ojneposa Teopema) 3a HeTpUBHjaJiaH oBe3aH My aTurpad Baxku ja je Ojiepos ako

1 CaMO aKO Cy MY CBH YBOPOBHU ITapHOI' CTCIICHA.

Jokas.
= Kaja y mexu aBop yheMo, Mopa 1mocrojaru jpyra rpaHa 1moMohy Koje u3 mera
U3J1a3UMO.

< Uugykmujom 1o 6pojy rpaHa.

NX: Tephemwe Baxku 3a cBe rpadoBe ca Mambe O/l M I'PAHA.

UNK: G uma m rpana (cBu YBOPOBU Cy HAPHOI CTEIEHA).

G Huje cTabjio jep Cy CBU YBOPOBHU IAPHOI CTeEleHa, ITO 3Ha4un ja G cagapKu
rukiyc C.

C o0063upoM j1a Cy CBH YBOPOBH KOjU IPHUIIAJAjy ITUKIYCY CTeleHa 2, aKo
YKJIOHHMO CBE FheroBe ocraje HaMm (MoK [a HermoBe3aH) rpad KOM CBaKa KOMIIOHEHTA
[MOBE3aHOCTH 33/I0BOJ/baBa MHYKTUBHY XHUIIOTE3Y.

I'pad G mobujamo Tako IITO, Kajga TOKOM OOM/IACKa IUKJIyca JI0DeMo 10 9Bopa
Heobuljere KOMITIOHEHTE TIOBE3aHOCTH, OOMIA3MMO je (0bmIa3ak ce 3aBpiiaBa y 4BOpy
u3 Kojer cMo Kperyau jep je noarpad OjrepoB), n HacTaB/baMo Jajbll 0OMIA3aK
IUAKJIYCA.

]

Herpusnujanan nosesan mysnrurpad je [lomy-Ojiepos ako u camo ako cajpxku (0 nin 2

YBOpa HEIapHOI' CTeleHa.

Joxas. Cnemn u3 pepunnnmje [lomy-Ojreposor rpada.

depujeB ajaropuram

[Tpuxsara Ojnepor mynrurpad, a Bpaha jemny OjiepoBy crasy.

1 BEGIN

INPUT G - OjmepoB MyaTurpad

Vo - IpPOU3BOBAH YBOP

s = (vg) - uHHIUWjanusanumja cTase
H = G - nmomohrm MynTurpad

WHILE |E(H)| > O
unzabpatu rpany e = uv € F(H) TakBy zma:
(1) u je mocmezmm 4YBOp CTase S H
(2) e Hmje MocT MyxnTurpada H, ocuM ako Hema Apyror usbopa
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S := s + e,V; - CTa3uW JojajeMoO IpaHy € W 4YBOp U
H := H - e
RETURN s
END

IIpobGyieM KmHecCKOT IIomITapa

25

[Tomrap xkpehe o mormrre, Mopa Jia pa3Hece CBe IIOIINJ/bKE U Jia C€ BPATH Y IOIITY
tpomehn mro Mame BpeMmeHa (mpesasehn mro kpahu myT).

Hberosy myramy moxkemo pazmarpartn Kao Texkuacku QjrepoB myarurpad.

XamuiitoHoBu TrpadoBu. IIpobiem Tprosavkor
IIYTHUKA. 3-XeypUCTHUKA.

I'pad je XaMUITOHOB aKO CaAPyKI IUKJIYC KOJH IIPOJIA3H CBAKUM YBOPOM TOT I'pada
(XaMHUITOHOB TIHKITYC).

I'pad je mosryXaMuaTOHOB aKO CAJIPXKU IIyT KOjU IIPOJIA3U CBAKUM YBOPOM TOT Tpada
(XaMHUITOHOB TIyT).

Craxkn XaMUJITOHOB rpad je NCTOBPEMEHO U IOy XaMUITOHOB.

(dupakoBa reopema) I'pad koju uma GapeM Tpu YBOpa W YKMju MHUHUMAJIHU CTEIICH
YBOPOBA 3a/10BO/baBa HEjeTHAKOCT § > % je XaMHUJITOHOB.

IIpobGyieM TproBadkor IryTHUKA

Heka je mar ckym rpajoBa MoBe3aHUX IyTeBUMa ojipeheHe iy KuHe.

[TyTHuk mopa jia obube cBaku rpaji TadHO jeJIaHIyT U Jia Ce BpaTH Y OHAj U3 Kojer
je KpeHyo, a Jia IpuToM mpehe myT HajMarbe JTyzKUHE.

[Ipobsiem ce cBomu Ha ojnpehuBare XaMUJITOHOBOT IUK/IYCA MUHUMAJIHE TEXKIHE.
[Ipobisiem je NP-Texkak.

Jenmo pemterse 6u10 61 IpOHATAYKEEHE CBUX XaMUITOHOBUX IUKJIyca U oJpehuBarbe
OHOI' HajMarbe TeKnHe (IITO je HeeUKACHO).

Kopurniheme xeypuctudkux ajaropurama.

3aje/lHUYKa CBOjCTBA CBUX XEYPUCTUUYKUX aJrOpUTaMa Cy Ja je HhUXOBA MPUMEHa

jemHOCTaBHA (MMajy pEJIATHBHO jeJIHOCTABHY WMILICMEHTAI])y U HE BEJIUKY

CJIOXKEHOCT), W y OMINTeM CJydajy He Jajy ONTHUMAaJHO, Beli pereme OJIHCKO

ONTHMAJTHOM (ITOJONTHMAJIHO).

3-xeypucruka, 3

— IIpumemsyje Haj KOMILIETHUM TeXKUHCKUM rpadoBuMa (Kaja Cy CBH I'DAJIOBH
[IOBE3aHN ).

— Ionazm o mpon3Bos/pHOr XaMHUITOHOBOT ITUKJIyCA.

— YKJIambaMo TPH HeCyceJiHe TpaHe, 1 J00ujaMo nojrpad Koju ce cacToju U3 Tpu
Iy Ta.

— CrajameM HUXOBUX KpajeBa Ha oJrobapajyhe HaunHe J100MjaMO HOBE
XaMUJITOHOBE IUKJIyCe.

TpHU
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— Bupamo nukiyc HajMame Te:KHHE M MOCTYIaK IOHAB/HAMO IIPOU3BOJbaH OpOj
IyTa.

26 Ilnamapnu rpadosu.

e ['pad je mraHapHH aKo ce MOXKe IPEJICTABUTH Yy PaBHU TaKO Ja My ce IpaHe He
pecera;jy.

e Cpaky TOBe3aH IJIAHAPHU Tpad KOju je MpeJCTaB/beH TaKO Jia My Ce I'pDaHe He
Ipeceriajy Jen paBaH Ha HEKH OPoj 0bJacTh, OJ KOjUX je TadHO je/iHa OecKoHadHa.

e (OjsepoBa Teopema 3a miaxapHe rpadose) 3a cBaKd MOBe3aH MIaHApHE rpad Koju
je TpesicTaB/beH Yy PABHU TAKO Jla My Ce TDaHe He MPecerajy BarKm:

n—m+ f=2
n - 6poj YBOpOBa
m - 6poj rpana

f - 6poj obmactu

Joxas. Wugyknujom 1o m.

BU: Hajmame m je n — 1, mro 6u 3Ha4mI0 1a je oBaj rpad cradso, a cTadsio je
IUIaHapHHU Tpad:

n—n-1)+1=2 Vv

NX: Tepheme Baxku 3a cBe rpadoBe ca Marmbe O m I'paHa.

NK: IlomTo rpad mma BUIle O n I'paHa, ©Ma MakKap jeJaH IUKJIYC.

€ je rpaHa TOK IUKJIyCa.

(G — e je moBe3aH U JieJU paBaH Ha jeaHy Mmambe obsact Hero G. [Ipema X Bakn:

n—(m-1)+(f—1) =2

[Tornosiena rpada 100mja ce 3aMeHOM CBaKe rpaHe HETPUBUjAJTHUM IIyTEM ITPOU3BOJHHE
gyxkuHe. 1o MOXKeMO MHTEepPIpPeTHpaTu Kao Y3aCTOITHO JI0/IaBaibe IPOU3BOJLHOI Opoja
YBOPOBa CBAKO] T'DaHMU.

I'pad je nmanapuu ako u caMo ako He caJpzku noarpad mzomopdan K mwm Ks 3.

NN '

Cnuxka 2.3: I'padosu K5 (1eBo) u K33 (mecuo).
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27 CnapuBama y rpadoBuMaA.

e CrapuBarbe je TOJICKYII CKyIla I'paHa TaKaB Jla HUKOje J[Be T'paHe HUCY UHIINAJICHTHE.

e MakcuMmaJsHo CllapuBalbe je CllapuBabe KOjeM Ce HE MOXKE€ I0JaThu I'paHa TaKO Jla
OHO OCTaH€ CIIapUBalbe.

e Hajgehe cnapuBame cajp:ku Hajsehin 6poj rpana (cBako Hajsehe je mcToBpeMeHO u
MAaKCHUMAJIHO).

e Ko caBpienor criapuBaimba, CBaKd 9BOP I'pada je MHIMJIEHTaH Ca jeJIHOM I'DaHOM
CIIapUBambA.

e Axo rpad nma HermapaHn 6pOj YBOPOBa, HE MOXKE UMATH CABPIIEHO CIIAPUBAHE.
e CBako caBpIIeHO cliapuBame je u Hajsehe.

e AKO IIOCTOjU CaBPIIEHO ClIApWBalbe, Baxku W OOpHYTO (7a je cBako Hajsehe
CIIAPUBAHE CABPINEHO).

e [lyr mapue jy:KWHe HeMa CABPIIEHO CHApUBarbe, a IIyT HelapHe JIy:KHHEe UMa
JeTMHCTBEHO CIIapUBAHE.

e [lukiyc mapHe JIyKWHE IIOCE/Iyje JIBa CaBPIIEHA ClIapUBAbA.

e Kowmmreran 6unapruran rpad K, , mvma n! caBpIieHnx criapuBamba.

(2n)!

nl2n

e M je npousBOJHHO CnapI/IBa}bé y rpady G

e Kowmmieran rpad Ky, nma CaBpPIIIEHUX CIIaPUBabAa.

— Ysop u Tor rpada Koju HIje UHIUICHTAH HU ca je;HOM rpanoM M je cioboman
y OJIHOCY Ha cniapuBambe M.
— Iyt p = (v1,e1,v9,€9,...,€x1,0x) je M-anrepaupajyhiu ako cBe rpane win
MApHOT WJIK HENApPHOT MHJIEKCA IIyTa p MPUIaJajy cnapusamy M.
— M-yBehanu iyt je M-anrepHupajyhu 1myT KoJi Kojer cy camMo Kpajibu Y9BOPOBU
ciioboam y onHocy Ha M (He Mopa Jia ocToju).
Teopema 27.1. (BepxkeoBa Teopema) Cnapusame M y rpady G je majsehe ako u
camo ako rpad G me cagpxu M-yBehanu myT.

Zloxas.

=: IIpernocraBumo ma mocroju M-yBehanu myT.
P - jenan oy yBehanux myresa.
M'"= M A E(P) je ehe cnapusame v

«: Konrparozunuja

[IpernocraBumo jna M uuje najsehe criapuBame = nocroju M-ysehanu myT
Axo M wuwuje najselie ciapuBarme, 3ua4u Ja nmocroju Hajsehe crapusarme M.
[Toarpad rpada G ca ckynom rpana M U M.

Crenen cBakor uBopa TakBor moirpada muje Behu ox 2 (cBakum 4YBOp je

UHIUJEHTaH Ca HajBUIE JBe I'DaHe U3 Pa3MIUTHX ClApUBarba), Tj. BaxKo Ja Cy
CB€ KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTU WUJIU IIyTEBU WA IUKJTYCH.

CBaku IUKJIyC caJp:Ku ucto 6poj rpana u3 M u M’ u cnapusame M caapKu
BUIIIE TPaHA.

= [IOCTOjU KOMIIOHEHTa IIyT Koja CaJp:Ku jejiHy Buile rpany us M’.

= TakKaB IIyT HAU3MEHWIHO caJpxKu rpane u3d M’ u M a mouurse u 3aBpIiaBa ce
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¢ M', re je on Tpaxkenn M-ypehanu myT.

I[Tpobaem pacmopesa mocsaoBa (mMpobjieM 3amol/baBamba WA
acurHaruje)

28

e Jlar je CKyIl 1OCJIOBA U CKYIl PaJIHUKa (38 CBAKOI PAJHUKA je MO3HATO KOjU I0CAO

yMe Jia 0baB/ba).

Ako je 3a mocao JoBoJbaH jemaH rpad, IPoOIEM MOXKEMO IPEJICTABUTH Kao
ounapTuTHu rpad.

Tpaxkumo najsehe capusamwe (Malapcku ajropuram).

Bbojema rpadona. IIpodsaem 4 60je.

Bojeme uBoposa rpada je pyHKIHMja Koja CBaAaKU UBOp IMPEC/IMKaBa y HEKy 00jy n3
ckyta boja.
Bojeme aBOpOBa je MpaBUIIHO aKO Cy CYCEIHU UBOPOBU 000j€HU PA3JIHIUTOM OOjOM.
Bojeme rpana rpada je dpyHkKImja Koja cBaKy rpaHy Ipec/inKaBa y HeKy 00jy u3
ckyta boja.
Bojeme rpana je mpaBusHO ako cy cycejiHe rpaHe o00jeHe pazimauToM 00joM.
Bojeme rpana cBojn ce Ha mpobJiem Oojerba YBOPOBa JIMHUJCKOT Tpada.
Junnjcku rpad rpada G, L(G)

— Ckyn usopoBa L(G) oarosapa ckymy rpana rpada G.

— Ysoporu L(G) cy cyceHn ako U caMo ako Cy mbuMa ojrosapajyhe rpane us

rpada G cycemne.

G je KopeHCcKHU Tpad CBOT JIUHUJCKOT T'pada.

Ceaku rpad (710 Ha m30Mopdu3aM) uMa TavHO jejiaH JUHUjCKU rpad u 6ojerbe rpaHa
jemnosnadno ojpelyje 6ojerme UBOpoBa JMHUjCKOT T'pada

CBakom JimHEjcKOM rpady Koju Huje mzomopdan rpady K3 onrosapa TadHo jeJaH
Kopencku rpad.

I'pad je k-o60jus ako ce morke npaBuHO obojuTu ca k Goja.
Xpomarcku 6poj rpada X (G) je MuHIMAaHA BPEIHOCT k 3a 3a KOjy je rpad k-000jus.

Xpomarcku 6poj Hermoe3aHOr I'pada jeqHak je MAKCUMAJTHOM XPOMATCKOM OpOjy
HEI'OBUX KOMIIOHEHTH.

X(Kn) =n
X(FPn) =2
Xpomatcku 6poj bunapTuTHOr rpada ca Makap jeJJHOM rpaHoM je 2 (GMXpoMaTCKu
rpadoBH).
2, n =2k
X(Cn) = {3, n=2k—1
[Toezan rpad je X-KpUTHUAH AKO je HeroB XPOMaTCKu Opoj X U aKO je XPOMATCKH
OPOj CBAKOT IHErOBOT MPABOT To/rpada Marmbu OJT X.

Xpomarcku Opoj M MaKCHUMaJIHM CTeleH dYBOpa CBakor TIpada 3a0BO/baBajy
HejeTHAKOCT:

X<A+1
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e (Bpyxkcosa Teopema) Jemmakoct X = A + 1 Bakl ako M caMO akKo je pa3MaTpaHu
rpad mzomopdan KOMILIETHOM Tpady WK UKIYCy HENapHe JIyKUHE.

e XeypHCTHKA 3a ONTHMAJIHO 00jerhe TBOPOBa
— BujekTuBHO npecinkapame n3Mehy ckyia 6oja un ckyma N,,.
— Ionazumo o1 TPOM3BOJBHOT YBOPA.

— Hapemau aBop 60juMo ,HajMamoM™ 00jOM KOjOM HHCY 00Oj€HU FHeTOBU CYCEJIN.

IIpobyaem pacmopena mcomura

3a cBaku mcnuT nocroju jegan tepmun. Koju je munumasHu Opoj TepMUHA TaKO Jia
CBaKM CTY/EHT MOKEe I0JIaraTi CBe MCIUTE KOje YKeJu’

Pewere. Vcmure npeacraBmbamo uBopoBuMa. OHHU Cy CYCEIHH aKO HCTU CTYAEHT
JKeJIu Jia 1oJiazke oba ucnuta. MuHuMaiHm 6poj TepMuHa je XpoMaTCKu Opoj OBOT
rpada.

v

ITpobiem 6ojerma Mmara

e [lorpebno je obojuru mamy MUHEMAJIHUM OpojeM 60ja TAKo Jla CBaKa TEPUTOPHja
Oyze obojeHa, a TepUTOPHUje Koje ce I0aAnpyjy Oyay obojeHe pa3aundauToM O0joM.

e CBojiu ce Ha ojipehuBame XpoMaTcKkor Opoja 1ianapHor rpada.

e Cpaku miaHaphu rpad ce MoxKe IMpaBUJIHO 000juTH KopuihemeM 4 6oje (1j. X HUje
sehu o 4).

e [IpoBepa na s je rpad 3-o6ojuB je NP-komInzeTaH.
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