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Дефинициjе симбола

N∗ = N ∪ {0}.
Nn = {1, 2, 3, . . . , n− 1, n}



I

Комбинаторика

1 Преброjавања. Основни принципи преброjавања.
(Уопштени) Дирихлеов принцип.

Комбинаторика (енумерациjа) бави се одређивањем кардиналности неког скупа.
Уколико jе скуп непразан и коначан, одређивање кардиналности своди се на

проналажење природног броjа n коjи jе jеднак броjу елемената тог скупа.

X − скуп , |X| = n

Три основна принципа преброjавања су:
1. Принцип jеднакости

Ако за скупове A и B постоjи биjективно пресликавање f : A → B, скупови
су jеднаке кардиналности.

f : A
1-1−→
на

B ⇒ |A| = |B|

Пример 1.1. f : N→ S, f(n) = 2n, S = {x ∈ N| 2|x}
2. Принцип збира

Ако су коначни скупови A1, A2, . . . , An дисjунктни, тада важи∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai|

3. Принцип производа Нека су A и B коначни скупови и A× B њихов Декартов
производ. Тада важи:

|A×B| = |A| · |B|

Важи и општиjе правило:

S ⊆ A×B

νa = {(a, b) ∈ S | b ∈ B}
kb = {(a, b) ∈ S | a ∈ A}

⇒ |S| =
∑
a∈A

|νa| =
∑
b∈B

|kb| (1.1)

Пример 1.2.

| {0, 1} × {0, 1} × . . .× {0, 1}︸ ︷︷ ︸
n

| = |{0, 1}| · |{0, 1}| · . . . · |{0, 1}| = 2n
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Дирихлеов принцип
Ако jе k обjеката распоређено у n кутиjа, при чему важи k > n, постоjаће кутиjа

у коjоj се налазе барем два обjекта.
Уопштени Дирихлеов принцип
Ако jе k обjеката распоређено у n кутиjа, при чему за неко c ∈ N важи k > cn,

тада постоjи кутиjа таква да броj обjеката распоређених у њу ниjе мањи од c+ 1.

2 Биномни коефициjенти. Основнa своjства.
Биномна и полиномна формула.

Биномни коефициjент (коефициjент у развоjу бинома) дефинише се:

k ∈ N, n ∈ R
(
n

k

)
:=

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!(
n

0

)
:= 1

n ∈ N∗, k ≤ n

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

Основна своjства биномних коефициjената:
1. Услов симетричности

k, n ∈ N, k ≤ n,

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)

Доказ. (
n

n− k

)
=

n!

(n− k)!(n− n+ k)!
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n

k

)
■

2. Негациjа горњег индекса

k ∈ N, n ∈ R,
(
−n
k

)
= (−1)k

(
n+ k − 1

k

)

Доказ. (
−n
k

)
=
−n(−n− 1) · . . . · (−n− k + 1)

k!

=
(−1)k · n · (n+ 1) · . . . · (n+ k − 1)

k!

= (−1)k
(
n+ k − 1

k

)
■

3. Адициона формула

k ∈ N, n ∈ R,
(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
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Доказ.(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
=

(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k)

k!

+
(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

(k − 1)!
· k
k

=
(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
· (n��−k��+k)

=
n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
■

4. Паскалов троугао
Схематски распоред природних броjева у виду бесконачног троугла, тако да
се дуж бочних ивица налазе jединице, а остали броjеви су jеднаки збиру два
броjа коjа се налазе горе-десно и горе-лево у односу на њих.

1 n = 0
1 1 n = 1

1 2 1 n = 2
1 3 3 1 n = 3

1 4 6 4 1 n = 4

(1.2)

Тврђење 2.1. Ако са n ∈ N∗ представимо врсте, а са k ∈ N∗ позициjу елемента
у врсти, елемент на тим координатама биће

(
n
k

)
.

Доказ. Када jе k = 0 или k = n, пошто се налази на ивици троугла, биће
jеднако 1, што задовољава: (

n

0

)
= 1 =

(
n

n

)
Координате елемената су:

• горе-лево: n− 1, k − 1

• горе-десно: n− 1, k
По адиционоj формули важи:(

n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
■

Теорема 2.1. (Биномна формула)

n ∈ N∗, x, y ∈ R, (x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k
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Доказ. Индукциjом по n.

БИ
n = 0

: (x+ y)0 =
0∑

k=0

(
0

k

)
xky0−k

1 =

(
0

0

)
x0y0

1 ≡ 1

ИХ : (x+ y)n−1 =
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k

ИК : (x+ y)n = (x+ y)n−1(x+ y)

ИХ
= (x+ y)

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k

= x ·
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k + y ·

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk+1yn−1−k +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k+1

=


k + 1 = j
k = 0→ j = 1
k = n− 1→ j = n


=

n∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
xj−1+1yn−1−(j−1) +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=
n∑

j=1

(
n− 1

j − 1

)
xjyn−j +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=

(
n− 1

n− 1

)
xnyn−n +

n−1∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
xjyn−j

+
n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
xkyn−k +

(
n− 1

0

)
x0yn−0

= xn +
n−1∑
k=1

((
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
xkyn−k + yn

= xn +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
xkyn−k + yn =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

■

Коефициjенти биномног развоjа се могу прочитати из Паскаловог троугла.
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Неки специjални случаjеви:

x = y = 1 : 2n =
n∑

k=0

(
n

k

)
y = 1 : (x+ 1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

x = 1 : (1 + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
yn−k

x = 1 y = −1 : 0 =
n∑

k=0

(−1)n−k =
n∑

k=0

(−1)k

Теорема 2.2. (Полиномна формула)

n ∈ N∗ x1, x2, . . . , xr ∈ R

(x1 + x2 + . . .+ xr)
n =

∑
k1+k2+···+kr=n
k1,k2,...,kr≥0

(
n

k1, k2, . . . , kr

)
xk1
1 xk2

2 · . . . · xkr
r

(
n

k1, k2, . . . , kr

)
=

n!

k1!k2! . . . kr!

3 Биномни идентитети

Постоjе два метода доказивања биномних идентитета:
1. алгебарски - алгебарским рачуном (примена математичке индукциjе или

свођење на раниjе познате идентитете)
2. комбинаторни (избором)

Неки биномни идентитети:
1. Извлачење испред заграде

k, n ∈ N∗ :

(
n

k

)
=

n

k

(
n− 1

k − 1

)
и
(
n

k

)
=

n

n− k

(
n− 1

k

)

Доказ. k > n:

• n

k
·
(
n− 1

k − 1

)
=

n

k
· (n− 1)(n− 2) · . . . · (n��−1− (k − 1)��+1)

(k − 1)!

=
n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
• n

n− k
·
(
n− 1

k

)
=

n
XXXXn− k

· (n− 1)(n− 2) · . . . · (n− 1− k + 2)
hhhhhhh(n��−1− k��+1)

k!

=
n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
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k ≤ n:

• n

k
·
(
n− 1

k − 1

)
=

n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!(n��−1− (k��−1))!
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

k

)
• n

n− k
·
(
n− 1

k

)
=

n

n− k
· (n− 1)!

k!(n− 1− k)!
=

(
n

k

)
■

2. Поjедностављење производа

k, n, r ∈ N∗
(

n

k + r

)(
k + r

k

)
=

(
n

k

)(
n− k

r

)

Доказ. Довољно jе претпоставити да важи k + r ≤ n(
n

k

)(
n− k

r

)
=

n!

k!�����(n− k)!
· �����(n− k)!

r!(n− k − r)!
· (k + r)!

(k + r)!

=
n!

(k + r)!(n− k − r)!
· (k + r)!

k!r!
=

(
n

k + r

)(
n− k

r

)
■

3. Сумационе формуле

r, n ∈ N∗
n∑

k=0

(
r + k

k

)
=

(
n+ r + 1

n

)
n∑

k=0

(
k

r

)
=

(
n+ 1

r + 1

)

Доказ. Индукциjом по n.

БИ
n = 0

:

(
r + 0

0

)
=

(
0 + r + 1

0

)
1 ≡ 1

ИХ
n− 1

:
n−1∑
k=0

(
r + k

k

)
=

(
n��−1 + r��+1

n− 1

)

ИК :
n∑

k=0

(
r + k

k

)
=

n−1∑
k=0

(
r + k

k

)
+

(
r + n

n

)
ИХ
=

(
n+ r

n− 1

)
+

(
n+ r

n

)
АДИЦИОНА

=

(
n+ r + 1

n

)
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БИ
n = 0

:

(
0

r

)
=

(
0 + 1

r + 1

)
(jер r + 1 ̸= 0 ако r ∈ N∗)(

1

r + 1

)
=

(
0

r + 1− 1

)
+

�
�

�
��

(
0

r + 1

)
=

(
0

r

)
ИХ
n− 1

:
n−1∑
k=0

(
k

r

)
=

(
n− 1 + 1

r + 1

)

ИК :
n∑

k=0

(
k

r

)
=

n−1∑
k=0

(
k

r

)
+

(
n

r

)
ИХ
=

(
n

r + 1

)
+

(
n

r

)
АДИЦИОНА

=

(
n+ 1

r + 1

)
■

4. Сума квадрата

n ∈ N∗
n∑

k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)
(1.3)

Доказ.
(x+ 1)n(x+ 1)n = (x+ 1)2n(

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

)(
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−k

)
=

2n∑
k=0

(
2n

k

)
xk

Пошто су ови полиноми jеднаки, важи и да су коефициjенти уз степене x
jеднаки: (

n

0

)(
n

0

)
+

(
n

1

)(
n

1

)
+ . . .+

(
n

n

)(
n

n

)
=

(
2n

n

)
n∑

k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)
■

Коментар. Што се тиче комбинаторног метода доказивања биномних
идентитета, у уџбенику професора Зорана Станића, они се не налазе на овом
месту, већ у питању 6. Уколико не дођете до неких нових информациjа, у случаjу
да извучете ово питање на испиту, допишите и таj део.

l
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4 Принцип укључења-искључења.

Представља уопштење принципа збира.
За коначне скупове A1, A2, . . . , An важи:∣∣∣∣∣

n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = ∑
∅̸=I⊂Nn

(−1)|I|−1

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ (1.4)

Доказ. Ако неки елемент x припада униjи A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An, тада x припада
неком од тих скупова. Претпоставимо да k скупова садржи елемент x и нека су
то (без умањења општости) A1, A2, . . . , Ak. Тада важи:

x ∈
k⋂

i=1

Ai

С обзиром да припада униjи, x доприноси да се вредност са леве стране
повећа за 1.

Приликом сабирања |A1| + |A2| + . . . + |Ak|, x доприноси да се вредност са
десне стране увећа за k.

Приликом одузимања двочланих пресека, x доприноси да се десна страна
увећа за

(
k
2

)
.

...
k −

(
k

2

)
+

(
k

3

)
− . . .+ (−1)k−1

(
k

k

)
=

(
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− . . .+ (−1)k−1

(
k

k

)
−
(
k

0

)
+

(
k

0

)
=

(
k

0

)
−

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i = 1− 0 = 1

■



ГЛАВА 1. КОМБИНАТОРИКА 13

5 Уређени избори елемената са и без понављања.
Пермутациjе.

Код уређених избора елемената важан jе редослед у коjем бирамо елементе.
Броj уређених избора k елемената са понављањем скупа од n елемената jеднак jе

броjу пресликавања f : Nk → Nn.
Ако скуп од n елемената идентификуjемо са скупом Nn, онда сваком пресликавању

f jеднозначно одговара jедан избор елемената тако да jе i-ти елемент jеднак f(i),
i ∈ Nk.

Тврђење 5.1. Броj пресликавања f : Nk → Nn jе nk.

Доказ. Индукциjом по k.
За k = 1 постоjи n пресликавања коjима се jединствени елемент скупа N1 =
{1} пресликава у неки елемент скупа Nn, те jе база индукциjе задовољена.

ИХ: Тврђење важи за k − 1.
ИК: На основу индуктивне хипотезе, k − 1 елемената скупа Nk можемо

пресликати у скуп Nn на nk−1 начина, а преостали, k-ти елемент се на n начина
може пресликати у неки елемент скупа Nn.

n · nk−1 = nk (1.5)

■

Дефинициjа 5.1. (Карактеристична функциjа)

A ⊆ X χA : X → {0, 1}

χA(x) =

{
1, x ∈ A

0, x /∈ A

(1.6)

Тврђење 5.2. Нека jе X неки скуп од n елемената. Важи |P(X)| = 2n

Доказ. Сваком подскупу скупа X одговара jедна карактеристична функциjа,
и обрнуто. Према тврђењу 5.1, оваквих функциjа (па и подскупова) има 2n.

■

Тврђење 5.3. Броj уређених избора k елемената скупа од n елемената без
понављања jеднак jе броjу инjективних пресликавања f : Nk

1-1−→ Nn, и њихов броj
jеднак jе:

k−1∏
i=0

(n− 1)

(Важи да jе k ≤ n, jер у супротном не можемо без понављања одабрати k елемената
из мањег скупа)

Доказ. Индукциjом по k.
БИ: постоjи n инjективних пресликавања f : N1

1-1−→ Nn.
ИХ: тврђење важи за k − 1, тj. скуп Nk−1 се може пресликати у Nn на n(n−

1) · . . . · (n− k + 2) начина.
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ИК: преостали, k-ти елемент се инjективно може пресликати у Nn на (n−k+1)
начин (jер смо покрили k − 1 чланова).

⇒ резултат jе
k−1∏
i=0

(n− 1)

(
=

n!

(n− k)!

)
(за k > n = 0 )

Пермутациjе (скупа од n елемената) су специjалан случаj уређених избора
елемената без понављања за коjе важи k = n, што значи да jе броj пермутациjа
n!. Пермутациjе се могу интерпретирати као сва могућа размештања елемената
скупа.

■

6 Неуређени избори елемената са и без понављања.
Пермутациjе са понављањем.

Код неуређених избора елемената ниjе важан редослед бирања елемената (12 =
21).

Тврђење 6.1. За неко k, n ∈ N, k ≤ n, броj неуређених избора k елемената скупа
од n елемената без понављања jеднак jе:

n!

k!(n− k)!

(
=

(
n

k

))

Доказ. Броj уређених избора са понављањем jеднак jе n!
(n−k)!

. Треба
елиминисати све пермутациjе истог избора (коjих има k!). Стога, делимо са
k! што jе наше решење.

■

Комбинаторни метод доказивања биномних идентитета

За неке (n, r, s ∈ N) важи:

Тврђење 6.2. (Вандермондов идентитет)
r∑

k=0

(
r

k

)(
s

n− k

)
=

(
r + s

n

)

Доказ. Хоћемо да из два дисjунктна скупа кардиналности r и s одаберемо n
елемената. То можемо урадити на два начина:

1. Избором n елемената из униjе ова два скупа:
(
r+s
n

)
2. Када jе r ≤ s, из првог можемо одабрати k, а из другог n − k елеманата,

и сабрати за све могуће вредности k:

⇒
r∑

k=0

(
r

k

)(
s

n− k

)
■
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Тврђење 6.3.
r∑

k=0

(
r

k

)(
s

n+ k

)
=

(
r + s

r + n

)

Доказ.
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
r∑

k=0

(
r

k

)(
s

n+ k

)
=

r∑
k=0

(
r

k

)(
s

s− (n− k)

)
Вандермонд

=

(
r + s

��k + s− n−��k

)
=

(
r + s

r + �s− (�s− n)

)
=

(
r + s

r + n

)
■

Тврђење 6.4. Броj неуређених избора k елемената скупа од n елемената са
понављањем jе jеднак:

(n+ k − 1)!

k!(n− 1)!
=

(
n+ k − 1

k

)

Доказ. Представићемо k елемената коjе бирамо као k маркера на правоj. Исту
праву делимо на n делова коришћењем n− 1 преграда.

Броj позициjа за k маркера jе n−1+k (без понављања), те jе решење
(
n+k−1

k

)
.
■

Пермутациjе са понављањем су пермутациjе мултискупа (неки елементи се jављаjу
више пута) од n елемената.

Тврђење 6.5. Броj пермутациjа са понављањем где се први елемент поjављуjе n1

пута, други n2 пута, . . . , k-ти елемент nk пута, при чему важи n1 + n2 + . . .+ nk = n
jеднак jе:

n!

n1!n2! . . . nk!

(
=

(
n

n1, n2, . . . , nk

))

Доказ. За први елемент бирамо n1 позициjа од n укупних, што jе
(
n
n1

)
. За други

бирамо n2 позициjа од преосталих n− n1 позициjа, што jе
(
n−n1

n2

)
и тако даље.

⇒
(
n

n1

)(
n− n1

n2

)(
n− n1 − n2

n3

)
· . . . ·

(
n− (n1 + n2 + . . . + nk−1)

nk

)
=

n!

n1!�����
(n− n1)!

· ����n− n1!

n2!((((((((
(n− n1 − n2)!

·��. . . · ((((((((((((
(n− n1 − . . . − nk−1)!

nk! (n− n1 − . . . − nk−1 − nk)!︸ ︷︷ ︸
0!

=
n!

n1!n2! . . . nk!
=

(
n

n1, n2, . . . , nk

)
■
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n! ≥
(

n

n1, n2, . . . , nk

)
Вредност не зависи од редоследа бирања елемената.

Пример 6.1. Броj начина да се n обjеката распореди у k кутиjа тако да се у i-ту
распоређуjе ni елемената jеднак jе:(

n

n1, n2, . . . , nk

)

7 Генерисања пермутациjа и комбинациjа.

Пермутациjа

Генерисање jе одређивање свих пермутациjа скупа од n елемената у складу са
неким правилом коjе одређуjе редослед. То правило jе истовремено и jедно уређење
скупа.

Дефинициjа 7.1. (Лексикографско уређење) Нека су A и B две пермутациjе
скупа Nn:

A = a1a2 . . . an, ai ∈ Nn

B = b1b2 . . . bn, bi ∈ Nn

при чему ai ̸= aj за i ̸= j

bi ̸= bj за i ̸= j

У лексикографском уређењу, пермутациjа A jе испред B ако важи:

a1 = b1, a2 = b2, . . . , ak−1 = bk−1, ak < bk

Важи:
1. прва пермутациjа Nn jе 123 . . . n

2. друга пермутациjа Nn jе 123 . . . n(n− 1)

...
m. последња пермутациjа Nn jе n(n− 1)(n− 2) . . . 321

Алгоритам 7.1. (Наредна пермутациjа) Прихвата пермутациjу A = a1a2 . . . an,
а враћа наредну пермутациjу у складу са лексикографским уређењем.
K1 Ако су броjеви ai (1 ≤ i ≤ n) уређени у опадаjући низ, онда jе A последња

пермутациjа у лексикографском уређењу, па наредна не постоjи. У супротном,
прећи на следећи корак.

K2 Пронаћи први елемент здесна за коjи важи да jе мањи од свог следбеника
(пошто пермутациjа ниjе последња, елемент постоjи).

K3 Одредити наjмањи елемент aj коjи jе већи од ai, и налази се након њега у
пермутациjи.

K4 Заменити места ai и aj, а елементе након ai сортирати растуће.
K5 КРАJ
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Коментар. k-ту пермутациjу можемо генерисати тако што их генеришемо све,
и тражимо k-ту по реду, или специjалним алгоритмом.

l

Коментар. Случаjну пермутациjу генеришемо тако што за први елемент
поставимо неки елемент скупа Nn, за други из Nn\{n1} и тако даље.

l

Комбинациjе

Генерисање подразумева одређивање свих комбинациjа у неком поретку.
Поново разматрамо лексикографско уређење, и с обзиром да jедну комбинациjу

од k елемената можемо представити на k! начина, бирамо ону у коjоj су чланови
уређени растуће.

За лексикографско уређење комбинациjа k елемената скупа Nn (k ≤ n) важи:
1. прва пермутациjа jе 123 . . . k (првих k елемената)
2. друга пермутациjа jе 123 . . . (k − 1)(k + 1)

...
m. последња пермутациjа jе (n−k+1)(n−k+2) . . . (n−1)n (последњих k елемената)

Лема 7.1. Уређена бинарна n-торка коjа садржи тачно k jединица jеднозначно
одређуjе jедну комбинациjу k елемената скупа Nn.

Пример: n = 5 k = 3 (0, 1, 0, 1, 1) = 245

Лексикографско уређење комбинациjа (k елемената скупа Nn) своди се на
пермутациjе са понављањем мултискупа од n елемената од коjих су k jединице, а
остатак нуле.

1. прва комбинациjа одређена jе пермутациjом 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

00 . . . 0

2. друга 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k−1

0100 . . . 0

...
m. последња 00 . . . 0

k︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1

Примећуjемо да свака комбинациjа сем последње има (0, 1)-репрезентациjу облика:

a1a2 . . . ai−11︸ ︷︷ ︸
префикс

00 . . . 0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
не мора да

постоjи

Наредна комбинациjа jе облика:

a1a2 . . . ai−1011 . . . 100 . . . 0

Префикс се преписуjе, jединица са његовог краjа се замењуjе нулом, дописуjе се
потребан броj jединица (до k) и преостали простор комплетира нулама.
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8 Функциjе генератрисе. Дефинициjа и основна
своjства. Биномна формула за целоброjне
експоненте.

Сваком низу (реалних) броjева (an) = (a0, a1, . . . , ak, . . .) можемо jеднозначно

придружити степени ред
∞∑
i=0

aix
i (x ∈ R)

У случаjу да оваj ред конвергира (у неком интервалу), његову суму називамо
функциjом генератрисом низа (an) A.

Низу (an) = (1, 1, . . . , 1, . . .) одговара степени ред
∞∑
i=0

xi коjи конвергира ка
1

1− x
када |x| < 1.

Коментар. Сума геометриjског низа: 1+x+x2+ . . .+xk+ . . . = lim
n→+∞

1−��>
0

xn

1− x
=

1

1− x
l

Коментар. Функциjа генератриса садржи све информациjе о степеном реду.
Ако диференцирамо функциjу k пута у тачки x = 0 и резултат помножимо са
1
k!

, добићемо коефициjент коjи се налази уз xk.

(an) ←→ A

Довољно jе да степени ред конвергира у било ком интервалу и да се сви
његови коефициjенти могу одредити диференцирањем добиjене суме у некоj
тачки тог интервала.

l

Лема 8.1. За n ∈ N и x ∈ R коефициjент коjи се налази уз xk у развоjу израза
(1 + x+ x2 + . . . )n jеднак jе (

n+ k − 1

k

)

Доказ. Коефициjент уз xk у производу

(x0 + x1 + . . .+) · (x0 + x1 + . . .+) · . . . · (x0 + x1 + . . .+)︸ ︷︷ ︸
n

jеднак jе броjу избора по jедног сабирка из сваког од фактора, уз услов да jе
сума степена изабраних сабирака jеднака k (учествуjу само x0, x1, . . . , xk).

Описани избор jеднак jе избору k jединица из низа (1, 1 . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

тако да се

i-та jединица бира онолико пута колики jе степен сабирка изабраног из i-тог
фактора.

То jе неуређени избор k елемената низа од n елемената (са дозвољеним
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понављањем) што jе: (
n+ k − 1

k

)
■

Лема 8.2. За n ∈ N и |x| < 1 коефициjент коjи се налази уз xk у развоjу (1− x)−n

jеднак jе: (
n+ k − 1

k

)

Доказ.

(1− x)−1 =

(
1

1− x

)n
Ф.Г
= (1 + x+ x2 + . . . )n

што jе
(
n+ k − 1

k

)
по претходноj леми.

■

Лема 8.3. За n ∈ N и |x| < 1 коефициjент коjи се налази уз xk у развоjу (x+ 1)−n

jе
(
−n
k

)
Доказ.

1

x+ 1

n

= (1− x+ x2 − x3 + . . .)n

па jе коефициjент jеднак (−1)k
(
n+ k − 1

k

)
што jе

(
−n
k

)
по негациjи горњег

индекса.
■

Теорема 8.1. (Биномна теорема за целоброjне експоненте (уопштена
биномна формула))

n ∈ Z |x| < 1 (x+ 1)n =
∞∑
k=0

(
n

k

)
xk

Доказ.
• За n ∈ N∗ тврђење следи на основу биномне формуле jер за k > n важи(

n
k

)
= 0

• За n < 0 тврђење следи на основу претходне леме 8.3.
■
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9 Одређивање функциjа генератриса.

Подразумева израчунавање суме одговараjућег степеног реда.

(an) = (a0, a1, . . . , ak, . . .)

(bn) = (b0, b1, . . . , bk, . . .)

A(x) =
∞∑
k=0

akx
k B(x) =

∞∑
k=0

bkx
k

Сабирање низова

(an) + (bn) = (a0 + b0, a1 + b1, . . .)
∞∑
k=0

(ak + bk)x
k =

∞∑
k=0

akx
k +

∞∑
k=0

bkx
k = A(x) +B(x)

Множење низа скаларом

c ∈ R c(an) = (ca0, ca1, . . .)
∞∑
k=0

(cak)x
k = c ·

∞∑
k=0

akx
k = c · A(x)

Померање низа за k места улево

(ak, ak+1, ak+2, . . .)
∞∑
i=0

ai+kx
i =

A(x)− (a0 + a1x+ . . .+ ak−1x
k−1)

xk

Померање низа за k места удесно

(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a0, a1, . . . , ak, . . .)

∞∑
i=0

aix
k+1 = xkA(x)

Замена x са cx у функциjи генератриси

A(cx) = a0 + a1cx+ a2c
2x2 + . . .+ akc

kxk

(a0, ca1, . . . , c
kak, . . . )

c = −1 (a0,−a1, a2,−a3, . . . )



ГЛАВА 1. КОМБИНАТОРИКА 21

Замена x са xk у функциjи генератриси

A(xk) = a0 + a1x
k + a2x

2k + . . .+ akx
k2 + . . .

(a0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, a1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, a2, . . .)

Диференцирање функциjе генератрисе

A′(x) = a1 + 2a2x+ . . .+ kakx
k−1 + . . .

(a1, 2a2, . . . , kak, . . .)

Интеграциjа функциjе генератрисе

∫
A(x)dx = a0x+

a1
2
x2 + . . .+

ak
k + 1

xk+1 + . . .

(0, a0,
a1
2
, . . . ,

ak
k + 1

, . . . )

10 Композициjе и партициjе броjева. Основна
своjства.

Композициjа природног броjа n на k сабирака jе уређена k-торка
(a1, a2, . . . , ak) (ai ∈ N) таква да важи:

n = a1 + a2 + . . .+ ak︸ ︷︷ ︸
сабирци композициjе

Коментар. Други називи: уређене партициjе, уређена разлагања природног
броjа.

l

Теорема 10.1. Броj композициjа природног броjа n на k сабирака jеднак jе(
n− 1

k − 1

)
.

Доказ.
n = 1_1_1_ . . ._1

на n − 1 цртица jе потребно распоредити k знакова + (неуређени избор
елемената).

Након распоређивања плусева, jединице без плусева између у збиру даjу jедан
сабирак, те имамо k сабирака.

■

Теорема 10.2. Броj композициjа природног броjа n jе 2n−1.
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Доказ.
n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
Б.Ф.
= 2n−1

■

Партициjа природног броjа n на k сабирака jе мултискуп [a1, a2, . . . , ak] природних
броjева, такав да важи n = a1 + a2 + . . .+ ak︸ ︷︷ ︸

сабирци партициjе

• p(n) - броj партициjа броjа n

• pk(n) - броj партициjа броjа n на k сабирака
• [1m1 , 2m2 , . . . , nmn ] - запис партициjе броjа n

• mi ∈ N∗ - броj поjављивања сабирака i у мултискупу
За разлику од композициjе, код партициjе поредак елемената ниjе важан.
Формула за одређивање броjа партициjа не постоjи, и он се одређуjе коришћењем

рекурентних формула или функциjе генератрисе низа p(n) (за мале броjеве може да
се рачуна директно).

Теорема 10.3. pk(n) = pk(n− k) + pk−1(n− k) + . . .+ p1(n− k)

Доказ.
n = a1 + a2 + . . . ak

n− k = (a1 − 1) + (a2 − 1) + . . .+ (ak − 1)

Добили смо партициjу броjа n− k (ако jе ai = 1 биће 0).
Ова jеднакост jе биjекциjа између скупа партициjа n на k у скупа партициjа

n− k на k, те тврђење важи.
■

Теорема 10.4. Функциjа генератриса низа p(n) одређена jе са

P (x) =
∞∏
i=1

1

1− xi

Доказ. Доказуjемо разлагањем свих партициjа броjа n на оне коjе садрже jедан
фиксиран сабирак на оне коjе га не садрже, па налазимо њихове функциjе
генератрисе.

■



ГЛАВА 1. КОМБИНАТОРИКА 23

11 Ферерсови диjаграми. Конjуговане партициjе
броjа. Идентитети са партициjама.

Партициjа неког броjа се Ферерсовим диjаграмом представља распоређивањем
маркера у врсте и колоне (свака врста одговара сабирку партициjе).

Маркери су уређени нерастуће (скроз горе jе наjвећи).

Пример 11.1. 17 = 5 + 4 + 3 + 2 + 2 + 1

• • • • •
• • • •
• • •
• •
• •
•

Две партициjе броjа n су (међусобно) конjуговане ако се Ферерсов диjаграм jедне
добиjа транспоновањем Ферерсовог диjаграма друге.

5 = 3 + 2 5 = 2 + 2 + 1

• • •
• •

• •
• •
•

Партициjа jе самоконjугована ако jе њен Ферерсов диjаграм инвариjантан у односу
на транспоновање (ако jе симетрична матрица).

Идентитети

1) Броj партициjа n на наjвише k сабирака jеднак jе броjу партициjа n + k на k
сабирака

Доказ.

партициjа броjа n+ k на k сабирака
k

врста


•
•
...
•

. . .

Ако уклонимо прву колону, преостаће n тачака, и наjвише k редова,
те jе успостављена биjекциjа између скупова Ферерсових диjаграма коjи
представљаjу партициjе n + k на k сабирака и партициjе n на наjвише k
сабирака.

■

2) Броj партициjа n на наjвише k сабирака jеднак jе броjу партициjа броjа и на
сабирке Nk.

Доказ. Ферерсов диjаграм партициjе n на наjвише k сабирака jе конjугована
Ферерсовом диjаграму партициjе n на сабирке коjи припадаjу скупу Nk.
(биjекциjа)
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■

3) Броj партициjа броjа n на парне сабирке jеднак jе броjу партициjа броjа n у
коjима се сваки сабирак поjављуjе паран броj пута.

Доказ. 
2n︷ ︸︸ ︷

· · · ·
· · · ·︸ ︷︷ ︸

2k


T

= · ·

■

4) Броj самоконjугованих партициjа броjа n jеднак jе броjу партициjа n у коjима
су сабирци различити и непарни.

12 Рекурентне jедначине. Дефинициjа и решења.
Линеарна рекурентна jедначина и њено опште
решење.

n ∈ N∗, k ∈ N, an, an+1, . . . , an+k−1 ∈ R
ϕ : N∗ × Rk → R an+k = ϕ(n, an, an+1, . . . , an+k−1)

рекурентна jедначина k-тог реда

Пример 12.1. Низ факториjела броjева скупа N∗

{
an+1 = (n+ 1)an

a0 = 1 ← почетни услов

Рекурентном jедначином се рекурзивно дефинише неки низ броjева.
Решење рекурентне jедначине jе било коjи низ (an) такав да, за свако n ∈ N∗,

његови чланови задовољаваjу ту jедначину.
Опште решење рекурентне jедначине зависи од k константни (првих k чланова

низа). Различита решења добиjаjу се из општег изборима вредности константни.
Услови коjи jеднозначно одређуjу вредности ових константи зову се почетни услови.
Jедно издвоjено решење, коjе jе одређено неким почетним условима називамо
партикуларно решење.

За произвољну вредност n, n-ти члан низа (an) називамо општи члан низа.

Коментар. Одређивање општег решења jедначине у пракси се своди на
одређивање општег члана низа коjи задовољава ту jедначину у функциjи од
n и константи коjе се потом могу одредити на основу почетних услова.

l
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Линеарна рекурентна jедначина k-тог реда

f0(n)an + f1(n)an+1 + . . . fk(n)an+k = f(n)

Две врсте:
• са константним коефициjентима (∀n fi(n) = c)

• са функционалним коефициjентима
Jедначина jе хомогена ако важи да jе f(n) = 0. У супротном, jедначина jе

нехомогена.
У нормализованом облику линеарне рекурентне jедначине важи fk(n) = 1.
Решења (a

(1)
n ), (a

(2)
n ), . . . , (a

(r)
n ) су зависна ако се jедно од њих може представити

као линеарна комбинациjа осталих. У супротном су независна.

Теорема 12.1. Решења (a
(1)
n ), (a

(2)
n ), . . . , (a

(r)
n ) хомогене jедначине су независна ако

и само ако важи:

det (A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a
(1)
1 a

(2)
1 . . . a

(r)
1

a
(1)
2 a

(2)
2 . . . a

(r)
2

...
... . . . . . .

a
(1)
r a

(2)
r . . . a

(r)
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

Доказ.
⇒ Независност решења (a

(1)
n ), (a

(2)
n ), . . . , (a

(r)
n ) даjе и независност

колона-вектора матрице A, па jе ранг матрице jеднак r, и det(A) ̸= 0.
⇐ Ако важи det(A) ̸= 0, онда jе ранг матрице jеднак r, па су колоне (и

решења) линеарно независне.
■

Коментар. Приметимо да су два решења (a
(1)
n ), (a

(2)
n ) зависна уколико су

одговараjући чланови низова пропорционални, то jест уколико за свако n ∈ N∗

важи jеднакост a
(1)
n = ca

(2)
n , при чему jе c нека фиксирана константа.

l

Теорема 12.2. Уколико су (a
(1)
n ), (a

(2)
n ), . . . , (a

(k)
n ) независна решења хомогене

jедначине, тада jе опште решење:

an = c1a
(1)
n + c2a

(2)
n + . . .+ cka

(k)
n

при чему су c1, c2, . . . , ck константе.

Опште решење нехомогене линеарне рекурентне jедначине облика jе:

an = hn + pn

hn - опште решење одговараjуће хомогене jедначине
pn - партикуларно решење дате нехомогене jедначине
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13 Линеарна рекурентна jедначина са константним
коефициjентима.

Облика jе:
f0an + f1an+1 + . . .+ fkan+k = f(n)

при чему су f0, f1, . . . , fk реалне константе.
Решење jе одређено њеном карактеристичном jедначином:

f0 + f1x+ f2x
2 + . . .+ fkx

k = 0

Одређивање општег решења хомогене jедначине:
• Ако су нуле карактеристичне jедначине x1, x2, . . . , xk jедноструке:

an = c1x
n
1 + c2x

n
2 + . . .+ ckx

n
k (не мораjу бити реалне)

• Ако постоjи нула xi мултиплицитета m:

an = c1x
n
1 + c2x

n
2 + . . .+ ci−1x

n
i−1 + cix

n
i + ci+1nx

n
i + ci+2n

2xn
i + . . . ci+m−1n

m−1xn
i

Одређивање партикуларног решења нехомогене jедначине (са
константним коефициjентима)

• разликуjемо већи броj случаjева у зависности од облика функциjе f

• Ако важи f(n) = Pd(n)b
n, где jе Pd полином степена d, а b реална константа

– x = b ниjе нула

pn = (A0 + A1n+ A2n
2 + . . .+ Adn

d)bn

– x = b jесте нула мултиплицитета m

pn = nm(A0 + A1n+ A2n
2 + . . .+ Adn

d)bn

• Партикуларно решење биће одређено када се одреде непознати коефициjенти
A0, A1, . . . , Ad коjе израчунавамо заменом добиjеног облика у првобитноj
jедначини.

Коментар. Два подслучаjа коjа следе:
1. функциjа f jе полином степена не већег од d

• x = 1 ниjе нула карактеристичне jедначине:

pn = A0 + A1n+ . . .+ Adn
d

• x = 1 jесте нула мултиплицитета m:

pn = nm(A0 + A1n+ . . .+ Adn
d)

2. f(n) = cbn

• x = b ниjе нула карактеристичне jедначине

pn = Abn
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• x = b jесте нула мултиплицитета m

pn = nmAbn

l

14 Функциjе генератрисе и решавање рекурентних
jедначина.

Нека jе линеарна рекурентна jедначина са константним коефициjентима, уз
почетне услове, задата на следећи начин:{

f0an + f1an+1 + . . .+ an+k = 0

a0 = c0, a1 = c1, . . . , ak−1 = ck−1

Теорема 14.1. Функциjа генератриса низа (an) одређеног рекурентном jедначином
облика jе:

A(x) =
P (x)

f0xk + f1xk−1 + . . .+ 1

(P (x) - полином степена строго мањег од k)

Доказ. Jасно jе да се функциjа генератриса низа (an) (сума неког конвергентног
степеног реда) може записати у датом облику (P jе такође сума неког степеног
реда). Потребно jе доказати да jе P полином степена мањег од k.

P (x) = A(x)(f0x
k + f1x

k−1 + . . .+ 1)

P (x) = (a0 + a1x+ . . .+ akx
k + . . . )(f0x

k + f1x
k−1 + . . .+ 1)

Коефициjент уз xn+k са десне стране ове jеднакости (за n ≥ 0) jе:

f0an + f1an+1 + . . .+ an+k

Међутим, пошто низ (an) задовољава почетну jедначину, ова вредност jе jеднака
нули за свако n ≥ 0.

■

Функциjа генератриса из претходне теореме се може одредити израчунавањем
коефициjената полинома P на основу почетних услова.

Ако у имениоцу функциjе генератрисе заменимо x са 1
x
, и помножимо именилац

са xk, добићемо израз из карактеристичне jедначине

f0 + f1x+ f2x
2 + . . .+ fkx

k = 0

То значи да функциjа генератриса садржи комплетну информациjу о
карактеристичноj jедначини.

Пример 14.1. {
an+1 = 2an + 1

a0 = 0
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Решење.
A(x)− a0

x︸ ︷︷ ︸
функциjа генератриса

померена за jедно
место улево

= 2A(x) +
1

1− x︸ ︷︷ ︸
1 jе n-ти члан

низа (1,1,...,1,...)

...
A(x) =

x

(1− x)(1− 2x)
=

P1

1− x
+

P2

1− 2x

⇒ A(x) = − 1

1− x
+

1

1− 2x
= −

∞∑
n=0

xn +
∞∑
n=0

(2x)n

=
∞∑
n=0

(2n − 1)︸ ︷︷ ︸
општи члан

xn

2�

15 Партициjе скупова. Стирлингови броjеви 2. врсте
и Белови броjеви.

Партициjа скупа Nn на k подскупова jе скуп његових непразних дисjунктних
подскупова S1, S2, . . . , Sk таквих да важи:

Nn = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sk

Jедина партициjа празног скупа jе празан скуп.
Стирлингов броj друге врсте, у ознаци S(n, k), jеднак jе броjу партициjа скупа од

n елемената на k подскупова.
Белов броj, у ознаци B(n), jеднак jе броjу партициjа скупа од n елемената

B(n) =
n∑

k=0

S(n, k)

k = 0 jер укључуjемо и празан скуп

Теорема 15.1. Стирлингови броjеви друге врсте задовољаваjу рекурентну
jедначину:

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + kS(n, k)

Доказ. Све партициjе скупа Nn+1 на k подскупова можемо добити:
• бирањем k − 1 подскупова из скупа Nn и додавањем jедночланог скупа
{n+ 1}

• бирањем k подскупова из скупа Nn и придодавањем {n + 1} на неки од
чланова (за то имамо k начина)

■
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На ову рекурентну jедначину додаjемо и почетне услове:

S(n, 1) = 1

S(n, n) = 1

Теорема 15.2. Белови броjеви одређени су рекурентном jедначином

B(n+ 1) =
n∑

k=0

(
n

k

)
B(k)

16 Фибоначиjеви броjеви. Златни пресек. Општи
члан и функциjа генератриса Фибоначиjевог
низа.

Фибоначи jе до низа дошао бавећи проблемом броjа зечева унутар jедне колониjе.

Тврђење 16.1. Фибоначиjев низ jе одређен рекурентном jедначином:
Fn+2 = Fn+1 + Fn

F0 = 0

F1 = 1

Фибоначиjеви броjеви су чланови Фибоначиjевог низа.
Златна подела (златни пресек) jе подела дужи таква да важи да jе однос целе

дужи и дужег дела jеднак односу дужина дужег и краћег дела.

d+ k

d
=

d

k
d > k

Без губљења на општости, можемо претпоставити да jе k = 1:

d+ 1

d
= d / · d

d2 − d− 1 = 0

d1,2 =
1±
√
5

2

d =
1 +
√
5

2
≈ 1, 618 (дужина мора бити позитивна)

Теорема 16.1. Општи члан Фибоначиjевог низа jе:

Fn =

(
1+

√
5

2

)5
−
(

1−
√
5

2

)5
√
5

Доказ.

Fn+2 = Fn+1 + Fn

x2 − x− 1 = 0 - карактеристична jедначина
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x1,2 =
1 +
√
5

2

Fn = c1

(
1 +
√
5

2

)n

+ c1

(
1−
√
5

2

)n

n = 0 : 0 = c1 + c2 c1 = −c2

n = 1 : 1 = c1

(
1 +
√
5

2

)
+ c2

(
1−
√
5

2

)

1 = c1

(
�1 +
√
5��−1 +

√
5

2

)
c1 =

1√
5

c2 = −
1√
5

Fn =

(
1+

√
5

2

)
−
(

1−
√
5

2

)
√
5

■

Теорема 16.2. Општи члан Фибоначиjевог низа jе:

F (n) =


(

1+
√
5

2

)n
√
5



Коментар. [x] - заокруживање на наjближи цео броj
l

Доказ. Оценимо разлику између Fn и оваквог општег члана.

∣∣∣∣∣∣Fn −

(
1+

√
5

2

)n
√
5

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣��

�
�
�(

1+
√
5

2

)n
√
5

−

(
1−

√
5

2

)n
√
5

−
�
�

�
�
�(

1+
√
5

2

)n
√
5

∣∣∣∣∣∣∣∣
С обзиром да jе њихова апсолутна разлика мања од 1

2
, важи jеднакост.

■

Теорема 16.3. Функциjа генератриса Фибоначиjевог низа одређена jе са:

F (x) =
x

1− x− x2
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Доказ.
F (x)− F1(x)− F0

x2
=

F (x)− F0

x
+ F (x)

F (x)

(
1

x2
− 1

x
− 1

)
=

1

x

F (x)
1− x− x2

x�2
=

1

�x

F (x) =
x

1− x− x2

■

17 Своjства Фибоначиjевих броjева.

Теорема 17.1.
Fn+1

Fn

= 1 +
1

1 + 1
1+ 1

... 1

1+1
1︸ ︷︷ ︸

n

, за n ≥ 1

Доказ. Индукциjом по n.

БИ (n = 1) :
F2

F1

= 1 1 = 1

ИX: Важи за n− 1

ИК:
Fn+1

Fn

=
Fn + Fn−1

Fn

= 1 +
Fn−1

Fn

= 1 +
1
Fn

Fn−1

ИХ
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

... 1

1+1
1︸ ︷︷ ︸

n

■

Теорема 17.2. lim
n→+∞

Fn+1

Fn

=
1 +
√
5

2

Доказ. 1 <
Fn+1

Fn

< 2←− низ jе ограничен.

Непарни чланови монотоно расту, док парни чланови монотоно опадаjу.

⇒ Оба низа конвергираjу ка x ∈ (1, 2) то jест ∃ lim
n→+∞

Fn+1

Fn

коjи jе, на основу

претходне теореме jеднак:

x = 1 +
1

x
⇒x2 − x− 1 = 0

x =
1 +
√
5

2

■
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Теорема 17.3.
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1

Доказ.
Fn = Fn+2 − Fn+1

n∑
i=1

Fi = (F3 − F2) + (F4 − F3) + . . .+ (Fn+2 − Fn+1)

= Fn+2 − F2 = Fn+2 − 1

■

Теорема 17.4. n ≥ 1, Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n

Доказ. Индукциjом по n.

БИ
n = 1

: F2F0 − F 2
1 = (−1)1

1 · 0− 1 = −1 − 1 ≡ −1

ИХ
n− 1

: FnFn−2 − F 2
n−1 = (−1)n−1

ИК
n

: Fn+1Fn−1 − F 2
n = (Fn + Fn−1)Fn−1 − F 2

n

= FnFn−1 + F 2
n−1 − F 2

n = Fn(Fn−1 − Fn) + F 2
n−1

= − FnFn−2 + F 2
n−1

ИХ
= −(−1)n−1 = (−1)n

■
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18 Лукасови и Каталанови броjеви.

Тврђење 18.1. Лукасов низ jе одређен следећом рекурентном jедначином:{
Ln+2 = Ln+1 + Ln

L0 = 2, L1 = 1

Коментар. Лукасови и Фибоначиjеви броjеви задовољаваjу исту рекурентну
jедначину, уз различите почетне услове.

l

Теорема 18.1. Општи члан Лукасовог низа одређен jе са:

Ln =

(
1 +
√
5

2

)n

+

(
1−
√
5

2

)n

Доказ. Карактеристична jедначина jе иста као и код Фибоначиjевог низа, па
jе и опште решење исто.

Ln = c1

(
1 +
√
5

2

)n

+ c2

(
1−
√
5

2

)n

n = 0 2 = c1 + c2 c2 = 2− c1

n = 1 1 = c1

(
1 +
√
5

2

)
+ c2

(
1−
√
5

2

)
/ · 2

2 = c1(1 +
√
5) + (2− c1)(1−

√
5)

�2 =ZZc1 +
√
5c1��+2− 2

√
5HHH−c1 +

√
5c1

0 = 2
√
5c1 − 2

√
5

c1 = 1 c2 = 1

Ln =

(
1 +
√
5

2

)5

+

(
1−
√
5

2

)5

■

Теорема 18.2. Функциjа генератриса Лукасовог низа одређена jе са:

L(x) =
2− x

1− x− x2

Доказ.

L(x)− L1x− L0

x2
=

L(x)− L0

x
+ L(x)

L(x)− x− 2

x2
=

L(x)− 2

x
+ L(x) / · x2
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L(x)− x− 2 = x · L(x)− 2x+ x2L(x)

L(x)− xL(x)− x2L(x) = −2x+ x+ 2

L(x)
(
1− x− x2

)
= −x+ 2

L(x) =
2− x

1− x− x2

■

Теорема 18.3. n ≥ 1 Ln = Fn+1 + Fn−1

Доказ. Индукциjом по n.

БИ
n = 1

: L1 = F2 + F0 1 = 1 + 0

ИХ
n− 1

: Ln−1 = Fn + Fn−2

ИК
n

: Ln = Ln−1 + Ln−2
ИХ
= (Fn + Fn−2) + (Fn−1 + Fn−3)

= (Fn + Fn−1) + (Fn−2 + Fn−3) = Fn+1 + Fn−1

■

Тврђење 18.2. Каталанов низ jе одређен следећом рекурентном jедначином:

Cn =
n−1∑
i=0

Ci · Cn−i−1

C0 = 1

Општи члан Каталановог низа jе:

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)

Низ заграда jе коректан ако се отворене и затворене заграде у формули могу
поставити у том распореду.

Општи случаj коректног низа заграда jе:

(z1
↑
)z2

↑
коректни низови заграда

Броj коректних распореда n парова заграда jеднак jе Каталановом броjу Cn.

Пример 18.1. Менхетн проблем.
Нека jе дата квадратна табла формата n× n.
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Монотони пут jе пут коjи полази из доњег левог угла табле, завршава у
горњем десном, а креће се по ивицама поља без пресецања диjагонале.

Броj монотоних путева jеднак jе двострукоj вредности Каталановог броjа Cn.
Илустровани пут даjе распоред заграда (()())()((())()).

Дефинициjа 18.1. Дат jе коначан скуп обjеката коjе називамо чворови, и релациjа
поретка наследник дефинисана на том скупу. Тада се потпуно коренско бинарно
стабло састоjи од:

• jедног чвора (коjи називамо корен) или
• два потпуна коренска бинарна стабла и jедног додатног чвора таквих да су по

дефинициjи оба корена два стабла наследници новог чвора (коjи тиме постаjе
jединствени корен, док два стабла постаjу подстабла новог стабла)

Свако коренско стабло има jединствени корен.
Чворове коjи немаjу наследнике називамо листови.
Чвор коjи ниjе лист има тачно два наследника (леви и десни).

Позиционо потпуно коренско бинарно стабло прави дистинкциjу између левог и
десног чвора наследника (тиме и левог и десног подстабла).

Коментар. Дефинициjа потпуног коренског бинарног стабла се може уопштити
на произвољно потпуно k-арно стабло. У њему, сваки чвор коjи ниjе лист има
тачно k наследника.

Чворови непотпуног стабла могу имати мање од k наследника.
l

За n ≥ 0, броj позиционих потпуних коренских бинарних стабала чиjи броj листова
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износи n+ 1 jе jеднак Каталановом броjу Cn.

Доказ. Коректне низове заграда можемо дефинисати рекурзивно:
• празан низ заграда jе коректан
• ако су Z1 и Z2 коректни низови заграда, онда jе и низ (Z1)Z2 такође

коректан.
Између скупа корентних низова n заграда и скупа позиционих потпуних
коренских бинарних стабала чиjи jе броj листова n + 1 постоjи биjективно
пресликавање:

• празан низ заграда пресликава се у стабло коjе се састоjи од jедног чвора
• ако се коректни низови заграда Z1 и Z2 пресликаваjу у стабла T1 и T2,

онда се низ (Z1)Z2 пресликава у стабло коjе се добиjа увођењем новог
чвора (корена) чиjи су леви и десни наследник редом корени стабала T1

и T2.
■



II

Теориjа графова

19 Типови графова, основни поjмови, своjства и
инвариjанте. Шетње, стазе и путеви. Матричне
репрезентациjе графа.

• Прост граф (или само граф) jе уређени пар G = (V,E)

– V - скуп чворова (V (G))
– E - скуп грана (двочлани подскупови скупа V ) (V (E))

• Сматрамо да jе скуп чворова непразан и коначан.
– n - броj чворова (∈ N)
– m - броj грана (∈ N∗)

• Грана спаjа два чвора коjима jе одређена (такви чворови су суседни).
• Грана коjа спаjа два чвора jе инцидентна са сваким од њих, а ти чворови су

краjеви гране
• степен чворова (du) - броj грана инцидентних са тим чвором
• околина чвора (N(u)) - скуп свих њему суседних чворова
• минимални степен чвора у графу - δ
• максимални степен чвора у графу - ∆
• u - произвољан чвор, e - произвољна грана графа G

– G− u - граф добиjен уклањањем чвора u и њему инцидентних грана
– G− e - граф добиjен уклањањем гране e

– Ако e ниjе грана графа G, G+ e jе граф добиjен додавањем e у G

Типови графова (могу се комбиновати)

• граф са петљама - допушта постоjање грана чиjа су оба краjа исти чвор
• мултиграф - допушта постоjање више грана између два чвора
• тежински граф - свакоj грани jе придружена нека нумеричка вредност (тежина

гране)
• усмерени граф (ориjентисани граф, диграф) - свака грана може поседовати

усмерење од jедног чвора ка другом
– Улога зависи од контекста
– Грану са усмерењем, уместо као скуп, разматрамо као уређени пар



38 ГЛАВА 2. ТЕОРИJА ГРАФОВА

Коментар. Прост граф jе специjалан случаj тежинског графа где су све гране
тежине 1.

l

Теорема 19.1. Сума степена чворова jеднака jе двоструком броjу грана.
n∑

i=1

dui
= 2m

Доказ. С обзиром да су гране инцидентне са по два чвора, биће преброjане
двапут.

■

Теорема 19.2. Броj чворова непарног степена ниjе непаран.

Доказ. Када би био, сума степена чворова би била непарна, што jе у
контрадикциjи са претходном теоремом.

■

Коментар. Претходне две теореме важе за све графове, изузев графова са
петљама.

l

• Графови G и H су изоморфни ако постоjи биjекциjа f : V (G)
1-1−→
на

V (H) коjа
чува суседство између чворова (тj. ако се разликуjу само у означавању чворова
и грана).

• Инвариjанта графа jе функциjа дефинисана на скупу свих графова, и има исту
вредност за изоморфне графове. (пример: броj чворова, броj грана, δ, ∆, . . . )

• Подграф графа G = (V,E) jе граф G′ = (V ′, E ′) за коjу важи V ′ ⊆ V,E ′ ⊆ E
(G садржи G′).

• Индуковани подграф графа G добиjа се уклањањем произвољног скупа
чворова из графа G (и са њима инцидентним гранама).

• Сваки индуковани подграф jе истовремено и подграф, док обрнуто не важи.
• Комплемент графа G = (V,E) jе граф G = (V,E) с истим скупом чворова, коjи

су суседни ако и само ако нису суседни у графу G.
• Граф jе самокомплементан ако jе изоморфан свом комплементу.

≃
Слика 2.1: Пример изоморфних графова

Шетње, стазе и путеви

• Шетња у графу jе низ облика (v1, e1, v2, e2, . . . , ek−1, vk) чиjи чланови
наизменично чворови и гране тог графа такви да jе грана ei инцидентна с
чворовима vi и vi+1.
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• Шетња повезуjе (спаjа) чворове v1 и vk.
• Шетња jе затворена ако важи да jе v1 = vk, у супротном jе отворена.
• Дужина шетње jе броj грана коjе садржи.
• Неформално: Шетња пролази чворовима и гранама коjе садржи.
• Стаза jе шетња коjа сваком граном пролази наjвише jеданпут
• Пут jе шетња коjа сваким чвором (а тиме и граном) пролази наjвише jеданпут.
• Пут у усмереном графу (усмерени пут) одређен jе низом различитих чворова
(v1, v2, . . . , vk) таквим да за i ∈ [1, k − 1] усмерени граф садржи гране (vi, vi+1).

• Два чвора су повезана уколико постоjи пут коjи их повезуjе. У супротном су
неповезани.

• Граф jе повезан ако су сви чворови међусобно повезани (у супротном jе
неповезан).

• Повезаност чворова jе jедна релациjа еквиваленциjе, док су њене класе
еквиваленциjе компоненте повезаности.

• Везивни чвор графа jе чвор чиjим се уклањањем броj компоненти повезаности
увећава.

• Мост (везивна грана) графа jе грана чиjим се уклањањем броj компонената
повезаности увећава (за 1).

• У повезаном графу, клањањем везивног чвора или моста граф постаjе
неповезан.

• Растоjање између два чвора u и v (dist(u, v)) представља дужину наjкраћег
пута коjи их повезуjе (растоjање између неповезаних чворова jе бесконачно).

• Ексцентрицитет чвора u (ecc(u)) представља растоjање између тог чвора и
чвора на максималном растоjању од њега.

• Радиjус графа G (r(G)) jеднак jе минималном ексцентрицитету чвора тог
графа.

• Центар графа чине сви чворови чиjи jе ексцентрицитет jеднак радиjусу графа.
• Диjаметар графа g (diam(G)) jеднак jе максималном ексцентрицитету чвора

тог графа.
• Повезаност, радиjус и диjаметар су инвариjанте графа.

Неки графови

• Празан граф нема ниjедну грану (тривиjалан граф има само jедан чвор).
• Комплетан (потпун) граф Kn - свака два чвора су споjена граном.
• Регуларан граф - сви чворови имаjу jеднаке степене.
• Бипартитан граф jе или

– тривиjалан граф или
– граф чиjи се скуп чворова може поделити на два дисjунктна подскупа

тако да свака грана спаjа чвор из jедног са чвором из другог подскупа
(празан граф jе бипартитан).

• Комплетан бипартитан граф jе бипартитан граф код коjег jе сваки чвор повезан
са свим чворовима из друге партициjе (степен сваког чвора jе броj чворова из
другог скупа).
Симбол: Kn1,n2 , где су n1 и n2 кардиналности партициjа.

• Звезда jе комплетан бипартитан граф за коjи важи n1 = 1.
• Циклус (Cn) jе повезан граф код коjег jе степен сваког чвора 2.
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• Пут (Pn) jе граф дефинисан као:
– n ≤ 2 jедини повезан граф (• , •−•).
– n ≥ 3 граф добиjен уклањањем jедне гране циклуса Cn

• Дужина циклуса / пута jеднака jе броjу њихових грана.
• Пут у графу одређуjе jедан индуковани подграф.

Теорема 19.3. Граф jе бипартитан ако и само ако не садржи циклус непарне
дужине (као подграф).

Доказ.
⇒ Ако би бипартитан граф садржао циклус непарне дужине, онда би свака

два суседна чвора тог циклуса припадала различитим партициjама, што jе
немогуће jер циклус садржи непаран броj чворова.
⇐ Издвоjићемо чвор v и ставити га у први скуп. Све чворове на парном

растоjању од њега стављамо у први скуп, а чворове на непарном у други. Ако
постоjи циклус непарне дужине, два чвора ће се налазити на истом растоjању
од v и биће повезани, што у бипартитном графу ниjе могуће.

■

Коментар. На слици се редом налазе jедан регуларан граф чиjи су сви чворови
степена 3 (оваj граф познат jе као Петерсенов граф), пример бипартитног
графа, комплетан бипартитан граф K3,5, звезда K1,8, циклус C8 и пут P8.

Слика 2.2: Примери графова
l

Матричне репрезентациjе графова

V = v1, v2, . . . , vn ←− чворови
E = e1, e2, . . . , em ←− гране

• Матрица суседства A(G) n× n

– (i, j) =

{
1, vi, vj суседни
0, vi, vj нису суседни
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– Матрица jе симетрична код неусмерених графова.
• Матрица инциденциjе R(G) n×m

– (i, j) =

{
1, vi инцидентан са ej

0, vi ниjе инцидентан са ej

– Свака колона садржи тачно две jединице.
• Матрична репрезентациjа не представља инвариjанту графа, али са њом има

неке сличности коjе се могу користити.
• Корисна jе зато што садржи информациjе о структури и инвариjантама графа,

и неке трансформациjе графа се могу подузети операциjама над матрицама

Коментар. Практична примена (у књизи jе споменуто успут):
• спектрална теориjа
• спектар графа

l

20 Стабла. Коренска и разапињућа стабла.
Претраге графова.

Стабло jе повезан граф коjи не садржи подграф изоморфан циклусу.
Шума jе неповезан граф чиjа jе свака компонента повезаности стабло.

Теорема 20.1. Следећа тврђења су еквивалентна.
1. T jе стабло.
2. T jе повезан граф код коjег jе броj грана за jедан мањи од броjа чворова, тj.

важи m = n− 1.
3. T jе максимални граф без циклуса (додавањем било коjе гране настаjе циклус).
4. T jе минимални повезан граф (уклањањем било коjе гране постаjе неповезан).
5. За свака два чвора графа T постоjи тачно jедан пут коjи их повезуjе.

Коренско стабло jе стабло чиjи jе jедан чвор (корен) издвоjен од осталих.
Нека jе T коренско стабло чиjи jе корен чвор r.
– Ако важи да jе dist(u, r) = i, чвор u припада i-том нивоу стабла T .
– Ако u припада i-том, а v i + 1-вом нивоу и ако су суседни, u jе претходник

чвора v, а v наследник чвора u

– Лист jе чвор коjи нема наследника.
– Унутрашњи чвор ниjе ни корен, ни лист.

• Коренско k-арно стабло jе коренско стабло чиjи сваки чвор има наjвише k
наследника.

• За потпуно коренско стабло k-арно стабло важи да сваки чвор коjи ниjе лист
има тачно k наследника.

• Разапињући граф графа G jе граф коjи има исте чворове као G, а његов скуп
грана jе подскуп скупа E(G).

• Разапињуће стабло jе разапињући граф коjи jе стабло.
• Разапињућа шума неповезаног графа се састоjи из разапињућих стабала
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компонената повезаности.
• Ако jе T разапињуће стабло повезаног графа G, онда се додавањем произвољне

гране из скупа E(G)\E(T ) добиjа тачно jедан циклус. (елементарни циклус
графа G у односу на стабло T )

• Броj елементарних циклуса не зависи од избора разапињућег стабла.
• У случаjу повезаног графа, броj елементарних циклуса износи m− n+ 1.
• Броj елементарних циклуса графа износи ν = m− n+ p.

– m - броj грана
– n - броj чворова
– p - броj компонената повезаности
– ν - цикломатички броj графа (jедна инвариjанта)

Претрага графа

• Састоjи се од бирања jедног по jедног чвора графа (обилажење чворова) тако
да сваки буде одабран тачно jеданпут, у складу са неким редоследом.

• Код свих претрага, наредни чвор у обиласку jе суседни неком чвору коjи jе већ
обиђен.

• Граф чиjи су чворови чворови графа коjи се претражуjе, а гране одређене
претрагом jе jедно разапињуће (усмерено) стабло претраженог графа, и назива
се стабло претраге.

• Код претраге у дубину и ширину полази се од произвољног чвора.
• Претраге нису jединствене, тj. пружаjу могућност избора пута током претраге.
• Решење: Нумерациjа чворова и одабир наjмањег.
• Претрага у дубину (енг. Depth first search)

– Наредни чвор суседни jе претходно обиђеном, ако jе то могуће.
– Ако ниjе, суседни jе претходнику претходно обиђеног, и тако даље.

• Претрага у ширину (енг. Breadth first search)
– Прво обилазимо све суседе првог чвора, потом све необиђене суседе другог,

и тако даље.
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21 Минимално разапињуће стабло тежинског графа.
Краскалов и Примов алгоритам.

• Разматрамо графове коjима су све тежине позитивне.
• тежина гране e - ω(e)
• тежина графа G - ω(G) =

∑
e∈E(G)

ω(e)

• Минимално разапињуће стабло повезаног тежинског графа jе разапињуће
стабло минималне тежине. Постоjи увек и не мора бити jединствено.

• Краскалов алгоритам
– „наjпре грана наjмање тежине“
– похлепни (грамзиви) алгоритам
– Алгоритам прихвата повезан тежински граф G, а враћа jедно његово

минимално разапињуће стабло.
K1 Текући граф T = (V (G), ∅)
K2 Уредити гране графа G у неопадаjући низ у складу са њиховим

тежинама.
K3 Нека jе e наредна грана низа. Ако не постоjи, прећи у К5.
K4 Ако додавањем гране e текућем графу T настаjе циклус, прећи у

К3. Иначе, додати e графу T и прећи у К3.
K5 КРАJ

Докажимо да Краскалов алгоритам резултуjе минималним разапињућим стаблом
повезаног тежинског графа.

Доказ. Алгоритам не може резултовати неповезаним графом, нити графом коjи
садржи циклус (К4), што значи да jе он стабло.
T - стабло добиjемо Краскаловим алгоритмом.
(e1, e2, . . . , en−1) - гране стабла уређене у складу са редоследом додавања.
ППС тежина графа T ниjе минимална, тj. постоjе стабла мање тежине.
• за свако такво стабло S jе дефинисана функциjа

f(S) = min{i | ei ̸∈ E(S)}

• S ′ - стабло за коjе jе вредност функциjе максимална.
• Ако важи f(S ′) = k, онда су гране e1, e2, . . . , ek−1 и гране S ′.
• S ′ + ek ←− садржи циклус.
• Ако jе e′k грана тог циклуса коjа припада S ′ а не припада T (постоjи jер
T ̸= S ′), разматрамо S ′′ = S ′ − e′k + ek (коjи jе разапињуће стабло).

• ω(S ′′) = ω(S ′) + ω(ek)− ω(e′k)

• Стабла T и S ′′ садрже гране e1, e2, . . . , ek.
• Пошто jе ek била следећа за додавање, важи

ω(ek) ≤ ω(e′k)⇒ ω(S ′′) ≤ ω(S ′)

(заправо важи jеднакост jер jе S ′ МРС)
• ⇒ S ′′ jе jедно МРС
• али e1, e2, . . . , ek ∈ S ′′
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• ⇒ f(s′′) > k �
■

Теорема 21.1. Нека jе G = (V,E) повезан тежински граф, U ⊂ V и e грана
минималне тежине коjа спаjа чвор из скупа U са чвором из скупа V \U .

Тада постоjи минимално разапињуће стабло графа G коjе садржи грану e.

Доказ. S - МРС коjе не садржи грану e. Из дефинициjе стабла, S + e садржи
циклус.

Поред гране e, том циклусу припада и нека грана e′ коjа спаjа чвор из скупа
U са чвором из скупа V \U .

Пошто важи ω(e) ≤ ω(e′), уклањањем гране e′ из графа S + e добиjамо
тражено МРС.

■

Примов алгоритам

• „наjпре наjближи сусед“
• одређивање минималне разапињуће шуме

K1 T = (∅, ∅)
K2 Произвољан чвор из V (G)\V (T ) додати у T . Ако такав чвор не постоjи,

прећи у К4.
K3 Додати грану наjмање тежине спаjа чвор из T са чвором из V (G)\V (T ).

Понављати докле год jе могуће и потом прећи у К2.
K4 КРАJ
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22 Разапињућа стабла означених графова.
Приферов низ.1

Графови су изоморфни уколико се разликуjу само по означавању чворова. То
значи да, суштински, графове са различитим означавањима третирамо као jедан
исти граф.

Код означених графова, ознаке чворова се уважаваjу и тако нам омогућаваjу да
разликуjемо изоморфне графове (они остаjу изоморфни).

За n ≥ 2, Приферов низ jе било коjи се састоjи од n − 2 (не нужно различита)
броjа скупа Nn.

s(n) = (s1, s2, . . . sn−2)

Приферов низ s(n) одређуjе jедно означено стабло коjе има n чворова и обратно.

Приферово кодирање

Алгоритам прихвата нетривиjално2 означено стабло, а враћа jединствени код тог
стабла.

1 BEGIN
2 INPUT T = {{1, 2, 3, ... , n}, E} - стабло T
3

4 s = () - инициjализациjа
5

6 WHILE |V(T)| > 2
7

8 u - чвор степена 1 минималне ознаке
9 v - сусед од u

10 T := T - u
11 s := s + v - дописати члан v на краj низа s
12

13 RETURN s
14 END

Приферово декодирање

Алгоритам прихвата код, а враћа jединствено означено стабло jе њиме одређено.
1 BEGIN
2 INPUT s = (s(1), s(2), ... , s(n-2)) - Приферов низ
3

4 T = ({1, 2, ... , n}, ∅) - инициjализациjа
5 l = (1, 2, ... , n) - помоћни низ
6

7 WHILE s ̸=()
8 v - минимална вредност коjа припада l, а не припада s
9 w = s(1)

10 T := T + vw
11 l := l - v; - уклонити v из l
12 s := s - s(1); - уклонити s(1) из s, тj. померити низ s за jедно место улево
13

14 споjити граном два чвора коjа су одређена преосталим елементима низа l
15 RETURN T
16 END

1У уџбенику не постоjи jасна дистинкциjа између овог и следећег питања.
2Тривиjални граф има тачно jедан чвор и ниjедну грану
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23 Броj разапињућих стабала означених графова.
Кеjлиjева теорема. Цикломатички броj графа.

• Означени графови су графови код коjих су чворови означени неким
нумеричким вредностима како би се разликовали од своjих изоморфизама.

• Не постоjи ефективни начин за израчунавање броjа неизоморфних графова са
n чланова. (исто важи и за стабла)

• (Кеjлиjева теорема) Броj означених стабала са n чворова jе nn−2.
• Броj разапињућих стабала означеног комплетног графа Kn jеднак jе броjу

означених стабала коjа имаjу n чворова (nn−2).
• Повезани граф коjи садржи тачно jедан елементарни циклус jе унициклички.
• Броj разапињућих стабала сваког означеног уницикличког графа jеднак jе

дужини његовог jединственог циклуса.
• e - грана мултиграфа G (може садржати петље).
• Контракциjа мултиграфа G у односу на грану e (G · e) jе мултиграф коjи

се добиjа од графа G − e идентификовањем чворова са коjима jе e била
инцидентна.

Пример 23.1. На слици jе илустрован граф и његова контракциjа у односу
на грану 67.

• t(G) - броj разапињућих стабала означеног графа G

• За сваки означени мултиграф G важи:

t(G) = t(G− e) + t(G · e)

Доказ. Свако разапињуће стабло графа G коjе не садржи грану e jе и
разапињуће стабло графа G− e, и обрнуто.

Свако разапињуће стабло мултиграфа G коjе садржи грану e jеднозначно
одређуjе разапињуће стабло мултиграфа G · e, и обрнуто.

■

Цикломатички броj графа (ν) jеднак jе броjу елементарних циклуса графа.

ν = m− n+ p



ГЛАВА 2. ТЕОРИJА ГРАФОВА 47

24 Оjлерови мултиграфови. Флериjев алгоритам.
Проблем кинеског поштара.

• Мултиграф jе Оjлеров ако садржи затворену стазу коjа сваком граном пролази
тачно jеданпут (Оjлерова стаза).

• Мултиграф jе Полу-Оjлеров ако садржи стазу коjа сваком граном пролази
тачно jеданпут (Сваки Оjлеров граф jе Полу-Оjлеров).

• Проблем седам кенинсбершких мостова
• (Оjлерова теорема) За нетривиjалан повезан мултиграф важи да jе Оjлеров ако

и само ако су му сви чворови парног степена.

Доказ.
⇒ Када у неки чвор уђемо, мора постоjати друга грана помоћу коjе из њега

излазимо.
⇐ Индукциjом по броjу грана.

БИ:

ИХ: Тврђење важи за све графове са мање од m грана.
ИК: G има m грана (сви чворови су парног степена).
G ниjе стабло jер су сви чворови парног степена, што значи да G садржи

циклус C.
С обзиром да су сви чворови коjи припадаjу циклусу степена 2, ако

уклонимо све његове остаjе нам (можда неповезан) граф ком свака компонента
повезаности задовољава индуктивну хипотезу.

Граф G добиjамо тако што, када током обиласка циклуса дођемо до чвора
необиђене компоненте повезаности, обилазимо jе (обилазак се завршава у чвору
из коjег смо кренули jер jе подграф Оjлеров), и настављамо даљи обилазак
циклуса.

■

Нетривиjалан повезан мултиграф jе Полу-Оjлеров ако и само ако садржи 0 или 2
чвора непарног степена.

Доказ. Следи из дефинициjе Полу-Оjлеровог графа.
■

Флериjев алгоритам

Прихвата Оjлеров мултиграф, а враћа jедну Оjлерову стазу.
1 BEGIN
2 INPUT G - Оjлеров мултиграф
3 ν0 - произвољан чвор
4 s = (ν0) - инициjализациjа стазе
5 H = G - помоћни мултиграф
6

7 WHILE |E(H)| > 0
8 изабрати грану e = uν ∈ E(H) такву да:
9 (1) u jе последњи чвор стазе s и

10 (2) e ниjе мост мултиграфа H, осим ако нема другог избора
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11

12 s := s + e,v; - стази додаjемо грану e и чвор v
13 H := H - e
14

15 RETURN s
16 END
17

Проблем кинеског поштара

• Поштар креће од поште, мора да разнесе све пошиљке и да се врати у пошту
трошећи што мање времена (прелазећи што краћи пут).

• Његову путању можемо разматрати као тежински Оjлеров мултиграф.

25 Хамилтонови графови. Проблем трговачког
путника. 3-хеуристика.

• Граф jе Хамилтонов ако садржи циклус коjи пролази сваким чвором тог графа
(Хамилтонов циклус).

• Граф jе полухамилтонов ако садржи пут коjи пролази сваким чвором тог графа
(Хамилтонов пут).

• Сваки Хамилтонов граф jе истовремено и полухамилтонов.
• (Диракова теорема) Граф коjи има барем три чвора и чиjи минимални степен

чворова задовољава неjеднакост δ ≥ n
2

jе Хамилтонов.

Проблем трговачког путника

• Нека jе дат скуп градова повезаних путевима одређене дужине.
• Путник мора да обиђе сваки град тачно jеданпут и да се врати у онаj из коjег

jе кренуо, а да притом пређе пут наjмање дужине.
• Проблем се своди на одређивање Хамилтоновог циклуса минималне тежине.
• Проблем jе NP-тежак.
• Jедно решење било би проналажење свих Хамилтонових циклуса и одређивање

оног наjмање тежине (што jе неефикасно).
• Коришћење хеуристичких алгоритама.
• Заjедничка своjства свих хеуристичких алгоритама су да jе њихова примена

jедноставна (имаjу релативно jедноставну имплементациjу и не велику
сложеност), и у општем случаjу не даjу оптимално, већ решење блиско
оптималном (подоптимално).

• 3-хеуристика 3

– Примењуjе над комплетним тежинским графовима (када су сви градови
повезани).

– Полази од произвољног Хамилтоновог циклуса.
– Уклањамо три несуседне гране, и добиjамо подграф коjи се састоjи из три

пута.
– Спаjањем њихових краjева на одговараjуће начине добиjамо нове

Хамилтонове циклусе.
3три
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– Бирамо циклус наjмање тежине и поступак понављамо произвољан броj
пута.

26 Планарни графови.

• Граф jе планарни ако се може представити у равни тако да му се гране не
пресецаjу.

• Сваки повезан планарни граф коjи jе представљен тако да му се гране не
пресецаjу дели раван на неки броj области, од коjих jе тачно jедна бесконачна.

• (Оjлерова теорема за планарне графове) За сваки повезан планарни граф коjи
jе представљен у равни тако да му се гране не пресецаjу важи:

n−m+ f = 2

n - броj чворова
m - броj грана
f - броj области

Доказ. Индукциjом по m.
БИ: Наjмање m jе n − 1, што би значило да jе оваj граф стабло, а стабло jе

планарни граф:
n− (n− 1) + 1 = 2 �

ИХ: Тврђење важи за све графове са мање од m грана.
ИК: Пошто граф има више од n грана, има макар jедан циклус.
e jе грана ток циклуса.
G− e jе повезан и дели раван на jедну мање област него G. Према ИХ важи:

n− (m− 1) + (f − 1) = 2

■

Потподела графа добиjа се заменом сваке гране нетривиjалним путем произвољне
дужине. То можемо интерпретирати као узастопно додавање произвољног броjа
чворова свакоj грани.

Граф jе планарни ако и само ако не садржи подграф изоморфан K5 или K3,3.

Слика 2.3: Графови K5 (лево) и K3,3 (десно).
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27 Спаривањa у графовима.

• Спаривање jе подскуп скупа грана такав да никоjе две гране нису инцидентне.
• Максимално спаривање jе спаривање коjем се не може додати грана тако да

оно остане спаривање.
• Наjвеће спаривање садржи наjвећи броj грана (свако наjвеће jе истовремено и

максимално).
• Код савршеног спаривања, сваки чвор графа jе инцидентан са jедном граном

спаривања.
• Ако граф има непаран броj чворова, не може имати савршено спаривање.
• Свако савршено спаривање jе и наjвеће.
• Ако постоjи савршено спаривање, важи и обрнуто (да jе свако наjвеће

спаривање савршено).

• Пут парне дужине нема савршено спаривање, а пут непарне дужине има
jединствено спаривање.

• Циклус парне дужине поседуjе два савршена спаривања.
• Комплетан бипартитан граф Kn,n има n! савршених спаривања.

• Комплетан граф K2n има
(2n)!

n!2n
савршених спаривања.

• M jе произвољно спаривање у графу G

– Чвор u тог графа коjи ниjе инцидентан ни са jедном граном M jе слободан
у односу на спаривање M .

– Пут p = (v1, e1, v2, e2, . . . , ek−1, vk) jе M -алтернираjући ако све гране или
парног или непарног индекса пута p припадаjу спаривању M .

– M -увећани пут jе M -алтернираjући пут код коjег су само краjњи чворови
слободни у односу на M (не мора да постоjи).

Теорема 27.1. (Бержеова теорема) Спаривање M у графу G jе наjвеће ако и
само ако граф G не садржи M -увећани пут.

Доказ.
⇒: Претпоставимо да постоjи M -увећани пут.
P - jедан од увећаних путева.
M ′ = M △ E(P ) jе веће спаривање �

⇐: Контрапозициjа

Претпоставимо да M ниjе наjвеће спаривање ?⇒ постоjи M -увећани пут
Ако M ниjе наjвеће спаривање, значи да постоjи наjвеће спаривање M ′.
Подграф графа G са скупом грана M ∪M ′.
Степен сваког чвора таквог подграфа ниjе већи од 2 (сваки чвор jе

инцидентан са наjвише две гране из различитих спаривања), тj. важо да су
све компоненте повезаности или путеви или циклуси.

Сваки циклус садржи исто броj грана из M и M ′ и спаривање M садржи
више грана.
⇒ постоjи компонента пут коjа садржи jедну више грану из M ′.
⇒ такав пут наизменично садржи гране из M ′ и M а почиње и завршава се
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с M ′, те jе он тражени M -увећани пут.
■

Проблем распореда послова (проблем запошљавања или
асигнациjе)

• Дат jе скуп послова и скуп радника (за сваког радника jе познато коjи посао
уме да обавља).

• Ако jе за посао довољан jедан граф, проблем можемо представити као
бипартитни граф.

• Тражимо наjвеће спаривање (Мађарски алгоритам).

28 Боjењa графова. Проблем 4 боjе.

• Боjење чворова графа jе функциjа коjа сваки чвор пресликава у неку боjу из
скупа боjа.

• Боjење чворова jе правилно ако су суседни чворови обоjени различитом боjом.
• Боjење грана графа jе функциjа коjа сваку грану пресликава у неку боjу из

скупа боjа.
• Боjење грана jе правилно ако су суседне гране обоjене различитом боjом.
• Боjење грана своди се на проблем боjења чворова линиjског графа.
• Линиjски граф графа G, L(G)

– Скуп чворова L(G) одговара скупу грана графа G.
– Чворови L(G) су суседни ако и само ако су њима одговараjуће гране из

графа G суседне.
• G jе коренски граф свог линиjског графа.
• Сваки граф (до на изоморфизам) има тачно jедан линиjски граф и боjење грана

jеднозначно одређуjе боjење чворова линиjског графа
• Сваком линиjском графу коjи ниjе изоморфан графу K3 одговара тачно jедан

коренски граф.
• Граф jе k-обоjив ако се може правилно обоjити са k боjа.
• Хроматски броj графа χ(G) jе минимална вредност k за за коjу jе граф k-обоjив.
• Хроматски броj неповезаног графа jеднак jе максималном хроматском броjу

његових компоненти.
• χ(Kn) = n

• χ(Pn) = 2

• Хроматски броj бипартитног графа са макар jедном граном jе 2 (бихроматски
графови).

• χ(Cn) =

{
2, n = 2k

3, n = 2k − 1

• Повезан граф jе χ-критичан ако jе његов хроматски броj χ и ако jе хроматски
броj сваког његовог правог подграфа мањи од χ.

• Хроматски броj и максимални степен чвора сваког графа задовољаваjу
неjеднакост:

χ ≤ ∆+ 1
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• (Бруксова теорема) Jеднакост χ = ∆ + 1 важи ако и само ако jе разматрани
граф изоморфан комплетном графу или циклусу непарне дужине.

• Хеуристика за оптимално боjење чворова
– Биjективно пресликавање између скупа боjа и скупа Nn.
– Полазимо од произвољног чвора.
– Наредни чвор боjимо „наjмањом“ боjом коjом нису обоjени његови суседи.

Проблем распореда испита

За сваки испит постоjи jедан термин. Коjи jе минимални броj термина тако да
сваки студент може полагати све испите коjе жели?

Решење. Испите представљамо чворовима. Они су суседни ако исти студент
жели да полаже оба испита. Минимални броj термина jе хроматски броj овог
графа.

2�

Проблем боjења мапа

• Потребно jе обоjити мапу минималним броjем боjа тако да свака териториjа
буде обоjена, а териториjе коjе се додируjу буду обоjене различитом боjом.

• Своди се на одређивање хроматског броjа планарног графа.
• Сваки планарни граф се може правилно обоjити коришћењем 4 боjе (тj. χ ниjе

већи од 4).
• Провера да ли jе граф 3-обоjив jе NP-комплетан.
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