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За неко n ∈ N важи

xi ̸= 0 Hn(x1, x2, . . . , xn) =
n

1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

xi ≥ 0 Gn(x1, x2, . . . , xn) = n
√
x1x2x3 . . . xn

An(x1, x2, . . . , xn) =
x1 + x2 + . . .+ xn

n

Kn(x1, x2, . . . , xn) =

√
x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n

(1)

За неко n ∈ N и xi ∈ R+ важи

Hn ≤ Gn ≤ An ≤ Kn

Дефинициjа лимеса:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) an ∈ (L− ε, L+ ε)

Запис: lim
n→+∞

an = L
(2)

Неодређени: (±∞)− (±∞), ∞
∞ , 0 · ∞, 0

0
, 1∞, ∞0, 00

Теорема 1. (Теорема о три лимеса)

(an), (bn), (cn)

(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) an ≤ bn ≤ cn

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

cn = L ∈ R⇒ lim
n→+∞

bn = L
(3)

Последице

(an), lim
n→+∞

an = 0 , (bn)← ограничен

⇒ lim
n→+∞

anbn = 0
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a > 0, lim
n→+∞

n
√
a = 1

lim
n→+∞

n
√
n = 1

Густина скупа Q на R

(∀a, b ∈ R | a < b) (∃q ∈ Q)(∃r ∈ R\Q)

a < q < b ∧ a < r < b

an = (1 +
1

n
)n

lim
n→+∞

(1 +
1

n
)n = lim

n→+∞
(1 +

1

n
)n+1 = e

1

n+ 1
< ln(1 +

1

n
) <

1

n

(4)

Поредбена скала: a > 1, k > 0, c > 1 ∈ R

loga n≪ nk ≪ cn ≪ n!≪ nn ≪ (n!)2 (5)

lim
n→+∞

an = +∞ ∧ lim
n→+∞

bn = −∞

⇒ lim
n→+∞

(1 +
1

an
)an = lim

n→+∞
(1 +

1

bn
)bn = e

Теорема 2. (Штолц)

(xn), (yn)↗, lim
n→+∞

yn = +∞

∃ lim
n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 + yn
= L ∈ R⇒ lim

n→+∞

xn

yn
= L

(6)

Последице

Коши: lim
n→+∞

an = L ∈ R⇒ lim
n→+∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= L

(ai ̸= 0) lim
n→+∞

an = L ∈ R⇒ lim
n→+∞

n
1
a1

+ 1
a1

+ . . .+ 1
an

= L

(ai > 0) lim
n→+∞

an = L ∈ R⇒ lim
n→+∞

n
√
a1 · a2 · . . . · an = L
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(ai > 0) lim
n→+∞

an
an−1

= L ∈ R⇒ lim
n→+∞

n
√
an = L

Периодичан низ: an+T = an (T ∈ N)
Тачка нагомилавања: подниз (ank

)

(a ∈ R) (ank
) lim

k→+∞
ank

= a

lim inf , lim sup

Болцано-Ваjерштрас:

• Сваки ограничен низ има бар jедну тачку нагомилавања у R.

• Сваки низ има т.н. у R.

• Низ конвергира ако има тачно jедну т.н. у R.

Кошиjеви низови:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(∀p ∈ N)|an+p − an| < ε

Низ jе конвергентан акко jе Кошиjев.

f : A→ R, a ∈ R тачка нагомилавања скупа A

lim
x→a

f(x) = L ∈ R

Функциjа jе непрекидна у тачки a ако важи

lim
x→a

f(x) = f(a)

Функциjа jе непрекидна у скупу ако jе непрекидна у свакоj тачки тог скупа.

Када jе функциjа непрекидна у тачки, леви и десни лимес у њоj су jеднаки.

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = f(a)

(∃Ua)(∀x ∈ Ůa) f(x) = g(x)⇒ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x)
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Теорема 3. За елементарне функциjе и рубне тачке њихових домена важи:

n ∈ N парно: lim
x→±∞

xn = +∞

n ∈ N непарно: lim
x→±∞

xn = ±∞

a ∈ R ∧ a > 1 : lim
x→+∞

ax = +∞, lim
x→−∞

ax = 0

a ∈ R ∧ 0 < a < 1 : lim
x→+∞

ax = 0, lim
x→−∞

ax = +∞

a ∈ R ∧ a > 1 : lim
x→+∞

loga x = +∞, lim
x→0+

loga x = −∞

a ∈ R ∧ 0 < a < 1 : lim
x→+∞

loga x = −∞, lim
x→0+

loga x = +∞

n ∈ N парно: lim
x→+∞

n
√
x = +∞

n ∈ N непарно: lim
x→±∞

n
√
x = ±∞

α ∈ R ∧ α > 0 : lim
x→0+

xα = 0+, lim
x→+∞

xα = +∞

α ∈ R ∧ α < 0 : lim
x→0+

xα = +∞, lim
x→+∞

xα = 0+

k ∈ Z : lim
x→(kπ+π

2
)−
tg x = +∞, lim

x→(kπ+π
2
)+
tg x = −∞

k ∈ Z : lim
x→kπ+

ctg x = +∞, lim
x→kπ−

ctg x = −∞

lim
x→+∞

arctg x =
π

2
−, lim

x→−∞
arctg x = −π

2
+

lim
x→+∞

arcctg x = 0+, lim
x→−∞

arcctg x = π−

(7)

Асимптотске релациjе o, O, ∼

f, g : A→ R, a ∈ A′

f = o(g) (f ≪ g, x→ a)

(∃Ua)(∃α : Ůa → R)(∀x ∈ Ůa) f(x) = α(x)g(x) ∧ lim
x→a

α(x) = 0

Ако важи g(x) ̸= 0 (∀x ∈ Ůa) :

• f = o(g) , x→ a⇔ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0

• o(f)± o(f) = o(f) , x→ a

• o(c · f) = o(f) = c · o(f) , x→ a, c ∈ R\{0}
• o(o(f)) = o(f) , x→ a

• f · o(g) = o(f · g) = o(f) · o(g) , x→ a

• f ∼ g, x→ a ⇒ o(f) = o(g) , x→ a

• f ∼ g, x→ a ⇒ f = g + o(g) , x→ a

• f = o(1) , x→ a ⇔ lim
x→a

f(x) = 0

(8)
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f, g : A→ R , a ∈ A′

f = O(g) , x→ a

(∃Ua)(∃β : Ůa → R)(∀x ∈ Ůa) f(x) = β(x)g(x)

g(x) ̸= 0 (∀x ∈ Ůa)

f = O(g) , x→ a ⇔ ∃ lim
x→a

f(x)

g(x)

f, g : A→ R , a ∈ A′

f ∼ g , x→ a

(∃Ua)(∃γ : Ůa → R)(∀x ∈ Ůa) f(x) = γ(x)g(x) ∧ lim
x→a

γ(x) = 1

g(x) ̸= 0 (∀x ∈ Ůa) lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn), x→ 0

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2), x→ 0

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . .+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x→ 0

ln (1 + x) = x− x2

2!
+

x3

3!
− x4

4!
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n!
+ o(xn), x→ 0

(1 + x)α = 1 +

(
α

1

)
x+

(
α

2

)
x2 + . . .+

(
α

n

)
xn + o(xn), x→ 0, α ∈ R

Теорема 4. (Хаjне)

f : A→ R, a ∈ A′, L ∈ R
lim
x→a

f(x) = L ⇔ (∀(xn)|xi ∈ A\a)( lim
n→+∞

xn = a) lim
n→+∞

f(xn) = L
(9)

Хаjнеова теорема се практично може користити на следеће начине:

• нађемо два низа (xn) и (yn) тако да оба теже ка a, f(xn) и f(yn) теже ка
различитим вредностима, па знамо да ��∃ limx→a f(x)

• користимо познате развоjе

exn = 1 + xn + o(xn) lim
n→+∞

xn = 0
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f : A→ R a ∈ A ∩ A′

Функциjа f jе у тачки a

• непрекидна акко
lim

x→a−
f(x) = lim

x→a+
f(x) = f(a)

• непрекидна слева
lim

x→a−
f(x) = f(a)

• непрекидна здесна
lim

x→a+
f(x) = f(a)

Функциjа jе непрекидна у a ако jе непрекидна слева и здесна.

• f, g непрекидне у a ⇒ f ± g, α · f , f · g, f
g

(g ̸= 0) непрекидне у a

• f : A→ B, g : B → R
f непрекидна у a, g непрекидна у f(a) ⇒ g ◦ f jе непрекидна у a

• све елементарне функциjе су непрекидна на свом домену (Df )

• x ∈ (a, b) f(x) = g(x) ∧ g непрекидна на (a, b) ⇒ f непрекидна на (a, b)

Глобална своjства непрекидних функциjа

f : A→ R (a ∈ A) f(a) = 0 ← нула функциjе

Коши-Болцано: f : [a, b]→ R непрекидна функциjа

f(a) · f(b) ≤ 0⇒ ∃c ∈ [a, b] f(c) = 0

Међувредност: f : [a, b]→ R непрекидна функциjа

f(a) = A, f(b) = B ⇒ (∃c ∈ [a, b]) f(c) = C ∈ [A,B]

Ваjерштрас: f : [a, b]→ R непрекидна и ограничена функциjа коjа достиже своj
максимум и минимум

(∃m,M ∈ R)(∃α, β ∈ [a, b])(∀x ∈ [a, b]) f(α) = m, f(β) = M, m ≤ f(x) ≤M

• A ⊆ R jе отворен акко

(∀a ∈ A)(∃ε > 0) (a− ε, a+ ε) ⊆ A

• A jе затворен ако jе AC = R\A отворен
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• отворени су сви интервали облика (a, b) a, b ∈ R и униjе таквих интервала

• A ⊆ R отворен, f : A→ R, a ∈ A

∃ lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
∈ R

• f jе диференциjабилна у тачки a ⇒ f ′(a)

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h

• f jе диференциjабилна на скупу A ако jе диференциjабилна за ∀a ∈ A

• леви извод

f ′
−(a) = lim

h→0−

f(x)− f(a)

x− a

• десни извод

f ′
+(a) = lim

h→0+

f(x)− f(a)

x− a

• функциjа jе диференциjабилна у a ∈ A ако леви и десни лимес у a постоjе и
jеднаки су

• отворен скуп A такав да важи (∀a ∈ A) f(a) = g(a)

– ако jе f дифф. у a ⇒ g дифф. у a и важи f ′(a) = g′(a)

– ако jе f дифф. у A ⇒ (∀a ∈ A) f ′(a) = g′(a)

• Ако jе f диференциjабилна у a, она jе у тоj тачки и непрекидна (обрнуто не
важи)

Ако су f, g : A → R функциjе диференциjабилне у a ∈ A, и A jе отворени
интервал, важи да je

f + g дифф. и важи (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a)

λf дифф. и важи (λf)′(a) = λf ′(a)

fg дифф. и важи (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

g(a) ̸= 0,
f

g
дифф. и важи

f

g

′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

(g(a))2

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a)

(10)
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Функциjа f(x) Извод f ′(x) Важи за
c = const 0 x ∈ R

x 1 x ∈ R
xα αxα−1 α ∈ R, x > 0

α =
p

q
∈ Q, q непарно, x ̸= 0

α =
p

q
> 1, q непарно, x ∈ R

ax ax ln a a > 0, a ̸= 1, x ∈ R

loga x
1

x ln a
a > 0, a ̸= 1, x > 0

sin x cos x x ∈ R

cos x − sinx x ∈ R

tg x
1

cos2 x
x ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

ctg x − 1

sin2 x
x ̸= kπ, k ∈ Z

arcsin x
1√

1− x2
|x| < 1

arccos x − 1√
1− x2

|x| < 1

arctg x
1

1 + x2
x ∈ R

arcctg x − 1

1 + x2
x ∈ R

(11)

Диференциjални рачун

∅ ̸= A ⊆ R, f : A→ R, a ∈ A

• (∃Ua)(∀x ∈ Ua) f(x) ≤ f(a)⇒ f има локални максимум у a

• (∃Ua)(∀x ∈ Ua) f(x) ≥ f(a)⇒ f има локални минимум у a

• Функциjа има локални екстремум ако има локални минимум или максимум
(може их бити више)

Ферма: Ако jе f дифф. у a, и a jе локални екстремум, онда jе f ′(a) = 0
Рол: f : [a, b]→ R jе непрекидна на [a, b] и дифф. на (a, b)

f(a) = f(b)⇒ (∃c ∈ (a, b)) f ′(c) = 0

Лагранж: f : [a, b]→ R непр. на [a, b] и дифф. на (a, b)

⇒ (∃ξ ∈ (a, b)) f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
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Последице: (∀x ∈ (a, b))

• f ′(x) = 0⇒ f(x) = ξ

• f ′(x) ≥ 0 - f расте

• f ′(x) > 0 - f монотоно расте

• f ′(x) ≤ 0 - f опада

• f ′(x) < 0 - f монотоно опада

• | sin x| ≤ |x|

Асимптоте функциjе
- функциjа дефинисана на некоj околини тачке ±∞ тj. на (t,+∞) (или (−∞, t))

за неко t ∈ R ∪ {∓∞}

(∃a, b ∈ R) f(x) = ax+ b+ o(1), x→ ±∞
⇒ y = ax+ b jе асимптота функциjе f када x→ ±∞.
a = 0 : f(x) = b+o(1), y = b хоризонтална асимптота (ХА) a ̸= 0 : коса асимптота

(КА)

• y = b jе ХА ф-jе f када x→ ±∞ акко важи

lim
x→±∞

f(x) = b ∈ R

• (a, b ∈ R) y = ax+ b) асимптота f када x→ ±∞ акко

a = lim
x→±∞

f(x)

x
∧ b = lim

x→±∞
(f(x)− ax)

• ако ��∃ limx→±∞ f(x), f нема ни ХА ни КА када x→ ±∞

• ако limx→±∞ f(x) = L ∈ R, y = L jе ХА

• ако limx→±∞ f(x) ∈ {−∞,+∞} f нема ХА и тражимо КА

• права y = ax+ b jе КА f када x→ ±∞ уколико:

lim
x→±∞

f(x)

x
= a ∈ R\{0} ∧ lim

x→±∞
(f(x)− ax) = b ∈ R

a ∈ R, f : Df → R

Aко важи бар jедан:

1◦ (∃δ > 0)(a− δ, a) ⊆ Df ∧ lim
x→a−

f(x) ∈ {−∞,+∞}

2◦ (∃δ > 0)(a, a+ δ) ⊆ Df ∧ lim
x→a+

f(x) ∈ {−∞,+∞}
(12)
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⇒ x = a jе вертикална асимптота (ВА) функциjе f

Лопитал: ако су граничне вредности функциjа f и g у тачки обе jеднаке
бесконачности или нули, ако постоjи количник извода тих функциjа, његова
гранична вредност jе jеднака граничноj вредности количника f и g.

(a ∈ R) lim
x→a

f(x)

g(x)
=

{
∞
∞

,
0

0

}
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
(13)

Присетимо се поредбене скале 5. Можемо jе доказати користећи Лопиталова
правила.

f (n+1) = (f (n))′ - извод вишег реда
ex = 1 + x+ o(x)

sin x = x+ o(x)

cos x = 1− x2

2
+ o(x)

ln (1 + x) = x+ o(x)

(1 + x)α = 1 + αx+ o(x)

Теjлоров полином

n ∈ N, −∞ ≤ α < β ≤ +∞,

f : (α, β)→ R непр. и n пута дифф. у некоj Ua за неко a ∈ (α, β)

Tn,a(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

a = 0 Маклоренов полином:

Mn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
· x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . .+

f (n)

n!
xn

(14)

Rn,a(x) = f(x) − Tn,a(x) ← остатак Теjлоровог полинома функциjе f реда n са
центром у тачки a

Остатак у Пеановог облику:
Ф-jа f n дифф. на Ua

⇒ Rn,a(x) = o((x− a)n), x→ a

Остатак у Лагранжовом облику:
Ф-jа f n дифф. на Ua и деф. f (n+1) на Ua

(∀x ∈ Ua)(∃ε ∈ (a, x)) Rn,a(x) =
f (n+1)(ε)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

Конвексност и конкавност
f : (a, b)→ R

10



Конвексност:

(∀x, y ∈ (a, b))(∀λ ∈ [0, 1])

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

Конкавност:

(∀x, y ∈ (a, b))(∀λ ∈ [0, 1])

f((1− λ)x+ λy) ≥ (1− λ)f(x) + λf(y)

• f : (a, b)→ R jе диференциjабилна на (a, b)

– f конвексна ⇔ f ′ ↗
– f конкавна ⇔ f ′ ↘

• f : (a, b)→ R jе двапут диференциjабилна на (a, b).
Тада за (∀x ∈ (a, b)) важи

– f конвексна ⇔ f ′′(x) ≥ 0

– f конкавна ⇔ f ′′(x) ≤ 0

• Неко c ∈ (a, b) jе превоjна тачка функциjе f ако за неко s > 0 важи:

– f jе конвексна на (c−s, c) а конкавна на (c, c+
s)

– обрнуто

Испитивање тока и скицирање графика функциjа

1. Домен функциjе

• Пресек домена свих функциjа од коjих jе функциjа компонована

2. Нуле и знак функциjе

• Испитуjемо када jе f(x) = 0, f(x) > 0, f(x) < 0

• Оваj корак може се прескочити и оставити за краj када постаjе
jедноставниjи

3. Специjална своjства (парност, непарност, периодичност)

• Функциjа jе парна ако f(−x) = f(x)

• Функциjа jе непарна ако f(−x) = −f(x)
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• Функциjа jе периодична уколико jоj jе домен симетричан у односу на 0 и
уколико постоjи периода T > 0 за коjу важи (∀x ∈ Df )f(x) = f(x+ T )

4. Непрекидност и диференциjабилност

• Функциjа jе непрекидна као композициjа непрекидних функциjа

• Рачунање првог извода

5. Монотоност и локални екстремуми

• Нуле првог извода, рачунамо други извод и уколико jе у тим тачкама
функциjа опадаjућа, знамо да jе максимум и обрнуто

6. Конвексност и конкавност функциjе

7. Асимптоте функциjе

• Хоризонталне, косе асимптоте

• Вертикалне асимптоте се гледаjу по „рупама“ у домену

8. График функциjе

• Да ли тангента пролази кроз (x, y)

• y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)
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