




Поjам функциjе. Елементарне
функциjе и њихови графици

Дефинициjа: Нека су A и B два непразна скупа и a ∈ A, b ∈ B њихови елементи. Уређени пар
(a, b) чиjа jе прва координата елемент a, а друга координата елемент b дефинишемо са

(a, b) ∶= {{a},{a, b}} .
Иако jе дефинициjа мало необична, она обезбеђуjе да за разлику од скупа {a, b}, где ниjе битно
коjи елемент први, а коjи други наводимо, у уређеном пару jе редослед важан.
Тврђење: За два уређена пара (a, b) и (c, d) важи

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c ∧ b = d
тj. два уређена пара су jеднака ако и само ако су им jеднаке одговараjуће координате (прва са
првом и друга са другом).
Зато jе, рецимо, {1,2} = {2,1}, али jе (1,2) ≠ (2,1).
На сличан начин се дефинишу уређене троjке, четворке и генерално уређене n-торке за n ⩾ 3.
Дефинициjа: Нека су A и B два скупа. Знамо од раниjе како се дефинишу пресек, униjа, и
разлика ова два скупа, а сада ћемо дефинисати њихов Декартов производ A × B на следећи
начин:

A ×B = {(a, b) ∣ a ∈ A, b ∈ B}.
Дакле, Декартов производ скупова A и B jе скуп свих уређених парова чиjа jе прва координата
из скупа A, а друга из скупа B.
Рецимо, за A = {1,2} и B = {5,7,10} jе A × B = {(1,5), (1,7), (1,10), (2,5), (2,7), (2,10)}, a
B ×A = {(5,1), (5,2), (7,1), (7,2), (10,1), (10,2)}. Зато видимо да су у општем случаjу скупови
A ×B и B ×A различити.
Дефинициjа: Нека су X и Y два непразна скупа. Бинарна релациjа (или, просто, релациjа)
ρ из X у Y jе било коjи подскуп Декартовог производа X × Y тj. ρ ⊆X × Y.
У горњем примеру, неке од релациjа из A у B су

ρ1 = {(1,7), (2,7), (2,10)}, ρ2 = ∅, ρ3 = A ×B,

док ρ4 = {(2,5), (1,2)} ниjе релациjа из A у B.

Наjзначаjниjи тип релациjа коjим ћемо се бавити су функциjе.

Дефинициjа: Нека су X и Y два непразна скупа. Ако je f релациjа из X у Y таква да за
свако x ∈ X постоjи тачно jедно y ∈ Y тако да важи (x, y) ∈ f , кажемо да jе f функциjа (или
пресликавање) из X у Y и то пишемо f ∶ X → Y . Скуп X називамо доменом ове функциjе,
а скуп Y кодоменом. Такође, уместо (x, y) ∈ f пишемо f(x) = y и кажемо да се елемент x

функциjом f слика у елемент y.
Навешћемо неке посебне типове функциjа са коjима ћемо се често сусретати.

За функциjу f ∶X → Y кажемо да jе:
○ „1–1” (или инjекциjа) ако за све x1, x2 ∈ X за коjе jе x1 ≠ x2 важи f(x1) ≠ f(x2), што jе



еквивалентно са тим да из f(x1) = f(x2) следи x1 = x2;○ „на” (или сурjекциjа) ако за свако y ∈ Y постоjи неко x ∈X такво да важи f(x) = y;
○ биjекциjа ако jе и „1 − 1” и „на” тj. ако за свако y ∈ Y постоjи тачно jедно x ∈X такво да jе
f(x) = y.
Свака биjекциjа има своjу инверзну функциjу, у ознаци f−1 ∶ Y →X, такву да за свако x ∈X и
y ∈ Y важи f−1(y) = x акко jе f(x) = y. Одатле важи f−1(f(x)) = x за свако x ∈X и f(f−1(y)) = y
за свако y ∈ Y .
Ми ћемо углавном радити са функциjама чиjи домен Df jе неки подскуп скупа R, а кодомен
управо скуп R. Када дефинишемо тj. задаjемо неку функциjу, неопходно jе рећи шта jе њен
домен, кодомен и на коjи начин се елементи из домена њом пресликаваjу. Уколико се домен не
наведе експлицитно, тада га сами одређуjемо као наjвећи подскуп скупа R на коме jе функциjа
добро дефинисана, а уколико се не нагласи шта jе кодомен, подразумевамо да jе то скуп R.
График функциjе f ∶ X → Y jе подскуп Декартовог производа X × Y и дефинишемо га на
следећи начин:

Γf = {(x, y) ∈X × Y ∣ y = f(x)} = {(x, f(x)) ∣ x ∈X }.
Често ћемо желети да када радимо са функциjом f ∶ A → R, где jе A ⊆ R, скицирамо и њен
график тако што за сваку x ∈ A одредимо вредност функциjе у њоj f(x) и тачку (x, f(x))
унесемо у координатни систем.
Навешћемо jош неке посебне типове функциjа са коjима ћемо се често сретати.
Нека jе A ⊆ R непразан и f ∶ A→ R. Кажемо да jе функциjа f :
○ растућа ако за све x, y ∈ A за коjе jе x ⩽ y важи f(x) ⩽ f(y);
○ строго растућа ако за све x, y ∈ A за коjе jе x < y важи f(x) < f(y);
○ опадаjућа ако за све x, y ∈ A за коjе jе x ⩽ y важи f(x) ⩾ f(y);
○ строго опадаjућа ако за све x, y ∈ A за коjе jе x < y важи f(x) > f(y);
○ монотона ако jе растућа или опадаjућа;
○ строго монотона ако jе или строго растућа или строго опадаjућа;
○ ограничена одозго ако постоjи реалан броj M такав да jе f(x) ⩽M за све x ∈ A;
○ ограничена одоздо ако постоjи реалан броj m такав да jе f(x) ⩾m за све x ∈ A;
○ ограничена ако jе ограничена и одоздо и одозго, што jе еквивалентно са тим да постоjи
реалан броj M ⩾ 0 такав да jе ∣f(x)∣ ⩽M за све x ∈ A;
○ парна ако за свако x ∈ A важи −x ∈ A и f(−x) = f(x)
○ непарна ако за свако x ∈ A важи −x ∈ A и f(−x) = −f(x)
○ периодична ако постоjи реалан броj T > 0, коjи називамо периодом ове функциjе, такав да
за свако x ∈ A важи x + T ∈ A и f(x + T ) = f(x).
За скуп A ⊆ R такав да за свако x ∈ A важи −x ∈ A кажемо да jе симетричан.
Броj a ∈ A такав да jе f(a) = 0 називамо нулом функциjе f .

Сада ћемо пажњу посветити елементарним функциjама коjе су нам наjбитниjе, jер ћемо на
овом предмету често радити са њима и њиховим комбинациjама, па jе потребно да их добро
упознамо. За сваку од њих ћемо навести домен, коjа специjална своjства поседуjе и скицирати
њен график.

(1) Линеарна функциjа

Функциjа f ∶ R → R дата са f(x) = kx + n назива се линеарна функциjа. Њен график jе jедна
права чиjи положаj тj. нагиб зависи од знака броjа k, коjи називамо коефициjентом правца



функциjе f . На слици испод можемо видети како он изгледа за k < 0 када jе f строго опадаjућа
(црвена боjа), за k = 0 када jе f константна функциjа (зелена боjа) и за k > 0 када jе f строго
растућа (плава боjа). Из средње школе знамо да ако са α означимо угао коjи график линеарне
функциjе гради са позитивним делом x−осе, важи jеднакост k = tgα.

(2) Квадратна функциjа

Функциjа f ∶ R → R дата са f(x) = ax2 + bx + c, уз услов a ≠ 0, назива се квадратна функциjа.
Њен график називамо параболом. Израз D = b2 −4ac називамо дискриминантом ове квадратне
функциjе. Знамо да уколико jе D > 0, ова квадратна функциjа има две различите реалне нуле,
ако jе D = 0, има jедну реалну нулу, док у случаjу D < 0 нема реалних нула. Положаj параболе
зависи од знака броjева a и D. На левоj слици jе приказан случаj када jе a > 0. Плава боjа
одговара случаjу D > 0, зелена случаjу D = 0, а црвена случаjу D < 0. На десноj слици jе случаj
када jе a < 0, и то плава боjа за D > 0, зелена за D = 0 и црвена за D < 0.



(3) Степена функциjа

Функциjа f ∶ R → R дата са f(x) = xn, при чему jе n ⩾ 2 природан броj, назива се степена
функциjа. На слици лево jе приказан график jедне овакве функциjе за парно n, а десно за
непарно n. У случаjу непарног n степена функциjа jе строго растућа на целом скупу R, док jе
у случаjу парног n она строго опадаjућа на скупу (−∞,0] и строго растућа на [0,+∞). Како jе
(−x)2k = (−1)2kx2k = x2k и (−x)2k+1 = (−1)2k+1x2k+1 = −x2k+1 за свако k ∈ N, видимо да за парно
n = 2k важи f(−x) = f(x) за свако x ∈ R, док за непарно n = 2k + 1 важи f(−x) = −f(x) за свако
x ∈ R. Дакле, за парно n степена функциjа jе парна, а за непарно n jе непарна.
Такође, за непарно n степена функциjа jе биjекциjа, док за парно n то ниjе случаj (ниjе „1–1”,
jер jе f(x) = f(−x), нити jе „на”, jер узима само ненегативне вредности, па не постоjи x ∈ R
такво да jе f(x) = −1), али ако jоj сузимо и домен и кодомен тj. посматрамо jе као функциjу
f ∶ [0,+∞)→ [0,+∞), она ће постати биjекциjа.

(4) Експоненциjална функциjа

Функциjа f ∶ R→ R дата са f(x) = ax, при чему jе a > 0 реалан броj, назива се експоненциjална
функциjа. Положаj и облик графика експоненциjалне функциjе зависи од вредности броjа a.
Имамо jедан дегенерисани случаj када jе a = 1, jер jе тада f(x) = 1x = 1 за свако x ∈ R, па
ову функциjу нећемо ни сматрати за експоненциjалну, већ за линеарну као што смо и малопре
навели (црвена боjа на графику испод). За a > 1 график jе приказан плавом боjом и у том
случаjу jе експоненциjална функциjа строго растућа на R, а за a < 1 зеленом боjом и тада
jе она строго опадаjућа на R. Оно што jе заjедничко за оба недегенерисана случаjа jе да jе
f(0) = 1, jер jе a0 = 1 за било коjи позитивни реални броj a и да jе експоненциjална функциjа
позитивна у свакоj тачки, па jе самим тим ограничена одоздо нулом. Она ниjе биjекциjа, jер
као што смо рекли, узима само позитивне вредности, али ако jоj сузимо кодомен и посматрамо
као функциjу f ∶ R→ (0,+∞), постаће биjекциjа.



(5) Логаритамска функциjа

Функциjа f ∶ (0,+∞) → R дата са f(x) = loga x назива се логаритамска функциjа са основом
a, при чему jе a > 0 и a ≠ 1 реалан броj. Она jе инверзна експоненциjалноj функциjи (након
сужавања њеног кодомена на (0,+∞)), па задовољава релациjу aloga x = x за свако x > 0 и
loga(ay) = y за свако y ∈ R. Дакле, loga x = y jе еквивалентно са x = ay. Уколико jе a > 1, лога-
ритамска функциjе jе строго растућа (график плавом боjом), док jе за a < 1 строго опадаjућа
(график црвеном боjом).

(6) Корена функциjа

Функциjе f ∶ R → R дата са f(x) = n
√
x за непарно n ⩾ 3 и g ∶ [0,+∞) → [0,+∞) дата са

g(x) = n
√
x за парно n ∈ N називаjу се корене функциjе. Функциjа f jе инверзна степеноj функ-

циjи за непарно n, па ту важе релациjе ( n
√
x)n = x и n

√
xn = x за свако x ∈ R, док jе функциjа

g инверзна рестрикциjи степене функциjе на скупу [0,+∞) за парно n, па ту такође важе ре-
лациjе ( n

√
x)n = x и n

√
xn = x, али за свако x ⩾ 0. На левоj слици видимо како изгледа график

корене функциjе за парно n, а на десноj за непарно n ⩾ 3 и оне су строго растуће функциjе
(свака на свом домену).



(7) Тригонометриjске функциjе

Функциjе sin ∶ R → [−1,1] и cos ∶ R → [−1,1] чиjе графике можемо видети на следећоj слици
(црвена и плава боjа, редом) су 2π-периодичне функциjе, што значи да jе sin(x + 2π) = sinx и
cos(x + 2π) = cosx за свако x ∈ R. Даље, синусна функциjа jе непарна, а косинусна парна тj. за
свако x ∈ R важи sin(−x) = − sinx и cos(−x) = cosx. Уз то, имамо и sinx = 0⇔ x = kπ, где k ∈ Z
и cosx = 0⇔ x = kπ + π

2
, где k ∈ Z. Ове функциjе су ограничене и одоздо са -1 и одозго са 1, па

за свако x ∈ R имамо да важи −1 ⩽ sinx ⩽ 1 тj. ∣ sinx∣ ⩽ 1 и −1 ⩽ cosx ⩽ 1 тj. ∣ cosx∣ ⩽ 1.
Због тога што jе периодична, sinx ниjе „1–1” функциjа, а ниjе ни „на”, jер узима вредности само
у интервалу [−1,1], па самим тим ниjе ни биjекциjа. Али, ако посматрамо њену рестрикциjу
из интервала �−π

2
, π
2
� у [−1,1] тj. sin ∶ �−π

2
, π
2
� → [−1,1]. постаће биjекциjа. Слично важи и за

функциjу cosx, с тим што њу рестрикуjемо као cos ∶ [0,π]→ [−1,1].
Знамо велики броj адиционих формула из средње школе од коjих ћемо овде навести четири
наjчешће коришћене.

sin(x ± y) = sinx cos y ± cosx sin y, cos(x ± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y

Графике функциjа tg = sin
cos
∶ R/�kπ + π

2
∣ k ∈ Z� → R и ctg = cos

sin
∶ R/ {kπ ∣ k ∈ Z} → R можемо

видети на наредноj слици (плава и црвена боjа, редом). Њихови домени су такви, jер мора
бити cosx ≠ 0 тj. x ≠ π

2
+ kπ за k ∈ Z да би tgx била дефинисана и слично, да би ctgx била

дефинисана, мора бити sinx ≠ 0 тj. x ≠ kπ за k ∈ Z.
Ове две функциjе су периодичне са периодом π, jер за свако x из њихових домена важи

tg(x + π) = sin(x + π)
cos(x + π) = sinx cosπ + cosx sinπ

cosx cosπ − sinx sinπ = sinx ⋅ (−1) + cosx ⋅ 0
cosx ⋅ (−1) − sinx ⋅ 0 = − sinx− cosx = sinx

cosx
= tgx и



ctg(x + π) = 1

tg(x + π) = 1

tgx
= ctgx.

Даље, оне су и непарне, jер за свако x из њихових домена важи

tg(−x) = sin(−x)
cos(−x) = − sinxcosx

= − sinx
cosx

= − tgx и

ctg(−x) = 1

tg(−x) = 1− tgx = − 1

tgx
= − ctgx.

Ни ове две функциjе нису биjекциjе, jер нису „1–1” пошто су периодичне, али рестрикциjа
функциjе tg на интервал �−π

2
, π
2
� тj. tg ∶ �−π

2
, π
2
� → R jесте биjекциjа, као и рестрикциjа функциjе

ctg на интервал (0,π) тj. ctg ∶ (0,π)→ R.

(8) Инверзне тригонометриjске функциjе

Функциjа arcsin ∶ [−1,1] → �−π
2
, π
2
� представља инверзну функциjу од функциjе sin ∶ �−π

2
, π
2
� →

[−1,1], што значи да важи sin(arcsinx) = x за свако x ∈ [−1,1] и arcsin(sinx) = x за свако
x ∈ �−π

2
, π
2
�. Она jе строго растућа, непарна функциjа и њен график видимо на следећоj слици

(лево). Овде треба бити опрезан: рекли смо да jеднакост arcsin(sinx) = x важи за све x ∈ �−π
2
, π
2
�,

док за неке друге вредности x не мора важити. Рецимо, arcsin(sin 2π) jе сигурно различито од
2π, jер функциjа arcsin не може „вратити” вредност 2π коjа не припада интервалу �−π

2
, π
2
�. Зато

приликом рачунања вредности arcsin(sin 2π) размишљамо на следећи начин: прво тражимо
t ∈ �−π

2
, π
2
� такво да jе sin t = sin 2π, па jе и arcsin(sin 2π) = arcsin(sin t), а потом искористимо да

jе arcsin(sin t) = t, jер t ∈ �−π
2
, π
2
�. Конкретно, овде можемо узети да jе t = 0, jер jе sin 2π = sin 0,

пошто jе синусна функциjа 2π-периодична. Зато jе

arcsin(sin 2π) = arcsin(sin 0) = 0
и слично jе

arcsin�sin 7π

2
� = arcsin�sin�7π

2
− 2 ⋅ 2π�� = arcsin�sin�−π

2
�� = −π

2
.



Такође, некад jе погодно употребити и чињеницу sin(π − x) = sinx коjа се директно добиjа из
адиционе формуле. На пример,

arcsin�sin 11π

4
� = arcsin�sin�11π

4
− 2π�� = arcsin�sin 3π

4
� =

arcsin�sin�π − 3π

4
�� = arcsin�sin π

4
� = π

4
.

Функциjа arccos ∶ [−1,1] → [0,π] представља инверзну функциjу од функциjе cos ∶ [0,π] →
[−1,1], што значи да важи cos(arccosx) = x за свако x ∈ [−1,1] и arccos(cosx) = x за свако
x ∈ [0,π]. Њен график видимо на следећоj слици (десно) и она jе строго опадаjућа. Овде jе
слична ситуациjа као код претходне функциjе – израз arccos(cosx) jе jеднак x за све x ∈ [0,π],
али ако тачка x не припада овом интервалу, морамо jе „пребацити” у оваj интервал користећи
2π-периодичност и парност косинусне функциjе. Зато jе

arccos(cos(−2π)) = arccos(cos(−2π + 2π)) = arccos(cos 0) = 0 и

arccos�cos�−π
2
�� = arccos�cos π

2
� = π

2
.

Функциjа arctg ∶ R → �−π
2
, π
2
� jе инверзна функциjа од функциjе tg ∶ �−π

2
, π
2
� → R, па због

тога задовољава tg(arctgx) = x за свако x ∈ R и arctg(tgx) = x за свако x ∈ �−π
2
, π
2
�, док за

x ∉ �−π
2
, π
2
� вредност израза arctg(tgx) се може рачунати аналогно као и код претходно на-

ведених инверзних функциjа користећи π-периодичност функциjе tgx. Такође, arctg jе строго
растућа, непарна функциjа одоздо ограничена са −π

2
, а одозго са π

2
. Њен график можемо ви-

дети на слици испод (црвена боjа).
Функциjа arcctg ∶ R → (0,π) jе инверзна функциjа од функциjе ctg ∶ (0,π) → R, па задовољава
ctg(arcctgx) = x за свако x ∈ R и arcctg(ctgx) = x за свако x ∈ (0,π), док за x ∉ (0,π) се вред-
ност израза arcctg(ctgx) рачуна користећи π-периодичност функциjе ctgx. Функциjа arcctg jе
строго опадаjућа и одоздо ограничена нулом, а одозго са π и њен график можемо видети на
слици испод (плава боjа).







На слици испод можемо видети графике функциjа f(x) = cosx (плава боjа), g1(x) = cos 5x

(црвена боjа) и g2(x) = cos x
2

(зелена боjа).

На следећоj слици можемо видети графике функциjа f(x) = 2x (плава боjа) и g(x) = 2−x (црвена
боjа). График функциjе g смо добили тако што смо график функциjе f пресликали у односу
на y-осу, jер важи g(x) = f(−x), па jе ово горе описана ситуациjа за c = −1.

Подсетимо се дефинициjе апсолутне вредности реалног броjа x:

∣x∣ = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x, x < 0,
x, x ⩾ 0.

Сада, знаjући како изгледа график функциjе f ∶ R → R лако можемо скицирати графике
функциjа g и h датих са g(x) = ∣f(x)∣ и h(x) = f(∣x∣). Важи

g(x) = ∣f(x)∣ = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−f(x), f(x) < 0,
f(x), f(x) ⩾ 0,

што значи да за оне x ∈ R у коjима функциjа f узима ненегативне вредности важи g(x) = f(x),
док за преостале x важи g(x) = −f(x). Зато график функциjе g можемо добити тако што оне
делове графика функциjе f коjи су испод x-осе пресликамо преко ње, а делове коjи су изнад
ње не дирамо.
Слично, имамо

h(x) = f(∣x∣) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(−x), x < 0,
f(x), x ⩾ 0,











Принцип математичке индукциjе

Принцип математичке индукциjе jе честа метода доказивања тврдњи коjе важе за све при-
родне броjеве (или све почев од неког). Нека израз T означава неко тврђење, а израз T (n) да
то тврђење важи за природан броj n. Принцип математичке индукциjе каже да уколико важи:
1) T (1) (база индукциjе);
2) T (n)⇒ T (n + 1) за свако n ∈ N (индуктивни корак);
тада важи T (n) за свако n ∈ N, односно сви природни броjеви задовољаваjу то тврђење. Уко-
лико уместо T (1) у бази важи T (n0) за произвољно n0 ∈ N, а у кораку важи T (n)⇒ T (n + 1)
за све n ⩾ n0, тада принцип математичке индукциjе каже да тврђење T важи за све природне
броjеве n ⩾ n0.

Када неко тврђење доказуjемо помоћу математичке индукциjе, базу индукциjе проверавамо
заменом n = 1 (или n = n0) у тврђење коjе доказуjемо и непосредно се уверимо да она важи.
Приликом доказивања индуктивног корака тj. импликациjе T (n)⇒ T (n + 1), прво претпоста-
вимо да важи T (n). Ову претпоставку називамо индуктивна претпоставка (или индуктивна
хипотеза). Затим, користећи тврђење T (n) доказуjемо да важи и тврђење T (n + 1) и тиме jе
доказ индуктивног корака завршен. У наредним задацима ћемо приказати широку примену
математичке индукциjе и доказивању разних тврђења.

1. Доказати да за сваки природан броj n важи jеднакост 1 + 2 +⋯ + n = n(n+1)
2

.

Решење: Доказ спроводимо математичком индукциjом. Пре него што почнемо, приметимо да
се на левоj страни налази n сабирака.
Прво проверавамо базу тj. да ли тврђење задатка важи за n = 1. Како jе 1 = 1⋅2

2
, имамо да база

индукциjе важи.
Нека jе сада n ∈ N произвољан броj. Доказуjемо индуктивни корак, па претпостављамо да
тврђење важи за n (индуктивна хипотеза) и доказуjемо да важи за n+1. Дакле, по индуктивноj
хипотези знамо да важи 1+2+⋯+n = n(n+1)

2
, а желимо да покажемо 1+2+⋯+n+(n+1) = (n+1)(n+2)

2
.

Користећи индуктивну хипотезу у суми 1 + 2 +⋯ + n + (n + 1) збир првих n сабирака можемо
заменити са n(n+1)

2
, па имамо да jе

1 + 2 +⋯ + n + (n + 1) их= n(n + 1)
2

+ (n + 1) = n(n + 1) + 2(n + 1)
2

= (n + 1)(n + 2)
2

,

што смо и хтели да покажемо.Дакле, на основу принципа математичке индукциjе важи тврђење
задатка.

2. Доказати да за сваки природан броj n важи jеднакост 12 + 22 +⋯ + n2 = n(n+1)(2n+1)
6

.
Решење: Опет ћемо користити математичку индукциjу. Приметимо да се на левоj страни на-
лази n сабирака.
База (за n = 1) jе испуњена jер jе 12 = 1⋅2⋅3

6
.

Сада, нека jе n ∈ N произвољно. Претпоставимо да за ово n важи тврђење задатка, односно
12 +22 +⋯+n2 = n(n+1)(2n+1)

6
(индуктивна хипотеза) и докажимо да ово тврђење важи и за n+1

тj. да важи 12 + 22 +⋯+n2 +(n+ 1)2 = (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
6

. По индуктивноj хипотези имамо да jе

12 + 22 +⋯ + n2 + (n + 1)2 их= n(n + 1)(2n + 1)
6

+ (n + 1)2 = n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2
6

=



= (n + 1)(n(2n + 1) + 6(n + 1))
6

= (n + 1)(2n2 + 7n + 6)
6

= (n + 1)(2n2 + 4n + 3n + 6)
6

=
= (n + 1)(2n(n + 2) + 3(n + 2))

6
= (n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
= (n + 1)(n + 2)(2(n + 1) + 1)

6
,

што смо и желели, па тврђење задатка следи по принципу математичке индукциjе. Некад ниjе
тако jедноставно леву страну трансформациjама свести на десну (малопре смо се сетили да
израз 2n2 + 7n + 6 запишемо као 2n2 + 4n + 3n + 6 и раставимо га на (n + 2)(2n + 3)), па можемо
у индуктивном кораку заменити део израза њему jеднаким по индуктивноj хипотези, а затим
проверити да ли jе тако добиjени израз jеднак десноj страни. Дакле, малопре када смо желели
да докажемо да jе 12 + 22 + ⋯ + n2 + (n + 1)2 = (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

6
, могли смо рећи да jе по

индуктивноj хипотези то еквивалентно са n(n+1)(2n+1)
6

+(n+1)2 = (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
6

и затим све
свести на заjеднички именилац, измножити и на краjу добити 0 = 0, што ћемо некад убудуће и
радити.

3. Доказати да за сваки природан броj n важи jеднакост 1 + 3 + 5 +⋯ + (2n − 1) = n2.

Решење: И оваj задатак ћемо урадити математичком индукциjом. Пошто jе први сабирак
1 = 2 ⋅ 1 − 1, други сабирак jе 3 = 2 ⋅ 2 − 1 и тако даље, видимо да се на левоj страни налази n

сабирака.
За n = 1 имамо 2 ⋅ 1 − 1 = 12, па jе база индукциjе испуњена.
Нека jе n ∈ N произвољно. Претпоставимо да тврђење важи за n тj. да jе испуњено 1+3+5+⋯+
(2n−1) = n2 (индуктивна хипотеза) и докажимо да важи 1+3+5+⋯+(2n−1)+(2(n+1)−1) = (n+1)2.
По индуктивноj хипотези имамо

1 + 3 + 5 +⋯ + (2n − 1) + (2(n + 1) − 1) их= n2 + (2n + 2 − 1) = n2 + 2n + 1 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2,
што jе и требало показати, па тврђење задатка важи по математичкоj индукциjи.

4. Доказати да за сваки природан броj n важи jеднакост

13 + 23 +⋯ + n3 = (n(n + 1)
2

)2 .
Решење: Доказаћемо ово тврђење помоћу математичке индукциjе.
За n = 1 имамо 13 = (1⋅2

2
)2 што jе тачно, па jе база индукциjе испуњена.

Нека jе n ∈ N произвољно. Претпоставимо да тврђење важи за n тj. да jе испуњено 13 + 23 +
⋯ + n3 = (n(n+1)

2
)2 (индуктивна хипотеза) и докажимо да оно важи и за n + 1, односно да jе

13 + 23 +⋯ + n3 + (n + 1)3 = ( (n+1)(n+2)
2

)2 . Корситећи индуктивну хипотезу имамо да jе

13+23+⋯+n3+(n+1)3 их= (n(n + 1)
2

)2+(n+1)3 = n2(n + 1)2
4

+ 4(n + 1)3
4

= (n + 1)2(n2 + 4(n + 1))
4

=

= (n + 1)2(n2 + 4n + 4)
4

= (n + 1)2(n + 2)2
4

= ((n + 1)(n + 2)
2

)2 ,
што jе и требало доказати, па тврђење задатка важи на основу принципа математичке индук-
циjе.

5. Доказати да за сваки природан броj n важи jеднакост
1

1 ⋅ 2 + 1

2 ⋅ 3 +⋯ + 1

n(n + 1) = n

n + 1 .

Решење: Урадићемо оваj задатак на два начина – помоћу математичке индукциjе и непо-
средним сређивањем израза на левоj страни.



За n = 1 имамо 1
1⋅2 = 1

1+1 , што jе тачно, па важи база индукциjе.
Нека jе сада n ∈ N произвољно. Претпоставимо да тврђење важи за n тj. да jе испуњено
1

1 ⋅ 2 + 1

2 ⋅ 3 +⋯ + 1

n(n + 1) = n

n + 1 (индуктивна хипотеза) и докажимо да важи за n + 1, односно
1

1 ⋅ 2 + 1

2 ⋅ 3 +⋯+ 1

n(n + 1) + 1(n + 1)(n + 2) = n + 1
n + 2 . Сређуjемо леву страну и користимо индуктивну

хипотезу, па имамо

1

1 ⋅ 2+ 1

2 ⋅ 3+⋯+ 1

n(n + 1) + 1(n + 1)(n + 2) их= n

n + 1+ 1(n + 1)(n + 2) = n(n + 2) + 1(n + 1)(n + 2) = n2 + 2n + 1(n + 1)(n + 2) =
(n + 1)2(n + 1)(n + 2) = n + 1

n + 2 ,
што jе и требало доказати, па тврђење задатка важи на основу принципа математичке индук-
циjе.
Урадимо сада задатак на други начин. Приметимо да за свако k ∈ N важи следећи низ jедна-
кости

1

k(k + 1) = (k + 1) − kk(k + 1) = k + 1
k(k + 1) − k

k(k + 1) = 1

k
− 1

k + 1 .
Одатле jе

1

1 ⋅ 2 + 1

2 ⋅ 3 +⋯ + 1

n(n + 1) = (11 − 1

2
) + (1

2
− 1

3
) +⋯ + ( 1

n
− 1

n + 1) = 1 − 1

n + 1 = n

n + 1 ,
jер су се сви сабирци осим првог и последњег међусобно скратили.

6. Доказати да за свако q ∈ R/{1} и свако n ∈ N важи n∑
k=0 q

k = 1 + q + q2 +⋯ + qn = 1−qn+1
1−q .

Решење: Нека jе q ∈ R/{1} произвољно. Урадићемо и оваj задатак на два начина. Први начин
jе помоћу математичке индукциjе.
За n = 1 имамо 1 + q = 1−q2

1−q , што jе тачно, jер знамо да jе 1 − q2 = (1 + q)(1 − q), па jе испуњена
база индукциjе.
Нека jе сада n ∈ N произвољно. Претпоставимо да тврђење важи за n тj. да jе испуњено
1 + q + q2 +⋯ + qn = 1−qn+1

1−q (индуктивна хипотеза) и докажимо да важи за n + 1, односно 1 + q +
q2 +⋯ + qn + qn+1 = 1−qn+2

1−q . Користећи индуктивну хипотезу имамо

1 + q + q2 +⋯ + qn + qn+1 их= 1 − qn+1
1 − q + qn+1 = 1 − qn+1 + qn+1(1 − q)

1 − q =
= 1 − qn+1 + qn+1 − qn+2

1 − q = 1 − qn+2
1 − q ,

што jе и требало доказати. Зато, тврђење задатка следи из принципа математичке индукциjе.
Урадимо сада задатак не користећи математичку индукциjу. Означимо са S = 1+ q + q2 +⋯+ qn
суму коjу рачунамо. Множењем обе стране са q добиjамо

qS = q(1 + q + q2 +⋯ + qn) = q + q2 + q3 +⋯ + qn + qn+1,
па и

S − qS = (1 + q + q2 + q3 +⋯ + qn) − (q + q2 + q3 +⋯ + qn + qn+1) = 1 − qn+1,
jер су се сви остали сабирци међусобно пократили. Последње jе еквалентно са (1−q)S = 1−qn+1,
што коначно даjе S = 1−qn+1

1−q тj. 1 + q + q2 +⋯ + qn = 1−qn+1
1−q .



Приметимо да смо овде смели да делимо са 1 − q, jер jе q ≠ 1, па зато добиjена jеднакост важи
за све q ∈ R/{1}. У случаjу q = 1 jе тривиjално израчунати ову суму:

1 + 1 + 12 + 13 +⋯ + 1n = 1 + 1 + 1 +⋯ + 1 = n + 1,
jер у суми учествуjе n + 1 сабирака и сваки од њих jе jеднак 1.

7. Доказати да за сваки природан броj n ⩾ 4 важи 2n ⩾ n2.
Решење: Опет ћемо користити принцип математичке индукциjе.
Пошто тврђење доказуjемо за све n ⩾ 4, у бази ћемо проверавати истинитост тврђења за n = 4.
Како jе заиста 24 ⩾ 42, база индукциjе jе испуњена.
Нека jе сада n ⩾ 4 произвољно. Претпоставимо да тврђење важи за n тj. да важи 2n ⩾ n2

(индуктивна хипотеза) и докажимо да оно важи и за n+1, односно да jе 2n+1 ⩾ (n+1)2. Када у
индуктивноj хипотези помножимо обе стране позитивним броjем 2, имамо да jе 2n+1 = 2⋅2n ⩾ 2n2,
па уколико покажемо да jе 2n2 ⩾ (n + 1)2, важиће низ неjеднакости 2n+1 ⩾ 2n2 ⩾ (n + 1)2, а
онда и 2n+1 ⩾ (n + 1)2. Зато jе довољно показати да jе 2n2 ⩾ (n + 1)2 (не заборавимо да jе
n ⩾ 4). Неjеднакост 2n2 ⩾ (n + 1)2 jе еквивалентна неjеднакости 2n2 ⩾ n2 + 2n + 1 што jе даље
еквивалентно са n2 − 2n − 1 ⩾ 0. Како jе n2 − 2n − 1 = n2 − 2n + 1 − 2 = (n − 1)2 − 2 ⩾ (4 − 1)2 − 2 =
7 ⩾ 0, заиста важи 2n2 ⩾ (n + 1)2 и 2n+1 ⩾ (n + 1)2. Дакле, тврђење задатка важи по принципу
математичке индукциjе.

8. Доказати да за сваки природан броj n ⩾ 2 важи неjеднакост 1

n + 1 + 1

n + 2 +⋯ + 1

n + n > 13

24
.

Решење: Задатак ћемо урадити користећи математичку индукциjу. Приметимо прво да се на
левоj страни налази n сабирака (то видимо по другом сабирку у имениоцу).
За n = 2 имамо 1

1+2 + 1
2+2 = 1

3
+ 1

4
= 7

12
= 14

24
> 13

24
, па jе база индукциjе задовољена.

Нека jе сада n ⩾ 2 произвољно. Претпоставимо да тврђење важи за n тj. да важи 1
n+1 + 1

n+2 +⋯+ 1
2n
> 13

24
(индуктивна хипотеза) и докажимо да оно важи и за n+1, односно да jе 1

n+2 + 1
n+3 +⋯ + 1

2n
+ 1

2n+1 + 1
2n+2 > 13

24
. Трансформисањем израза са леве стране неjеднакости тако да се у

њему поjави израз из индуктивне хипотезе имамо да jе

1

n + 2 + 1

n + 3 +⋯ + 1

2n
+ 1

2n + 1 + 1

2n + 2 = ( 1

n + 1 + 1

n + 2 +⋯ + 1

2n
) + 1

2n + 1 + 1

2n + 2 − 1

n + 1 их>
> 13

24
+ 2n + 2 + 2n + 1 − 2(2n + 1)(2n + 1)(2n + 2) = 13

24
+ 1(2n + 1)(2n + 2) > 13

24
+ 0 = 13

24
,

што смо и желели да покажемо, па тврђење задатка следи по принципу математичке индукциjе.

9. Доказати да за сваки природан броj n важи неjеднакост
1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ ... ⋅ (2n − 1)

2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ ... ⋅ 2n ⩽
√

1

3n + 1 .
Решење: Тражену неjеднакост ћемо доказати применом математичке индукциjе.
За n = 1 имамо 1

2
⩽ √1

4
што jе очигледно тачно, па jе база индукциjе испуњена.

Нека jе сада n ∈ N произвољно. Претпоставимо да за n важи тврђење задатка тj. 1⋅3⋅5⋅...⋅(2n−1)
2⋅4⋅6⋅...⋅2n ⩽√

1
3n+1 (индуктивна хипотеза) и докажимо да тврђење важи и за n + 1 односно да jе испуњено

1⋅3⋅5⋅...⋅(2n−1)⋅(2n+1)
2⋅4⋅6⋅...⋅2n⋅(2n+2) ⩽ √ 1

3(n+1)+1 =√ 1
3n+4 . Трансформисањем последњег израза са леве стране и

коришћењем индуктивне хипотезе имамо

1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ ... ⋅ (2n − 1) ⋅ (2n + 1)
2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ ... ⋅ 2n ⋅ (2n + 2) = 1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ ... ⋅ (2n − 1)

2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ ... ⋅ 2n ⋅ 2n + 1
2n + 2 их⩽

√
1

3n + 1 ⋅ 2n + 12n + 2 ,
при чему смо искористили да неjеднакост из индуктивне хипотезе остаjе важећа након мно-
жења обе стране позитивним броjем 2n+1

2n+2 . Приметимо да уколико бисмо показали да важи



√
1

3n+1 ⋅ 2n+12n+2 ⩽ √ 1
3n+4 , важио би низ неjеднакости 1⋅3⋅5⋅...⋅(2n−1)⋅(2n+1)

2⋅4⋅6⋅...⋅2n⋅(2n+2)
их⩽ √ 1

3n+1 ⋅ 2n+12n+2 ⩽ √ 1
3n+4 , па

бисмо добили жељену неjеднакост. Неjеднакост
√

1
3n+1 ⋅ 2n+12n+2 ⩽ √ 1

3n+4 jе након квадрирања

(обе стране су ненегативне, па смемо да их квадрирамо) еквивалентна са (2n+1)2(3n+1)(2n+2)2 ⩽ 1
3n+4

што jе након множења обе стране позитивним (3n + 1)(2n + 2)2(3n + 4) даље еквивалентно са
(2n + 1)2(3n + 4) ⩽ (3n + 1)(2n + 2)2. Сређивањем израза на обе стране добиjамо еквивалентну
неjеднакост 12n3 + 28n2 + 19n + 4 ⩽ 12n3 + 28n2 + 20n + 4 тj. 0 ⩽ n што jе тачно за свако n ∈ N.

Дакле, заиста jе 1⋅3⋅5⋅...⋅(2n−1)⋅(2n+1)
2⋅4⋅6⋅...⋅2n⋅(2n+2)

их⩽ √ 1
3n+1 ⋅ 2n+12n+2 ⩽ √ 1

3n+4 , што смо и желели, па тврђење
задатка следи математичком индукциjом.

10. Доказати да за сваки природан броj n важи 133 ∣ 11n+2 + 122n+1.
Решење: И у овом задатку ћемо искористити принцип математичке индукциjе.
За n = 1 имамо 133 ∣ 3059, што jе тачно, па jе база индукциjе испуњена.
Нека jе сада n ∈ N произвољно. Претпоставимо да за n важи тврђење задатка тj. да jе 11n+2 +
122n+1 дељиво са 11 (индуктивна хипотеза) и докажимо да важи 133 ∣ 11(n+1)+2 + 122(n+1)+1 тj.
133 ∣ 11n+3 + 122n+3. Из индуктивне хипотезе имамо да jе 11n+2 + 122n+1 = 133k за неко k ∈ N, а
одатле и

11n+3+122n+3 = 11 ⋅11n+2+122 ⋅122n+1 = 11 ⋅11n+2+144 ⋅122n+1 = 11 ⋅11n+2+11 ⋅122n+1+133 ⋅122n+1 =
= 11 (11n+2 + 122n+1) + 133 ⋅ 122n+1 их= 11 ⋅ 133k + 133 ⋅ 122n+1 = 133 (11k + 122n+1) ,

што jе очигледно дељиво са 133, па тврђење задатка следи математичком индукциjом.

11. Доказати да jе за сваки природан броj n ⩾ 2 броj cos π
2n
ирационалан.

Решење: И ово ћемо показати математичком индукциjом.
За n = 2 имамо да jе cos π

22
= cos π

4
= √2

2
што jе ирационалан броj, па jе база индукциjе задо-

вољена.
Нека jе сада n ⩾ 2 произвољно. Претпоставимо да за n важи тврђење задатка тj. да jе cos π

2n

ирационалан броj (индуктивна хипотеза) и докажимо да тврђење важи и за n + 1, односно да
jе броj cos π

2n+1 такође ирационалан. Претпоставимо супротно тj. нека jе cos π
2n+1 = p

q
за неке

p ∈ Z, q ∈ N. Коришћењем адиционе формуле cos2 φ = 1+cos 2φ
2

тj. cos 2φ = 2 cos2 φ − 1 за φ = π
2n+1

добиjамо cos π
2n
= 2p2

q2
− 1 = 2p2−q2

q2
што jе рационалан броj, jер 2p2 − q2 ∈ Z, q2 ∈ N. Ово jе кон-

традикциjа са индуктивном хипотезом да jе cos π
2n
ирационалан броj, па jе наша претпоставка

нетачна. Дакле, броj cos π
2n+1 jе такође ирационалан, што смо и желели, па тврђење задатка

следи по математичкоj индукциjи.

Дефинициjа: Факториjел броjа n ∈ N дефинишемо као производ свих природних броjева
мањих или jеднаких од n тj.

n! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ... ⋅ n,
а дефинишемо и 0! = 1.
За произвољне броjеве n, k ∈ N0 такве да jе n ⩾ k дефинишемо биномни коефициjент

(n
k
) = n!

k! ⋅ (n − k)! = n ⋅ (n − 1) ⋅ ... ⋅ (n − k + 1) ⋅ (n − k) ⋅ ... ⋅ 1
k! ⋅ (n − k) ⋅ ... ⋅ 1 = n(n − 1) ⋅ ... ⋅ (n − k + 1)

k!
.

Такође, биномни коефициjент можемо дефинисати и за произвољне α ∈ R и k ∈ N0 са

(α
k
) = α(α − 1) ⋅ ... ⋅ (α − k + 1)

k!









Неjеднакости

У Анализи се у великом броjу дефинициjа и теорема поjављуjу неке неjеднакости па ће нам
њихово добро познавање олакшати даљи рад. У овом одељку ћемо проучити разне неjеднакости
коjе ће нам убудуће често бити корисне.

Тврђење: Доказати да за свако x ∈ R важи x2 ⩾ 0, при чему jеднакост важи акко jе x = 0.

Доказ: Разликоваћемо три случаjа. Нека jе прво x > 0. Како jе производ два позитивна броjа
опет позитиван броj, имамо да jе x2 = x ⋅ x > 0. Слично, ако jе x < 0, имамо x2 = x ⋅ x > 0, jер jе
производ два негативна броjа позитиван броj. На краjу, за x = 0 имамо 02 = 0 ⩾ 0, па видимо да
се управо у овом случаjу (и само у њему) достиже jеднакост.

Тврђење: Доказати да за свако x ∈ R важи ∣x∣ ⩾ 0, при чему jеднакост важи акко jе x = 0.

Доказ: И овде ћемо као у доказу претходног тврђења разликовати три случаjа. Ако jе x > 0,
имамо да jе и ∣x∣ = x > 0. Затим, ако jе x < 0, важи ∣x∣ = −x > 0. И коначно, за x = 0 jе ∣0∣ = 0 ⩾ 0,
па се само у овом случаjу достиже jеднакост.

1. Решити неjедначинe:
а) ∣x∣ ⩽ 2;
б) ∣x∣ ⩾ 4;
в) ∣x − 3∣ ⩽ 5;
г) ∣x + 1∣ ⩾ 2;

Решење: а) Размотрићемо два случаjа.
Прво, за x ⩾ 0 важи ∣x∣ = x, па jе неjедначина еквивалентна са x ⩽ 3. Дакле, у овом случаjу
(узимаjући у обзир да разматрамо само x ⩾ 0) решење неjедначине jе x ∈ [0,3].

Нека jе сада x < 0. Важи ∣x∣ = −x, па jе неjедначина еквивалентна са −x ⩽ 3, што jе након
множења обе стране са -1 еквивалентно са x ⩾ −3. То значи да jе у овом случаjу (узимаjући у
обзир да jе x < 0) решење неjедначине x ∈ [−3,0).

Униjом решења из ова два случаjа добиjамо да jе решење ове неjедначине x ∈ [−3,3].

б) И овде радимо слично као у претходном примеру.
Нека jе прво x ⩾ 0. Тада jе ∣x∣ = x, па jе неjедначина еквивалентна са x ⩾ 3 и тако jе њено
решење у овом случаjу x ∈ [3,+∞).
У случаjу x < 0 jе ∣x∣ = −x, па jе неjедначина еквивалентна са −x ⩾ 3 тj. са x ⩽ −3. Зато jе њено
решење у овом случаjу x ∈ (−∞,−3].

Униjа решења ова два случаjа даjе x ∈ (−∞,−3] ∪ [3,+∞).

в) Сменом t = x − 3 ова неjедначина се своди на ∣t∣ ⩽ 5, па на основу дела а) знамо да jе њено
решење t ∈ [−5,5], односно −5 ⩽ t ⩽ 5. Враћањем смене имамо −5 ⩽ x − 3 ⩽ 5, па додавањем 3
свим изразима у неjедначини добиjамо −2 ⩽ x ⩽ 8 тj. x ∈ [−2,8].

г) И оваj пример можемо решити истом идеjом коjу смо користили у претходном. Сменом
t = x + 1 ова неjедначина се своди на ∣t∣ ⩾ 2, па на основу дела б) знамо да jе њено решење
t ∈ (−∞,−2] ∪ [2,+∞) тj. t ⩽ −2 или t ⩾ 2. Враћањем смене имамо да jе x + 1 ⩽ −2 или x + 1 ⩾ 2,
односно x ⩽ −3 или x ⩾ 1. Дакле, решење полазне неjедначине jе x ∈ (−∞,−3] ∪ [1,+∞).



На исти начин као у претхоном задатку можемо извести да за све a ∈ R и r > 0 важи:

∣x∣ ⩽ r ⇐⇒ x ∈ [−r, r], ∣x∣ < r ⇐⇒ x ∈ (−r, r),

∣x∣ ⩾ r ⇐⇒ x ∈ (−∞,−r] ∪ [r,+∞), ∣x∣ > r ⇐⇒ x ∈ (−∞,−r) ∪ (r,+∞),

∣x − a∣ ⩽ r ⇐⇒ x ∈ [a − r, a + r], ∣x − a∣ < r ⇐⇒ x ∈ (a − r, a + r),

∣x − a∣ ⩾ r ⇐⇒ x ∈ (−∞, a − r] ∪ [a + r,+∞), ∣x − a∣ > r ⇐⇒ x ∈ (−∞, a − r) ∪ (a + r,+∞).

2. а) Доказати да за свака два броjа a, b ∈ R важи a2 + b2 ⩾ 2ab. Када важи jеднакост?
б) Доказати да за свака три броjа a, b, c ∈ R важи a2 + b2 + c2 ⩾ ab+ bc+ ca. Када важи jеднакост?

Решење: а) Неjеднакост a2 + b2 ⩾ 2ab jе еквивалентна са a2 − 2ab + b2 ⩾ 0 односно (a − b)2 ⩾ 0.
Како jе последња неjеднакост увек тачна, jер jе квадрат било ког реалног броjа ненегативан,
то jе и почетна неjеднакост тачна. Jеднакост важи ако и само ако jе a − b = 0 тj. a = b.
б) Применом неjеднакости из дела а) на броjеве a и b, b и c, па c и a (два по два) имамо
да важи a2 + b2 ⩾ 2ab, b2 + c2 ⩾ 2bc и c2 + a2 ⩾ 2ca, па сабирањем ових неjеднакости добиjамо
2(a2 + b2 + c2) ⩾ 2ab + 2bc + 2ca односно a2 + b2 + c2 ⩾ ab + bc + ca. Jеднакост важи ако и само ако
важи jеднакост у све три сабране неjеднакости тj. ако и само ако jе a = b, b = c и c = a, што jе
еквивалентно са a = b = c.

3. Нека су броjеви a, b ∈ R такви да jе a + b ⩾ 0. Доказати да важи a3 + b3 ⩾ a2b + ab2.
Решење: Неjеднакост a3 + b3 ⩾ a2b + ab2 jе (након што све пребацимо на леву страну) екви-
валентна са a3 + b3 − a2b − ab2 ⩾ 0. Израз за леве стране можемо трансформисати на следећи
начин:

a3 + b3 − a2b − ab2 = (a3 − a2b) + (b3 − ab2) = a2(a − b) + b2(b − a) =

= a2(a − b) − b2(a − b) = (a2 − b2)(a − b) = (a + b)(a − b)2.

Како jе a+b ⩾ 0 по услову задатка и (a−b)2 ⩾ 0 као квадрат реалног броjа, то jе a3+b3−a2b−ab2 =
(a + b)(a − b)2 ⩾ 0, а онда jе и a3 + b3 ⩾ a2b + ab2.

Теорема [неjеднакост троугла]: Доказати да за свака два броjа a, b ∈ R важи ∣a+ b∣ ⩽ ∣a∣ + ∣b∣,
при чему jеднакост важи акко су оба броjа ненегативна или оба непозитивна.

Доказ: Ако jе a = 0, неjеднакост постаjе ∣a + 0∣ ⩽ ∣a∣ + ∣0∣ тj. ∣a∣ ⩽ ∣a∣, што jе очигледно тачно и,
штавише, важи jеднакост. Потпуно исто важи и у случаjу b = 0. Зато надаље можемо претпо-
ставити да jе a ≠ 0 ≠ b.

1○ a > 0 и b > 0

Имамо да jе и a+ b > 0, па jе ∣a+ b∣ = a+ b и ∣a∣ + ∣b∣ = a+ b, па у овом случаjу важи (не)jеднакост.
2○ a < 0 и b < 0

Имамо да jе и a + b < 0, па jе ∣a + b∣ = −(a + b) = −a − b и ∣a∣ + ∣b∣ = −a + (−b) = −a − b, па и у овом
случаjу важи (не)jеднакост.
3○ a > 0 и b < 0

Имамо прво ∣a∣ + ∣b∣ = a + (−b) = a − b, па треба доказати да jе ∣a + b∣ ⩽ a − b. На основу комен-
тара након првог задатка знамо да jе то еквивалентно са −(a − b) ⩽ a + b ⩽ a − b, односно са
b − a ⩽ a + b ⩽ a − b. Неjеднакост b − a ⩽ a + b jе еквивалентна са b − a − a − b ⩽ 0, односно са
−2a ⩽ 0. Како jе a > 0, то jе −2a < 0, па ова неjеднакост важи (и строга jе тj. не важи jеднакост).
Слично, неjеднакост a+b ⩽ a−b jе еквивалентна са a+b−a+b ⩽ 0, односно са 2b ⩽ 0, а то свакако
важи пошто jе b < 0 (штавише важи 2b < 0). Дакле, имамо да jе b − a < a + b < a − b, па jе зато



∣a + b∣ < a − b = ∣a∣ + ∣b∣ и видимо да у овом случаjу важи строга неjеднакост.
4○ a < 0 и b > 0

Како jе неjеднакост троугла симетрична по a и b (тj. заменом места a и b се добиjе иста неjед-
накост), то оваj случаj следи директно из претходног.
Дакле, у сваком случаjу важи неjеднакост, док jеднакост важи када су оба броjа позитивна,
оба негативна или када jе неки од броjева a и b jеднак нули. Другим речима, када су оба броjа
ненегативна или оба непозитивна.

Анализирањем случаjева када jе коjи од броjева a и b негативан, позитиван или jеднак нули
лако се изводи следеће тврђење познато из основне и средње школе.
Тврђење: За свака два броjа a, b ∈ R важи ∣a ⋅ b∣ = ∣a∣ ⋅ ∣b∣, ∣a

b
∣ =
∣a∣
∣b∣ и ∣ − a∣ = ∣a∣.

Докажимо сада jедно корисно уопштење неjеднакости троугла.

4. [неjеднакост многоугла]: Доказати да за сваки природан броj n и све реалне броjеве
x1, x2, ..., xn важи

∣x1 + x2 +⋯ + xn∣ ⩽ ∣x1∣ + ∣x2∣ + ⋯ + ∣xn∣.

Решење: Доказ ћемо спровести математичком индукциjом по n.
За n = 1 треба доказати да jе ∣x1∣ ⩽ ∣x1∣ за свако x1 ∈ R, што jе очигледно тачно, па jе база
индукциjе задовољена.
Нека jе сада n ∈ N произвољно. Претпоставимо да тврђење задатка важи за n тj. да за било
коjих n броjева x1, x2, ..., xn ∈ R важи ∣x1+x2+⋯+xn∣ ⩽ ∣x1∣+ ∣x2∣+⋯+∣xn∣ (индуктивна хипотеза)
и докажимо да за било коjих n + 1 броjева x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈ R важи ∣x1 + x2 +⋯ + xn + xn+1∣ ⩽

∣x1∣ + ∣x2∣ + ⋯ + ∣xn∣ + ∣xn+1∣. Зато, нека су x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈ R произвољни. Уведимо ознаку
a = x1 + x2 + ⋯ + xn. Користећи неjеднакост троугла тj. да jе ∣a + xn+1∣ ⩽ ∣a∣ + ∣xn+1∣, а потом и
индуктивну хипотезу имамо

∣x1+x2+⋯+xn+xn+1∣ = ∣a+xn+1∣ ⩽ ∣a∣+ ∣xn+1∣ = ∣x1+x2+⋯+xn∣+ ∣xn+1∣
их
⩽ ∣x1∣+ ∣x2∣+⋯+∣xn∣+ ∣xn+1∣,

што смо и хтели да покажемо, па тврђење следи по математичкоj индукциjи.

5. [Бернулиjева неjеднакост] Показати да за сваки природан броj n и сваки реалан броj
x > −1 важи

(1 + x)n ⩾ 1 + nx.

Решење:Нека jе x > −1 произвољан реалан броj. Ову неjеднакост ћемо доказати математичком
индукциjом по n.
Нека jе прво n = 1. Тада добиjамо неjеднакост (1 + x)1 ⩾ 1 + 1 ⋅ x, што jе заправо 1 + x ⩾ 1 + x.
Ово jе очигледно тачно, штавише важи и jеднакост, па jе база индукциjе задовољена.
Нека jе сада n ∈ N произвољно. Претпоставимо да за n важи тврђење, односно да jе (1 + x)n ⩾

1+nx (индуктивна хипотеза) и докажимо да тврђење важи за n+1 тj. да jе (1+x)n+1 ⩾ 1+(n+1)x.
На основу индуктивне хипотезе добиjамо

(1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n
их
⩾ (1 + x)(1 + nx) = 1 + x + nx + nx2 ⩾ 1 + x + nx + 0 = 1 + (n + 1)x,

при чему смо користили да jе nx2 ⩾ 0, jер jе n > 0 и x2 ⩾ 0, као и чињеницу да неjеднакост
из индуктивне хипотезе остаjе важећа након множења обе стране позитивним 1 + x. Дакле,
доказали смо да jе (1+x)n+1 ⩾ 1+(n+1)x, па тврђење задатка следи по принципу математичке
индукциjе.



Коментар: Приметимо да смо у бази, односно за n = 1, видели да у Бернулиjевоj неjед-
накости важи jеднакост. Затим, из доказа индуктивног корака видимо како да би важило
(1 + x)n+1 = 1 + (n + 1)x, мора бити nx2 = 0, што значи да jе x = 0. И заиста, кад jе x = 0 важи
(1 + 0)n+1 = 1n+1 = 1 = 1 + (n + 1) ⋅ 0. Дакле, осим за n = 1, jеднакост важи jош и за x = 0, тако да
имамо закључак да jе (1 + x)n = 1 + nx ако и само ако jе n = 1 или x = 0.

6. [Коши–Шварцова неjеднакост] Нека jе n ∈ N и нека су a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn произ-
вољни реални броjеви. Тада важи (a21 + a

2
2 +⋯ + a2n) (b

2
1 + b

2
2 +⋯ + b2n) ⩾ (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn)

2.
Решење: Приметимо прво да уколико jе a1 = a2 = ... = an = 0, jеднакост тривиjално важи као
0 ⩾ 0. У супротном, посматраjмо функциjу f ∶ R→ R дату са f(x) = (a1x + b1)

2 + (a2x + b2)
2 +⋯

+(anx + bn)
2. Очигледно jе f(x) ⩾ 0 за свако x ∈ R, jер jе сваки сабирак ненегативан као квад-

рат реалног броjа. С друге стране, када квадрирамо и прегрупишемо изразе на десноj страни
израза коjим jе дата функциjа f , добиjамо

f(x) = (a21 + a
2
2 +⋯ + a2n)x

2
+ 2 (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn)x + (b21 + b

2
2 +⋯ + b2n) .

Дакле, f jе jедна квадратна функциjа чиjи jе члан уз x2 jеднак a21 +a
2
2 +⋯+a2n > 0, па како она

узима само ненегативне вредности, то њена дискриминанта мора бити непозитивна. Одатле
имамо да jе 4 (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn)

2
− 4 (a21 + a

2
2 +⋯ + a2n) (b

2
1 + b

2
2 +⋯ + b2n) ⩽ 0 односно

(a21 + a
2
2 +⋯ + a2n) (b

2
1 + b

2
2 +⋯ + b2n) ⩾ (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn)

2.
Размотримо jош када у овоj неjеднакости важи jеднакост. Свакако, у тривиjалном случаjу a1 =
a2 = . . . an = 0 она важи. У нетривиjалном случаjу, када смо посматрали квадратну функциjу
f , jеднакост

(a21 + a
2
2 +⋯ + a2n)(b

2
1 + b

2
2 +⋯ + b2n) = (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn)

2

jе еквивалентна чињеници да jе дискриминанта ове функциjе jеднака нули, што заправо значи
да f има тачно jедну нулу λ ∈ R. Тада jе f(λ) = 0, односно (a1λ+b1)

2+(a2λ+b2)
2+⋯+(anλ+bn)

2 =

0, па пошто су сви сабирци ненегативни, мора важити a1λ + b1 = a2λ + b2 = ⋅ ⋅ ⋅ = anλ + bn = 0 тj.
b1 = −λa1, b2 = −λa2, ..., bn = −λan .
Дакле, jеднакост важи ако и само ако jе (a1, a2, ..., an) = (0,0, ...,0) или (b1, b2, ..., bn) =

−λ(a1, a2, ..., an), односно ако и само ако су вектори (a1, a2, ..., an) ∈ Rn и (b1, b2, ..., bn) ∈ Rn

линеарно зависни.

Да бисмо исказали следећу неjеднакост, прво ћемо увести неопходне поjмове. Нека jе n ∈ N и
x1, x2, ..., xn ∈ R. Аритметичку средину броjева x1, x2, ..., xn дефинишемо као An(x1, x2, ..., xn) =
x1 + x2 +⋯ + xn

n
, геометриjску као Gn(x1, x2, ..., xn) = n

√
x1 ⋅ x2 ⋅ ... ⋅ xn (када су x1, x2, ..., xn нене-

гативни), хармониjску као Hn(x1, x2, ..., xn) =
n

1
x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn

(када су броjеви x1, x2, ..., xn

различити од нуле) и квадратну као Kn(x1, x2, ..., xn) =

√
x21 + x

2
2 +⋯ + x2n
n

.

Теорема: Нека су n ∈ N произвољан природан броj и x1, x2, ..., xn ∈ R произвољни позитивни
реални броjеви. Тада важи

Hn(x1, x2, ..., xn) ⩽ Gn(x1, x2, ..., xn) ⩽ An(x1, x2, ..., xn) ⩽Kn(x1, x2, ..., xn).

Притом, jеднакост на било ком, а самим тим и на сваком, месту важи ако и само ако jе x1 =
x2 = ... = xn.
Наjчешће ћемо користити неjеднакост између аритметичке и геометриjске средине коjу краће
називамо АГ неjеднакост.



7. Нека су n ∈ N природан и x1, ..., xn ∈ R позитивни реални броjеви. Доказати да важи

(x1 + x2 +⋯ + xn) (
1

x1
+

1

x2
+⋯ +

1

xn
) ⩾ n2.

Решење: Први начин: Пошто се тражи да докажемо да jе производ нека два збира већи или
jеднак од нечега, покушаћемо преко Коши–Шварцове неjеднакости. Са тим циљем уводимо
ознаке a1 =

√
x1, a2 =

√
x2, ..., an =

√
xn, b1 =

1√
x1
, b2 =

1√
x2
, ..., bn = 1√

xn
. Тада тражену неjед-

накост можемо записати као (a21 + a
2
2 +⋯ + a2n) (b

2
1 + b

2
2 +⋯ + b2n) ⩾ n2. На основу неjеднакости

Коши–Шварца имамо да важи

(a21 + a
2
2 +⋯ + a2n) (b

2
1 + b

2
2 +⋯ + b2n) ⩾ (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn)

2
=

(
√
x1 ⋅

1
√
x1

+
√
x2 ⋅

1
√
x2

+⋯ +
√
xn ⋅

1
√
xn

)

2

= (1 + 1 +⋯ + 1)2 = n2,

па jе зато и (x1 + x2 +⋯ + xn) (
1
x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn
) ⩾ n2.

Други начин: Изрази коjи се поjављуjу у неjеднакости коjу доказуjемо такође се jављаjу и у
аритметичкоj и хармониjскоj средини позитивних броjева x1, x2, ..., xn, па ћемо искористити
неjеднакост између ове две средине. Важи, Hn(x1, x2, ..., xn) ⩽ An(x1, x2, ..., xn), па jе

n
1
x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn

⩽
x1 + x2 +⋯ + xn

n
.

Множењем обе стране са позитивним n ( 1
x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn
) добиjамо

n2 ⩽ (x1 + x2 +⋯ + xn) (
1

x1
+

1

x2
+⋯ +

1

xn
) ,

што се и тражило.

8. Доказати да за сваки природан броj n важи n! ⩽ (n+1
2

)
n
.

Решење: Дата неjеднакост jе (након кореновања, чиме се не мења знак неjеднакости) екви-
валентна са n

√
n! ⩽ n+1

2
. Приметимо да jе n

√
n! = n

√
1 ⋅ 2 ⋅ ... ⋅ n = Gn(1,2, ..., n), па можемо да

искористимо АГ неjеднакост. Дакле, важи Gn(1,2, ..., n) ⩽ An(1,2, ..., n), односно

n
√
n! ⩽

1 + 2 +⋯ + n

n
=

n(n+1)
2

n
=
n + 1

2
,

одакле након степеновања са n (чиме се не мења знак неjеднакости) следи тражена неjеднакост.
Напомена: Овде jе коришћен индентитет 1 + 2 + ⋯ + n =

n(n+1)
2

, коjи jе раниjе доказан помоћу
математичке индукциjе.

9. а) Доказати да за свако a > 0 важи a + 1
a
⩾ 2, при чему jеднакост важи ако и само ако jе

a = 1.
б) Доказати да за свако a < 0 важи a + 1

a
⩽ −2 , при чему jеднакост важи ако и само ако jе

a = −1.

Решење: а) Кад год имамо збир неких броjева чиjи jе производ константан (тj. не зависи од
самих сабирака), можемо преко АГ неjеднакости проценити од чега jе он већи или jеднак. Овде
имамо a+ 1

a

2
⩾
√
a ⋅ 1

a
= 1 тj. a + 1

a
⩾ 2. Знамо да jеднакост важи ако и само ако jе a = 1

a
тj. a2 = 1,

односно a = 1, jер jе a > 0.
б) Пошто jе a < 0, можемо означити b = −a > 0. На основу дела а) знамо да jе b + 1

b
⩾ 2, а зато и

−a − 1
a
⩾ 2. Множењем обе стране ове неjеднакости са −1 (чиме се „окреће” знак неjеднакости)

добиjамо a+ 1
a
⩽ −2. Jеднакост a+ 1

a
= −2 важи ако и само ако jе b+ 1

b
= 2, а то jе на основу дела

а) еквивалентно са b = 1. Дакле, jеднакост важи ако и само ако jе −a = b = 1, односно a = −1.



Супремум и инфимум

Дефинициjа: Нека jе A ⊆ R непразан. За броj M ∈ R кажемо да jе горње ограничење или
маjоранта скупа A уколико за свако a ∈ A важи a ⩽ M . Слично, за броj m ∈ R кажемо да jе
доње ограничење или миноранта скупа A ако за свако a ∈ A важи m ⩽ a. Скуп A може имати
више горњих и више доњих ограничења, а може их уопште и немати.
Пример: Броjеви 2,5,9 и 1000 су нека од горњих ограничења скупа [0,2] а 0,−5 и −1000000
нека од доњих ограничења овог скупа. Скуп R нема горње ограничење, jер не постоjи броj
M ∈ R коjи jе већи или jеднак од свих реалних броjева и слично, нема ни доње ограничење.
Дефинициjа:Уколико скуп има бар jедно горње ограничење, кажемо да jе он ограничен одозго,
а уколико има бар jедно доње ограничење, кажемо да jе ограничен одоздо.

Наравно, уколико jеM горње ограничење скупа A, тада jе и сваки броj већи одM такође горње
ограничење овог скупа, па он има бесконачно много горњих ограничења. Дакле, произвољан
скуп или нема горњих ограничења или их има бесконачно много. Аналогно, уколико jе m доње
ограничење скупа A, тада jе и сваки броj мањи од m такође његово доње ограничење, па он
или нема ниjедно или има бесконачно много доњих ограничења.
Дефинициjа: Наjмање горње ограничење скупа A (уколико оно постоjи) називамо његовим
супремумом и означавамо га са supA, док наjвеће доње ограничење (уколико постоjи) назива-
мо његовим инфимумом и означавамо га са inf A.
Другим речима, уколико jеM ′ неко горње ограничење скупа A (тj. за свако a ∈ A важи a ⩽M ′),
тада jе supA ⩽M ′. Аналогно, уколико jе m′ неко доње ограничење скупа A, онда jе inf A ⩾m′.
Коментар: Из дефинициjе видимо да супремум и инфимум неког скупа могу, али не мораjу
припадати том скупу.

Следећа теорема говори под коjим условима постоjе супремум односно инфимум непразног
подскупа скупа R.
Теорема [о супремуму и инфимуму]: Ако jе непразан скуп A ⊆ R ограничен одозго, тада
он има супремум, док ако jе ограничен одоздо, он има инфимум.

Наредна теорема се често користи приликом доказивања да jе неки броj супремум односно
инфимум посматраног скупа.
Теорема [ε-карактеризациjа супремума и инфимума]: Нека jе A ⊆ R непразан и i, s ∈ R.
Тада jе supA = s ако и само ако важи:
1) (∀a ∈ A) a ⩽ s (s jе горње ограничење скупа A);
2) (∀ε > 0)(∃a ∈ A) a > s − ε (s jе наjмање такво, односно s − ε ниjе горње ограничење скупа A

ни за jедно ε > 0).
Слично, inf A = i ако и само ако важи:
1) (∀a ∈ A) i ⩽ a (i jе доње ограничење скупа A);
2) (∀ε > 0)(∃a ∈ A) a < i+ ε (i jе наjвеће такво, односно i+ ε ниjе доње ограничење скупа A ни
за jедно ε > 0).
Важна последица теореме о супремуму jе Архимедово своjство скупа R.
Теорема [Архимедово своjство]: Нека су a и b произвољни позитивни реални броjеви. Тада
постоjи jединствен природан броj n такав да важи (n − 1)a ⩽ b < na.
Уопштење Архимедовог своjства када b ∈ R можемо видети у наредном тврђењу.



Тврђење: Нека су a > 0 и b ∈ R произвољни реални броjеви. Тада постоjи jединствен броj n ∈ Z
такав да важи (n − 1)a ⩽ b < na.
Доказ: Први случаj: Ако jе b > 0, на основу Архимедовог своjства знамо да постоjи jединствено
n ∈ N, па jе самим тим и n ∈ Z, такво да jе (n − 1)a ⩽ b < na.
Други случаj: Ако jе b = 0, треба доказати да постоjи jединствен цео броj n такав да jе
(n − 1)a ⩽ 0 < na. Након дељења ове неjеднакости позитивним броjем a, добиjамо n − 1 ⩽ 0 < n,
па jе jасно да ово jедино важи за n = 1.
Трећи случаj: Нека jе сада b < 0. Онда jе −b > 0, па на основу Архимедовог своjства постоjи
jединствен природан броj m такав да jе (m−1)a ⩽ −b <ma, што jе након множења са -1 еквива-
лентно са −ma < b ⩽ (−m+1)a. Сада, уколико jе −ma < b < (−m+1)a, можемо узети n = −m+1 ∈ Z
и заиста важи (n−1)a < b < na, па самим тим и (n−1)a ⩽ b < na, док уколико jе b = (−m+1)a, онда
важи (−m+1)a ⩽ b < (−m+2)a, те можемо узети n = −m+2 и онда заиста важи (n−1)a ⩽ b < na.
Специjално, за a = 1 из претходног тврђења имамо да за сваки броj b ∈ R постоjи jединствен
броj n ∈ Z такав да jе n−1 ⩽ b < n. Броj n−1 ∈ Z називамо целим делом броjа b ∈ R и означавамо
га са [b]. Дакле, цео део реалног броjа x jе заправо наjвећи цео броj мањи или jеднак од броjа
x. Tо значи да за свакo x ∈ R важи [x] ⩽ x < [x] + 1, а зато и x − 1 < [x] ⩽ x. Тако jе, на пример,
[n] = n за свако n ∈ Z, [11.99] = 11, [2.5] = 2, [−2.5] = −3.
Коментар: Из претходних закључака видимо и да за сваки реалан броj x постоjи цео броj
[x] + 1 коjи jе већи од њега, па самим тим постоjи и природан броj већи од њега.

Сада можемо увести и разломљени део броjа x, у ознаци {x}, као {x} = x − [x] за x ∈ R. При-
метимо да из неjеднакости [x] ⩽ x < [x] + 1 директно следи 0 ⩽ x − [x] < 1 тj. 0 ⩽ {x} < 1 за све
x ∈ R. Дакле, сваки реалан броj x се на jединствен начин може записати као збир jедног целог
и jедног реалног броjа из интервала [0,1) као x = [x] + {x}.
1. Доказати да за свака два броjа x ∈ R и n ∈ Z важи [x + n] = [x] + n.

Решење: Нека су x ∈ R и n ∈ Z произвољни. Знамо да jе x = [x] + {x} и притом jе [x] ∈ Z и
0 ⩽ {x} < 1. Тада jе x+n = [x]+{x}+n и важи [x]+n ⩽ x+n < [x]+n+1, па смо броj x+n сместили
између два цела броjа [x] +n и [x] +n+ 1. Како jе x+n < [x] +n+ 1, мора бити [x+n] = [x] +n.
2. Доказати да за свака два реална броjа x и y важи [x] + [y] ⩽ [x + y] ⩽ [x] + [y] + 1 и навести
по jедан пример када jе лева односно десна неjеднакост заправо jеднакост.

Решење: Нека су x, y ∈ R произвољни. Као у претходном задатку можемо записати x = [x]+{x}
и y = [y] + {y}, где jе [x], [y] ∈ Z и 0 ⩽ {x},{y} < 1. Одатле jе x + y = [x] + [y] + {x} + {y}, па како
jе 0+ 0 = 0 ⩽ {x} + {y} < 1+ 1 = 2, имамо да jе [x] + [y] ⩽ x+ y < [x] + [y] + 2. Дакле, сместили смо
реалан броj x+y између два цела броjа [x]+[y] и [x]+[y]+2, па може бити или [x+y] = [x]+[y]
или [x+y] = [x]+[y]+1 (опциjа [x+y] = [x]+[y]+2 ниjе могућа, jер jе [x+y] ⩽ x+y < [x]+[y]+2),
те jе заиста [x] + [y] ⩽ [x + y] ⩽ [x] + [y] + 1.
Рецимо, за x = 1.5 и y = 2.1 имамо [x + y] = [3.6] = 3 = 1 + 2 = [x] + [y], док за x = 1.5 и y = 2.8
имамо [x + y] = [4.3] = 4 = 1 + 2 + 1 = [x] + [y] + 1.
Дефинициjа: Нека jе A ⊆ R непразан. Уколико постоjи елемент M ∈ A такав да jе a ⩽ M

за свако a ∈ A, кажемо да jе броj M максимум скупа A и пишемо M = maxA, док уколико
постоjи елемент m ∈ A такав да важи m ⩽ a за свако a ∈ A, кажемо да jе он минимум скупа A и
пишемо minA = m. Другим речима, броj M jе максимум скупа A уколико jе он његово горње
ограничење и притом му припада, док jе броj m минимум скупа A уколико jе он његово доње



ограничење и припада му.
Тврђење: Нека jе A ⊆ R непразан. Уколико постоjи, максимум овог скупа jе jединствен. Та-
кође, уколико оваj скуп има минимум, и он jе jединствен.

Доказ: Претпоставимо да су M1 и M2 два максимума скупа A. Тада, по дефинициjи макси-
мума скупа важи M1,M2 ∈ A, x ⩽M1 и x ⩽M2 за све x ∈ A. Одатле имамо да jе M1 ⩽M2 (jер
M1 ∈ A) и M2 ⩽M1 (jер M2 ∈ A), па jе M1 =M2. Аналогно се доказуjе и да jе минимум скупа
jединствен уколико постоjи.

Приметимо да уколико постоjи s = supA и важи s ∈ A, тада jе броj s уjедно и горње ограничење
скупа A (пошто jе његов супремум) и његов елемент, па jе онда maxA = s тj. maxA = supA.
С друге стране, уколико постоjи M = maxA, тада jе скуп A ограничен одозго броjем M , па
постоjи supA и важи M ⩽ supA (jер jе M елемент скупа A, а supA његово горње ограничење),
али и supA ⩽ M (jер jе M jедно горње ограничење скупа A, а supA његово наjмање горње
ограничење), па мора бити M = supA и самим тим supA ∈ A.
Дакле, supA постоjи и supA ∈ A ако и само ако постоjи maxA (и тада jе maxA = supA).
Ова чињеница нам омогућуjе да уколико смо доказали да постоjи супремум скупа и одредили
га, довољно jе само да проверимо да ли он припада том скупу како бисмо утврдили да ли скуп
има максимум. С друге стране, уколико смо одредили максимум скупа, одмах знамо да таj
скуп има и супремум коjи jе jеднак његовом максимуму.
Аналогно тврђење важи и за инфимум тj. inf A постоjи и inf A ∈ A ако и само ако постоjи minA

(и тада jе minA = inf A). Зато уколико нађемо inf A, довољно jе само да проверимо да ли он
припада скупу A како бисмо утврдили да ли постоjи minA, док уколико прво одредимо minA,
одмах знамо да постоjи и inf A и да jе inf A =minA.

3. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (уколико постоjе) скупа A ако jе:
а) A = [0,1], б) A = [0,1), в) A = (0,1], г) A = (0,1).
Решење: а) Приметимо да за свако a ∈ A важи a ⩽ 1, па jе броj 1 jедно горње ограничење
скупа A. Уз то, 1 ∈ A, па jе maxA = 1, а самим тим и supA = 1. Слично, за свако a ∈ A jе a ⩾ 0
и 0 ∈ A, па jе minA = 0, те jе онда и inf A = 0.
б) Слично као у претходном примеру закључуjемо да jе minA = inf A = 0. Даље, можемо приме-
тити да jе броj 1 jедно горње ограничење скупа A, па jе скуп A ограничен одозго и по теореми
постоjи supA. Међутим, како 1 ∉ A, то не можемо тако лако доказати да jе supA = 1 као у
претходном примеру, па ћемо то урадити помоћу ε-карактеризациjе. Први услов jе свакако
испуњен, jер jе a ⩽ 1 за све a ∈ A. Да бисмо доказали и други услов, узмимо ε > 0 произвољно
и тражимо a ∈ [0,1) такво да jе a > 1 − ε. За такво a можемо узети било коjи ненегативан броj
из интервала (1 − ε,1) (рецимо a = 0 за ε > 1 или a = 1 − ε

2
за ε ⩽ 1), па по поменутоj теореми

имамо да jе supA = 1. Како supA ∉ A, то maxA не постоjи.

в) На сличан начин као у делу а) можемо доказати да jе supA = maxA = 1. Затим, приметимо
да jе броj 0 ∉ A jедно доње ограничење скупа A, па ћемо пробати да докажемо да jе inf A = 0
помоћу ε-карактеризациjе. Прво, свакако важи 0 ⩽ a за све a ∈ A. Друго, нека jе ε > 0 произ-
вољно и потражимо a ∈ A такво да jе a < 0 + ε тj. a < ε. Ако jе ε > 1, можемо узети a = 1, jер
1 ∈ A и 1 < ε, док уколико jе ε ⩽ 1, можемо узети a = ε

2
и заиста jе a ∈ A i a < ε. Дакле, inf A = 0,

а како 0 ∉ A, скуп A нема минимум.

г) Аналогно као у примеру под б) можемо доказати да jе supA = 1, па како 1 ∉ A, скуп A нема
максимум. С друге стране, аналогно као у делу в) можемо доказати да jе inf A = 0, па видимо



да скуп A нема минимум, jер 0 ∉ A.

4. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупа
A = {x ∈ R ∣ x2 log2 ∣x − 2∣ ⩽ 0}.
Решење: Треба решити неjедначину x2 log2 ∣x − 2∣ ⩽ 0 и тако одредити све елементе скупа A.
Прво треба видети за коjе x ∈ R jе израз x2 log2 ∣x− 2∣ дефинисан. Израз x2 jе дефинисан за све
x ∈ R, док да би log2 ∣x − 2∣ био дефинисан, мора важити ∣x − 2∣ > 0 тj. x ≠ 2, па тражимо само
такве x. За x = 0 ова jедначина jе тачна, jер jе 0 ⩽ 0, па претпоставимо надаље да jе x ≠ 0. Тада
jе x2 > 0, па jе неjедначина x2 log2 ∣x−2∣ ⩽ 0 еквивалентна са log2 ∣x−2∣ ⩽ 0. Након степеновања са
2 добиjамо да jе последња jедначина еквивалентна са 2log2 ∣x−2∣ ⩽ 20 (jер jе функциjа 2x строго
растућа), што jе даље еквивалентно са ∣x − 2∣ ⩽ 1. Одатле jе −1 ⩽ x − 2 ⩽ 1 односно 1 ⩽ x ⩽ 3.
Дакле, или jе x = 0 или jе −1 ⩽ x ⩽ 3, што уз почетни коментар да jе x ≠ 2 због дефинисаности
израза са леве стране неjедначине значи да jе x = 0 или x ∈ [1,3]/{2}. Зато можемо рећи да jе
A = {0} ∪ [1,2) ∪ (2,3]. Сада лако видимо да jе 0 елемент скупа A коjи jе његово доње ограни-
чење, а 3 његов елемент коjи jе његово горње ограничење, па зато имамо inf A = minA = 0 и
supA =maxA = 3.
5. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (уколико постоjе) скупа
A = {m

n
∣ m,n ∈ N, m ⩽ n}.

Решење: За било коjа два природна броjа m и n из услова m ⩽ n дељењем обе стране са пози-
тивним n имамо да jе m

n
⩽ 1, па за свако a ∈ A важи a ⩽ 1 и зато jе броj 1 jедно горње ограничење

скупа A. Како 1 ∈ A (рецимо, када узмемо m = n = 1), то jе maxA = 1, а самим тим jе и supA = 1.
Потражимо сада неко доње ограничење скупа A. Како су сви природни броjеви позитивни, то
jе и њихов количник такав, па су сви елементи скупа A позитивни. Дакле, 0 jе jедно доње
ограничење скупа A, па по теореми постоjи inf A. Покажимо користећи ε-карактеризациjу да
jе inf A баш jеднак 0. Први услов jе испуњен, jер смо већ установили да jе 0 доње ограничење
скупа A. Нека jе сада ε > 0 произвољно. Тражимо елемент a ∈ A такав да jе a < 0 + ε = ε. Како
су сви елементи скупа A облика m

n
при чему су m,n ∈ N и m ⩽ n, то заправо значи да тражимо

два природна броjа m и n са такве да jе m
n
< ε. Пошто желимо да разломак m

n
буде што мањи

(како бисмо га учинили мањим од ε), можемо узети што мањи броjилац тj. m = 1. Сада jош
треба показати да постоjи n ∈ N такво да jе 1

n
< ε. Ово jе еквивалентно са n > 1

ε
(jер су n и ε

позитивни). На основу коментара након Архимедовог своjства знамо да за сваки реалан броj
постоjи природан броj већи од њега, па зато постоjи n ∈ N такав да jе n > 1

ε
. Дакле, одабиром

таквог n и m = 1, нашли смо елемент a = m
n
∈ A такав да jе a < ε, па jе испуњен и други услов

из ε-карактеризациjе инфимума. Зато jе inf A = 0. Како 0 ∉ A (jер су сви елементи скупа A

позитивни), то minA не постоjи.

6. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупа
A = { 2n

2m+1 ∣ m,n ∈ N}.
Решење: Слично као у претходном задатку можемо прво закључити да jе 0 jедно доње ограни-
чење скупа C, jер jе 2n > 0 и 2m+1 > 0 за све m,n ∈ N, па су сви елементи скупа A ненегативни.
Докажимо помоћу ε-карактеризациjе да jе inf A = 0. Први услов jе већ испуњен пошто jе 0
доње ограничење овог скупа. Да бисмо доказали други услов, нека jе ε > 0 и тражимо a ∈ A
такво да jе a < 0 + ε = ε. Дакле, заправо тражимо m,n ∈ N такве да jе a = 2n

2m+1 < ε. Пошто
желимо да разломак 2n

2m+1 буде што мањи (како бисмо га учинили мањим од ε), можемо узети
што мањи броjилац тj. n = 1. Сада jош треба показати да постоjи m ∈ N такво да jе 2

2m+1 < ε.



Ово jе еквивалентно са 2m + 1 > 2
ε

(jер су 2m + 1 и ε позитивни), што jе даље еквивалентно
са 2m > 2

ε
− 1, односно са m > 1

ε
− 1

2
. На основу коментара након Архимедовог своjства овакав

природан броj m сигурно постоjи, па одабиром таквог m и n = 1 имамо елемент a = 2
2m+1 ∈ A

такав да jе a < ε. Зато jе inf A = 0, а како 0 ∉ A (jер су сви елементи скупа A позитивни), скуп A

нема минимум. Што се тиче горњег ограничења овог скупа, за разлику од претходног задатка
овде немамо никакву везу између броjева m и n па морамо друкчиjе да размишљамо, jер нисмо
сигурни шта би могло бити горње ограничење овог скупа. Да ли постоjи неки позитиван броj
M такав да jе 2n

2m+1 ⩽M за све m,n ∈ N? Ако би постоjао, претходна неjеднакост би морала да
важи и за оне m и n за коjе jе таj разломак што већи, а то jе за велике вредности броjа n и
мале вредности броjа m. Специjално, ако ставимо m = 1, морало би да важи 2n

3
⩽M за свако

n ∈ N, односно n ⩽ 3M
2
за свако n ∈ N. Међутим, ово jе у контрадикциjи са коментаром након

Архимедовог своjства да за сваки реалан броj постоjи природан броj коjи jе од њега већи, па
броj M са наведеним особинама не постоjи. Зато скуп A уопште ниjе ограничен одозго, па
самим тим нема ни супремум ни максимум.

7. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупа
A = {m

n
+ n

m
∣ m,n ∈ N}.

Решење: Приметимо да како су m и n позитивни, свакако jе и m
n
+ n

m
> 0, па jе броj 0 jедно

доње ограничење скупа A. Међутим, неће важити inf A = 0, jер лако можемо уочити да jе и
броj 2 доње ограничење овог скупа. Заиста, броjеви m

n
и n

m
су међусобно реципрочни, па на

основу АГ jеднакости имамо
m
n
+ n

m

2
⩾√m

n
⋅ n
m
= 1,

односно m
n
+ n

m
⩾ 2 за све m,n ∈ N. Такође, jеднакост важи ако и само ако jе m

n
= n

m
тj. m2 = n2,

што jе еквивалентно са m = n, jер се ради о природним (дакле, позитивним) броjевима. Овим
смо добили да jе броj 2 доње ограничење скупа A и да 2 ∈ A (одабиром m = n = 1), па jе
minA = 2, а зато и inf A = 2.
На први поглед, ни овде се не намеће шта би било горње ограничење скупа A. Претпоставимо
да jе он ограничен одозго, односно да постоjи нека константа M ∈ R таква да jе m

n
+ n

m
⩽ M

за све m,n ∈ R. Приметимо да први сабирак можемо учинити произвољно великим ако бирамо
што веће m и што мање n (па ћемо зато одабрати n = 1), а други сабирак jе свакако позитиван.
Имамо да за све m ∈ N важи

M ⩾ m

1
+ 1

m
>m + 0 =m,

што знамо да ниjе могуће на основу коментара након Архимедовог своjства. Зато скуп A ниjе
ограничен одозго, па самим тим нема ни супремум ни максимум.

8. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупа A = { 1
n
∣ n ∈ N} .

Решење: Када будемо увели поjмове низа, монотоности низа и граничне вредности (тj. лиме-
са) низа, овакве задатке ћемо моћи да решавамо тако што испитамо монотоност низа an = 1

n
и

одредимо његову граничну вредност, па искористимо одговараjућу теорему. Одрадићемо кас-
ниjе пар задатака и на таj начин, а сада ћемо решити оваj задатак без коришћења тих поjмова,
већ ћемо размишљати као у претходним задацима.
Приметимо прво да су сви елементи скупа A позитивни као количници позитивних броjева 1 и
n, па jе броj 0 jедно доње ограничење овог скупа. Чини се да израз 1

n
може бити произвољно

близак нули за довољно велико n, па ћемо покушати да докажемо да jе inf A = 0. Пошто смо
већ утврдили да jе 0 доње ограничење овог скупа, нека jе ε > 0 произвољно и тражимо a ∈ A



такво да jе a < 0 + ε = ε. Дакле, тражимо n ∈ N такво да jе 1
n
< ε. Последње jе еквивалентно са

n > 1
ε
, а знамо да такво n постоjи на основу коментара након Архимедовог своjства. За ово n jе

заиста a = 1
n
< ε, па на основу ε-карактеризациjе инифимума закључуjемо да jе inf A = 0. Како

0 ∉ A, jер су сви елементи овог скупа позитивни, то не постоjи minA.
Сада одређуjемо supA, те размишљамо шта би могло бити његово горње ограничење. Израз 1

n

jе све мањи како jе n веће, па ће наjвећи бити када jе n наjмање могуће, односно када jе n = 1.
Другим речима, за све n ∈ N важи 1

n
⩽ 1

1
= 1, па jе броj 1 jедно горње ограничење скупа A. Како

за n = 1 видимо да 1 ∈ A, то jе maxA = 1, па и supA = 1.
9. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупа A = {7n−3

n
∣ n ∈ N} .

Решење: Прво, запишимо елементе овог скупа у погодниjем облику како бисмо лакше мог-
ли да проценимо шта би била његова потенциjална доња и горња ограничења. Имамо да jе
7n−3
n
= 7 − 3

n
. Оваj облик нам jе погодниjи, jер jе 7 константа, као и броjилац разломка 3

n
, па

jедино његов именилац зависи од n, док су у разломку 7n−3
n

и броjилац и именилац зависили
од n и то нам jе отежавало ситуациjу. Као у претходном задатку, приметимо да jе за веће n

израз 3
n
све мањи, па би он био наjвећи за наjмање могуће n тj. n = 1, док да би био што мањи,

n треба да буде што веће. Дакле, 3
n
⩽ 3

1
= 3 и 3

n
> 0 као количник два позитивна броjа за све

n ∈ N. Зато jе 7− 3
n
⩾ 7−3 = 4 и 7− 3

n
< 7−0 = 7, па jе броj 4 jедно доње ограничење скупа A, док

jе броj 7 jедно његово горње ограничење. Додатно, како 4 ∈ A (узимаjући да jе n = 1), имамо да
jе minA = 4, а онда и inf A = 4. Даље, већ смо доказали да jе 7 горње ограничење скупа A, па да
бисмо доказали да jе то и његов супремум, користићемо ε-карактеризациjу супремума. Нека
jе ε > 0 и тражимо a ∈ A такво да jе a > 7 − ε, односно тражимо n ∈ N такво да jе 7 − 3

n
> 7 − ε.

Ово jе еквивалентно са 3
n
< ε тj. са n > 3

ε
, а овакво n ∈ N постоjи на основу коментара након

Архимедовог своjства. Дакле, нашли смо одговараjуће n ∈ N, а тиме и a ∈ A такво да jе a > 7−ε,
па jе заиста supA = 7. Како jе 3

n
> 0, то jе и 7 − 3

n
< 7, па 7 ∉ A, jер су сви елементи скупа A

мањи од 7. Зато оваj скуп нема максимум.

10.Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупаA = { 3n2+8
n2+2 ∣ n ∈ N} .

Решење: Као и у претходном задатку, прво ћемо мало преформулисати израз коjим су дати
елементи овог скупа како бисмо лакше могли да радимо са њима. Имамо да jе

3n2 + 8
n2 + 2 = 3n2 + 6 + 2

n2 + 2 = 3(n2 + 2) + 2
n2 + 2 = 3 + 2

n2 + 2 ,
па сада имамо посла са разломком чиjи именилац зависи од n, док jе броjилац константан.
Приметимо да ће за веће n и именилац n2 + 2 бити већи, па ће разломак 2

n2+2 бити мањи. То
значи да ће оваj разломак бити наjвећи могући када jе n = 1, а наjмањи када n буде што веће.
Другим речима, 2

n2+2 ⩽ 2
12+2 = 2

3
за свако n ∈ N, а са друге стране jе 2

n2+2 > 0 за свако n ∈ N,
jер су 2 и n2 + 2 позитивни. Зато jе 3 + 2

n2+2 ⩽ 3 + 2
3
= 11

3
и 3 + 2

n2+2 > 3 + 0 = 3 за све n ∈ N,
па jе броj 11

3
jедно горње ограничење скупа A, док jе броj 3 jедно његово доње ограничење.

Додатно, како 11
3
∈ A (узимаjући да jе n = 1), имамо да jе maxA = 11

3
, а онда и supA = 11

3
.

Даље, већ смо доказали да jе броj 3 доње ограничење скупа A, па да бисмо доказали да jе то
и његов инфимум, користићемо ε-карактеризациjу. Нека jе ε > 0 произвољно и тражимо a ∈ A
такво да jе a < 3 + ε, односно тражимо n ∈ N такво да jе 3 + 2

n2+2 < 3 + ε. Ово jе еквивалентно са
2

n2+2 < ε што jе даље еквивалентно са n2 + 2 > 2
ε
, односно n2 > 2

ε
− 2. Ако jе 2

ε
− 2 < 0, можемо

узети рецимо n = 1, док у супротном можемо узети било коjе n >√2
ε
− 2, jер овакво n постоjи

на основу коментара након Архимедовог своjства. На таj начин пронашли смо елемент a ∈ A
такав да jе a < 3+ε, па jе inf A = 3. Како jе 3+ 2

n2+2 > 3 за свако n ∈ N, то 3 ∉ A, па не постоjиminA.













Низови и њихова гранична
вредност

Функциjу a ∶ N → R називамо реалним низом или низом реалних броjева. Уместо a(n) кори-
стићемо ознаку an и броjеве a1, a2, a3, ..., an, ... називамо члановима или елементима овог низа.
Низове ћемо означавати са (an), (an)n=1, или {an}n∈N.

Низ може бити задат експлицитно, када се сваки члан низа непосредно може израчунати по-
моћу одговараjуће формуле. На пример, такав jе низ (an) задат са an = 3n−1

n+4 за коjи лако видимо
да jе a1 = 2

5
, a2 = 5

6
, a100 = 299

104
итд. Такође, низ може бити задат и рекурентно тj. формулом по-

моћу коjе се следећи члан низа може израчунати из претходних, док jе првих неколико чланова
тог низа експлицитно задато. На пример, низ (an) дат са a1 = 5 и an+1 = 2a2n−1 за свако n ∈ N jе
jедан рекурентно задати низ. Тада jе a2 = 2a21−1 = 2 ⋅25−1 = 49, a3 = 2a22−1 = 2 ⋅2401−1 = 4801 итд.
Код рекурентно задатих низова ниjе увек jедноставно извести експлицитну формулу коjом би
се непосредно израчунао члан an за произвољно n ∈ N. Зато, ако бисмо у том примеру желели
да израчунамо a100, морали бисмо претходно редом да израчунамо a2, a3, ..., a98 и a99.

Кажемо да jе низ (an):○ растући ако за свако n ∈ N важи an+1 ⩾ an;○ строго растући ако за свако n ∈ N важи an+1 > an;○ опадаjући ако за свако n ∈ N важи an+1 ⩽ an;○ строго опадаjући ако за свако n ∈ N важи an+1 < an;○ монотон ако jе растући или опадаjући;
○ строго монотон ако jе или строго растући или строго опадаjући;
○ ограничен одозго ако постоjи реалан броj M такав да jе an ⩽M за све n ∈ N;
○ ограничен одоздо ако постоjи реалан броj m такав да jе an ⩾m за све n ∈ N;
○ ограничен ако jе ограничен и одоздо и одозго, што jе еквивалентно са тим да постоjи реалан
броj M ⩾ 0 такав да jе ∣an∣ ⩽M за све n ∈ N.

Пример: Низ an = 1
n

jе строго опадаjући, jер за свако n ∈ N важи n + 1 > n, па зато и 1
n+1 < 1

n

тj. an+1 < an. Он jе ограничен одозго броjем 1 (и сваким реалним броjем већим од 1), jер jе
n ⩾ 1, па jе an = 1

n
⩽ 1

1
= 1 за све n ∈ N, а такође jе и ограничен одоздо броjем 0 (као и сваким

негативним броjем), jер за све n ∈ N jе 1
n
> 0 као количник два позитивна броjа.

Пример: Низ bn = n jе строго растући, jер за свако n ∈ N jе n + 1 > n тj. bn+1 > bn. Он jе
ограничен одоздо, на пример, броjем 0, jер jе bn = n > 0 за све n ∈ N. Међутим, он ниjе ограни-
чен одозго, jер од раниjе знамо да не постоjи реалан броj M коjи jе већи или jеднак од свих
природних броjева, па самим тим ниjе ни ограничен.

Пример: Нека jе низ (cn) дат са cn = (−1)n. Приметимо да jе

cn = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1, n jе непарно;
1, n jе парно.

Оваj низ jе зато евидентно одозго ограничен броjем 1, а одоздо броjем −1. Међутим, ниjе
опадаjући, jер за непарне n ∈ N не важи cn+1 ⩽ cn, а ниjе ни растући, jер за парне n ∈ N не важи
cn+1 ⩾ cn. Дакле, низ (cn) ниjе монотон.
Приметимо да уколико jе (an) растући низ, тада jе a1 ⩽ a2 ⩽ a3 ⩽ ... ⩽ an ⩽ ..., па jе он ограничен



одоздо са a1. Аналогно, уколико jе (an) опадаjући низ, тада jе a1 ⩾ a2 ⩾ a3 ⩾ ... ⩾ an ⩾ ..., па jе
он ограничен одозго са a1.

Jедан од наjважниjих поjмова везаних за низове jесте њихова конвергенциjа, односно њихова
гранична вредност или лимес, па ћемо их сада дефинисати и надаље их детаљно проучавати.

Надаље ћемо са R означавати проширени скуп реалних броjева тj. R = {−∞} ∪R ∪ {+∞}.
Дефинициjа: Нека jе a ∈ R и ε > 0. Под ε-околином тачке a подразумевамо отворени интервал
(a − ε, a + ε), док под отвореном околином или краће – околином тачке a подразумевамо било
коjи отворени интервал (α,β) такав да a ∈ (α,β). Ако jе Ua нека отворена околина тачке a тада
скуп Ůa = Ua/{a} називамо пробушеном околином ове тачке.
Под околином тачке −∞ подразумевамо било коjи интервал (−∞, b), док под околином тачке
+∞ подразумевамо било коjи интервал (b,+∞) за b ∈ R.

Дефинициjа: Нека jе (an) реалан низ. Кажемо да jе броj L ∈ R његова гранична вредност
или његов лимес уколико важи

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n ⩾ n0 ⇒ ∣an −L∣ < ε
што се може записати и као

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n) ∣an −L∣ < ε
или

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n) an ∈ (L − ε, L + ε).
То означавамо са lim

n→∞an = L. Дакле, реалан броj L jе лимес низа (an) ако за свако ε > 0 постоjи
индекс n0 такав да сви чланови низа почев од n0-тог припадаjу ε-околини тачке a, односно
само првих n0−1 чланова може (али не мора) бити ван ове околине. На следећоj слици можемо
видети илустрациjу ове дефинициjе (при чему jе уместо n0 за индекс коришћена ознака N).

Такође, тада кажемо и да низ (an) конвергира (или тежи) ка L и такав низ називамо конвер-
гентним.
Уколико низ ниjе конвергентан, кажемо да дивергира, односно да jе дивергентан. Код дивер-
гентних низова разликуjемо два типа. Уколико важи

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n0) an >M тj.

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n0) an ∈ (M,+∞),
кажемо да низ (an) одређено дивергира ка +∞ и то пишемо lim

n→∞an = +∞. Слично, уколико jе

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n0) an <M тj.

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n0) an ∈ (−∞,M),
кажемо да низ (an) одређено дивергира ка −∞ и пишемо lim

n→∞an = −∞.
Уколико низ дивергира, а не дивергира одређено, кажемо да он неодређено дивергира.



Пример: Нека jе a ∈ R и (an) низ такав да jе an = a за свако n ∈ N. Тада jе lim
n→∞an = a. То

можемо доказати по дефинициjи. За дато ε > 0 треба наћи n0 ∈ N такво да за свако n ⩾ n0 важи∣an − a∣ < ε. Међутим, за свако n ∈ N jе ∣an − a∣ = ∣a − a∣ = 0 < ε, па можемо узети n0 = 1 и тиме jе
доказ завршен.

Урадићемо сада пар задатака у коjима ћемо по дефинициjи испитивати конвергенциjу низова.
1. Доказати да jе lim

n→∞
2n + 1
n + 2 = 2.

Решење: Означимо оваj низ са an = 2n+1
n+2 . Доказуjемо да jе lim

n→∞an = 2 тj. да важи(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n) ∣an − 2∣ < ε. Нека jе зато ε > 0 произвољно. Циљ jе да нађемо n0 ∈ N
такво да за све n ⩾ n0 важи ∣an − 2∣ < ε. Како jе ∣an − 2∣ = ∣2n+1n+2 − 2∣ = ∣ 2n+1−2(n+2)n+2 ∣ = ∣ −3

n+2 ∣ = 3
n+2 ,

то jе ∣an − 2∣ < ε еквивалентно са 3
n+2 < ε, што jе даље еквивалентно са n + 2 > 3

ε
, односно са

n > 3
ε
−2. За n0 ћемо узети први природан броj коjи jе већи од 3

ε
−2. Уколико jе 3

ε
−2 < 0, можемо

узети n0 = 1, док уколико jе 3
ε
− 2 ⩾ 0, узећемо n0 = [3ε − 2] + 1. На таj начин смо обезбедили

да jе n0 > 3
ε
− 2, па ће и за све n ⩾ n0 бити n > 3

ε
− 2, односно ∣an − 2∣ < ε. То значи да оваj низ

конвергира ка 2 тj. да jе lim
n→∞ 2n+1

n+2 = 2.
Коментар: Нисмо морали да узмемо за n0 баш први (односно наjмањи) природан броj коjи jе
већи од 3

ε
−2, већ jе то могао бити било коjи природан броj са тим своjством. Важно jе само да

за све природне броjеве n почев од n0 важи жељена неjеднакост.

2. Доказати да jе lim
n→∞

n2 + 3
n
= +∞.

Решење: Означимо са an = n2+3
n

. Доказуjемо да оваj низ одређено дивергира ка +∞ тj. да
jе lim

n→∞an = +∞, односно (∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n0) an > M . Нека jе зато M ∈ R произ-

вољно. Тражимо n0 ∈ N такво да за све n ⩾ n0 важи an > M тj. n2+3
n
> M . Приметимо да jе

n2+3
n
= n + 3

n
> n + 0 = n, па ако обезбедимо да jе n > M , биће и an = n2+3

n
> M . Дакле, за n0

можемо узети први природан броj већи од M . Формално, за M < 0 узимамо n0 = 1, а за M ⩾ 0
ћемо узети n0 = [M] + 1. За овако одабрано n0 jе n0 > M , па ће и за све n ⩾ n0 бити n > M и
самим тим an = n + 3

n
>M . Овим смо доказали да jе lim

n→∞ n2+3
n
= +∞.

3. Доказати да низ cn = (−1)n дивергира.

Решење: Претпоставимо супротно тj. нека jе lim
n→∞ cn = L ∈ R. Размотрићемо три случаjа у

зависности од тога шта може бити броj L и доказати да ниjедан од њих ниjе могућ.
1○ L = 1
Пошто jе lim

n→∞ cn = 1, знамо да за свако ε > 0 постоjи индекс n0 ∈ N такав да за све n ⩾ n0

важи cn ∈ (1 − ε,1 + ε). Како су чланови низа (cn) броjеви −1 и 1, наизменично, и свакако jе
1 ∈ (1−ε,1+ε), идеjа нам jе да одаберемо довољно мало ε > 0 такво да −1 ∉ (1−ε,1+ε). Узмимо
зато, на пример, ε = 1. Као што смо малопре рекли, из чињенице да jе lim

n→∞ cn = 1 добиjамо да
постоjи n0 ∈ N такво да cn ∈ (0,2) за све n ⩾ n0. Међутим, ово ниjе могуће, jер постоjи непаран
природан броj n такав да jе n ⩾ n0 (рецимо n = 2n0 + 1), а онда jе cn = −1 ∉ (0,2). Добили смо
контрадикциjу у овом случаjу, па не може бити L = 1.
2○ L = −1
Оваj случаj се решава аналогно као претходни. Из чињенице да jе lim

n→∞ cn = −1, знамо да за
свако ε > 0 постоjи n0 ∈ N такво да за свако n ⩾ n0 важи cn ∈ (−1 − ε,−1 + ε). Одабиром ε = 1
имамо да постоjи n0 ∈ N такво да за све n ⩾ n0 важи cn ∈ (−2,0). Међутим, то ниjе могуће, jер
постоjи парно n коjе jе веће од n0 (рецимо, n = 2n0) за коjе jе cn = 1 ∉ (−2,0). Дакле, ни оваj
случаj ниjе могућ.





У претходноj теореми смо видели како лимес може проћи кроз основне рачунске операциjе
када jе реч о конвергентним низовима. Међутим, лимес може проћи кроз основне рачунске
операциjе и у поjединим случаjевима када неки од низова одређено дивергира или када низ
у имениоцу тежи нули. На пример, ако су (an) и (bn) два низа таква да jе lim

n→∞an = a ∈ R и
lim
n→∞ bn = +∞, тада jе lim

n→∞(an + bn) = +∞. Ову чињеницу краће записуjемо као a + (+∞) = +∞
знаjући да jе ту реч о лимесу збира два низа од коjих jедан тежи ка a ∈ R, а други ка +∞.
Притом, уколико низ (an) конвергира ка a, а сви његови чланови су већи или jеднаки од a,
користићемо запис lim

n→∞an = a+, док уколико су сви чланови овог низа мањи или jеднаки од
a, можемо писати lim

n→∞an = a−. У складу са оваквим начином записивања у наредном тврђењу
наводимо како се константе сабираjу, одузимаjу, множе и деле са бесконачностима и са нулом
кад год се то може одредити.

Теорема: Нека су a > 0 и b < 0 реални броjеви. Тада важи
+∞ ± a = +∞, +∞ ± b = +∞, −∞ ± a = −∞, −∞ ± b = −∞, (+∞) + (+∞) = +∞, (−∞) + (−∞) = −∞,

(+∞)⋅a = +∞, (+∞)⋅b = −∞, (−∞)⋅a = −∞, (−∞)⋅b = +∞,
a±∞ = 0, b±∞ = 0, +∞a = +∞,

+∞
b
= −∞,

−∞
a
= −∞,

−∞
b
= +∞,

a

0+ = +∞,
a

0− = −∞,
b

0+ = −∞,
b

0− = +∞,
0+±∞ = 0, 0−±∞ = 0,+∞

0+ = +∞,
+∞
0− = −∞,

−∞
0+ = −∞,

−∞
0− = +∞.

Међутим, уколико су два низа (an) и (bn) таква да jе lim
n→∞an = +∞ и lim

n→∞ bn = +∞, не можемо
унапред знати да ли постоjи и колико износи lim

n→∞(an − bn) у шта ћемо се касниjе уверити у
задацима. Другим речима, не знамо унапред да израчунамо (+∞) − (+∞). Зато ћемо такве
изразе називати неодређеним изразима.
Изрази облика (+∞) − (+∞), (−∞) − (−∞), ∞∞ , 0 ⋅ ∞, 0

0
, 1∞, ∞0, 00 су неодређени изрази и

када се они jаве приликом рачунања неког лимеса, морамо помоћу погодних трансформациjа
и тврђења да их сведемо на неке од одређених израза из претходне две теореме.

Теорема: Нека jе α ∈ R. Тада важи

lim
n→∞nα =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
+∞, α > 0;
1, α = 0;
0, α < 0.

Теорема: Нека jе q ∈ R и an = qn геометриjски низ. Тада важи

lim
n→∞an = lim

n→∞ qn =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
+∞, q > 1;
1, q = 1;
0, q ∈ (−1,1);

док у случаjу q ⩽ −1 оваj низ неодређено дивергира.
Сада ћемо прећи на задатке и показати како их користећи претходно наведене теореме можемо
jедноставниjе решавати у поређењу са прва три задатка коjа смо морали да радимо по дефи-
нициjи.

4. Израчунати lim
n→∞

2n + 1
n + 2 .

Решење: Приметимо да смо оваj лимес по дефинициjи израчунали у првом задатку. Међутим,
сада jе идеjа да користећи позната тврђења будемо ефикасниjи. За почетак можемо видети да



jе тражени лимес неодређеног облика ∞∞ , jер jе lim
n→∞(2n + 1) = 2 ⋅ (+∞) + 1 = +∞ + 1 = +∞ и

lim
n→∞(n + 2) = +∞ + 1 = +∞. Зато ћемо га прво трансформисати и ту jе стандардна идеjа да и у
броjиоцу и у имениоцу извучемо „наjjачи” члан односно онаj наjвећег степена (коjи „наjбрже”
тежи ка ∞). И у броjиоцу и у имениоцу таj члан jе n, па имамо да jе

lim
n→∞

2n + 1
n + 2 = lim

n→∞
n (2 + 1

n
)

n (1 + 2
n
) = lim

n→∞
2 + 1

n

1 + 2
n

= 2 + 1+∞
1 + 2+∞

= 2 + 0
1 + 0 = 2.

Дакле, кључ jе био у извлачењу „наjjачих” чланова у броjиоцу и имениоцу и њиховом скраћи-
вању, jер смо на таj начин почетни неодређени облик ∞∞ трансформисали у израз у коме се
jављаjу само одређени облици и лако довршили задатак. Ово jе универзална идеjа и можемо
jе користити кад год се ради о лимесу количника два полинома, али и не нужно полинома, већ
израза коjи теже ка ∞. Демонстрираћемо ту идеjу у jош два задатка пре него што изведемо
генерални закључак када jе реч о лимесу количника два полинома.

5. (Септембар 1 2024) Израчунати lim
n→∞

2n3 − 4n2 + 1
5n3 + 3n + n4

.

Решење: Имамо да jе lim
n→∞(2n3 − 4n2 + 1) = lim

n→∞n3 (2 − 4

n
+ 1

n3
) . Како jе lim

n→∞n3 = +∞ и

lim
n→∞(2 − 4

n
+ 1

n2
) = 2 − 4+∞ + 1+∞ = 2 − 0 + 0 = 2, то jе lim

n→∞(2n3 − 4n2 + 1) = lim
n→∞n3 (2 − 4

n
+ 1

n2
) =

+∞ ⋅ 2 = +∞. На сличан начин добиjамо да jе и lim
n→∞ (5n3 + 3n + n4) = lim

n→∞n4 ( 5
n
+ 3

n3
+ 1) =

+∞ ⋅ ( 5+∞ + 3+∞ + 1) = +∞ ⋅ (0 + 0 + 1) = +∞ ⋅ 1 = +∞, па jе лимес коjи рачунамо неодређеног
облика ∞∞ . Поново ћемо извлачити „наjjаче” сабирка и из броjиоца и имениоца. У броjиоцу jе
то n3, а у имениоцу n4, па ћемо управо њих извући и скратити их. Имамо да jе

lim
n→∞

2n3 − 4n2 + 1
5n3 + 3n + n4

= lim
n→∞

n3 (2 − 4
n
+ 1

n3 )
n4 ( 5

n
+ 3

n3 + 1) = lim
n→∞

2 − 4
n
+ 1

n3

n ( 5
n
+ 3

n3 + 1) =
= 2 − 4+∞ + 1+∞+∞ ⋅ ( 5+∞ + 3+∞ + 1) =

2 − 0 + 0+∞ ⋅ (0 + 0 + 1) = 2+∞ ⋅ 1 = 2+∞ = 0.
6. Израчунати lim

n→∞
−2n3 + n2 − 1
n2 − n + 4 .

Решење: И оваj лимес jе облика ∞∞ , jер jе lim
n→∞(−2n3 + n2 − 1) = lim

n→∞n3 (−2 + 1

n
− 1

n3
) =

= +∞ ⋅ (−2 + 0 − 0) = +∞ ⋅ (−2) = −∞ и lim
n→∞(n2 − n + 4) = lim

n→∞n2 (1 − 1

n
+ 4

n2
) = +∞ ⋅ (1 − 0 + 0) =

+∞ ⋅ 1 = +∞. Извлачењем монома n3 из броjиоца и n2 из имениоца (као „наjjачих” чланова) и
њиховим скраћивањем имамо да jе

lim
n→∞

−2n3 + n2 − 1
n2 − n + 4 = lim

n→∞
n3 (−2 + 1

n
− 1

n3 )
n2 (1 − 1

n
+ 4

n2 ) = lim
n→∞

n (−2 + 1
n
− 1

n3 )
1 − 1

n
+ 4

n2

=
= +∞ ⋅ (−2 + 1+∞ − 1+∞)

1 − 1+∞ + 4+∞
= +∞ ⋅ (−2 + 0 − 0)

1 − 0 + 0 = +∞ ⋅ (−2)
1

= −∞
1
= −∞.

На основу претходних задатака можемо увидети принцип по коме израчунавамо

L = lim
n→∞

akn
k + ak−1nk−1 +⋯ + a1n + a0

bmnm + bm−1nm−1 +⋯ + b1n + b0 = lim
n→∞

nk (ak + ak−1
n
+⋯ + a1

nk−1 + a0

nk )
nm (bm + bm−1

n
+⋯ + b1

nm−1 + b0
nm ) ,

где су k,m ∈ N и ak ≠ 0 ≠ bm реални броjеви. Приметимо прво да у заградама и у броjиоцу и
имениоцу сви чланови осим првих теже нули. Разликуjемо случаjеве:



1° Ако jе k =m, након скраћивања разломка у лимесу са nk лако видимо да jе L = ak

bm
.

2° Ако jе k <m, након скраћивања разломка у лимесу са nk добиjамо да jе L = 0.
3° Ако jе k >m, након скраћивања разломка у лимесу са nm добиjамо да jе L = +∞ ако су ak и
bm истог знака, док jе иначе L = −∞.

7. Израчунати lim
n→∞

12 + 22 + 33 +⋯ + n2

n3
.

Решење: Сетимо се да смо раниjе помоћу математичке индукциjе извели формулу за збир
квадрата првих n природних броjева, па ћемо jе овде искористити како бисмо упростили израз
чиjи лимес рачунамо. Зато jе

lim
n→∞

12 + 22 + 33 +⋯ + n2

n3
= lim

n→∞
n(n+1)(2n+1)

6

n3
= lim

n→∞
n(n + 1)(2n + 1)

6n3
= lim

n→∞
(n + 1)(2n + 1)

6n2
=

= lim
n→∞

2n2 + 3n + 1
6n2

= lim
n→∞

n2 (2 + 3
n
+ 1

n2 )
6n2

= lim
n→∞

2 + 3
n
+ 1

n2

6
= 2 + 3+∞ + 1+∞

6
= 2 + 0 + 0

6
= 1

3
.

8. Израчунати lim
n→∞(√n2 + n + 1 −√n2 − n + 1).

Решење: Како jе lim
n→∞

√
n2 + n + 1 =√+∞ + (+∞) + 1 =√+∞ = +∞ и lim

n→∞
√
n2 − n + 1 =

lim
n→∞

√
n2 (1 − 1

n
+ 1

n2 ) = lim
n→∞

√
n2 ⋅√1 − 1

n
+ 1

n2 = lim
n→∞ n ⋅√1 − 1

n
+ 1

n2 = +∞⋅√1 − 0 + 0 = +∞, то се
у овом лимесу jавља неодређени израз (+∞)−(+∞). Да бисмо га елиминисали, разлику ова два
корена коjа се поjављуjу у лимесу ћемо помножити и поделити са њиховим збиром како бисмо
направили разлику квадрата у броjиоцу (нешто слично као кад рационалишемо разломак).
Зато jе

lim
n→∞(√n2 + n + 1 −√n2 − n + 1) = lim

n→∞(√n2 + n + 1 −√n2 − n + 1) ⋅
√
n2 + n + 1 +√n2 − n + 1√
n2 + n + 1 +√n2 − n + 1 =

= lim
n→∞

(n2 + n + 1) − (n2 − n + 1)√
n2 + n + 1 +√n2 − n + 1 = lim

n→∞
2n√

n2 + n + 1 +√n2 − n + 1
Последњи лимес jе облика ∞∞ , па ћемо као и раниjе (код полинома) извући „наjjаче” чланове
из броjиоца и имениоца. Зато jе

lim
n→∞

2n√
n2 + n + 1 +√n2 − n + 1 = lim

n→∞
2n√

n2
√

1 + 1
n
+ 1

n2 +√n2
√

1 − 1
n
+ 1

n2

=
= lim

n→∞
2n

n(√1 + 1
n
+ 1

n2 +√1 − 1
n
+ 1

n2 ) = lim
n→∞

2√
1 + 1

n
+ 1

n2 +√1 − 1
n
+ 1

n2

=
= 2√

1 + 0 + 0 +√1 − 0 + 0 = 2

1 + 1 = 1.
Коментар: У горњем рачуну смо користили да jе

√
n2 = n, jер jе n позитивно као природан

броj. Генерално, важи
√
x2 = ∣x∣ за све x ∈ R.

9. Израчунати lim
n→∞( 1

1 ⋅ 2 + 1

2 ⋅ 3 +⋯ + 1

n(n + 1)).
Решење: Овде имамо n сабирака, а n тежи +∞, па не можемо лимесом проћи кроз ову суму,
jер нема коначан (и константан) броj сабирака. Зато би било идеално уколико бисмо могли да
jе поjедноставимо и потом лакше израчунамо оваj лимес. Сетимо се да смо помоћу матема-
тичке индукциjе извели формулу за ову суму (а извели смо jе и без коришћења математичке
индукциjе). Када то искористимо, имамо да jе

lim
n→∞( 1

1 ⋅ 2 + 1

2 ⋅ 3 +⋯ + 1

n(n + 1)) = lim
n→∞

n

n + 1 = lim
n→∞

n

n (1 + 1
n
) = lim

n→∞
1

1 + 1
n

= 1

1 + 0 = 1.



10. Нека jе q ∈ (−1,1) реалан броj. Израчунати lim
n→∞ (1 + q + q2 +⋯ + qn) .

Решење: И овде се под лимесом jавља сума коjа има n+1 сабирака, а n тежи +∞, па би наjпо-
годниjе било средити jе и тек онда израчунати њен лимес. Ово jе у ствари сума геометриjског
низа и када смо радили принцип математичке индукциjе смо на два начина показали да jе
1 + q + q2 +⋯ + qn = 1−qn+1

1−q за свако n ∈ N. Користећи то добиjамо да jе

lim
n→∞ (1 + q + q2 +⋯ + qn) = lim

n→∞
1 − qn+1
1 − q = 1 − 0

1 − q = 1

1 − q .
Притом смо користили познато тврђење за геометриjски низ да jе lim

n→∞ qn = 0, па самим тим и
lim
n→∞ qn+1 = 0 када jе q ∈ (−1,1).
Коментар: Конвергенциjа и лимес низа не зависе од првих неколико (коначно много) чланова
тог низа. Другим, речима, ако jе (an) неки конвергентан низ коjи тежи ка L, тада и додавањем
коначно много чланова на почетак овог низа или одбацивањем првих неколико његових члано-
ва опет добиjамо низ коjи конвергира ка броjу L. Слично, ако jе (an) дивергентан, додавањем
на почетак или одбацивањем с почетка коначно много чланова добићемо низ коjи такође дивер-
гира. Зато смо у овом задатку користили да низ (qn+1), чиjи су елементи редом q2, q3, ... тежи
нули, jер jе он добиjен од „класичног” геометриjског низа (qn), чиjи су елементи q, q2, q3, ...,
одбацивањем првог члана, а знали смо да jе lim

n→∞ qn = 0.
11. Израчунати lim

n→∞
2n+1 + 3n+2
2n + 3n .

Решење: Како сви сабирци и у броjиоцу и у имениоцу (као геометриjски низови код коjих
jе q = 2 > 1 односно q = 3 > 1) теже +∞, то jе оваj лимес облика ∞∞ . Зато нам jе поново идеjа
извучемо „наjjаче” чланове у броjиоцу и имениоцу па скратимо шта можемо. У броjиоцу jе то
3n+2, jер има већу основу од 2n+1, док jе у имениоцу то 3n. Зато jе

lim
n→∞

2n+1 + 3n+2
2n + 3n = lim

n→∞
3n+2 (2n+1

3n+2 + 1)
3n (2n

3n
+ 1) = lim

n→∞
32 (1

3
⋅ (2

3
)n+1 + 1)

(2
3
)n + 1 = lim

n→∞
9 ⋅ (1

3
⋅ 0 + 1)

0 + 1 = 9

1
= 9,

при чему смо користили да геометриjски низови (2
3
)n односно (2

3
)n+1 теже нули jер 2

3
∈ (−1,1).

Када смо се упознали са основним идеjама и техникама за израчунавање лимеса, навешћемо
jош пар теорема коjе такође могу бити врло корисне у задацима.

Теорема: Нека су (an) и (bn) два низа коjа конвергираjу или одређено дивергираjу (дакле,
имаjу лимес у скупу R). Ако постоjи броj n0 ∈ N такав да за свако n ⩾ n0 важи an ⩽ bn, тада jе
и lim

n→∞an ⩽ lim
n→∞ bn.

Теорема [о два полицаjца]: Нека су (an), (bn) и (cn) низови за коjе постоjи броj n0 ∈ N
такав да важи an ⩽ bn ⩽ cn за све n ⩾ n0. Ако jе lim

n→∞an = lim
n→∞ cn = L ∈ R, тада jе и lim

n→∞ bn = L.

Теорема о два полицаjца ће нам бити посебно погодна када рачунамо лимес неког низа коjи
jе задат помоћу неког незгодног израза; наjчешће као сума променљивог броjа сабирака коjа
не може лепо да се среди као у седмом, деветом или десетом задатку. Тада ћемо пробати да
нађемо два низа коjа ограничаваjу почетни низ одоздо односно одозго. Уколико та два низа
теже ка истоj вредности, тада ће и полазни низ такође тежити ка њоj.
Наводимо и jедну jедноставну последицу теореме о два полицаjца коjу ћемо такође користити.

Теорема: Нека jе (an) низ коjи конвергира ка нули и (bn) ограничен низ. Тада и низ (anbn)



конвергира ка нули тj. важи lim
n→∞(anbn) = 0.

Теорема: Нека jе a > 0 реалан броj. Тада jе lim
n→∞ n

√
a = 1.

Теорема: Важи lim
n→∞ n

√
n = 1.

12. Израчунати lim
n→∞

sin (2024n!)√
n

.

Решење: Оно што одмах можемо приметити jе да jе броjилац овог разломка ограничен низ,
jер знамо да jе ∣ sinx∣ ⩽ 1 за свако x ∈ R. Самим тим jе и ∣ sin (2024n!) ∣ ⩽ 1 за свако n ∈ N. Даље,
имамо да jе lim

n→∞ 1√
n
= 1√+∞ = 1+∞ = 0, па jе низ чиjи лимес рачунамо заправо производ jедног

ограниченог низа и jедног низа коjи тежи нули. Зато jе

lim
n→∞

sin (2024n!)√
n

= lim
n→∞(sin (2024n!) ⋅ 1√

n
) = 0.

13. Израчунати lim
n→∞

2cosn

n2
.

Решење: И овде можемо размишљати као у претходном задатку. Због чињенице да jе ∣ cosn∣ ⩽ 1
за свако n ∈ N имамо да jе −1 ⩽ cosn ⩽ 1, па jе и 2−1 ⩽ 2cosn ⩽ 21, односно 1

2
⩽ 2cosn ⩽ 2 пошто

jе експоненциjална функциjа 2x растућа (основа jоj jе већа од 1). То значи да jе низ 2cosn

ограничен. С друге стране, низ 1
n2 тежи нули, jер jе lim

n→∞ 1
n2 = 1+∞ = 0, па jе почетни низ

производ jедног ограниченог низа и jедног низа коjи тежи нули, те jе

lim
n→∞

2cosn

n2
= lim

n→∞(2cosn ⋅ 1n2
) = 0.

14. (Jун 1 2024) Израчунати lim
n→∞

3 ⋅ (−1)n
n

.

Решење: Раниjе смо видели да jе низ (−1)n ограничен, jер jе одоздо ограничен са −1 и одозго
са 1. Уз то jе 1

n
низ коjи тежи ка нули, jер jе lim

n→∞ 1
n
= 1+∞ = 0, па jе зато

lim
n→∞

3 ⋅ (−1)n
n

= 3 lim
n→∞((−1)n ⋅ 1n) = 3 ⋅ 0 = 0.

Коментар: Приметимо да jе низ 3⋅(−1)n
n

конвергентан иако се у њему jавља низ (−1)n за коjи
смо раниjе установили да ниjе конвергентан. Зато морамо у задацима бити опрезни и не журити
са закључком да неки низ дивергира само jер се у њему поjављуjе неки други дивергентан низ.

15. Израчунати lim
n→∞( 1√

n2 + 1 + 1√
n2 + 2 +⋯ + 1√

n2 + n) .

Решење: Означимо са an = 1√
n2+1 + 1√

n2+2 +⋯+ 1√
n2+n . За разлику од седмог, деветог и десетог

задатка, овде не можемо ефикасно сумирати израз чиjи лимес тражимо тj. не можемо наћи
експлицитну формулу за an, али га можемо ограничити одозго и одоздо. Приметимо прво да у
суми коjом jе задатак члан an има n сабирака (jер први сабирак има 1 под кореном у имениоцу,
следећи има 2 и тако даље, последњи сабирак има n у имениоцу). Наjвећи сабирак у том изразу
jе 1√

n2+1 (jер има наjмањи именилац), а наjмањи jе 1√
n2+n (jер има наjвећи именилац). Дакле,

сваки од n сабирака jе већи или jеднак од 1√
n2+n , па jе та сума тj. an веће или jеднако од

n ⋅ 1√
n2+n = n√

n2+n . Слично, пошто jе сваки од n сабирака мањи или jеднак од 1√
n2+1 , то jе

an ⩽ n ⋅ 1√
n2+1 = n√

n2+1 . Зато, за свако n ∈ N имамо да jе

n√
n2 + n ⩽ an ⩽ n√

n2 + 1 .
Како jе

lim
n→∞

n√
n2 + n = lim

n→∞
n√

n2 ⋅ √1 + 1
n

= lim
n→∞

n

n
√

1 + 1
n

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n

= 1√
1 + 0 = 1,



као и

lim
n→∞

n√
n2 + 1 = lim

n→∞
n√

n2 ⋅ √1 + 1
n2

= lim
n→∞

n

n
√

1 + 1
n2

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n2

= 1√
1 + 0 = 1,

по теореми о два полицаjца следи и да jе lim
n→∞an = 1.

16. (Септембар 1 2024) Израчунати lim
n→∞ bn ако постоjи, где jе bn = 1

6
√
n6 + 1 + 1

6
√
n6 + 2 +⋯ +

1
6
√
n6 + 2n.

Решење: Сличним резоновањем као у претходном задатку видимо (из именилаца) да у изразу
за bn има 2n сабирака и да jе наjвећи међу њима 1

6√
n6+1 , а наjмањи 1

6√
n6+2n . Зато за свако n ∈ N

важи
2n ⋅ 1

6
√
n6 + 2n ⩽ bn ⩽ 2n ⋅ 1

6
√
n6 + 1 тj.

2n
6
√
n6 + 2n ⩽ bn ⩽ 2n

6
√
n6 + 1 .

Како jе

lim
n→∞

2n
6
√
n6 + 2n = lim

n→∞
2n

6
√
n6 ⋅ 6

√
1 + 2

n5

= lim
n→∞

2n

n ⋅ 6

√
1 + 2

n5

= lim
n→∞

2

6

√
1 + 2

n5

= 2
6
√
1 + 0 = 2 и

lim
n→∞

2n
6
√
n6 + 1 = lim

n→∞
2n

6
√
n6 ⋅ 6

√
1 + 1

n6

= lim
n→∞

2n

n ⋅ 6

√
1 + 1

n6

= lim
n→∞

2

6

√
1 + 1

n6

= 2
6
√
1 + 0 = 2,

на основу теореме о два полицаjца закључуjемо да jе и lim
n→∞ bn = 2.

17. Нека jе k ∈ N природан броj и a1, a2, ..., ak позитивни реални броjеви. Тада jе

lim
n→∞ n

√
an1 + an2 +⋯ + ank =max{a1, a2, ..., ak}.

Решење: Нека jе M = max{a1, a2, ..., ak}. Тада jе an1 + an2 + ⋯ + ank ⩾ Mn (jедан од броjева
a1, a2, ..., ak jе баш jеднак M , а остали су позитивни) и an1 + an2 +⋯ + ank ⩽ kMn (сви a1, a2, ..., ak

су мањи или jеднаки од M , па су и сви an1 , a
n
2 , ..., a

n
k мањи или jеднаки од Mn). Дакле, за свако

n ∈ N важи
Mn ⩽ an1 + an2 +⋯ + ank ⩽ kMn,

па након узимања n-тог корена од све три стране (чиме се не мења знак, jер jе n-ти корен
растућа функциjа) добиjамо

M ⩽ n
√
an1 + an2 +⋯ + ank ⩽ n

√
k ⋅M.

Како jе lim
n→∞M =M и lim

n→∞( n
√
k ⋅M) = 1 ⋅M =M (на основу горње теореме), то jе по теореми о

два полицаjца и lim
n→∞ n

√
an1 + an2 +⋯ + ank =M =max{a1, a2, ..., ak}.

Коментар: Резултат овог задатка можемо убудуће на вежбама, а и на испитима, користити
као познат.

18. (Септембар 2 2024) Нека jе низ (bn) дат са bn = 4n + 6n
3n + 7n . Израчунати lim

n→∞ bn и lim
n→∞ n

√
bn

уколико постоjе.

Решење: Као геометриjски низови са основом већом од 1, оба сабирка у броjиоцу и оба у



имениоцу теже +∞, па се у лимесу lim
n→∞ bn jавља неодређени израз ∞∞ . Извући ћемо 6n у броjиоцу

и 7n у имениоцу као „наjjаче” чланове и добити

lim
n→∞ bn = lim

n→∞
4n + 6n
3n + 7n = lim

n→∞
6n (4n

6n
+ 1)

7n (3n
7n
+ 1) = lim

n→∞
6n ((4

6
)n + 1)

7n ((3
7
)n + 1) =

= lim
n→∞

6n(0 + 1)
7n(0 + 1) = lim

n→∞
6n

7n
= lim

n→∞(67)
n = 0,

при чему смо у рачуну користили да низови (4
6
)n , (3

7
)n и (6

7
)n теже нули као геометриjски

низови са основама између −1 и 1.

Даље, како jе lim
n→∞ bn = 0, то jе лимес lim

n→∞ n
√
bn = lim

n→∞ b
1
n
n неодређеног облика 00, па га не можемо

непосредно израчунати, већ га прво морамо трансформисати. Користећи резултат претходног
задатка имамо да jе

lim
n→∞ n

√
bn = lim

n→∞
n

√
4n + 6n
3n + 7n = lim

n→∞
n
√
4n + 6n

n
√
3n + 7n = max{4,6}

max{3,7} = 6

7
.

Пре него што урадимо наредни задатак, подсетимо се jедног тврђења са предавања.

Теорема: За свака два реална броjа a и b таква да jе a < b постоjе рационалан броj q ∈ Q и
ирационалан броj r ∈ R/Q између њих тj. такви да jе a < q < b и a < r < b.
Узастопном применом ове теореме можемо закључити да за свака два реална броjа a и b таква
да jе a < b постоjи бесконачно много рационалних броjева између њих, а такође и бесконачно
много ирационалних броjева између њих.

19. Нека jе x ∈ R произвољан реалан броj. Доказати да постоjи низ (an) чиjи су сви чланови
рационални такав да jе lim

n→∞an = x.

Решење: Нека jе an = [nx]n
, где jе у броjиоцу са [nx] означен цео део броjа nx. Како jе [nx] ∈ Z

и n ∈ N, то jе an ∈ Q за свако n ∈ N. Да бисмо испитали конвергенциjу низа an, ограничићемо га
одоздо и одозго користећи познате неjеднакости за функциjу цео део. Наиме, како jе nx − 1 <
[nx] ⩽ nx, то jе и nx−1

n
< [nx]

n
⩽ nx

n
, односно x− 1

n
< an ⩽ x за свако n ∈ N. Из lim

n→∞ (x − 1
n
) = x−0 = x

и lim
n→∞x = x и теореме о два полицаjца имамо да jе и lim

n→∞an = x, па оваj низ (an) испуњава
тражена своjства.

Дакле, сваком реалном броjу (био он рационалан или ирационалан) се може ,прићи” помоћу
рационалних броjева. Такође, уз малу модификациjу конструкциjе у претходном задатку може
се доказати и да се произвољном реалном броjу може „прићи” помоћу ирационалних броjева.



Монотони и ограничени низови.
Броj e

Раниjе смо установили како да би низ био конвергентан, он мора бити ограничен. Међутим,
услов да jе низ монотон ниjе неопходан за његову конвергенциjу. На пример, доказали смо да
низ an =

(−1)n

n
конвергира ка нули, али он ниjе монотон, jер су његови чланови наизменично

негативни, па позитивни. Међутим, уколико jе низ ограничен и монотон, биће и конвергентан.
Поновићемо наjпре неколико теорема са предавања коjе ће нам бити од велике користи прили-
ком рада са монотоним низовима.

Теорема: Нека jе низ (an) монотон и ограничен. Тада jе он конвергентан тj. постоjи броj L ∈ R
такав да jе lim

n→∞
an = L.

Сетимо се да смо раниjе већ закључили да jе растући низ ограничен одоздо своjим првим
чланом, док jе опадаjући низ ограничен одозго своjим првим чланом. Зато можемо претходну
теорему формулисати и на следећи начин.

Теорема: Нека jе (an) растући низ коjи jе ограничен одозго. Тада он конвергира тj. постоjи
L ∈ R такав да jе lim

n→∞
an = L. Уочимо скуп A = {an ∣ n ∈ N}. Тада jе inf A = a1 и supA = L.

Нека jе сада (an) опадаjући низ коjи jе ограничен одоздо. Тада он конвергира тj. постоjи L ∈ R
такав да jе lim

n→∞
an = L. Уочимо скуп A = {an ∣ n ∈ N}. Тада jе supA = a1 и inf A = L.

Наредна теорема говори о томе шта jе гранична вредност монотоног низа коjи ниjе ограничен.
Теорема: Уколико jе низ (an) растући и ниjе ограничен одозго, тада jе lim

n→∞
an = +∞. Уколико

jе низ (an) опадаjући и ниjе ограничен одоздо, тада jе lim
n→∞

an = −∞.

Дакле, сваки монотон низ има лимес у R, а да ли jе он коначан или бесконачан зависи од тога
да ли jе таj низ ограничен.

Теорема: Низ an = (1 +
1
n
)
n

jе строго растући и одозго ограничен низ. Зато jе он конвергентан
и његову граничну вредност означавамо са e. Броj e називамо Оjлеровим броjем и за њега
важи e = 2,718281828..., па самим тим и e ∈ (2,3). Низ bn = (1 +

1
n
)
n+1

jе строго опадаjући и
одоздо ограничен низ. Самим тим jе и он конвергентан и он такође конвергира ка e. Дакле,

lim
n→∞

(1 +
1

n
)

n

= e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)

n+1

.

Напомена: Надаље ћемо уместо loge x писати lnx.

Дакле, за свако n ∈ N имамо да jе (1 + 1
n
)
n
< e < (1 + 1

n
)
n+1

, па логаритмовањем (са основом
e) добиjамо да jе n ln (1 + 1

n
) < 1 < (n + 1) ln (1 + 1

n
). Одатле jе ln (1 + 1

n
) < 1

n
и ln (1 + 1

n
) > 1

n+1
,

односно важи неjеднакост
1

n + 1
< ln(1 +

1

n
) <

1

n

за свако n ∈ N.

Пређимо сада на задатке.

1. Нека jе a ⩾ 0 реалан броj. Доказати да jе lim
n→∞

an

n!
= 0.

Решење: Пре свега, за a ⩽ 1 се тврђење задатка лако доказуjе. Заиста, за 0 ⩽ a < 1 jе lim
n→∞

an = 0

и lim
n→∞

n! = +∞, па jе lim
n→∞

an

n!
=

0

+∞
= 0, док за a = 1 имамо да jе lim

n→∞

an

n!
=

1

+∞
= 0. Зато надаље



можемо претпоставити да jе a > 1. Означимо са xn =
an

n!
. Приметимо прво да jе an

n!
> 0 за свако

n ∈ N, па jе оваj низ ограничен одоздо нулом. Сада ћемо испитати његову монотоност како
бисмо могли да искористимо одговараjућу теорему. Зато упоређуjемо xn =

an

n!
и xn+1 =

an+1
(n+1)!

.

Имамо да jе

xn+1 =
an+1

(n + 1)!
=

a ⋅ an

(n + 1) ⋅ n!
=

a

n + 1
⋅
an

n!
=

a

n + 1
⋅ xn.

Како jе a фиксиран реалан броj, то ће n+1 постати веће од a почев од неког n0 ∈ N. Прецизниjе
за све n ⩾ n0 = [a] jе n + 1 ⩾ [a] + 1 > a, па jе тада и a

n+1
< 1. Сада, користећи да jе xn > 0 за

све n ⩾ n0 имамо да jе xn+1 =
a

n+1
⋅ xn < 1 ⋅ xn = xn, што значи да jе низ (xn) опадаjући почев од

n0-тог члана. Пошто jе оваj низ одоздо ограничен и опадаjући од неког члана (што jе довољно,
jер смо рекли да конвергенциjа низа не зависи од првих коначно много његових чланова), на
основу теореме закључуjемо да jе он конвергентан тj. да jе lim

n→∞
xn = L ∈ R. Jош треба одредити

броj L. То ћемо урадити тако што се вратимо на jеднакост xn+1 =
a

n+1
⋅ xn и узмемо лимес од

обе стране. Тада jе
lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

(
a

n + 1
⋅ xn) = lim

n→∞

a

n + 1
⋅ lim
n→∞

xn.

Како jе lim
n→∞

xn+1 = L = lim
n→∞

xn и lim
n→∞

a
n+1
= a
+∞
= 0, имамо да jе L = 0 ⋅L, одакле jе L = 0. Према

томе, заиста jе lim
n→∞

an

n!
= 0.

Коментар: Убудуће можемо приликом испитивања монотоности низа посматрати разлику
an+1 − an и упоредити jе са нулом како бисмо утврдили да ли jе низ растући или опадаjући.
Такође, уколико су сви чланови низа позитивни, можемо посматрати и количник an+1

an
и упоре-

дити га са броjем 1, па у зависности одтога закључити да ли jе низ растући или опадаjући.

2. Израчунати lim
n→∞

n!

nn
.

Решење: Урадићемо оваj задатак на два начина. Први jе помоћу теореме о два полицаjца и
мало jе краћи, а други jе помоћу теореме о монотоном и ограниченом низу како бисмо провеж-
бали ту технику.
Први начин: Приметимо прво да jе n!

nn > 0 за све n ∈ N. Такође имамо да jе

n!

nn
=

1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ... ⋅ n

n ⋅ n ⋅ n ⋅ ... ⋅ n
=
1

n
⋅
2

n
⋅
3

n
⋅ ... ⋅

n

n
⩽
1

n
⋅ 1 ⋅ 1 ⋅ ... ⋅ 1 =

1

n

за свако n ∈ N. Дакле, за свако n ∈ N испуњено jе 0 < n!
nn ⩽

1
n
, па како jе lim

n→∞
0 = 0 и lim

n→∞

1
n
= 0,

на основу теореме о два полицаjца jе и lim
n→∞

n!
nn = 0.

Други начин: Означимо са an =
n!
nn . Као у првом начину, одмах имамо да jе an > 0 за свако n ∈ N,

па jе оваj низ одоздо ограничен нулом. Сада ћемо испитати његову монотоност, па упоређуjемо
чланове an+1 и an. Пошто су они позитивни и у њима се jавља факториjел, посматраћемо
количник an+1

an
како би се факториjели скратили. Имамо да за свако n ∈ N важи

an+1
an
=

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

=
(n + 1)! ⋅ nn

n! ⋅ (n + 1)n+1
=
n! ⋅ (n + 1) ⋅ nn

n! ⋅ (n + 1)n+1
=

nn

(n + 1)n
= (

n

n + 1
)
n

< 1n = 1.

Сада из an+1
an
< 1 множењем обе стране неjеднакости са позитивним an добиjамо да важи an+1 <

an за свако n ∈ N, те jе оваj низ строго опадаjући. На основу теореме закључуjемо да jе он
конвергентан, па постоjи lim

n→∞
an = L ∈ R. Броj L ћемо одредити тако што пустимо лимес у

jеднакости коjа повезуjе чланове an+1 и an. Малопре смо извели да jе an+1
an
= ( n

n+1
)
n
, па jе an+1 =

( n
n+1
)
n
⋅an. Пуштањем лимеса на обе стране jеднакости добиjамо lim

n→∞
an+1 = lim

n→∞
((

n

n + 1
)
n

⋅ an).



Како jе lim
n→∞

an+1 = L = lim
n→∞

an и

lim
n→∞

(
n

n + 1
)
n

= lim
n→∞

1

(n+1
n
)
n = lim

n→∞

1

(1 + 1
n
)
n =

1

e
,

то из горње jеднакости имамо L = 1
e
⋅L тj. L (1 − 1

e
) = 0, а одатле коначно и L = 0. Дакле, важи

lim
n→∞

n!
nn = 0.

3. Израчунати lim
n→∞

nn

(n!)2
.

Решење: Означимо са an =
nn

(n!)2
. И овде размишљамо слично као у претходним задацима.

Прво, свакако jе an > 0 за све n ∈ N, па jе оваj низ одоздо ограничен нулом. Можемо зато
испитати његову монотоност упоређивањем израза an+1

an
са броjем 1. Имамо да jе за свако n ∈ N

испуњено

an+1
an
=

(n+1)n+1

((n+1)!)2

nn

(n!)2

=
(n + 1)n+1 ⋅ (n!)2

((n + 1)!)2 ⋅ nn
=
(n + 1) ⋅ (n + 1)n ⋅ (n!)2

(n! ⋅ (n + 1))
2
⋅ nn

=
(n + 1) ⋅ (n + 1)n ⋅ (n!)2

(n!)
2
⋅ (n + 1)2 ⋅ nn

=

=
1

n + 1
⋅
(n + 1)n

nn
=

1

n + 1
⋅ (

n + 1

n
)

n

=
1

n + 1
⋅ (1 +

1

n
)

n

.

Како jе (1 + 1
n
)
n
< e < 3 и 1

n+1
⩽ 1

3
за све n ⩾ 2, то jе и 1

n+1
⋅ (1 + 1

n
)
n
< 1

3
⋅ 3 = 1, односно an+1

an
< 1

за свако n ⩾ 2. Након множења последње неjеднакости са позитивним an добиjамо an+1 < an за
свако n ⩾ 2, па jе низ (an) опадаjући почев од другог члана. Од раниjе знамо и да jе одоздо
ограничен нулом, па jе он по теореми и конвергентан и зато постоjи lim

n→∞
an = L ∈ R. Из горње

jеднакости an+1
an
= 1

n+1
⋅ (1 + 1

n
)
n

имамо an+1 =
1

n+1
⋅ (1 + 1

n
)
n
⋅an, па ћемо на ову jеднакост пустити

лимес кад n →∞. Користећи lim
n→∞

an+1 = L = lim
n→∞

an, lim
n→∞

1
n+1
= 0 и lim

n→∞
(1 + 1

n
)
n
= e, добиjамо

L = 0 ⋅ e ⋅L = 0, па jе lim
n→∞

nn

(n!)2
= 0.

4. Нека jе c > 1 реалан броj и k ∈ N природан. Израчунати lim
n→∞

nk

cn
.

Решење: Означимо са an =
nk

cn
. Оваj низ jе свакако ограничен одоздо нулом, jер jе nk > 0 и

cn > 0 за све n ∈ N. Испитаћемо jош његову монотоност и зато ћемо посматрати количник an+1
an

и, пошто су сви чланови овог низа позитивни, упоредити таj количник са броjем 1. Имамо да
jе

an+1
an
=

(n+1)k

cn+1
nk

cn

=
(n + 1)k ⋅ cn

nk ⋅ cn+1
=
(n + 1)k

nk ⋅ c
= (

n + 1

n
)

k

⋅
1

c
= (1 +

1

n
)

k

⋅
1

c
.

Даље, важи

(1 +
1

n
)

k

⋅
1

c
⩽ 1 ⇐⇒ (1 +

1

n
)

k

⩽ c ⇐⇒ 1 +
1

n
⩽ k
√
c ⇐⇒

1

n
⩽ k
√
c − 1 ⇐⇒ n ⩾

1
k
√
c − 1

,

па за све n ⩾ n0 = [
1

k√c−1
]+1 важи (1 + 1

n
)
k
⋅ 1
c
⩽ 1 тj. an+1

an
⩽ 1. Дакле, низ (an) jе опадаjући почев

од n0-тог члана, а знамо и да jе ограничен одоздо, па зато постоjи lim
n→∞

an = L ∈ R. Вратимо

се на jеднакост an+1
an
= (1 + 1

n
)
k
⋅ 1
c
, односно an+1 = (1 +

1
n
)
k
⋅ 1
c
⋅ an и пустимо да n → ∞ на обе

стране. Знаjући да jе lim
n→∞

an+1 = L = lim
n→∞

an и lim
n→∞

(1 + 1
n
)
k
= (1 + 0)k = 1, добиjамо L = 1 ⋅ 1

c
⋅ L

тj. L (1 − 1
c
) = 0. Пошто jе c > 1, то jе 1 − 1

c
≠ 0, па мора бити L = 0. Овим смо доказали да jе

lim
n→∞

nk

cn
= 0.

Користећи тврђење претходног задатка може се извести и да jе lim
n→∞

nk

cn
= 0 и за све реалне



броjеве k > 0 и c > 1, а потом помоћу тога и да jе lim
n→∞

loga n
nk = 0 за све реалне броjеве a > 1 и

k > 0. Ми ћемо ова тврђења лакше извести касниjе када будемо обрађивали лимесе функциjа.

Дефинициjа: Уколико за низове (an) и (bn) важи lim
n→∞

an
bn
= 0, то означавамо са an << bn и

кажемо да jе низ (an) бесконачно мали у односу на низ (bn). Такође, кажемо и да jе низ (an)
асимптотски слабиjи од низа (bn), као и да jе (bn) асимптотски jачи од (an).

Релациjа << jе транзитивна тj. уколико су (an), (bn), (cn) три низа таква да jе an << bn и
bn << cn, тада jе и an << cn.

На основу претходног знамо да важи следећа теорема.

Теорема (поредбена скала): Нека су a > 1, k > 0 и c > 1 реални броjеви. Тада jе

loga n << n
k
<< cn << n! << nn

<< (n!)2.

Са предавања знамо да сви низови из поредбене скале теже ка +∞, па jе њен значаj управо у
разрешавању неодређених израза. Сада када знамо коjи jе тип низа од кога „ jачи”, моћи ћемо
увек „наjjачи” члан да извучемо испред заграде и тако сведемо лимес на одређени облик.

5. Израчунати lim
n→∞

ln3 n

n
.

Решење: Имамо да jе

lim
n→∞

ln3 n

n
= lim

n→∞

ln3 n

( 3
√
n)

3
= lim

n→∞
(
lnn
3
√
n
)

3

.

На основу поредбене скале знамо да jе lim
n→∞

lnn
3√n
= lim

n→∞

lnn

n
1
3
= 0, па jе и lim

n→∞

ln3 n
n
= lim

n→∞
( lnn

3√n
)
3

= 03 = 0.

6. Израчунати lim
n→∞

n
√
n10 + πn.

Решење: Како jе lim
n→∞

(n10
+ πn) = +∞, то jе лимес lim

n→∞

n
√
n10 + πn = lim

n→∞
(n10

+ πn)
1
n неодређе-

ног облика ∞0, па ћемо извући „jачи” члан испод корена како би нам остали само одређени
изрази у лимесу. На основу поредбене скале знамо да jе πn асимптотски jачи од n10, па jе

lim
n→∞

n
√
n10 + πn = lim

n→∞

n

√

πn (
n10

πn
+ 1) = lim

n→∞
π

n

√
n10

πn
+ 1 = π lim

n→∞

n
√
0 + 1 = π lim

n→∞

n
√
1 = π ⋅ 1 = π.

7. Израчунати lim
n→∞

lnn + 5n − 4n!

n! + sin (n2)
.

Решење: По поредбноj скали имамо да jе израз n! асимптотски наjjачи и у броjиоцу и у
имениоцу, па ћемо га извући на оба места и потом скратити. Зато jе

lim
n→∞

lnn + 5n − 4n!

n! + sin (n2)
= lim

n→∞

n! ( lnn
n!
+ 5n

n!
− 4)

n! (1 + sin(n2)

n!
)
= lim

n→∞

lnn
n!
+ 5n

n!
− 4

1 + sin(n2)

n!

=
0 + 0 − 4

1 + 0
= −4.

Притом смо на основу поредбене скале знали да jе lim
n→∞

lnn
n!
= 0 = lim

n→∞

5n

n!
, док jе lim

n→∞

sin(n2
)

n!
= 0,

jер jе низ sin (n2) ограничен (са −1 одоздо и са 1 одозго), а низ 1
n!

тежи нули, jер jе lim
n→∞

1
n!

= 1
+∞
= 0.

8. Доказати да низ an = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯ +

1

n
− lnn конвергира.

Решење: Показаћемо да jе оваj низ монотон и ограничен, одакле ће следити тврђење задатка.
Прво ћемо показати да jе монотон и зато посматрамо разлику an+1 − an како би се што више
сабирака међусобно скратило. Имамо да jе

an+1 − an = 1 +
1

2
+⋯ +

1

n
+

1

n + 1
− ln(n + 1) − (1 +

1

2
+⋯ +

1

n
− lnn) =

1

n + 1
− ln(n + 1) + lnn =



=
1

n + 1
− (ln(n + 1) − lnn) =

1

n + 1
− ln

n + 1

n
=

1

n + 1
− ln(1 +

1

n
) .

Раниjе смо извели да jе 1
n+1
< ln (1 + 1

n
) < 1

n
за све n ∈ N, па одатле одмах закључуjемо да

jе an+1 − an =
1

n+1
− ln (1 + 1

n
) < 0, односно an+1 < an за све n ∈ N. Дакле, оваj низ jе строго

опадаjући. Сада jе потребно jош да докажемо да jе он ограничен одоздо и то ћемо урадити
користећи поменуту неjеднакост ln (1 + 1

k
) < 1

k
за све k ∈ N. Одатле за k ∈ {1,2, ..., n} редом

добиjамо

1 > ln(1 + 1) = ln 2,
1

2
> ln(1 +

1

2
) = ln

3

2
,
1

3
> ln(1 +

1

3
) = ln

4

3
, ... ,

1

n
> ln(1 +

1

n
) = ln

n + 1

n
,

а онда и
an = 1 +

1

2
+
1

3
+⋯ +

1

n
− lnn > ln 2 + ln

3

2
+ ln

4

3
+⋯ + ln

n + 1

n
− lnn =

= ln(2 ⋅
3

2
⋅
4

3
⋅ ... ⋅

n + 1

n
) − lnn = ln(n + 1) − lnn > 0,

jер jе lnx растућа функциjа. Према томе, сви елементи овог низа су позитивни, па jе он одо-
здо ограничен нулом. Заjедно са претходним, то значи да jе он конвергентан и да постоjи
lim
n→∞

an ∈ R.

Коментар: Да не би дошло до забуне, како смо у претходним задацима често имали ситуациjу
да jе гранична вредност низа баш онаj броj коjим га ограничимо одоздо односно одозго, нагла-
симо да овде броj 0 ниjе гранична вредност овог низа (иако само га одоздо ограничили нулом).
У ствари, његову граничну вредност називамо Оjлеровом константом и обележавамо jе са γ.

Зато jе lim
n→∞

(1 + 1
2
+ 1

3
+⋯ + 1

n
− lnn) = γ = 0.577...

9. Доказати да jе lim
n→∞

(1 +
1

2
+
1

3
+⋯ +

1

n
) = +∞.

Решење: Означимо са bn = 1+
1
2
+ 1

3
+⋯+ 1

n
, а посматраћемо упоредо и низ из претходног задатка

an = 1+
1
2
+ 1

3
+⋯+ 1

n
− lnn. Како jе bn = an+ lnn и знамо да jе lim

n→∞
an = γ и lim

n→∞
lnn = ln(+∞) = +∞,

то jе
lim
n→∞

(1 +
1

2
+
1

3
+⋯ +

1

n
) = lim

n→∞
bn = lim

n→∞
(an + lnn) = γ + (+∞) = +∞.

10. Одредити lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1

n + 2
+⋯ +

1

2n
) .

Решење: Означимо са cn =
1

n+1
+ 1

n+2
+⋯+ 1

2n
. Као и раниjе када смо имали неку суму, и сада

можемо пробати да jе ограничимо помоћу њеног наjмањег и наjвећег сабирка, а то су 1
2n

и
1

n+1
, редом. Сума коjом jе дат члан cn има n сабирака (први сабирак у имениоцу има n + 1,

други n + 2, а последњи n + n = 2n), па имамо да jе n
2n
= 1

2
⩽ an ⩽

n
n+1

за свако n ∈ N. Међутим,
lim
n→∞

1
2
= 1

2
и lim

n→∞

n
n+1
= 1, па нам овде Теорема о два полицаjца ниjе од помоћи. Зато морамо да

размишљамо на други начин.
Означимо an = 1+

1
2
+ 1

3
+⋯+ 1

n
− lnn и bn = 1+

1
2
+ 1

3
+⋯+ 1

n
као у претходном задатку. Приметимо

прво да jе

cn =
1

n + 1
+

1

n + 2
+⋯ +

1

2n
= 1 +

1

2
+⋯ +

1

n
+

1

n + 1
+

1

n + 2
+⋯ +

1

2n
− (1 +

1

2
+⋯ +

1

n
) = b2n − bn,

а онда како jе bn = an + lnn и b2n = a2n + ln(2n), имамо да jе cn = a2n + ln(2n) − (an + lnn) =

a2n − an + ln(2n) − lnn = a2n − an + ln
2n
n
= a2n − an + ln 2 за свако n ∈ N. Сада jедноставно закљу-

чуjемо да jе lim
n→∞

cn = lim
n→∞

(b2n − bn + ln 2) = γ − γ + ln 2 = ln 2, што jе и требало израчунати.

Коментар: Низ (bn) jе конвергирао ка броjу γ, па смо искористили познато тврђење са пре-
давања да и његов подниз сачињен од чланова са парним индексима тj. подниз (b2n) такође



конвергира ка броjу γ. Убрзо ћемо се и на вежбама детаљниjе бавити поднизовима и тачкама
нагомилавања низова.

Горе смо навели jедно важно тврђење са предавања коjе каже да низ (1 + 1
n
)
n

конвергира ка
Оjлеровом броjу e. Приметимо да се у овом низу jавља неодређени облик 1∞ кад n→∞. Управо
та теорема (односно њене две последице коjе доле наводимо) ће нам помоћи приликом одређи-
вања лимеса у коjима се jавља баш таj неодређени облик.

Теорема: Нека су низови (an) и (bn) такви да jе lim
n→∞

an = +∞ и lim
n→∞

bn = −∞. Тада jе

lim
n→∞

(1 +
1

an
)

an

= e = lim
n→∞

(1 +
1

bn
)

bn

.

Теорема: Нека jе низ (an) такав да jе lim
n→∞

an = 0 и сви његови елементи су различити од нуле.

Тада jе lim
n→∞

(1 + an)
1

an = e.

11. Израчунати lim
n→∞

(1 +
3

n
)

2n

.

Решење: Пошто jе оваj лимес евидентно неодређеног облика 1∞, идеjа jе да употребимо неку
од претходне две теореме. Имамо да jе

lim
n→∞

(1 +
3

n
)

2n

= lim
n→∞

((1 +
3

n
)

n
3

)

3
n ⋅2n

= lim
n→∞

((1 +
3

n
)

n
3

)

6

.

Дакле, прво смо трансформисали израз под лимесом тако да се у загради као други сабирак
поjави 3

n
, а у изложиоцу његов реципрочни низ n

3
да би све изгледало као у претходноj теореми.

После тога смо, наравно, морали да „доведемо у ред” то што смо претходно у изложилац

убацили низ 3
n

множењем са n
3

у изложиоцу. Сада, како jе lim
n→∞

3
n
= 0, то jе lim

n→∞
(1 +

3

n
)

n
3

= e,
па jе коначно

lim
n→∞

(1 +
3

n
)

2n

= lim
n→∞

((1 +
3

n
)

n
3

)

6

= e6.

12. Израчунати lim
n→∞

(
n − 1

n
)

n

.

Решење: И овде jе лимес коjи рачунамо облика 1∞, па ћемо размишљати слично као у прет-
ходном задатку. Имамо да jе

lim
n→∞

(
n − 1

n
)

n

= lim
n→∞

(1 −
1

n
)

n

= lim
n→∞

(1 +
−1

n
)

n

= lim
n→∞

((1 +
−1

n
)

−n

)

−1
n ⋅n

=

= lim
n→∞

((1 +
−1

n
)

−n

)

−1

= e−1 =
1

e
,

при чему смо користили да jе lim
n→∞

−1
n
= 0, па jе по теореми lim

n→∞
(1 + −1

n
)
−n
= e.

13. Израчунати lim
n→∞

(
n2 + 1

n2 − 2
)

n2

.

Решење: Пошто jе оваj лимес облика 1∞, записаћемо прво основу у облику два сабирка од
коjих jе jедан броj 1, а други тежи нули и онда погодно трансформисати израз у изложиоцу.
Имамо да jе n2

+1
n2−2

=
(n2
−2)+3

n2−2
= 1 + 3

n2−2
и заиста jе lim

n→∞

3
n2−2

= 0. Зато jе

lim
n→∞

(
n2 + 1

n2 − 2
)

n2

= lim
n→∞

(1 +
3

n2 − 2
)

n2

= lim
n→∞

⎛

⎝
(1 +

3

n2 − 2
)

n2−2
3 ⎞

⎠

3
n2−2 ⋅n

2

= lim
n→∞

⎛

⎝
(1 +

3

n2 − 2
)

n2−2
3 ⎞

⎠

3n2

n2−2

.



Сада jе lim
n→∞

(1 + 3
n2−2
)

n2−2
3 = e по теореми, jер jе lim

n→∞

3
n2−2

= 0, а такође jе и lim
n→∞

3n2

n2−2
=

lim
n→∞

3n2

n2(1− 2
n2 )
= lim

n→∞

3
1− 2

n2
= 3

1−0
= 3. Одатле коначно имамо

lim
n→∞

(
n2 + 1

n2 − 2
)

n2

= lim
n→∞

⎛

⎝
(1 +

3

n2 − 2
)

n2−2
3 ⎞

⎠

3n2

n2−2

= e3.

14. Израчунати lim
n→∞

(
n2 + n + 1

n2 − n + 1
)

n2+1
n

.

Решење: И овде лако видимо да jе тражени лимес неодређеног облика 1∞, па ћемо применити,
сада већ, стандардну технику. Прво jе n2

+n+1
n2−n+1

=
(n2
−n+1)+2n
n2−n+1

= 1+ 2n
n2−n+1

и притом jе lim
n→∞

2n
n2−n+1

=

0, jер jе полином у броjиоцу мањег степена него онаj у имениоцу. Зато jе

lim
n→∞

(
n2 + n + 1

n2 − n + 1
)

n2+1
n

= lim
n→∞

(1 +
2n

n2 − n + 1
)

n2+1
n

= lim
n→∞

⎛

⎝
(1 +

2n

n2 − n + 1
)

n2−n+1
2n ⎞

⎠

2n
n2−n+1 ⋅

n2+1
n

=

= lim
n→∞

⎛

⎝
(1 +

2n

n2 − n + 1
)

n2−n+1
2n ⎞

⎠

2(n2+1)
n2−n+1

.

На основу теореме имамо да jе lim
n→∞

(1 + 2n
n2−n+1

)
n2−n+1

2n = e, а уз то jе и lim
n→∞

2(n2
+1)

n2−n+1
=

lim
n→∞

2n2
(1+ 1

n2 )

n2(1− 1
n+

1
n2 )
= lim

n→∞

2(1+ 1
n2 )

1− 1
n+

1
n2
=

2⋅(1+0)
1−0+0

= 2. Из тога следи да jе

lim
n→∞

(
n2 + n + 1

n2 − n + 1
)

n2+1
n

= lim
n→∞

⎛

⎝
(1 +

2n

n2 − n + 1
)

n2−n+1
2n ⎞

⎠

2(n2+1)
n2−n+1

= e2.

За краj овог одељка, урадићемо jедан задатак коjи смо већ раниjе урадили на вежбама, а у
коме се одређуjу супремум и инфимум неког скупа. Циљ jе да илуструjемо колико нам позна-
вање низова може олакшати одређивање супремума и инфимума скупова и убудуће можемо
увек тако решавати ове задатке кад год нам jе то погодно.

15. Одредити супремум, инфимум, максимум и минимум (ако постоjе) скупа A = { 3n
2
+8

n2+2
∣ n ∈ N} .

Решење: Можемо увести низ (an) дефинисан са an =
3n2
+8

n2+2
тако да су елементи скупа A тач-

но чланови овог низа. Сетимо се да смо и када смо први пут решавали оваj задатак наjпре
записали елементе овог низа на погодниjи начин. Имали смо да jе

an =
3n2 + 8

n2 + 2
=
3n2 + 6 + 2

n2 + 2
=
3(n2 + 2) + 2

n2 + 2
= 3 +

2

n2 + 2
.

Сада ћемо испитати монотоност овог низа. Приметимо да jе (n + 1)2 > n2, па самим тим и
(n + 1)2 + 2 > n2 + 2 за свако n ∈ N. Зато jе 2

(n+1)2+2
< 2

n2+2
, па и 3 + 2

(n+1)2+2
< 3 + 2

n2+2
, односно

an+1 < an за све n ∈ N. Дакле, низ (an) jе строго опадаjући, па на основу теореме (друге по реду
наведене у овоj лекциjи) знамо да jе supA = a1 =

11
3

и inf A = lim
n→∞

an = lim
n→∞

(3 + 2
n2+2
) = 3 + 2

+∞
=

3 + 0 = 3. Такође, за n = 1 видимо да a1 =
11
3
∈ A, те jе и maxA = 11

3
. Са друге стране, видимо да

jе an = 3 +
2

n2+2
> 3 + 0 = 3 за све n ∈ N, па 3 ∉ A и зато скуп A нема минимум.

На оваj начин смо избегли нагађање горњих и доњих ограничења скупа A, као и коришћење
дефинициjе максимума и минимума и ε-карактеризациjе супремума и инфимума.



Штолцова теорема

У овом одељку бавићемо се Штолцовом теоремом и њеним применама. Она се користи прили-
ком рачунања лимеса у облику количника два низа, наjчешће када jе jедан од њих задат као
сума променљивог броjа сабирака, а такође и када jе jедан од тих низова рекурентно задат.

Штолцова теорема: Нека су (xn) и (yn) два реална низа, при чему jе (yn) строго растући и
lim
n→∞yn = +∞. Уколико постоjи lim

n→∞
xn+1−xn

yn+1−yn
= L ∈ R, тада постоjи и lim

n→∞
xn

yn
и он jе такође jеднак

L.

Напомена: Израз lim
n→∞

xn+1−xn

yn+1−yn
у Штолцовоj теореми можемо заменити изразом lim

n→∞
xn−xn−1

yn−yn−1
(jер

та два израза под лимесом у суштини представљаjу исти низ) уколико нам он буде лакши за
рачунање.

Навешћемо и неколико теорема доказаних на предавањима помоћу Штолцове теореме.

Теорема [Коши]: Ако jе (an) низ реалних броjева такав да jе lim
n→∞an = L ∈ R, тада jе и

lim
n→∞

a1 + a2 +⋯ + an
n

= L.

Теорема: Ако jе (an) реалан низ чиjи су сви чланови различити од нуле такав да jе lim
n→∞an =

L ∈ R, тада jе и lim
n→∞

n
1
a1
+

1
a2
+⋯ +

1
an

= L.

Теорема: Ако jе (an) реалан низ са позитивним члановима такав да jе lim
n→∞an = L ∈ R, тада jе

и lim
n→∞

n
√

a1 ⋅ a2 ⋅ ... ⋅ an = L.

Дакле, када неки низ тежи ка L, тада (уколико су добро дефинисани) и низови аритметичких,
хармониjских и геометриjских средина његових чланова такође теже ка L.

1. Израчунати lim
n→∞

12 + 22 + 32 +⋯ + n2

n3
.

Решење: Оваj задатак смо већ раниjе урадили, међутим, користили смо чињеницу да знамо
експлицитну формулу за суму квадрата првих n природних броjева. Сада га можемо урадити
помоћу Штолцове теореме не користећи поменуту формулу. Уочимо низове (xn) и (yn) дате
са xn = 12 + 22 + 32 + ⋯ + n2 и yn = n3 за све n ∈ N. Како jе yn = (n + 1)

3
> n3

= yn за свако
n ∈ N, то jе низ (yn) строго растући и уз то jе lim

n→∞ yn = lim
n→∞n3

= +∞. Зато можемо пробати да
израчунамо lim

n→∞
xn+1−xn

yn+1−yn
, па уколико оваj лимес постоjи, Штолцова теорема ће нам завршити

задатак. Имамо да jе

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= lim

n→∞
12 + 22 + 32 +⋯ + n2

+ (n + 1)2 − (12 + 22 + 32 +⋯ + n2
)

(n + 1)3 − n3
=

= lim
n→∞

(n + 1)2

n3
+ 3n2

+ 3n + 1 − n3
= lim

n→∞
n2
+ 2n + 1

3n2
+ 3n + 1

=

1

3
,

jер су у последњем лимесу степени полинома у броjиоцу и имениоцу jеднаки, па jе таj лимес
jеднак количнику коефициjената уз „наjjачи” члан n2. На основу Штолцове теореме следи и
да jе lim

n→∞
xn

yn
=

1
3

тj. lim
n→∞

12+22+32+⋯+n2

n3 =
1
3
.

Можемо приметити како jе сума великог броjа сабирака (прецизниjе, n сабирака где n тежи
+∞) у броjиоцу након примене Штолцове теореме „нестала” и остало jе само коначно много
сабирака и у броjиоцу и имениоцу. Зато ћемо у таквим ситуациjама лимесе често израчунавати
помоћу Штолцове теореме.



Наредни задатак представља уопштење претходног.

2. Нека jе k ∈ N. Одредити lim
n→∞

1k + 2k +⋯ + nk

nk+1 .

Решење: Оваj пут не можемо ефикасно средити суму у броjиоцу, jер не знамо шта jе збир
k-тих степена првих n природних броjева за произвољно k ∈ N (а у претходном задатку смо
знали за k = 2). Зато ћемо уочити низове xn = 1

k
+ 2k +⋯+ nk и yn = n

k+1 и прво рећи да jе низ
(yn) строго растући пошто jе yn+1 = (n+ 1)k > nk

= yn, као и да jе lim
n→∞ yn = lim

n→∞nk
= +∞. Затим,

рачунамо

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= lim

n→∞
(1k + 2k +⋯ + nk

+ (n + 1)k) − (1k + 2k +⋯ + nk
)

(n + 1)k+1 − nk+1 = lim
n→∞

(n + 1)k

(n + 1)k+1 − nk+1 =

= lim
n→∞

(
k
0
)nk
+ (

k
1
)nk−1

+⋯ + (
k

k−1)n
1
+ (

k
k
)n0

�����
(
k+1
0
)nk+1

+ (
k+1
1
)nk
+⋯ + (

k+1
k
)n1
+ (

k+1
k+1)n

0
−���nk+1 =

= lim
n→∞

nk
+ (

k
1
)nk−1

+⋯ + (
k

k−1)n
1
+ (

k
k
)n0

(k + 1)nk
+⋯ + (

k+1
k
)n1
+ (

k+1
k+1)n

0
=

1

k + 1
.

У претходном рачуну смо приликом сређивања израза (n+1)k
(n+1)k+1−nk+1 искористили биномну фор-

мулу како бисмо и у броjиоцу и у имениоцу добили полиноме по n и потом jедноставно изра-
чунали лимес као количник два полинома истог степена користећи да jе (k

0
) = 1 = (k+1

0
) и

(
k+1
1
) = k+1. Сада, на основу Штолцове теореме имамо да jе и lim

n→∞
xn

yn
=

1
k+1 , што се и тражило.

3. Израчунати lim
n→∞

1 ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 3 ⋅ 4 +⋯ + n(n + 1)(n + 2)

n4
.

Решење: Означимо са xn = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 3 ⋅ 4 + ⋯ + n(n + 1)(n + 2) и yn = n
4. Низ (yn) jе строго

растући, jер jе yn+1 = (n + 1)4 > n4
= yn за свако n ∈ N, а такође jе и lim

n→∞ yn = lim
n→∞n4

= +∞. Сада
ћемо прво израчунати lim

n→∞
xn+1−xn

yn+1−yn
. Како jе xn+1 − xn = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 3 ⋅ 4 +⋯ + n(n + 1)(n + 2)+

(n+1)(n+2)(n+3)−(1 ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 3 ⋅ 4 +⋯ + n(n + 1)(n + 2)) = (n+1)(n+2)(n+3) = n3
+6n2

+11n+6

и yn+1 − yn = (n + 1)4 − n4
= (

4
0
)n4
+ (

4
1
)n3
+ (

4
2
)n2
+ (

4
3
)n + (4

4
)n0
− n4

= n4
+ 4n3

+ 6n2
+ 4n + 1 − n4

=

4n3
+ 6n2

+ 4n + 1, то jе

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= lim

n→∞
n3
+ 6n2

+ 11n + 6

4n3
+ 6n2

+ 4n + 1
=

1

4
.

Зато jе и lim
n→∞

1 ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 3 ⋅ 4 +⋯ + n(n + 1)(n + 2)

n4
= lim

n→∞
xn

yn
=

1

4
на основу Штолцове теореме.

Сада ћемо формулисати и доказати jедну теорему коjу ће нам бити корисна у задацима.

Теорема: Нека jе (an) низ позитивних реалних броjева. Ако постоjи lim
n→∞

an

an−1
= L ∈ R, онда

постоjи и lim
n→∞

n
√
an и важи lim

n→∞
n
√

an = L.

Доказ: Уочимо низ (bn) дат са b1 = a1 и bn =
an

an−1
за све n ∈ N. По услову теореме jе lim

n→∞ bn = L.

Али, онда jе на основу jедног од горе наведених тврђења и lim
n→∞

n
√

b1 ⋅ b2 ⋅ ... ⋅ bn = L. Како jе
b1 ⋅ b2 ⋅ b3 ⋅ ... ⋅ bn = a1 ⋅

a2

a1
⋅
a3

a2
⋅ ... ⋅ an

an−1
= an, то значи да jе lim

n→∞
n
√

an = L.

Ова теорема ће нам бити корисна када рачунамо лимес облика n
√
an, где jе an неки низ. Уколико

у тоj ситуациjи проценимо да нам jе лакше да израчунамо лимес низа an

an−1
и таj лимес заиста

постоjи, помоћу теореме ћемо знати да jе то и лимес низа n
√
an.

4. Израчунати lim
n→∞

1
n
√

n!
.

Решење: Како jе lim
n→∞

1
n!
=

1
+∞ = 0, то jе тражени лимес lim

n→∞
1

n√
n!
= lim

n→∞
n

√
1
n!
= lim

n→∞ (
1
n!
)

1
n



неодређеног облика 00, па ћемо покушати да применимо претходну теорему. Означимо са an =
1
n!
> 0 и пошто тражимо lim

n→∞
n
√

an, одредићемо прво lim
n→∞

an

an−1
. Имамо да jе

lim
n→∞

an
an−1

= lim
n→∞

1
n!
1

(n−1)!
= lim

n→∞
(n − 1)!

n!
= lim

n→∞
(n − 1)!

n ⋅ (n − 1)!
= lim

n→∞
1

n
= 0,

па jе зато и lim
n→∞

n
√
an = 0 тj. lim

n→∞
1

n√
n!
= 0.

5. Одредити lim
n→∞

n
√

n!

n
.

Решење: Имамо да jе
n√

n!
n
=

n

√

n!
nn =

n
√
an, где jе низ an =

n!
nn > 0. Како jе lim

n→∞
n!
nn = 0 на

основу поредбене скале, то jе тражени лимес lim
n→∞

n

√

n!
nn = lim

n→∞ (
n!
nn )

1
n неодређеног облика 00.

Зато ћемо покушати да применимо претходну теорему (сви чланови низа (an) су позитивни),
па ћемо потражити lim

n→∞
an

an−1
. Имамо да jе

lim
n→∞

an
an−1

= lim
n→∞

n!
nn

(n−1)!
(n−1)n−1

= lim
n→∞

n! ⋅ (n − 1)n−1

(n − 1)! ⋅ nn
= lim

n→∞
(n − 1)! ⋅ n ⋅ (n − 1)n−1

(n − 1)! ⋅ nn
= lim

n→∞
(n − 1)n−1

nn−1 =

= lim
n→∞(

n − 1

n
)

n−1
= lim

n→∞(1 −
1

n
)

n−1
= lim

n→∞(1 +
−1

n
)

n−1
= lim

n→∞((1 +
−1

n
)

−n
)

−1
n ⋅(n−1)

=

= lim
n→∞ e−

n−1
n = lim

n→∞ e−1+
1
n = e−1+0 = e−1 =

1

e
,

па jе и lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√

n!
nn =

1
e
.

6. (Jун 1 2023) Израчунати lim
n→∞

n

√

(1 +
1

n
) ⋅ (1 +

2

n
) ⋅ ... ⋅ (1 +

n

n
)

Решење: Означимо са an = (1 +
1
n
) ⋅ (1 + 2

n
) ⋅ ... ⋅ (1 + n

n
) =

n+1
n
⋅
n+2
n
⋅ ... ⋅ 2n

n
=
(n+1)(n+2)⋅...⋅2n

nn .

Како треба да израчунамо lim
n→∞

n
√

an, кренућемо од рачунања лимеса lim
n→∞

an

an−1
коjи делуjе

jедноставниjе. Имамо да jе

lim
n→∞

an
an−1

= lim
n→∞

(n+1)(n+2)⋅...⋅2n
nn

n(n+1)⋅...⋅(2n−2)
(n−1)n−1

= lim
n→∞

����
(n + 1)����

(n + 2) ⋅ ... ⋅����
(2n − 2)(2n − 1) ⋅ 2n ⋅ (n − 1)n−1

n����
(n + 1)����

(n + 2) ⋅ ... ⋅����
(2n − 2) ⋅ nn

=

= lim
n→∞

(2n − 1) ⋅ 2 ⋅�n ⋅ (n − 1)
n−1

�n ⋅ nn
= lim

n→∞
2(2n − 1) ⋅ (n − 1)n−1

n ⋅ nn−1 = lim
n→∞(

2(2n − 1)

n
⋅ (

n − 1

n
)

n−1
) .

Како jе

lim
n→∞

2(2n − 1)

n
= lim

n→∞
4n − 2

n
= lim

n→∞(4 −
2

n
) = 4 и

lim
n→∞(

n − 1

n
)

n−1
= lim

n→∞(1 −
1

n
)

n−1
= lim

n→∞(1 +
−1

n
)

n−1
= lim

n→∞((1 +
−1

n
)

−n
)

−1
n ⋅(n−1)

=

= lim
n→∞ e−

n−1
n = lim

n→∞ e−1+
1
n = e−1+0 = e−1 =

1

e
,

то jе lim
n→∞

an

an−1
=

4
e
. Зато jе на основу теореме и lim

n→∞
n
√

an = lim
n→∞

n

√

(1 + 1
n
) ⋅ (1 + 2

n
) ⋅ ... ⋅ (1 + n

n
) =

4
e
.



Рекурентно задати низови

У претходним лекциjама смо се бавили испитивањем своjстава и рачунањем лимеса експли-
цитно задатих низова, а сада ћемо то радити за рекурентно задате низове. Да поновимо, код
рекурентно задатих низова ће нам бити дато првих неколико чланова као и формула помоћу
коjе можемо рачунати наредне чланове користећи претходне. Ту формулу називамо рекурент-
ном везом. Приликом рачунања граничних вредности овако задатих низова врло често ћемо
користити теорему о монотоном и ограниченом низу, а њихову монотоност и ограниченост ћемо
наjчешће доказивати помоћу математичке индукциjе.

1. Нека jе a < 3 реалан броj. Дат jе низ (an) са a1 = a и an+1 =
3 + an

2
за свако n ∈ N. Испитати

конвергенциjу овог низа.

Решење: Приметимо да jе низ (an) рекурентно задат. Како се у рекурентноj вези дели са 2,
то jе сваки следећи члан низа добро дефинисан, па jе и цео низ добро дефинисан. По услову
задатка jе његов први члан одозго ограничен броjем 3, па нас то може навести на помисао да
су и остали његови чланови одозго ограничени са 3. Покушаjмо зато да докажемо индукциjом
да важи an ⩽ 3 за свако n ∈ N. За n = 1 по услову задатка имамо да jе a1 = a < 3, па jе база
индукциjе испуњена. Претпоставимо сада да jе за неко n ∈ N тврђење испуњено тj. да jе an ⩽ 3

(индуктивна хипотеза) и докажимо да то важи и за n + 1, односно да jе an+1 ⩽ 3. Користећи
индуктивну хипотезу добиjамо

an+1 =
3 + an

2

их
⩽

3 + 3

2
= 3,

па су сви чланови овог низа мањи или jеднаки од 3, те можемо рећи да jе низ (an) ограничен
одозго броjем 3. Докажимо jош и да jе он монотон и посматраjмо разлику an+1 − an са тим
циљем. Имамо да jе

an+1 − an =
3 + an

2
− an =

3 + an − 2an
2

=
3 − an

2
⩾
3 − 3

2
= 0,

jер смо претходно доказали да jе an ⩽ 3 за свако n ∈ N. Из an+1 − an ⩾ 0 следи да jе an+1 ⩾ an
за све n ∈ N, па jе низ (an) растући. Сада, како jе оваj низ растући и ограничен одозго, он jе и
конвергентан на основу теореме, па постоjи lim

n→∞an = L ∈ R. Вредност броjа L ћемо као и раниjе

одређивати тако што пустимо да n→∞ у рекурентноj вези. Зато из an+1 = 3+an

2
имамо L = 3+L

2

и одатле лако добиjамо 2L = 3 +L тj. L = 3. Овим смо коначно доказали да jе lim
n→∞an = 3, чиме

смо завршили задатак.

Коментар: Овде смо имали среће да нас jе информациjа из задатка како jе a1 = a < 3 навела да
помислимо да jе броj 3 jедно горње ограничење посматраног низа, што се испоставило тачним,
а потом смо користећи њу доказали да jе низ растући и тиме малтене завршили задатак.
Међутим, да jе први члан био дат као конкретан броj – на пример a1 = 1, не бисмо могли
на таj начин да закључимо да jе броj 3 (или неки други) горње ограничење низа. Зато у тим
ситуациjама можемо размишљати на следећи начин: уколико би наш низ конвергирао, шта би
му била гранична вредност? Уколико jе то броj L, из рекурентне везе an+1 = 3+an

2
пуштањем

да n → ∞ добиjамо jедначину L = 3+L
2

коjу лако решавамо и добиjамо да jе L = 3 њено jедино
решење. Дакле, на оваj начин смо увидели да уколико низ конвергира, гранична вредност му
мора бити броj 3 и онда би му, у случаjу да jе монотон, броj 3 био горње или доње ограничење,



па можемо покушати да докажемо нешто од та два.
Овако ћемо размишљати убудуће уколико не можемо одмах да уочимо шта би било горње или
доње ограничење рекурентно задатог низа.

2. Нека jе a ∈ R и низ (an) дат са a1 = a и an+1 =
a2n + 6

5
за свако n ∈ N. Испитати конвергенциjу

овог низа уколико jе: а) a ∈ (2,3); б) a > 3.

Решење: а) Наjпре напоменимо да се у рекурентноj вези дели са 5, па jе сваки следећи члан
низа добро дефинисан и зато jе и сам низ добро дефинисан. Приметимо да за први члан a1 из
услова задатка имамо доње и горње ограничење, jер jе a1 ∈ (2,3). Покушаjмо индукциjом да
докажемо да ово важи за све чланове низа. База индукциjе jе испуњена, jер смо већ видели да
jе a1 ∈ (2,3), па претпоставимо зато да за неко n ∈ N важи an ∈ (2,3) (индуктивна хипотеза) и
докажимо да jе и an+1 ∈ (2,3). Из an ∈ (2,3) тj. 2 < an < 3 након квадрирања (чиме се не мења
знак jер су сви броjеви позитивни) добиjамо 4 < a2n < 9, па одатле и

an+1 =
a2n + 6

5

их
>

4 + 6

5
= 2 и an+1 =

a2n + 6

5

их
<

9 + 6

5
= 3.

Зато jе и an+1 ∈ (2,3) и тиме смо индукциjом доказали да jе низ (an) одоздо ограничен броjем
2, а одоздо броjем 3, па jе он ограничен низ. Испитаћемо сада његову монотоност посматраjући
разлику an+1 − an. За свако n ∈ N jе испуњено

an+1 − an =
a2n + 6

5
− an =

a2n + 6 − 5an
5

=
(an − 2)(an − 3)

5
< 0,

jер из претходно доказаног an ∈ (2,3) следи да jе an − 2 > 0 и an − 3 < 0. Зато jе an+1 < an, те jе
оваj низ строго опадаjући, а како смо малопре доказали да jе ограничен, он jе и конвергентан.
Означимо са lim

n→∞an = L ∈ R. Из рекурентне везе an+1 =
a2
n+6
5

пуштаjући да n → ∞ добиjамо

L = L2+6
5

тj. L2 + 6 = 5L. То jе еквивалентно са L2 − 5L + 6 = 0, односно са (L − 2)(L − 3) = 0.
Дакле, постоjе два кандидата за граничну вредност овог низа – то су броjеви 2 и 3 и морамо
да утврдимо коjи од њих то заиста jесте. Сетимо се да jе први члан низа a1 био између броjева
2 и 3 тj. важи 2 < a1 < 3 и оваj низ jе опадаjући, па самим тим његов лимес не може бити
броj 3. Формално, за све n ∈ N важи an ⩽ a1 (jер jе у питању опадаjући низ), па пуштањем да
n → ∞ добиjамо L ⩽ a1 < 3. Зато опциjа L = 3 ниjе могућа и ипак важи L = 2. Дакле, низ (an)
конвергира ка броjу 2 у овом случаjу.
б) На сличан начин као у претходном делу задатка прво можемо утврдити да jе низ добро
дефинисан, а потом инукциjом доказати да за свако n ∈ N важи an > 3, па jе оваj низ одоздо
ограничен броjем 3. А онда видимо и да jе

an+1 − an =
a2n + 6

5
− an =

a2n + 6 − 5an
5

=
(an − 2)(an − 3)

5
> 0,

jер jе an −3 > 0 и an −2 > 0 и зато jе оваj низ строго растући. Иако смо доказали да jе он одоздо
ограничен, jош увек не можемо да применимо теорему (о монотоном и ограниченом низу), jер
jе он растући а нисмо сигурни да ли jе ограничен и одозго. Зато ћемо прво претпоставити
да jесте ограничен одозго и онда по теореми имамо да постоjи lim

n→∞an = L ∈ R. Пуштаjући да

n → ∞ у рекурентноj вези an+1 =
a2
n+6
5

добиjамо jедначину L = L2+6
5

коjу смо у делу а) решили
и видели да су њена решења L = 2 и L = 3. Међутим, како jе у овом случаjу a1 = a > 3 и низ
строго растући, то он не може конвергирати ни ка броjу 2 ни ка броjу 3. Формално, за све n ∈ N
важи an ⩾ a1 (jер jе у питању растући низ), па након пуштања да n→∞ добиjамо L ⩾ a1 > 3 > 2



и зато ниjе могуће да буде ни L = 3 ни L = 2. Дакле, наша претпоставка да jе низ ограничен
одозго ипак ниjе била добра. То значи да jе он строго растући низ коjи ниjе ограничен одозго,
па по теореми важи lim

n→∞an = +∞.

3. Испитати конвергенциjу низа (an) датог са an =

√

2 +

√

2 +
√
2 +⋯ +

√
2, при чему се у прет-

ходном изразу квадратни корен jавља n пута. Дакле, a1 =
√
2, a2 =

√
2 +
√
2, a3 =

√

2 +
√
2 +
√
2

и тако даље.

Решење: Иако jе оваj низ записан у необичном облику, лако можемо приметити рекурентну
везу an+1 =

√
2 + an за свако n ∈ N, као и да jе a1 =

√
2 први члан низа, што нам jе довољно

за његово даље разматрање. Наjпре напоменимо да jе оваj низ очигледно одоздо ограничен
нулом, jер jе квадратни корен ненегативна функциjа. Самим тим jе 2 + an > 0 за свако n ∈ N,
па jе оваj низ добро дефинисан, jер се приликом рачунања сваког следећег члана не може под
кореном поjавити негативна вредност.
Пошто на први поглед нисмо сигурни шта би могло бити његово горње ограничење (и да ли
оно уопште постоjи), применићемо стандардни трик коjи смо обjаснили у коментару након пр-
вог задатка и претпоставити да оваj низ конвергира ка броjу L ∈ R. Штавише, пошто су сви
чланови низа ненегативни, и његова гранична вредност мора бити таква тj. важи L ⩾ 0. Зато,
када пустимо да n →∞ у рекурентноj вези an+1 =

√
2 + an, добиjамо jедначину L =

√
2 +L коjа

jе након квадрирања (обе стране су ненегативне, па их смемо квадрирати) еквивалентна са
L2 = 2 + L. Последње jе еквивалентно са L2 − L − 2 = 0 тj. (L − 2)(L + 1) = 0, па ова jедначина
има два решења: L = 2 и L = −1. Због раниjег закључка да jе L ⩾ 0, мора бити L = 2. Дакле, за
сада смо утврдили да ако jе низ (an) конвергентан, његова гранична вредност мора бити
броj 2. Међутим, морамо имати на уму да jош увек нисмо заиста доказали да он конвергира,
већ ћемо то тек урадити.
Када смо утврдили да оваj низ може конвергирати jедино ка броjу 2 и како jе a1 =

√
2 < 2, поку-

шаjмо да докажемо да jе он одозго ограничен тим броjем тj. да jе за свако n ∈ N испуњено an < 2.

То ћемо урадити помоћу математичке индукциjе. За n = 1 имамо
√
2 < 2, што jе тачно, па jе

база индукциjе испуњена. Претпоставимо сада да jе an < 2 за неко n ∈ N (индуктивна хипотеза)
и докажимо да jе и an+1 < 2. По индуктивноj хипотези имамо да jе an+1 =

√
2 + an <

√
2 + 2 = 2,

jер jе квадратни корен строго растућа функциjа. Зато jе an < 2 за свако n ∈ N, те смо доказали
да jе низ (an) одоздо ограничен броjем 2. Докажимо jош и да jе он растући тj. да jе an+1 ⩾ an
за свако n ∈ N. То можемо урадити на два начина, па ћемо их овде оба илустровати.
Први начин: Користећи да су и an+1 и an ненегативни, па их у неjеднакости можемо квадри-
рати, имамо да jе

an+1 ⩾ an ⇐⇒
√
2 + an ⩾ an ⇐⇒ 2 + an ⩾ a

2
n ⇐⇒ 0 ⩾ a2n − an − 2 ⇐⇒ (an − 2)(an + 1) ⩽ 0.

Последња неjеднакост jе заиста тачна, jер како jе 0 ⩽ an < 2 за свако n ∈ N, то jе an − 2 < 0 и
an + 1 > 0. Дакле, an+1 ⩽ an за свако n ∈ N, па jе оваj низ стварно растући.
Други начин: Овде ћемо доказ да jе an+1 ⩾ an за све n ∈ N спровести математичком индукциjом.
Приметимо прво да jе a2 =

√
2 +
√
2 >
√
2 + 0 =

√
2 = a1, па jе база индукциjе испуњена. Нека jе

сада n ∈ N произвољан и претпоставимо да важи an+1 ⩾ an (индуктивна хипотеза), а докажимо
да jе an+2 ⩾ an+1. Користећи индуктивну хипотезу и чињеницу да jе квадратни корен строго
растућа функциjа имамо да jе заиста

an+2 =
√
2 + an+1

их
⩾
√
2 + an = an+1.



Дакле, доказали смо (на два начина) да jе низ (an) растући, а од раниjе смо знали да jе
одозго ограничен броjем 2, тако да на основу теореме можемо закључити да jе он конвергентан.
Штавише, ако се вратимо на почетак задатка и сетимо се да смо доказали да уколико низ (an)
конвергира, његова гранична вредност мора бити броj 2, сада смо и дефинитивно потврдили
да jе lim

n→∞an = 2.

4. Нека jе a > 0 реалан броj. Дат jе низ (xn) са xn+1 =
1

2
(xn +

a

xn
) за свако n ∈ N, док jе x1 > 0

произвољан позитиван броj. Испитати конвергенциjу овог низа и уколико jе конвергентан, наћи
му граничну вредност.

Решење: Пре свега, лако можемо доказати индукциjом да су сви чланови овог низа добро
дефинисани и позитивни. База jе испуњена, jер jе по услову задатка x1 > 0, док уколико
претпоставимо да jе xn > 0 и добро дефинисан (индуктивна хипотеза), лако видимо да jе
и xn+1 = 1

2
(xn +

a
xn
) добро дефинисан, jер смемо да делимо броjем xn коjи jе позитиван по

индуктивноj хипотези, а такође jе и xn+1 = 1
2
(xn +

a
xn
) > 1

2
⋅ (0 + 0) = 0. На основу тога имамо да

jе оваj низ добро дефинисан и одоздо ограничен нулом. Пре него што кренемо да размишљамо о
монотоности и (евентуалном) горњем ограничењу овог низа, прво ћемо одредити шта би могла
бити његова потенциjална гранична вредност уколико би конвергирао. Нека jе lim

n→∞xn = L ∈ R.

Ако пустимо да n→∞ у рекурентноj вези xn+1 = 1
2
(xn +

a
xn
), добиjамо jедначину L = 1

2
(L + a

L
) ,

коjа jе еквивалентна са L = L2+a
2L

. Уз напомену да jе L ≠ 0 (да би именилац био дефинисан), то
jе даље еквивалентно са 2L2 = L2 +a, односно са L2 = a. Та jедначина има два решења: L = −

√
a

и L =
√
a, а узевши у обзир претходни коментар, треба посебно размотрити и опциjу L = 0.

Дакле, постоjе три могућности за граничну вредност овог низа уколико jе он конвергентан.
Иако смо већ доказали да jе xn > 0 за свако n ∈ N, можемо jош прецизниjе ограничити одоздо
оваj низ. Ако пажљивиjе погледамо рекурентну везу, на десноj страни се налази аритметичка
средина позитивних броjева xn и a

xn
чиjи jе производ константан, па применом АГ неjеднакости

добиjамо да за свако n ∈ N важи

xn+1 =
xn +

a
xn

2
⩾

√

xn ⋅
a

xn
=
√
a.

Дакле, оваj низ jе почев од другог члана ограничен одоздо са
√
a, па зато мора бити и L ⩾

√
a.

Због тога jе L =
√
a jедина могућа опциjа за његову граничну вредност од полазних кандидата

−
√
a, 0 и

√
a. Наравно, jош увек нисмо показали да jе низ (xn) конвергентан, већ све ово

говоримо под претпоставком да jесте. Оно што jесмо показали jесте да jе он ограничен одоздо
(броjем

√
a), па уколико бисмо показали да jе опадаjући, тада бисмо по теореми добили да jе

он конвергентан и потом бисмо дефинитивно знали да jе lim
n→∞xn = L =

√
a (као jедина могућа

опциjа). Покажимо зато да за свако n ⩾ 2 важи xn+1 ⩽ xn. Имамо да jе

xn+1 ⩽ xn ⇐⇒
1

2
(xn +

a

xn
) ⩽ xn ⇐⇒ xn +

a

xn
⩽ 2xn ⇐⇒

a

xn
⩽ xn ⇐⇒ a ⩽ x2

n ⇐⇒
√
a ⩽ xn,

при чему смо у последње две еквиваленциjе користили то што jе xn позитиван, па се множењем
са xn и кореновањем не мења знак неjеднакости. Како jе xn ⩾

√
a за свако n ⩾ 2, то jе и xn+1 ⩽ xn

за све n ⩾ 2, те jе оваj низ опадаjући почев од другог члана. Заjедно са претходним закључцима,
то значи да jе он конвергентан и да jе lim

n→∞xn =
√
a.

5. Низ (an) jе дат са a1 > 0 произвољно и an+1 = an +
1

3a2n
за свако n ∈ N. Одредити ако постоjе:



а) lim
n→∞an; б) lim

n→∞
a3n
n

.

Решење: а) Приметимо наjпре да за свако n ∈ N важи an+1 = an +
1

3a2
n
> an + 0 = an, jер jе

1
3a2

n
> 0, па jе ово jедан строго растући низ, а како му jе први члан позитиван, сви његови

чланови су такви. То значи да приликом рачунања сваког следећег члана не долази до дељења
нулом (пошто jе 3a2n > 0), па jе оваj низ добро дефинисан и можемо прећи на испитивање његове
конвергенциjе. Како на први поглед не можемо да одредимо шта би могло бити његово горње
ограничење, напоменимо да, с обзиром да jе ово строго растући низ, постоjе две могућности –
или jе он ограничен одозго, па по теореми постоjи lim

n→∞an = L ∈ R или ниjе ограничен одозго,
па jе lim

n→∞an = +∞. Претпоставимо да важи ово прво. Пошто jе оваj низ растући то jе an ⩾ a1

за свако n ∈ N, па након пуштања да n → ∞ добиjамо L ⩾ a1 > 0 тj. L > 0. Када у рекурентноj
вези an+1 = an + 1

3a2
n

пустимо да n → ∞, добиjамо L = L + 1
3L2 тj. 1

3L2 = 0 што ниjе могуће ни за
jедан позитиван реалан броj L. Зато jе наша претпоставка нетачна, па важи ово друго тj. да
низ (an) ниjе ограничен одозго, те jе lim

n→∞an = +∞.

б) На основу дела а) знамо да jе тражени лимес lim
n→∞

a3
n

n
неодређеног облика ∞∞ . Пошто jе низ n

у имениоцу растућ и тежи ка +∞, пробаћемо да применимо Штолцову теорему. Сада рачунамо

lim
n→∞

a3n+1 − a
3
n

n + 1 − n
= lim

n→∞

(an +
1

3a2
n
)
3
− a3n

1
= lim

n→∞(a
3
n + 3a

2
n ⋅

1

3a2n
+ 3an ⋅

1

9a4n
+

1

27a6n
− a3n) =

= lim
n→∞(1 +

1

3a3n
+

1

27a6n
) = 1 +

1

3 ⋅ (+∞)
+

1

27 ⋅ (+∞)
= 1 + 0 + 0 = 1

и на основу Штолцове теореме закључуjемо да jе и lim
n→∞

a3
n

n
= 1.

6. Нека jе низ (an) дат са a1 > 0 произвољно и an+1 =
√

a2n +
1

a2n
за свако n ∈ N. Одредити ако

постоjе:

а) lim
n→∞an; б) lim

n→∞
a4n
n

.

Решење: а) Докажимо прво индукциjом да су сви чланови овог низа добро дефинисани и
позитивни. За n = 1 из услова задатка знамо да jе a1 > 0 добро дефинисан, па jе база индукциjе
задовољена. Зато претпоставимо да за неко n ∈ N важи an > 0 (индуктивна хипотеза). Тада jе
a2n+

1
a2
n

добро дефинисан израз, jер се дели са позитивним броjем a2n и позитиван jе, jер су a2n > 0 и
1
a2
n
> 0 по индуктивноj хипотези. Зато jе an+1 добро дефинисан и важи an+1 =

√
a2n +

1
a2
n
>
√
0 = 0.

На основу принципа математичке индукциjе закључуjемо да су сви чланови овог низа добро
дефинисани и позитивни, па jе ово jедан добро дефинисан низ. Користећи рекурентну везу и
управо доказану позитивност свих чланова овог низа имамо да jе an+1 =

√
a2n +

1
a2
n
>
√
a2n + 0 =

√
a2n = ∣an∣ = an за све n ∈ N што значи да jе (an) строго растући низ. Као и у прошлом задатку,

постоjе две могућности – он jе или ограничен одозго и конвергира ка неком броjу L ∈ R или
ниjе ограничен одозго и одређено дивергира ка +∞. Претпоставимо да важи прва опциjа и
нека jе зато lim

n→∞an = L ∈ R. Пошто jе низ растући, то за свако n ∈ N важи an ⩾ a1, а онда jе и

L = lim
n→∞an ⩾ a1 > 0, односно L > 0. Када пустимо да n→∞ у рекурентноj вези an+1 =

√
a2n +

1
a2
n
,

добиjамо jедначину L =
√

L2 + 1
L2 . Након квадрирања (што смемо, jер су обе стране позитивне)

та jедначина jе еквивалентна са L2 = L2+ 1
L2 тj. са 1

L2 = 0, што ниjе могуће ни за jедан позитиван
реалан броj L. Зато ипак важи друга опциjа, односно lim

n→∞an = +∞.

б) Оваj лимес jе неодређеног облика ∞
∞ , па пошто jе низ у имениоцу растући и тежи ка +∞,



пробаћемо да искористимо Штолцову теорему. Имамо да jе

lim
n→∞

a4n+1 − a
4
n

n + 1 − n
= lim

n→∞

(a2n +
1
a2
n
)
2
− a4n

1
= lim

n→∞(a
4
n + 2a

2
n ⋅

1

a2n
+

1

a4n
− a4n) = lim

n→∞(2 +
1

a4n
) = 2+

1

+∞
= 2,

те на основу Штолцове теореме закључуjемо да jе и lim
n→∞

a4
n

n
= 2.

7. Нека jе низ (xn) такав да jе x1 > 0 произвољно и xn+1 =
xn

x2
n + 1

за свако n ∈ N. Израчунати

(ако постоjе):
а) lim

n→∞xn; б) lim
n→∞ (n ⋅ x

2
n) .

Решење: а) Приметимо прво да jе оваj низ добро дефинисан, jер се у рекурентноj вези дели са
броjем x2

n+1 коjи jе свакако позитиван. Индукциjом можемо лако показати да jе xn > 0 за свако
n ∈ N. Заиста, по услову задатка jе x1 > 0, па jе база индукциjе задовољена. Претпоставимо
сада да за неко n ∈ N важи xn > 0 (индуктивна хипотеза) докажимо да jе и xn+1 > 0. Како jе
xn > 0 и x2

n + 1 > 0+ 1 = 1 по индуктивноj хипотези, то jе и xn+1 > 0 као количник два позитивна
броjа. Према томе, низ (xn) jе ограничен одоздо нулом. Сада ћемо испитати његову монотоност.
Имамо да jе

xn+1 − xn =
xn

x2
n + 1

− xn =
xn − (x

2
n + 1)xn

x2
n + 1

=
xn − x

3
n − xn

x2
n + 1

= −
x3
n

x2
n + 1

< 0,

jер jе по претходно доказаном x3
n > 0 и x2

n + 1 > 0 + 1 = 1 > 0. То значи да jе xn+1 < xn за свако
n ∈ N, па jе оваj низ строго опадаjући, а како смо већ доказали да jе ограничен одоздо, то
jе он и конвергентан. Означимо са lim

n→∞xn = L ∈ R. Пуштањем да n → ∞ у рекурентноj вези

xn+1 = xn

x2
n+1 , добиjамо jедначину L = L

L2+1 коjа jе еквивалентна са L(L2 + 1) = L. Последње jе
еквивалентно са L3 +L = L тj. са L3 = 0. Одатле видимо да jе L = 0 jедино решење те jедначине
и самим тим гранична вредност овог низа. Другим речима, важи lim

n→∞xn = 0.

б) На основу претходног дела задатка, видимо да jе оваj лимес неодређеног облика ∞ ⋅ 0.
Не можемо одмах применити Штолцову теорему као у претходним задацима, jер лимес коjи
рачунамо ниjе у облику количника два низа. Зато ћемо прво израчунати lim

n→∞
1

nx2
n

помоћу
Штолцове теореме, а потом и тражени лимес. Имамо да jе

lim
n→∞

1

nx2
n

= lim
n→∞

1
x2
n

n
= lim

n→∞

1
x2
n+1
− 1

x2
n

n + 1 − n
= lim

n→∞

(x2
n+1)2
x2
n
− 1

x2
n

1
= lim

n→∞
x4
n + 2x

2
n + 1 − 1

x2
n

=

= lim
n→∞

x4
n + 2x

2
n

x2
n

= lim
n→∞

x2
n(x

2
n + 2)

x2
n

= lim
n→∞(x

2
n + 2) = 0

2
+ 2 = 2.

Напоменимо само да у претходном рачуну нисмо одмах знали да важи друга jеднакост, већ jе
таj закључак уследио по Штолцовоj теореми тек након што смо показали да одговараjући

лимес lim
n→∞

1
x2
n+1
− 1

x2
n

n + 1 − n
постоjи. Сада jедноставно можемо израчунати да jе lim

n→∞nx2
n = lim

n→∞
1
1

nx2
n

=

1

2
.

Подсетник: Раниjе смо доказали Бернулиjеву неjеднакост тj. да за свако n ∈ N и x > −1 важи
(1 + x)n ⩾ 1 + nx. Након тога смо извели закључак да jеднакост (1 + x)n = 1 + nx важи акко jе
n = 1 или x = 0.

8. Дат jе низ (xn) са x1 > 0 произвољно и xn+1 = 4
√
1 + 4xn − 1 за свако n ∈ N. Испитати



конвергенциjу овог низа.

Решење: Докажимо прво помоћу математичке индукциjе да су сви чланови овог низа добро
дефинисани и позитивни с обзиром да о његовом првом члану имамо само информациjу да
jе позитиван. База индукциjе следи директно по услову задатка, jер jе x1 > 0. Претпоставимо
сада да за неко n ∈ N важи да jе xn добро дефинисан и xn > 0 (индуктивна хипотеза) и
докажимо да jе и члан xn+1 добро дефинисан и позитиван. Прво, из xn > 0 можемо закључити
1 + 4xn > 1 + 4 ⋅ 0 = 1, па jе xn+1 = 4

√
1 + 4xn − 1 добро дефинисан, jер се под кореном налази

позитивна вредност. Такође, имамо и да jе xn+1 = 4
√
1 + 4xn − 1 > 4

√
1 − 1 = 1 − 1 = 0, па по

принципу математичке индукциjе следи да jе низ (xn) добро дефинисан и да су сви његови
чланови позитивни броjеви. То значи да jе он одоздо ограничен нулом, па ћемо покушати да
докажемо да jе и опадаjући. Имамо да jе

xn+1 ⩽ xn ⇐⇒
4
√
1 + 4xn − 1 ⩽ xn ⇐⇒

4
√
1 + 4xn ⩽ 1 + xn ⩽ ⇐⇒ 1 + 4xn ⩽ (1 + xn)

4,

при чему смо у последњоj еквиваленциjи користили да су обе стране неjеднакости позитивне,
па се степеновањем са броjем 4 не мења знак неjеднакости. Знаjући да jе xn > 0 > −1 из
Бернулиjеве неjеднакости имамо да jе (1 + xn)

4 ⩾ 1 + 4xn, па jе зато xn+1 ⩽ xn за свако n ∈ N
и последично jе низ (xn) опадаjући. То значи да jе он конвергентан, jер смо већ доказали да
jе одоздо ограничен нулом, па ћемо означити са lim

n→∞xn = L ∈ R. Како jе xn ⩾ 0 за свако n ∈ N,
то jе и L = lim

n→∞xn ⩾ 0. Да бисмо одредили броj L, вратићемо се на рекурентну везу xn+1 =
4
√
1 + 4xn − 1 и пустити да n →∞. Тако добиjамо jедначину L =

4
√
1 + 4L − 1 тj. 1 + L = 4

√
1 + 4L.

Можемо jе степеновати броjем 4, jер су обе стране у њоj ненегативне и добити њоj еквивалентну
jедначину (1+L)4 = 1+4L. Приметимо да jе ова jедначина заправо случаj када важи jеднакост
у Бернулиjевоj неjеднакости (1+L)4 ⩾ 1+4L (Бернулиjева неjеднакост се овде може применити
пошто jе L ⩾ 0 > −1). Како се та jеднакост може достићи на два начина, када jе 4 = 1 или L = 0,
а прва опциjа евидентно ниjе могућа, то мора бити L = 0. Зато jе lim

n→∞xn = 0.



Поднизови и тачке нагомилавања
низа

Дефинициjа: За реалан низ (an) кажемо да jе периодичан са периодом T ∈ N уколико за свако
n ∈ N важи an+T = an.
Дефинициjа: Нека jе (an)n∈N низ реалних броjева и (nk)k∈N строго растући низ природ-
них броjева чиjи су чланови n1 < n2 < ... < nk < ... . Тада за низ (ank

)k∈N чиjи су чланови
an1 , an2 , an3 , ..., ank

, ... кажемо да jе подниз низа (an)n∈N.
Пример: Нека jе (an) реални низ. Уколико одаберемо nk = 2k добиjамо подниз (a2k)k∈N чиjи су
чланови сви чланови датог низа (an) са парним индексима. Бираjући nk = 5k+2, k ∈ N0 добиjа-
мо подниз (a5k+2)k∈N0 са члановима a2, a7, a12, ..., a52, a57, ..., a502, ... датог низа, док бираjући да
jе nk = k2 добиjамо подниз (ak2)k∈N са члановима a1, a4, a9, a16, ..., a225, ..., a2025, ... датог низа.

Дефинициjа: За тачку a ∈ R кажемо да jе тачка нагомилавања низа (an) ако постоjи његов
подниз (ank

) такав да jе lim
k→∞ank

= a. Са T (an) обележавамо скуп свих тачака нагомилавања
низа (an). Наjмању тачку нагомилавања низа (an) тj. минимум скупа T (an) називамо лимес
инфериор овог низа и обележавамо га са lim inf

n→∞ an или lim
n→∞an. Слично, наjвећу тачку нагомила-

вања низа (an) тj. максимум скупа T (an) називамо лимес супериор овог низа и обележавамо
га са lim sup

n→∞ an или lim
n→∞an.

Пример: Нека jе an = (−1)n. Знамо да jе an = 1 за парне n и an = −1 за непарне n, па важи
an+2 = an за свако n ∈ N, те jе оваj низ периодичан са периодом 2. Посматраjмо подниз овог
низа за коjи jе nk = 2k тj. подниз (a2k)k∈N (чиjи су индекси парни). Пошто jе a2k = (−1)2k = 1 за
свако k ∈ N, видимо да су сви његови чланови jеднаки 1, па самим тим оваj подниз ковергира ка
1. Слично, можемо посматрати и подниз за коjи jе nk = 2k + 1, где k ∈ N0, тj. подниз (a2k+1)k∈N0

(чиjи су индекси непарни). Из тога што jе a2k+1 = (−1)2k+1 = −1 за свако k ∈ N0 имамо да таj
подниз конвергира ка −1. Зато су броjеви −1 и 1 две тачке нагомилавања овог низа.
Коментар: Након што наведемо одговараjуће теореме утврдићемо да су ово и jедине две тачке
нагомилавања овог низа.

Следећа теорема нам говори о егзистенциjи тачака нагомилавања ограниченог низа.

Теорема [Болцано–Ваjерштрас]: Сваки ограничен низ реалних броjева има бар jедну тачку
нагомилавања у R.

Такође, евидентно jе да уколико низ ниjе ограничен, jедна од његових тачака нагомилавања
jе −∞ или +∞. Наредно тврђење обjедињуjе ово запажање са Болцано–Ваjерштрасовом теоре-
мом.

Теорема: Сваки низ реалних броjева има бар jедну тачку нагомилавања у R.

Следеће тврђење говори о томе како се конвергенциjа низа може описати у контексту његових
тачака нагомилавања.

Теорема: Низ (an) конвергира акко има само jедну, и то коначну, тачку нагомилавања.
Другим речима, за L ∈ R важи

lim
n→∞an = L ⇐⇒ lim

n→∞an = L = lim
n→∞an.

Наравно, ово значи да уколико низ (an) конвергира ка броjу L, онда и сваки његов подниз



(ank
) конвергира ка броjу L. Ту чињеницу смо већ jедном употребили раниjе у лекциjи Моно-

тони и ограничени низови.

Навешћемо jош jедно тврђење коjе нам описуjе поступак коjим налазимо све тачке нагомила-
вања (у R) неког низа.

Теорема: Ако jе низ (an) записан као униjа своjих k поднизова, где k ∈ N, и притом први
подниз тежи ка L1 ∈ R, други ка L2 ∈ R и тако даље, k-ти подниз тежи ка Lk ∈ R, тада су све
тачке нагомилавања овог низа T (an) = {L1, L2, ..., Lk}.
Пример: Вратимо се на низ an = (−1)n и одредимо све његове тачке нагомилавања. Горе смо
га раздвоjили на два његова подниза – jедан са непарним индексима и други са парним индек-
сима. Закључули смо да први конвергира ка −1, а други ка 1. Како ова два подниза у униjи
даjу цео низ, то су ово jедине тачке нагомилавања тог низа, односно важи T (an) = {−1,1}.
Зато jе lim inf

n→∞ an = −1 и lim sup
n→∞ an = 1. Из тога можемо и закључити нешто што смо већ одавно

доказали, а то jе да оваj низ дивергира.

1. Наћи све тачке нагомилавања низа an = 1 + n2

n2 + 5 ⋅ cos nπ2 , као и lim inf
n→∞ an и lim sup

n→∞ an.

Решење: Када бисмо пробали да израчунамо lim
n→∞an (наравно, таj лимес не постоjи што ћемо

убрзо и видети), добили бисмо

lim
n→∞(1 + n2

n2 + 5 ⋅ cos nπ2 ) = lim
n→∞1 + lim

n→∞
n2

n2 + 5 ⋅ limn→∞ cos
nπ

2
= 1 + lim

n→∞
��n2

��n2 (1 + 5
n2 ) ⋅ limn→∞ cos

nπ

2
=

= 1 + 1

1 + 0 ⋅ limn→∞ cos
nπ

2
= 1 + lim

n→∞ cos
nπ

2
.

Примећуjемо да нам „проблем” ствара низ bn = cos nπ
2

, jер имамо да jе b1 = 0, b2 = −1, b3 =
0, b4 = 1, b5 = 0 = b1, b6 = −1 = b2 и тако даље, па се чини да jе оваj низ периодичан са периодом
4. Докажимо ово и формално. За свако n ∈ N имамо да jе

bn+4 = cos (n + 4)π
2

= cos nπ + 4π
2

= cos(nπ
2
+ 2π) = cos nπ

2
= bn,

при чему смо у рачуну користили 2π-периодичност функциjе cosx и добили да jе низ (bn) заиста
периодичан са периодом 4. Зато га можемо поделити на четири подниза (коjи у униjи даjу цео
таj низ) у зависности од тога коjи остатак даjе индекс при дељењу са 4. Дакле, посматраћемо
поднизове (b4k+1)k∈N0 , (b4k+2)k∈N0 , (b4k+3)k∈N0 и (b4k)k∈N.

1○ n = 4k, k ∈ N ∶ У овом случаjу jе bn = b4k = b4 = 1 за свако n ∈ N овог облика, па имамо да jе

lim
n→∞an = lim

n→∞(1 + n2

n2 + 5 ⋅ bn) = 1 + 1 ⋅ limn→∞ bn = 1 + lim
n→∞1 = 1 + 1 = 2.

2○ n = 4k + 1, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе bn = b4k+1 = b1 = 0 за свако n ∈ N овог облика, па jе зато

lim
n→∞an = lim

n→∞(1 + n2

n2 + 5 ⋅ bn) = 1 + 1 ⋅ limn→∞ bn = 1 + lim
n→∞0 = 1 + 0 = 1.

3○ n = 4k + 2, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе bn = b4k+2 = b2 = −1 за свако n ∈ N овог облика, па имамо
lim
n→∞an = lim

n→∞(1 + n2

n2 + 5 ⋅ bn) = 1 + 1 ⋅ limn→∞ bn = 1 + lim
n→∞(−1) = 1 − 1 = 0.

4○ n = 4k + 3, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе bn = b4k+3 = b3 = 0 за свако n ∈ N овог облика, па jе зато

lim
n→∞an = lim

n→∞(1 + n2

n2 + 5 ⋅ bn) = 1 + 1 ⋅ limn→∞ bn = 1 + lim
n→∞0 = 1 + 0 = 1.



На оваj начин смо пронашли све тачке нагомилавања низа (an), те jе T (an) = {0,1,2}, lim inf
n→∞ an =

0 и lim sup
n→∞ an = 2.

2. Дат jе низ an = n
√
2n + 5n⋅(−1)n . Одредити његове тачке нагомилавања, као и lim

n→∞an и lim
n→∞an.

Решење: Приметимо да нам овде, као и у горе урађеном примеру, jедини „проблем” за кон-
вергенциjу низа (an) прави низ bn = (−1)n. Како jе (bn) периодичан низ са периодом 2 (jер су
његови чланови −1 и 1, наизменично), то ћемо га поделити на два подниза на основу остатка
коjи његов индекс даjе при дељењу са 2 (тj. на основу парности индекса). Другим речима,
посматраћемо поднизове (b2k+1)k∈N0 и (b2k)k∈N.

1○ n = 2k + 1, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе bn = b2k+1 = (−1)2k+1 = −1 за све n ∈ N овог облика, па

jе an = n
√
2n + 5n⋅(−1) = n

√
2n + 5−n = n

√
2n + (1

5
)n. Зато, користећи од раниjе изведену формулу

имамо

lim
n→∞an = lim

n→∞
n

√
2n + (1

5
)n =max{2, 1

5
} = 2.

2○ n = 2k, k ∈ N ∶ У овом случаjу jе bn = b2k = (−1)2k = 1 за све n ∈ N овог облика, па jе an =
n
√
2n + 5n⋅1 = n

√
2n + 5n. Зато, имамо да jе

lim
n→∞an = lim

n→∞
n
√
2n + 5n =max{2,5} = 5.

Сада лако можемо констатовати да jе T (an) = {2,5}, lim
n→∞an = 2 и lim

n→∞an = 5.
3. Нека jе низ (an) дат са an = (−1)n (1 + 1

n
)n + n

n + 1 sin
2nπ

3
+ lnn

n!
. Одредити све његове тачке

нагомилавања.

Решење: Размишљамо на исти начин као у претходним задацима – желимо да видимо како
бисмо рачунали лимес низа an, па имамо

lim
n→∞an = lim

n→∞((−1)n (1 + 1

n
)n + n

n + 1 sin
2nπ

3
+ lnn

n!
) .

Како jе lim
n→∞ (1 + 1

n
)n = e, lim

n→∞ n
n+1 = lim

n→∞ �n
�n(1+ 1

n
) = 1

1+0 = 1 и lim
n→∞ lnn

n!
= 0 на основу поредбене

скале, то jе

lim
n→∞an = lim

n→∞(−1)n ⋅ e + 1 ⋅ limn→∞ sin
2nπ

3
+ 0 = e lim

n→∞(−1)n + lim
n→∞ sin

2nπ

3
.

Можемо приметити да овде „проблем” праве низови bn = (−1)n и cn = sin 2nπ
3

. Већ смо видели
да jе низ (bn) периодичан са периодом 2, док за низ (cn) можемо израчунати првих неколико
чланова: c1 = sin 2π

3
= √3

2
, c2 = sin 4π

3
= −√3

2
, c3 = sin(2π) = 0, c4 = sin 8π

3
= sin 2π

3
= c1, c5 =

sin 10π
3
= sin 4π

3
= c2 и тако даље. Чини се да jе он периодичан са периодом 3, а то лако можемо

и доказати користећи 2π-периодичност функциjе sinx на следећи начин:

cn+3 = sin 2(n + 3)π
3

= sin 2nπ + 6π
3

= sin(2nπ
3
+ 2π) = sin 2nπ

3
= cn, за свако n ∈ N.

С обзиром да због низа (bn) (коме jе период 2) желимо да посматрамо његов индекс по модулу
2, а због низа (cn) (коме jе период 3) желимо да посматрамо његов индекс по модулу 3, знаjући
да jе НЗС(2,3) = 6 посматраћемо индекс низа (an) по модулу 6. Зато ћемо га поделити на шест
поднизова (a6k+1)k∈N0 , (a6k+2)k∈N0 , (a6k+3)k∈N0 , (a6k+4)k∈N0 , (a6k+5)k∈N0 и (a6k)k∈N и испитати
конвергенциjу сваког од њих. Пре него што то и урадимо, напоменимо да ћемо овакве задат-
ке увек радити на таj начин - уочимо низове коjи праве „проблем” за конвергенциjу



полазног низа, видимо по ком модулу треба да посматрамо њихове индексе у за-
висности од тога коjи jе њихов период, па затим посматрамо индексе почетног низа
по НЗС-у свих тих модулова и тако га поделимо на поднизове.

1○ n = 6k + 1, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе b6k+1 = b1 = −1 и c6k+1 = c1 = √3
2
за свако k ∈ N0, те jе

lim
k→∞a6k+1 = e lim

k→∞ b6k+1 + lim
k→∞ c6k+1 = e lim

k→∞(−1) + lim
k→∞

√
3

2
= −e + √3

2
.

2○ n = 6k + 2, k ∈ N0 ∶ Сада jе b6k+2 = b2 = 1 и c6k+2 = c2 = −√3
2
за свако k ∈ N0, па jе

lim
k→∞a6k+2 = e lim

k→∞ b6k+2 + lim
k→∞ c6k+2 = e lim

k→∞1 + lim
k→∞(−

√
3

2
) = e − √3

2
.

3○ n = 6k + 3, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе b6k+3 = b3 = b1 = −1 и c6k+3 = c3 = 0 за свако k ∈ N0, те jе

lim
k→∞a6k+3 = e lim

k→∞ b6k+3 + lim
k→∞ c6k+3 = e lim

k→∞(−1) + lim
k→∞0 = −e.

4○ n = 6k + 4, k ∈ N0 ∶ У овом случаjу jе b6k+4 = b4 = b2 = 1 и c6k+4 = c4 = c1 = √3
2
за свако k ∈ N0,

те jе

lim
k→∞a6k+4 = e lim

k→∞ b6k+4 + lim
k→∞ c6k+4 = e lim

k→∞1 + lim
k→∞

√
3

2
= e + √3

2
.

5○ n = 6k + 5, k ∈ N0 ∶ Сада jе b6k+5 = b5 = b1 = −1 и c6k+5 = c5 = c2 = −√3
2
за свако k ∈ N0, па jе зато

lim
k→∞a6k+5 = e lim

k→∞ b6k+5 + lim
k→∞ c6k+5 = e lim

k→∞(−1) + lim
k→∞(−

√
3

2
) = −e − √3

2
.

6○ n = 6k, k ∈ N ∶ Овде jе b6k = b2 = 1 и c6k = c3 = 0 за свако k ∈ N0, те jе

lim
k→∞a6k = e lim

k→∞ b6k + lim
k→∞ c6k = e lim

k→∞1 + lim
k→∞0 = e.

Зато jе T (an) = {−e + √3
2
, e − √3

2
, −e, e + √3

2
, −e − √3

2
, e}.

4. (Септембар 1 2024) Дати су низови an = 2n3 − 4n2 + 1
5n3 + 3n + n4

и bn = 1
6
√
n6 + 1 + 1

6
√
n6 + 2 + ⋅ ⋅ ⋅ +

1
6
√
n6 + 2n . Одредити тачке нагомилавања низа cn = an ⋅ sin (n! + 1) + (−1)nbn cos nπ

2
.

Да ли постоjи lim
n→∞ cn?

Решење: Наjпре напоменимо да смо раниjе (у претходним лекциjама) већ утврдили да су
низови (an) и (bn) конвергентни и да jе lim

n→∞an = 0 и lim
n→∞ bn = 2. Зато можемо прво закључити

да jе lim
n→∞ (an ⋅ sin (n! + 1)) = 0, jер низ (an) тежи нули, а низ sin (n! + 1) jе ограничен пошто jе

∣sin (n! + 1)∣ ⩽ 1 за све n ∈ N. Зато, када бисмо пробали да израчунамо lim
n→∞ cn, имали бисмо

lim
n→∞ cn = lim

n→∞(an ⋅ sin (n! + 1) + (−1)nbn cos nπ2 ) =
= lim

n→∞ (an ⋅ sin (n! + 1)) + lim
n→∞(−1)n ⋅ limn→∞ bn ⋅ lim

n→∞ cos
nπ

2
= 0 + lim

n→∞(−1)n ⋅ 2 ⋅ limn→∞ cos
nπ

2
=

= 2 lim
n→∞(−1)n ⋅ limn→∞ cos

nπ

2
,

па ћемо посебно разматрати низове (−1)n и cos nπ
2
.





Кошиjеви низови

У овом одељку дефинисаћемо поjам Кошиjевог низа и видети у каквоj jе он вези са конверген-
циjом. Испоставља се да jе у задацима у коjима се испитуjе конвергенциjа низова, а не могу
се ефикасно употребити до сада познате методе, наjлакше испитати да ли jе дати низ Кошиjев
или ниjе, па тако закључити да ли jе конвергентан.

Дефинициjа: За низ (an) кажемо да jе Кошиjев уколико важи

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N) m,n ⩾ n0 ⇒ ∣am − an∣ < ε,

што се еквивалентно може формулисати и као

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ⩾ n0)(∀p ∈ N) ∣an+p − an∣ < ε.

Теорема [Кошиjев критериjум конвергенциjе низова]: Низ реалних броjева jе конвер-
гентан ако и само ако jе Кошиjев.

Као што смо већ на почетку рекли, након што испитамо да ли jе неки низ Кошиjев, помоћу
ове теореме можемо одмах закључити и да ли jе конвергентан или ниjе.

1. Доказати да jе низ an =
cos(ln 1)

1 ⋅ 2
+
cos(ln 2)

2 ⋅ 3
+⋯ +

cos(lnn)

n(n + 1)
конвергентан.

Решење: Пробаћемо да докажемо да jе оваj низ Кошиjев, одакле би следило тврђење задатка.
Дакле, доказуjемо да за свако ε > 0 постоjи индекс n0 ∈ N такав да за све природне броjеве
n ⩾ n0 и p ∈ N важи ∣an+p − an∣ < ε. Нека jе зато ε > 0 произвољно и желимо да нађемо овакво
n0. Како бисмо успели у томе, циљ jе да разлику ∣an+p − an∣ упростимо и ограничимо одозго
изразом коjи не зависи од броjа p, а потом видимо почев од ког n0 ∈ N ће таj израз бити мањи
од ε. Имамо да jе

∣an+p − an∣ = ∣
��

���cos(ln 1)

1 ⋅ 2
+
��

���cos(ln 2)

2 ⋅ 3
+⋯ +

���
��cos(lnn)

n(n + 1)
+
cos(ln(n + 1))

(n + 1)(n + 2)
+⋯ +

cos(ln(n + p))

(n + p)(n + p + 1)

−(
�����cos(ln 1)

1 ⋅ 2
+
���

��cos(ln 2)

2 ⋅ 3
+⋯ +

��
���cos(lnn)

n(n + 1)
)∣ = ∣

cos(ln(n + 1))

(n + 1)(n + 2)
+ ⋯ +

cos(ln(n + p))

(n + p)(n + p + 1)
∣ .

Последњи израз се не може нарочито средити због броjилаца, али се може одозго ограничити
користећи неjеднакост многоугла и ограниченост косинусне функциjе. Зато jе

∣an+p − an∣ = ∣
cos(ln(n + 1))

(n + 1)(n + 2)
+
cos(ln(n + 2))

(n + 2)(n + 3)
+ ⋯ +

cos(ln(n + p))

(n + p)(n + p + 1)
∣ ⩽

∣
cos(ln(n + 1))

(n + 1)(n + 2)
∣ + ∣

cos(ln(n + 2))

(n + 2)(n + 3)
∣ + ⋯ + ∣

cos(ln(n + p))

(n + p)(n + p + 1)
∣ =
∣cos(ln(n + 1))∣

(n + 1)(n + 2)
+
∣cos(ln(n + 2))∣

(n + 2)(n + 3)
+⋯

+
∣cos(ln(n + p))∣

(n + p)(n + p + 1)
⩽

1

(n + 1)(n + 2)
+

1

(n + 2)(n + 3)
+⋯ +

1

(n + p)(n + p + 1)
.

Последњу суму већ можемо израчунати користећи трик од раниjе, па jе зато

∣an+p − an∣ ⩽
1

(n + 1)(n + 2)
+

1

(n + 2)(n + 3)
+⋯ +

1

(n + p)(n + p + 1)
=

=
(n + 2) − (n + 1)

(n + 1)(n + 2)
+
(n + 3) − (n + 2)

(n + 2)(n + 3)
+⋯ +

(n + p + 1) − (n + p)

(n + p)(n + p + 1)
=

1

n + 1
−
�
�
�1

n + 2
+
�

�
�1

n + 2
−
�

�
�1

n + 3
+⋯



+
�
�
�1

n + p
−

1

n + p + 1
=

1

n + 1
−

1

n + p + 1
<

1

n + 1
за све n, p ∈ N,

при чему смо на краjу користили да jе умањилац 1
n+p+1

позитиван и помоћу тога успели да
оценимо одозго ∣an+p − an∣ изразом коjи не зависи од броjа p. Сада jе већ ситуациjа много
jедноставниjа, jер сетимо се да jе циљ био израз ∣an+p − an∣ начинити мањим од ε почев од
индекса n0, па како смо управо доказали да jе ∣an+p−an∣ < 1

n+1
, уколико обезбедимо да jе 1

n+1
⩽ ε

за n ⩾ n0, заиста ће бити и ∣an+p − an∣ < ε за све n ⩾ n0. Како jе 1
n+1
⩽ ε⇔ n + 1 ⩾ 1

ε
⇔ n ⩾ 1

ε
− 1,

то можемо узети n0 = [
1
ε
− 1] + 1 уколико jе 1

ε
− 1 ⩾ 0 односно n0 = 1 уколико jе 1

ε
− 1 < 0. На таj

начин смо постигли да за све n ⩾ n0 и p ∈ N важи 1
n+1
⩽ ε, па jе и ∣an+p −an∣ < ε. Дакле, низ (an)

jе Кошиjев и самим тим конвергентан.

Коментар: Напоменимо да помоћу Кошиjевог критериjума можемо само да докажемо да низ
конвергира, али не и да одредимо шта jе његова гранична вредност. Међутим, она се ниjе ни
тражила у задатку.

2. Испитати конвергенциjу низа an = 1 +
1

22
+

1

32
+⋯ +

1

n2
.

Решење: Доказаћемо да jе оваj низ Кошиjев како бисмо закључили да конвергира. Нека jе
зато ε > 0 произвољно. Тражимо n0 ∈ N такво да за све природне броjеве n ⩾ n0 и p ∈ N важи
∣an+p − an∣ < ε. Са тим циљем, упростићемо и одозго ограничити разлику ∣an+p − an∣ изразом
коjи не зависи од броjа p на следећи начин:

∣an+p − an∣ = ∣�1 +
�
��1

22
+
�
��1

32
+⋯ +

�
��1

n2
+

1

(n + 1)2
+

1

(n + 2)2
+⋯ +

1

(n + p)2
− (�1 +

�
��1

22
+
�
��1

32
+⋯ +

�
��1

n2
)∣ =

= ∣
1

(n + 1)2
+

1

(n + 2)2
+⋯ +

1

(n + p)2
∣ =

1

(n + 1)2
+

1

(n + 2)2
+⋯ +

1

(n + p)2
.

Ниjе jедноставно средити последњи израз, али jесте ограничити га одозго користећи неjедна-
кости (n + 1)2 > n(n + 1), (n + 2)2 > (n + 1)(n + 2), ... , (n + p)2 > (n + p − 1)(n + p), а потом се
добиjени израз може средити на сличан начин као у претходном задатку. Имамо да jе

∣an+p − an∣ =
1

(n + 1)2
+

1

(n + 2)2
+⋯+

1

(n + p)2
<

1

n(n + 1)
+

1

(n + 1)(n + 2)
+⋯+

1

(n + p − 1)(n + p)
=

=
(n + 1) − n

n(n + 1)
+
(n + 2) − (n + 1)

(n + 1)(n + 2)
+⋯ +

(n + p) − (n + p − 1)

(n + p − 1)(n + p)
=
1

n
−
�

�
�1

n + 1
+
�

�
�1

n + 1
−
�
�
�1

n + 2
+⋯

+
���

��1

n + p − 1
−

1

n + p
=
1

n
−

1

n + p
<
1

n
за све n, p ∈ N,

при чему смо користили да jе умањилац 1
n+p

позитиван за све природне n и p. Одатле jе
∣an+p − an∣ <

1
n

за све n, p ∈ N, па уколико важи 1
n
< ε, важиће и ∣an+p − an∣ < ε што смо желели.

Пошто jе 1
n
< ε еквивалентно са n > 1

ε
, можемо одабрати n0 = [

1
ε
] + 1. Сада, из свега претходног

имамо да за све природне броjеве n ⩾ n0 и p ∈ N важи ∣an+p − an∣ < ε, па jе дати низ Кошиjев, а
зато и конвергентан.

3. Испитати конвергенциjу низа an =
sin(1!)

2
+
sin(2!)

22
+⋯ +

sin(n!)

2n
.

Решење: Слично као у претходним задацима, показаћемо да jе оваj низ Кошиjев. Нека jе
ε > 0 произвољно и тражимо n0 ∈ N такво да за све природне броjеве n ⩾ n0 и p ∈ N важи
∣an+p − an∣ < ε. Сада ћемо проценити разлику ∣an+p − an∣ користећи неjеднакост многоугла и
ограниченост синусне функциjе на следећи начин:

∣an+p − an∣ = ∣
�
�
��sin(1!)

21
+
�
�
��sin(2!)

22
+⋯ +

�
�
��sin(n!)

2n
+
sin((n + 1)!)

2n+1
+
sin((n + 2)!)

2n+2
+⋯ +

sin((n + p)!)

2n+p



−(
�
�
��sin(1!)

21
+
�
�
��sin(2!)

22
+⋯ +

�
�
��sin(n!)

2n
)∣ = ∣

sin((n + 1)!)

2n+1
+
sin((n + 2)!)

2n+2
+⋯ +

sin((n + p)!)

2n+p
∣ ⩽

⩽ ∣
sin((n + 1)!)

2n+1
∣ + ∣

sin((n + 2)!)

2n+2
∣ + ⋯ + ∣

sin((n + p)!)

2n+p
∣ =
∣ sin((n + 1)!)∣

2n+1
+
∣ sin((n + 2)!)∣

2n+2
+⋯

+
∣sin((n + p)!)∣

2n+p
⩽

1

2n+1
+

1

2n+2
+⋯ +

1

2n+p
=

1

2n+1
(1 +

1

2
+⋯ +

1

2p−1
) .

Приметимо да се сума у загради лако може израчунати као сума геометриjског низа, па имамо
да jе

∣an+p − an∣ ⩽
1

2n+1
(1 +

1

2
+⋯ +

1

2p−1
) =

1

2n+1
⋅
1 − 1

2p

1 − 1
2

=
1 − 1

2p

2n+1 ⋅ 1
2

=
1 − 1

2p

2n
=

1

2n
−

1

2n+p
<

1

2n
,

за све n, p ∈ N. Дакле, да бисмо начинили разлику ∣an+p−an∣ мањом од ε за свако n ⩾ n0 и p ∈ N,
довољно jе постићи да jе 1

2n
⩽ ε за свако n ⩾ n0. Пошто jе 1

2n
⩽ ε ⇔ 2n ⩾ 1

ε
⇔ n ⩾ log2

1
ε
⇔

n ⩾ − log2 ε, можемо узети n0 = [− log2 ε] + 1 уколико jе − log2 ε ⩾ 0 односно n0 = 1 уколико jе
− log2 ε < 0. Тиме смо постигли да за све природне броjеве n ⩾ n0 и p важи ∣an+p − an∣ < ε, те jе
оваj низ Кошиjев и зато jе конвергентан.

4. Испитати конвергениjу низа an = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯ +

1

n
.

Решење: Нагласимо да смо у лекциjи Монотони и ограничени низови већ доказали да оваj
низ одређено дивергира ка +∞, али jе сада циљ да то учинимо користећи Кошиjев критериjум.
Испитаћемо да ли jе оваj низ Кошиjев или ниjе и на основу тога ћемо извести закључак о
његовоj конвергенциjи. Претпоставимо да он jесте Кошиjев. То значи да за свако ε > 0 постоjи
индекс n0 ∈ N такав да за свако n ⩾ n0 и p ∈ N важи ∣an+p − an∣ < ε, односно

∣�1 +
�
��1

2
+
�
��1

3
+⋯ +

�
��1

n
+

1

n + 1
+

1

n + 2
+⋯ +

1

n + p
− (�1 +

�
��1

2
+
�
��1

3
+⋯ +

�
��1

n
)∣ = ∣

1

n + 1
+

1

n + 2
+⋯ +

1

n + p
∣ =

=
1

n + 1
+

1

n + 2
+⋯ +

1

n + p
< ε.

Међутим, лако jе видети да ово ниjе могуће. Наиме, како у суми 1
n+1
+ 1

n+2
+ ⋯ + 1

n+p
има p

сабирака и наjмањи међу њима jе 1
n+p

, то jе 1
n+1
+ 1

n+2
+ ⋯ + 1

n+p
⩾ p ⋅ 1

n+p
=

p
n+p

, па на основу
претходног имамо да за свако ε > 0 постоjи n0 ∈ N такво да за све n ⩾ n0 и p ∈ N важи
p

n+p
⩽ 1

n+1
+ 1

n+2
+ ⋯ + 1

n+p
< ε, а самим тим и p

n+p
< ε. Али, за свако ε > 0 можемо одабрати

n = p = n0 и добиjамо 1
2
= n0

n0+n0
< ε што евидентно ниjе тачно, на пример, за ε = 1

4
. Зато наша

полазна претпоставка ниjе била добра, па низ (an) ниjе Кошиjев и зато он дивергира.



Граничне вредности функциjа

Увешћемо неколико неопходних поjмова и тврђења како бисмо могли да уведемо централни
поjам ове лекциjе – граничну вредност (односно лимес) функциjе и радимо са њим.

Дефинициjа: Нека jе A ⊆ R. За a ∈ R кажемо да jе тачка нагомилавања скупа A уколико по-
стоjи низ (an) такав да an ∈ A/{a} за свако n ∈ N и lim

n→∞an = a. Скуп свих тачака нагомилавања
скупа A обележавамо са A′.
Теорема: Нека jе A ⊆ R. Тада jе a ∈ R тачка нагомилавања скупа A ако за сваку њену око-
лину Ua важи Ůa ∩A ≠ ∅. Слично, −∞ jе тачка нагомилавања скупа A уколико за свако b ∈ R
важи (−∞, b) ∩ A ≠ ∅, а +∞ jе тачка нагомилавања овог скупа уколико за свако b ∈ R важи
(b,+∞) ∩A ≠ ∅.

Напоменимо да тачка нагомилавања неког скупа не мора припадати том скупу тj. не мора
нужно бити A′ ⊆ A. Такође, не мора важити ни A ⊆ A′, односно не мора свака тачка неког ску-
па бити уjедно и његова тачка нагомилавања. За такве тачке a ∈ A/A′ кажемо да су изоловане.
Пример: Одредимо све тачке нагомилавања скупа A = (0,1) ∪ {3}.
Наjпре уочимо произвољно a ∈ (0,1). Нека jе низ (an) дат са an = a− 1

n
. Пошто jе 1

n
> 0 за свако

n ∈ N, то су сви чланови овог низа мањи, па и различити од броjа a. Докажимо да постоjи
индекс n0 такав да jе an > 0 за све n ∈ N. Имамо да jе an > 0⇔ a − 1

n
> 0⇔ a > 1

n
⇔ n > 1

a
, па

можемо узети n0 = [ 1a] + 1 и почев од тог индекса ће сви чланови низа (an) бити у интервалу(0, a), а самим тим и у скупу A. Како jе lim
n→∞an = lim

n→∞ (a − 1
n
) = a − 0 = a, то jе броj a тачка

нагомилавања скупа A тj. a ∈ A′.
Посматраjмо сада низове bn = 1

2n
и cn = 1− 1

2n
. Сви њихови чланови припадаjу интервалу (0,1),

па и скупу A и важи lim
n→∞ bn = lim

n→∞ 1
2n
= 0 и lim

n→∞ cn = lim
n→∞ (1 − 1

2n
) = 1 − 0 = 1. Одатле видимо да

су и броjеви 0 и 1 тачке нагомилавања скупа A иако му не припадаjу.
Докажимо сада да броj 3 ниjе тачка нагомилавања скупа A иако му припада. Уочимо његову
околину U = (2,4) и одговараjућу пробушену околину Ů = (2,4)/{3} = (2,3) ∪ (3,4). Како jе
Ů ∩A = ∅, то броj 3 ниjе тачка нагомилавања овог скупа.
Уочимо сада произвољно a ∈ (−∞,0)∪ (1,3)∪ (3,+∞). Ком год од ова три интервала да припа-
да броj a, можемо наћи његову довољно малу околину (а онда и пробушену околину) коjа jе
дисjунктна са скупом A, па броj a ниjе тачка нагомилавања овог скупа.
Коначно, уочимо околину (−∞,−1) тачке −∞ и околину (5,+∞) тачке +∞.Како су оне дисjунктне
са скупом A, то ни −∞ ни +∞ нису његове тачке нагомилавања.
На основу свега претходног можемо закључити да jе A′ = [0,1], а приметимо и да jе броj 3
jедина изолована тачка скупа A, jер важи A/A′ = {3}.
Дефинициjа: Нека jе f ∶ A → R функциjа, a ∈ R тачка нагомилавања скупа A и L ∈ R про-
извољно. Тада кажемо да jе L гранична вредност (или лимес) функциjе f кад x тежи ка a и
пишемо lim

x→a
f(x) = L ако за сваку околину VL тачке L постоjи околина Ua тачке a таква да за

свако x ∈ Ůa важи f(x) ∈ VL. То можемо записати и као

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒ (∀VL)(∃Ua)(∀x ∈ A) x ∈ Ůa ⇒ f(x) ∈ VL.

Уколико су и a и L реални броjеви, можемо користити њихове ε-околине односно δ-околине,



па тада имамо

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) 0 < ∣x − a∣ < δ⇒ ∣f(x) −L∣ < ε.
Уколико jе a ∈ R и L = +∞, тада горњи израз добиjа облик

lim
x→a

f(x) = +∞ ⇐⇒ (∀M ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) 0 < ∣x − a∣ < δ⇒ f(x) >M,

док за a ∈ R и L = −∞ имамо

lim
x→a

f(x) = −∞ ⇐⇒ (∀M ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) 0 < ∣x − a∣ < δ⇒ f(x) <M.

За a = +∞ и L ∈ R имамо да jе

lim
x→+∞f(x) = L ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃M ∈ R)(∀x ∈ A) x >M ⇒ ∣f(x) −L∣ < ε,

а за a = −∞ и L ∈ R jе

lim
x→−∞f(x) = L ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃M ∈ R)(∀x ∈ A) x <M ⇒ ∣f(x) −L∣ < ε.

Даље, уколико jе a = L = +∞, важи

lim
x→+∞f(x) = +∞ ⇐⇒ (∀M1 ∈ R)(∃M2 ∈ R)(∀x ∈ A) x >M2 ⇒ f(x) >M1,

уколико jе a = +∞ и L = −∞, важи

lim
x→+∞f(x) = −∞ ⇐⇒ (∀M1 ∈ R)(∃M2 ∈ R)(∀x ∈ A) x >M2 ⇒ f(x) <M1,

за a = −∞ и L = +∞ jе

lim
x→−∞f(x) = +∞ ⇐⇒ (∀M1 ∈ R)(∃M2 ∈ R)(∀x ∈ A) x <M2 ⇒ f(x) >M1

и коначно за a = L = −∞ jе

lim
x→−∞f(x) = −∞ ⇐⇒ (∀M1 ∈ R)(∃M2 ∈ R)(∀x ∈ A) x <M2 ⇒ f(x) <M1.

На следећоj слици имамо илустрациjу дефинициjе лимеса у случаjу када су тачке a и L коначне.

Напоменимо да како из дефинициjе лимеса lim
x→a

f(x) = L следи за сваку околину VL тачке L

постоjи околина Ua тачке a таква да за свако x ∈ Ůa важи f(x) ∈ VL, то не мора нужно бити и
f(a) ∈ VL, jер a ∉ Ůa пошто jе Ůa = Ua/{a}. Другим речима, вредност лимеса L = lim

x→a
f(x) не мора

обавезно бити jеднака вредности f(a). Штавише, поменути лимес може постоjати и уколико



тачка a не припада домену функциjе f (иако она мора бити његова тачка нагомилавања) тj.
уколико израз f(a) уопште ниjе ни дефинисан.
Зато су нам функциjе код коjих се ове две вредности поклапаjу посебно занимљиве и оне имаjу
своj назив.

Дефинициjа: Нека jе f ∶ A→ R функциjа и a ∈ A∩A′. Кажемо да jе ова функциjа непрекидна
у тачки a уколико jе lim

x→a
f(x) = f(a), односно уколико jе

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) 0 < ∣x − a∣ < δ⇒ ∣f(x) − f(a)∣ < ε.
Међутим, када jе x = a тривиjално важи ∣f(x) − f(a)∣ = ∣f(a) − f(a)∣ = 0 < ε за свако ε > 0, па у
горњоj дефинициjи можемо дозволити и да буде x = a тj. ∣x− a∣ = 0. Зато имамо да jе функциjа
f непрекидна у тачки a уколико важи lim

x→a
f(x) = f(a), односно уколико jе

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) ∣x − a∣ < δ⇒ ∣f(x) − f(a)∣ < ε.
Напомена: Уколико jе f ∶ A→ R функциjа и a ∈ A изолована тачка њеног домена, тада постоjи
δ > 0 такво да jе (a − δ, a + δ) ∩ A = {a}. Зато за свако ε > 0 можемо узети управо то δ > 0 и
онда ће за све x ∈ A за коjе jе ∣x − a∣ < δ (а то jе заправо само x = a) важити ∣f(x) − f(a)∣ =
∣f(a) − f(a)∣ = 0 < ε. Зато jе f непрекидна у свакоj своjоj изолованоj тачки, па нам оне нису
интересантне приликом испитивања непрекидности функциjе, већ су интересантниjе оне тачке
домена коjе су истовремено и његове тачке нагомилавања.

Дефинициjа: За функциjу f ∶ A→ R кажемо да jе непрекидна на скупу B ⊆ A уколико jе она
непрекидна у свакоj тачки скупа B.

Дефинициjа: Нека jе f ∶ A → R функциjа, a ∈ R тачка нагомилавања скупа A и L ∈ R
произвољно. Уколико важи

(∀VL)(∃Ua)(∀x ∈ A) x ∈ Ua ∩ (a,+∞)⇒ f(x) ∈ VL

кажемо да jе L десни лимес (или десна гранична вредност) функциjе f кад x тежи a и пишемо
lim
x→a+f(x) = L, lim

x→a+0f(x) = L, f(a + 0) = L или f(a+) = L, док уколико jе

(∀VL)(∃Ua)(∀x ∈ A) x ∈ Ua ∩ (−∞, a)⇒ f(x) ∈ VL

кажемо да jе L леви лимес (или лева гранична вредност) функциjе f кад x тежи a и то пишемо
као lim

x→a−f(x) = L, lim
x→a−0f(x) = L, f(a−) = L или f(a − 0) = L.

Дакле, код десног лимеса lim
x→a+ f(x) посматрамо само тачке x за коjе jе x > a, па се на броjевноj

правоj налазе десно од тачке a, док у левом лимесу lim
x→a− f(x) посматрамо само оне тачке x коjе

су мање од a и самим тим се на броjевноj правоj налазе лево од ње.

Уколико треба да израчунамо lim
x→a

f(x), а ниjе нам погодно да то урадимо директно, можемо
прво израчунати lim

x→a− f(x) и lim
x→a+ f(x) и упоредити их, о чему говори следеће тврђење.

Теорема: Нека jе f ∶ A→ R функциjа, a ∈ R тачка нагомилавања скупа A и L ∈ R. Тада важи

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→a− f(x) = L = lim

x→a+ f(x).
Теорема: Нека jе f ∶ A → R функциjа и a ∈ A ∩A′. Тада jе f непрекидна у тачки a ако и само
ако важи lim

x→a− f(x) = f(a) = lim
x→a+ f(x).

Пример: Нека jе функциjа f ∶ R→ R константна тj. постоjи c ∈ R такво да jе f(x) = c за свако



x ∈ R. Тада jе lim
x→a

f(x) = c, jер за свако ε > 0 можемо одабрати произвољно δ > 0 и имамо да из
∣x − a∣ < δ заиста следи ∣f(x) − c∣ = ∣c − c∣ = 0 < ε.
1. Доказати да jе lim

x→0
(x3 + 2) = 2.

Решење: По дефинициjи треба доказати да за свако ε > 0 постоjи δ > 0 такво да за свако x ∈ R
за коjе jе ∣x − 0∣ < δ тj. ∣x∣ < δ важи ∣(x3 + 2) − 2∣ < ε. Нека jе ε > 0 произвољно. Како jе

∣(x3 + 2) − 2∣ < ε ⇐⇒ ∣x3∣ < ε ⇐⇒ ∣x∣3 < ε ⇐⇒ ∣x∣ < 3
√
ε,

то видимо да одабиром δ = 3
√
ε > 0 заиста из ∣x∣ < δ следи ∣(x3+2)−2∣, па смо тиме по дефинициjи

доказали да jе lim
x→0
(x3 + 2) = 2.

2. Доказати да jе lim
x→+∞

3x − 1
2x + 1 = 3

2
и lim

x→−∞
3x − 1
2x + 1 = 3

2
.

Решење: Означимо са f(x) = 3x−1
2x+1 . Докажимо прво да jе lim

x→+∞f(x) = 3
2
. То значи да треба да

докажемо да за свако ε > 0 постоjи M ∈ R такво да за све x > M важи ∣f(x) − 3
2
∣ < ε. Нека jе

зато ε > 0 произвољно. Како jе

∣f(x) − 3

2
∣ < ε ⇐⇒ ∣3x − 1

2x + 1 − 3

2
∣ < ε ⇐⇒ ∣2(3x − 1) − 3(2x + 1)

2(2x + 1) ∣ < ε ⇐⇒ ∣6x − 2 − 6x − 3
2(2x + 1) ∣ < ε

⇐⇒ ∣ −5
2(2x + 1) ∣ < ε ⇐⇒ 5

2∣2x + 1∣ < ε ⇐⇒ ∣2x + 1∣ > 5

2ε
⇐⇒ 2x + 1 > 5

2ε
∨ 2x + 1 < − 5

2ε

2x > 5

2ε
− 1 ∨ 2x < − 5

2ε
− 1 ⇐⇒ x > 5

4ε
− 1

2
∨ x < − 5

4ε
− 1

2
,

то можемо одабрати M = 5
4ε
− 1

2
и заиста ће за све x >M бити испуњено ∣f(x) − 3

2
∣ < ε. Зато jе

lim
x→+∞f(x) = 3

2
.

Докажимо сада и да jе lim
x→−∞f(x) = 3

2
. Да бисмо то урадили по дефинициjи морамо да докажемо

да за свако ε > 0 постоjи M ∈ R такво да за свако x <M важи ∣f(x) − 3
2
∣ < ε. Нека jе зато ε > 0

произвољно. Како смо малопре видели да jе

∣f(x) − 3

2
∣ < ε ⇐⇒ x > 5

4ε
− 1

2
∨ x < − 5

4ε
− 1

2
,

оваj пут можемо узети M = − 5
4ε
− 1

2
и стварно ће за свако x <M важити ∣f(x) − 3

2
∣ < ε. На таj

начин смо доказали и да jе lim
x→−∞f(x) = 3

2
.

Теорема: Нека jе A ⊆ R, a ∈ A′ и функциjе f, g ∶ A → R коjе се поклапаjу на некоj пробушеноj
околини тачке A тj. постоjи Ua такво да jе f(x) = g(x) за све x ∈ Ůa. Тада jе lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x)

уколико ови лимеси постоjе. Зато можемо рећи да jе лимес локално своjство функциjе, односно
довољно jе да знамо вредности функциjе на некоj малоj пробушеноj околини тачке да бисмо
могли да израчунамо њен лимес у тоj тачки уколико он постоjи.

Та чињеница одговара тврђењу везаном за низове коjе каже да конвергенциjа низа не зависи
од првих неколико (коначно много) његових чланова, већ jе довољно посматрати само чланове
почев од неког индекса n0 како би се испитала његова конвергенциjа.

Дефинициjа: Функциjу f ∶ R→ R дату са

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−1, x < 0;
0, x = 0;
1, x > 0.









Теорема: За елементарне функциjе и рубне тачке њихових домена важи:

n ∈ N парно: lim
x→+∞xn = +∞, lim

x→−∞xn = +∞,

n ∈ N непарно: lim
x→+∞xn = +∞, lim

x→−∞xn = −∞,

a ∈ R и a > 1: lim
x→+∞ax = +∞, lim

x→−∞ax = 0,
a ∈ R и 0 < a < 1: lim

x→+∞ax = 0, lim
x→−∞ax = +∞,

a ∈ R и a > 1: lim
x→+∞ loga x = +∞, lim

x→0+ loga x = −∞,

a ∈ R и 0 < a < 1: lim
x→+∞ loga x = −∞, lim

x→0+ loga x = +∞,

n ∈ N парно: lim
x→+∞ n

√
x = +∞,

n ∈ N непарно: lim
x→+∞ n

√
x = +∞, lim

x→−∞ n
√
x = −∞,

α ∈ R и α > 0: lim
x→0+xα = 0+,

α ∈ R и α < 0: lim
x→0+xα = +∞,

α ∈ R и α > 0: lim
x→+∞xα = +∞,

α ∈ R и α < 0: lim
x→+∞xα = 0+,

k ∈ Z ∶ lim
x→(kπ+π

2
)− tgx = +∞, lim

x→(kπ+π
2
)+ tgx = −∞,

Специjално jе lim
x→π

2 − tgx = +∞, lim
x→−π

2 + tgx = −∞.

k ∈ Z ∶ lim
x→kπ+ ctgx = +∞, lim

x→kπ− ctgx = −∞,

Специjално jе lim
x→0+ ctgx = +∞, lim

x→π− ctgx = −∞ .

lim
x→+∞arctgx = π

2
−, lim

x→−∞arctgx = −π
2
+,

lim
x→+∞arcctgx = 0+, lim

x→−∞arcctgx = π − .
Лимес функциjе се, као и лимес низа, лепо слаже са основним рачунским операциjама што
видимо из наредног тврђења.

Теорема: Нека jе A ⊆ R, a ∈ A′ и f, g ∶ A → R функциjе такве да jе lim
x→a

f(x) = L1 ∈ R и
lim
x→a

g(x) = L2 ∈ R. Тада важи:

1) lim
x→a
(f(x) ± g(x)) = L1 ±L2,

2) lim
x→a
(αf(x)) = αL1 за свако α ∈ R,

3) lim
x→a
(f(x) ⋅ g(x)) = L1 ⋅L2,

4) lim
x→a

f(x)
g(x) = L1

L2
уколико jе L2 ≠ 0.

4. Израчунати lim
x→2
(ex + 2x − 3

√
x

2
) .

Решење:Коришћењем претходне теореме и чињенице да су елементарне функциjе непрекидне,
лако видимо да jе

lim
x→2
(ex + 2x − 3

√
x

2
) = lim

x→2
ex + 2 lim

x→2
x − 1

3
√
2
lim
x→2

3
√
x = e2 + 2 ⋅ 2 − 1

3
√
2
⋅ 3
√
2 = e2 + 4 − 1 = e2 + 3.































































































1. Доказати да jедначина
7x5 − 5x3 + 3x − 2 = sin(π

2
x)

има бар jедно решење на интервалу (0,1).
Решење: Идеjа jе да искористимо Коши–Болцанову теорему. Пошто помоћу ње можемо са-
мо да докажемо да нека функциjа има нулу, а не да постоjи тачка у коjоj су две функциjе
jеднаке, посматраћемо помоћну функциjу коjу ћемо конструисати тако да чињеница да да-
та jедначина има решење буде еквивалентна са чињеницом да та функциjа има нулу. Зато
ћемо „пребацити” све на исту страну и посматрати функциjу F ∶ [0,1] → R дефинисану као
F (x) = 7x5−5x3+3x−2−sin(π

2
x), коjа jе непрекидна на целом [0,1] као композициjа непрекид-

них функциjа. Имамо да jе F (0) = −2− sinπ = −2 < 0 и F (1) = 7−5+3−2− sin π

2
= 3−1 = 2 > 0, па

по Коши–Болцановоj теореми постоjи c ∈ [0,1] такво да jе F (c) = 0, а тиме и 7c5 − 5c3 + 3c − 2 =
sin(π

2
c), односно c jе решење полазне jедначине. Пошто jе F (0) ≠ 0 ≠ F (1), то jе 0 ≠ c ≠ 1, па

имамо да c ∈ (0,1), што jе и требало доказати.

2. Доказати да jедначина 2x = 5x има бар два решења на [0,+∞).
Решење: Слично као у претходном задатку, посматрамо функциjу F ∶ [0,+∞) → R дату са
F (x) = 2x − 5x и желимо да докажемо да она има бар две нуле на [0,+∞), одакле ће директно
следити тврђење задатка. Она jе непрекидна на целом домену као композициjа непрекидних
функциjа. Имамо да jе F (0) = 1 − 0 = 1 > 0 и F (1) = 2 − 5 = −3 < 0, па по Коши–Болцановоj
теореми постоjи x1 ∈ [0,1] такво да jе F (x1) = 0. Заправо, x1 ∈ (0,1), jер jе F (0) ≠ 0 ≠ F (1).
Даље, видимо да jе F (5) = 32 − 25 = 7 > 0, па поново по Коши–Болцановоj теореми постоjи
x2 ∈ [1,5] такво да jе F (x2) = 0. Прецизниjе, x2 ∈ (1,5), jер jе F (1) ≠ 0 ≠ F (5). Дакле, успели
смо да нађемо две различите нуле функциjе F – jедну на интервалу (0,1) и другу на (1,5), а
самим тим и два различита решења полазне jедначине.

3. Нека jе f ∶ R → R непрекидна функциjа за коjу jе f(f(3)) = 3. Доказати да функциjа f

има фиксну тачку тj. да постоjи d ∈ R такво да jе f(d) = d.
Решење: Водећи се истом идеjом као у претходним задацима, дефинишемо функциjу
F ∶ R→ R са F (x) = f(x)−x. Довољно jе показати да она има нулу, jер би то значило да постоjи
d ∈ R такво да jе f(d)− d = 0, односно f(d) = d. Приметимо прво да jе она непрекидна на целом
R као композициjа непрекидних функциjа. Имамо да jе

F (3) = f(3) − 3,
док jе

F (f(3)) = f(f(3)) − f(3) = 3 − f(3).
Како jе F (3) ⋅F (f(3)) = (f(3)−3)(3−f(3)) = −(f(3)−3)2 ⩽ 0 тj. функциjа F у тачкама 3 и f(3)
узима вредности супротног знака, то постоjи неко d ∈ R између 3 и f(3) такво да jе F (d) = 0, а
тиме и f(d) = d, што jе и требало доказати.

Коментар: Уколико jе f(3) = 3, тврђење задатка одмах следи, jер jе d = 3 фиксна тачка
функциjе f . Због тога смо горе могли да кажемо да се тачка d налази између тачака 3 и f(3),
jер би се у случаjу када се њих две поклапаjу и она поклапала са њима.

4. Нека jе f ∶ [a, b]→ R непрекидна функциjа. Доказати да функциjа f у некоj тачки достиже

вредност
f(a) + f(b)

2
.



Решење: Доказаћемо да се броj
f(a) + f(b)

2
налази између броjева f(a) и f(b) и искористити

теорему о међувредности. Прво, уколико jе f(a) ⩽ f(b), имамо
f(a) + f(b)

2
⩾ f(a) + f(a)

2
= f(a) и

f(a) + f(b)
2

⩽ f(b) + f(b)
2

= f(b),
па jе у овом случаjу заиста броj

f(a) + f(b)
2

између броjева f(a) и f(b). У другом случаjу,
уколико jе f(a) ⩾ f(b), имамо

f(a) + f(b)
2

⩾ f(b) + f(b)
2

= f(b) и

f(a) + f(b)
2

⩽ f(a) + f(a)
2

= f(a),
па поново имамо исти закључак. Дакле, у сваком случаjу jе броj

f(a) + f(b)
2

између броjева

f(a) и f(b), па по теореми о међувредности постоjи c ∈ R такво да jе f(c) = f(a) + f(b)
2

.

5. Нека су f, g ∶ [a, b] → [a, b] непрекидне функциjе, при чему jе g „на”. Доказати да постоjи
c ∈ [a, b] такво да jе f(c) = g(c).
Решење: Посматраjмо помоћну функциjу F ∶ [a, b] → R дату са F (x) = f(x) − g(x) и циљ jе
доказати да она има нулу. Функциjа F jе очигледно непрекидна на целом [a, b] као композициjа
непрекидних функциjа. Уколико бисмо успели да нађемо две тачке на интервалу [a, b] у коjима
функциjа F узима вредности супротног знака, по Коши–Болцановоj теореми би следило да
између њих постоjи нула функциjе F . Приметимо да због кодомена функциjа f и g jе за свако
x ∈ [a, b] испуњено a ⩽ f(x), g(x) ⩽ b. Пошто jе g „на”, то постоjе x1, x2 ∈ [a, b] такви да jе
g(x1) = a и g(x2) = b. Тада jе

F (x1) = f(x1) − g(x1) = f(x1) − a ⩾ a − a = 0
и

F (x2) = f(x2) − g(x2) = f(x2) − b ⩽ b − b = 0,
па jе F (x1) ⋅ F (x2) ⩽ 0 и по Коши-Болцановоj теореми постоjи c између x1 и x2 такво да jе
F (c) = 0, а тиме и f(c) = g(c), што jе и требало доказати. Дакле, овде смо циљано уочили баш
тачке x1 и x2 у коjима функциjа g достиже вредности a и b, што су наjмања и наjвећа вредност
коjу функциjа f може да достигне, па смо на основу тога могли да одредимо знак вредности
F (x1) и F (x2).
Напомена: Последица овог задатка jе да свака непрекидна функциjа f ∶ [a, b] → [a, b] има
фиксну тачку. Заиста, ако одаберемо да jе g ∶ [a, b] → [a, b] и g(x) = x, што jесте непрекидна и
„на” функциjа, на основу претходног задатка имамо да постоjи c ∈ [a, b] такво да jе f(c) = c.
6. Нека jе f ∶ R→ R непрекидна и ограничена функциjа. Доказати да постоjи c ∈ R за коjе важи
f(c) = c3.
Решење: Уочимо функциjу F (x) = f(x) − x3 и докажимо да она има бар jедну нулу. Имамо
прво

lim
x→+∞F (x) = lim

x→+∞(f(x) − x3) = lim
x→+∞x3 (f(x) ⋅ 1

x3
− 1) = (+∞)3 ⋅ (0 − 1) = +∞ ⋅ (−1) = −∞,



при чему смо знали да jе lim
x→+∞

(f(x) ⋅ 1
x3
) = 0, jер jе функциjа f ограничена по услову задатка

и lim
x→+∞

1

x3
= 0. Пошто jе lim

x→+∞
F (x) негативан (тj. −∞), постоjи тачка a ∈ R таква да jе F (a) < 0.

Заиста, уколико би за све x ∈ R било F (x) ⩾ 0, тада би важило и lim
x→+∞

F (x) ⩾ 0.
Слично, имамо

lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

(f(x) − x3) = lim
x→−∞

x3 (f(x) ⋅ 1
x3
− 1) = (−∞)3 ⋅ (0 − 1) = −∞ ⋅ (−1) = +∞,

где jе lim
x→−∞

(f(x) ⋅ 1
x3
) = 0 на основу истог аргумента као и малопре, па пошто jе lim

x→−∞
F (x)

позитиван, то постоjи b ∈ R такво да jе F (b) > 0. Нашли смо тачке a, b ∈ R такве да jе F (a) < 0
и F (b) > 0, па по Коши–Болцановоj теореми постоjи тачка c између њих (наравно, c ∈ R) таква
да jе F (c) = 0, односно f(c) = c3.
Напомена: Овде нисмо (као у претходним задацима) експлицитно пронашли две тачке у коjима
jе функциjа F позитивна, односно негативна, већ смо до њих дошли тако што смо претходно
израчунали неке лимесе и видели да су они позитивни, односно негативни и тако закључили
да ће и функциjа бити позитивна, односно негативна у некоj тачки. Ту идеjу ћемо користити
и убудуће када буде погодно.

Коментар: Потпуно аналогно се може доказати и тврђење да за сваки непаран n ∈ N и сваку
непрекидну и ограничену функциjу f ∶ R→ R постоjи c ∈ R такво да jе f(c) = cn.
7. Нека jе f ∶ [0,+∞) → R непрекидна функциjа таква да jе lim

x→+∞
f(x) = L ∈ R. Доказати да jе

она ограничена.

Решење: Из услова задатка да jе lim
x→+∞

f(x) = L имамо

(∀ε > 0)(∃M ∈ R)(∀x ∈ [0,+∞)) x >M ⇒ ∣f(x) −L∣ < ε.

Узмимо, на пример, ε = 1. Тада знамо да постоjи M ∈ R (наравно M ⩾ 0 због домена функциjе)
такво да за све x >M важи ∣f(x)−L∣ < 1 тj. f(x) ∈ (L−1, L+1). Дакле, функциjа f jе ограничена
на скупу (M,+∞) (одоздо са L− 1 и одозго са L+ 1), па jе треба jош ограничити на интервалу
[0,M]. Међутим, то знамо да важи на основу Ваjерштрасове теореме тj. постоjе реални броjеви
A и B такви да jе A ⩽ f(x) ⩽ B за свако x ∈ [0,M]. Дакле, функциjа f jе ограничена на скупу
[0,M] и на скупу (M,+∞), па ће она бити ограничена и на скупу [0,+∞). Прецизниjе, имамо
да jе

min{A,L − 1} ⩽ f(x) ⩽max{B,L + 1}
за свако x ∈ [0,+∞), што jе и требало доказати.









Диференциjабилност функциjа

Дефинициjа. Скуп A ⊆ R jе отворен ако за сваку његову тачку a ∈ A постоjи ε > 0 такво да jе
(a − ε, a + ε) ⊆ A. Скуп B ⊆ R jе затворен уколико jе скуп BC = R/B отворен.

Отворени скупови у R су сви интервали облика (a, b), уз могућност да буде a = −∞ и b = +∞,
као и униjа колико год (коначно или бесконачно) таквих интервала.

Дефинициjа. Нека jе A ⊆ R отворен, f ∶ A→ R функциjа и a ∈ A. Уколико постоjи коначан

lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a ,

односно, након смене h = x − a, h→ 0

lim
h→0

f(a + h) − f(a)
h

,

кажемо да jе функциjа f диференциjабилна у тачки a, таj лимес називамо (првим) изводом функциjе
f у тачки a и обележавамо га са f ′(a). Дакле,

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a = lim

h→0

f(a + h) − f(a)
h

.

Дефинициjа. Функциjа f jе диференциjабилна на скупу A уколико jе диференциjабилна у
свакоj тачки скупа A.

Поновићемо сада пар примера са предавања како бисмо провежбали испитивање диференци-
jабилности и одређивање извода по дефинициjи.

1. Одредити извод функциjе f(x) = sinx.

Решење: Прво, домен функциjе f jе цео скуп R. Нека jе a ∈ R произвољно. Имамо
f ′(a) = lim

h→0

f(a + h) − f(a)
h

= lim
h→0

sin(a + h) − sina
h

= lim
h→0

sina cosh + cosa sinh − sina
h

=
= lim

h→0

sina (cosh − 1) + cosa sinh
h

= lim
h→0
(sina ⋅ cosh − 1

h
+ cosa ⋅ sinh

h
) =

= lim
h→0

⎛⎝sina ⋅ 1 −
h2

2
+ o(h2) − 1
h

+ cosa ⋅ 1⎞⎠ = limh→0

⎛⎝sina ⋅ −
h2

2
+ o(h2)
h

+ cosa⎞⎠ =
= lim

h→a
(sina ⋅ (−h

2
+ o(h)) + cosa) = sina ⋅ 0 + cosa = cosa.

Дакле, за свако a ∈ R jе f ′(a) = cosa. Зато, за извод функциjе f имамо f ′ ∶ R → R тj. f jе
диференциjабилна на целом R и f ′(x) = cosx, што пишемо и као (sinx)′ = cosx.
Коментар: Горе, у последњем реду израчунавања f ′(a) пошто h → 0, важи h = o(1), па jе
самим тим lim

h→0
o(h) = lim

h→0
o(o(1)) = lim

h→0
o(1) = 0. Убудуће ћемо то често користити – када се под

„малим о” jави израз коjи тежи нули, све то заjедно такође тежи нули.

2. Нека jе k ∈ R и f ∶ (0,+∞)→ R дата са f(x) = xk. Одредити извод функциjе f.

Решење: Нека jе a ∈ (0,+∞) произвољно. Имамо
f ′(a) = lim

h→0

f(a + h) − f(a)
h

= lim
h→0

(a + h)k − ak
h

= lim
h→0

(a (1 + h
a
)k) − ak
h

= lim
h→0

ak (1 + h
a
)k − ak

h
=



= lim
h→0

ak ((1 + h
a
)k − 1)

h
= lim

h→0

ak (1 + k ⋅ h
a
+ o (h

a
) − 1)

h
= lim

h→0

ak (k ⋅ h
a
+ o(h))

h
=

= lim
h→0

ak (k
a
+ o(1)) = ak ⋅ k

a
= kak−1.

Дакле, за све a > 0 jе f ′(a) = kak−1, па jе функциjа f(x) = xk диференциjабилна на целом
интервалу (0,+∞) и важи (xk)′ = kxk−1.
Напомена: За неке вредности реалног броjа k (рецимо када jе k природан или цео или раци-
оналан броj) се домен функциjе f може проширити и на R/{0} или R, па се у конкретним
случаjевима може испитати у коjим тачкама jе ова функциjа диференциjабилна. Оно што зна-
мо након овог задатка jесте да jе она свакако диференциjабилна на (0,+∞) за све вредности
реалног броjа k.

3. Одредити извод функциjе f ∶ (0,+∞)→ R дате са f(x) = lnx.

Решење: Нека jе a ∈ (0,+∞) произвољно. Имамо
f ′(a) = lim

h→0

f(a + h) − f(a)
h

= lim
h→0

ln(a + h) − lna
h

= lim
h→0

ln a+h
a

a
= lim

h→0

ln (1 + h
a
)

h
= lim

h→0

h
a
+ o (h

a
)

h
=

= lim
h→0

h
a
+ o(h)
h

= lim
h→0
(1
a
+ o(1)) = 1

a
.

Дакле, важи f ′(a) = 1

a
за све a > 0 , па jе функциjа f(x) = lnx диференциjабилна на целом

интервалу (0,+∞) и важи (lnx)′ = 1

x
.

На следећоj слици можемо видети таблицу извода елементарних функциjа, коjу ћемо надаље
jако често користити у задацима.



Специjално, из четвртог и петог реда у таблици одабиром a = e добиjамо (ex)′ = ex за све

x ∈ R и, као што смо малопре извели, (lnx)′ = 1

x
за све x > 0. Такође, уврстићемо неке често

коришћене вредности за α у трећи ред таблице, па имамо

( 1
x
)′ = (x−1)′ = −1 ⋅ x−2 = − 1

x2
,

( 1

x2
)′ = (x−2)′ = −2 ⋅ x−3 = − 2

x3
,

(√x)′ = (x 1
2 )′ = 1

2
⋅ x− 1

2 = 1

2
√
x
,

( 3
√
x)′ = (x 1

3 )′ = 1

3
⋅ x− 2

3 = 1

3
3
√
x2

.

Дефинициjа: Нека jе A ⊆ R отворен, f ∶ A→ R функциjа и a ∈ A. Уколико постоjи коначан

lim
x→a−

f(x) − f(a)
x − a ,

односно, након смене h = x − a, h→ 0−
lim
h→0−

f(a + h) − f(a)
h

,

кажемо да функциjа f има леви извод у тачки a и њега означавамо са f ′−(a).
Слично, ако постоjи коначан

lim
x→a+

f(x) − f(a)
x − a ,

односно, након смене h = x − a, h→ 0+
lim
h→0+

f(a + h) − f(a)
h

,

кажемо да функциjа f има десни извод у тачки a и њега означавамо са f ′+(a).
Теорема: Нека jе A ⊆ R отворен, f ∶ A→ R и a ∈ A. Тада важи

f jе диференциjабилна у a ⇐⇒ f има и леви и десни извод у a и они су jеднаки и коначни.

Другима речима, f ′(a) постоjи акко постоjе коначни f ′−(a) и f ′+(a) и важи f ′−(a) = f ′+(a).
Теорема: Нека се функциjе f и g поклапаjу на отвореном скупу A тj. важи f(x) = g(x) за
све x ∈ A. Ако jе f диференциjабилна у тачки a ∈ A, тада jе и g диференциjабилна у a и важи
f ′(a) = g′(a). Наравно, ако jе f диференциjабилна на целом A, g jе такође диференциjабилна
на A и важи f ′(x) = g′(x) за свако x ∈ A.

Теорема: Нека jе A ⊆ R отворен, f ∶ A→ R и a ∈ A. Уколико jе f диференциjабилна у тачки a,
тада jе f и непрекидна у a.

Дакле, неопходни услов да функциjа буде диференциjабилна у некоj тачки, jесте да буде непре-
кидна у тоj тачки. Зато, приликом испитивања диференциjабилности функциjе треба прво про-
верити да ли jе она непрекидна. Ако у некоj тачки ниjе непрекидна, одмах следи закључак да
у њоj ниjе ни диференциjабилна.
Међутим, оваj услов ниjе довољан тj. могуће jе да функциjа буде непрекидна у некоj тачки, а
да не буде диференциjабилна у њоj, што можемо видети и у следећем задатку.

4. Испитати диференциjабилност функциjе f(x) = ∣x∣ у тачки 0.



Решење: Од раниjе знамо да jе функциjа f непрекидна на целом свом домену тj. скупу R,
па самим тим и у нули. Израчунаћемо леви и десни извод функциjе f у нули и упоредити их.
Имамо

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0−

∣h∣ − ∣0∣
h

= lim
h→0−

−h − 0
h
= lim

h→0−
−h
h
= lim

h→0−(−1) = −1
и

f ′+(0) = lim
h→0+

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0+

∣h∣ − ∣0∣
h

= lim
h→0+

h − 0
h
= lim

h→0+
h

h
= lim

h→0+1 = 1,
па како jе f ′−(0) ≠ f ′+(0), то f ниjе диференциjабилна у нули.

Навешћемо сада две важне теореме коjе нам даjу формуле за рачунање збира, разлике, произ-
вода, количника и композициjе диференциjабилних функциjа. Убудуће ћемо рачунати изводе
функциjа користећи њих, jер би по дефинициjи углавном било сувише компликовано.

Теорема [извод збира, разлике, производа и количника]: Нека jе A ⊆ R отворен и
f, g ∶ A→ R функциjе коjе су диференциjабилне у тачки a ∈ A. Тада важи:
1) функциjа f + g jе диференциjабилна у тачки a и важи (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a);
2) за произвољно λ ∈ R функциjа λf jе диференциjабилна у тачки a и важи (λf)′(a) = λf ′(a);
3) функциjа fg jе диференциjабилна у тачки a и важи (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a);
4) ако jе g(a) ≠ 0, функциjа f

g
jе диференциjабилна у тачки a и важи

(f
g
)′ (a) = f ′(a)g(a) − f(a)g′(a)

g(a)2 .

Ове формуле се, подразумеваjући тачку у коjоj се рачуна извод, краће могу записати као

(f + g)′ = f ′ + g′, (λf)′ = λf ′, (fg)′ = f ′g + fg′, (f
g
)′ = f ′g − fg′

g2
.

Примери:
(4x2 − cosx)′ = 4(x2)′ − (cosx)′ = 4 ⋅ 2x − (− sinx) = 8x + sinx,
(xex)′ = (x)′ ⋅ ex + x ⋅ (ex)′ = 1 ⋅ ex + x ⋅ ex = (x + 1)ex,

( lnx√
x
)′ = (lnx)′ ⋅ √x − lnx ⋅ (√x)′(√x)2 = 1

x
⋅ √x − lnx ⋅ 1

2
√
x

x
= 1√

x
− lnx

2
√
x

x
= 2−lnx

2
√
x

x
= 2 − lnx

2x
√
x
= 2 − lnx

2x
3
2

,

(tgx)′ = ( sinx
cosx

)′ = (sinx)′ ⋅ cosx − sinx ⋅ (cosx)′
cos2 x

= cosx ⋅ cosx − sinx ⋅ (− sinx)
cos2 x

=
= cos2 x + sin2 x

cos2 x
= 1

cos2 x
,

Теорема [извод композициjе тj. сложене функциjе]: Нека су A,B ⊆ R отворени и g ∶ A→
B и f ∶ B → R функциjе такве да jе g диференциjабилна у тачки a ∈ A и f диференциjабилна у
тачки b = g(a). Тада jе и њихова композициjа тj.функциjа f○g ∶ A→ R такође диференциjабилна
у тачки a и важи

(f ○ g)′(a) = f ′(g(a)) ⋅ g′(a) = f ′(b) ⋅ g′(a).
Пример:Желимо да израчунамо извод функциjе h(x) = sin (x2). Уколико дефинишемо функ-
циjе g(x) = x2 и f(x) = sinx, видимо да важи h = f ○ g. Из таблице извода знамо f ′(x) = cosx
и g′(x) = 2x за свако x ∈ R, па су функциjе f и g су диференциjабилне на целом R, а онда jе



по теореми и функциjа h такође диференциjабилна на целом R као њихова композициjа и за
свако x ∈ R важи

h′(x) = (f ○ g)′(x) = f ′(g(x)) ⋅ g′(x) = cos (g(x)) ⋅ 2x = cos (x2) ⋅ 2x = 2x cos (x2) .
Убудуће не морамо овако експлицитно уводити функциjе чиjа jе композициjа jеднака функциjи
чиjи извод рачунамо, већ то можемо усмено радити. У том случаjу бисмо писали

(sin (x2))′ = cos (x2) ⋅ (x2)′ = cos (x2) ⋅ 2x = 2x cos (x2) .
Слично, имамо

(ln(x2 + x + 1))′ = 1

x2 + x + 1 ⋅ (x2 + x + 1)′ = 1

x2 + x + 1 ⋅ (2x + 1) = 2x + 1
x2 + x + 1 ,

(arctg ( 1
x
))′ = 1

1 + ( 1
x
)2 ⋅ (

1

x
)′ = 1

1 + 1
x2

⋅ −1
x2
= −1
x2 + 1 ,

(arcctg 2x

1 − x2
)′ = − 1

1 + ( 2x
1−x2 )2 ⋅ (

2x

1 − x2
)′ = − 1

1 + 4x2(1−x2)2
⋅ 2(1 − x2) − 2x ⋅ (−2x)(1 − x2)2 =

= − 2 − 2x2 + 4x2

(1 − x2)2 + 4x2
= − 2(1 + x2)

1 − 2x2 + x4 + 4x2
= − 2(1 + x2)

1 + 2x2 + x4
= −2(1 + x2)(1 + x2)2 = − 2

1 + x2
,

(√3 +√sinx)′ = 1

2
√
3 +√sinx ⋅(3 +

√
sinx)′ = 1

2
√
3 +√sinx ⋅

1

2
√
sinx

⋅(sinx)′ = cosx

4
√
3 +√sinx√sinx.

Можемо извести правила и за извод збира и производа више од две диференциjабилне функ-
циjе. Рецимо, за три диференциjабилне функциjе f, g и h имамо

(f + g + h)′ = ((f + g) + h)′ = (f + g)′ + h′ = f ′ + g′ + h′ и

(fgh)′ = ((fg)h)′ = (fg)′h + (fg)h′ = (f ′g + fg′)h + fgh′ = f ′gh + fg′h + fgh′.
Аналогно се за n ∈ N диференциjабилних функциjа f1, f2, ..., fn може извести

(f1 + f2 +⋯ + fn)′ = f ′1 + f ′2 +⋯ + f ′n и

(f1 ⋅ f2 ⋅ ... ⋅ fn)′ = f ′1 ⋅ f2 ⋅ ... ⋅ fn + f1 ⋅ f ′2 ⋅ ... ⋅ fn +⋯ + f1 ⋅ f2 ⋅ ... ⋅ f ′n.
Пример: (x2 ⋅ ex ⋅ lnx)′ = 2x ⋅ ex ⋅ lnx + x2 ⋅ ex ⋅ lnx + x2 ⋅ ex ⋅ 1

x
= 2xex lnx + x2ex lnx + xex =

= xex(2 lnx + x lnx + 1).
Пример: Посматраjмо функциjу f ∶ (0,+∞) → R дату са f(x) = xx. Она ниjе ни степена ни
експоненциjална функциjа, jер су овде и основа и изложилац функциjе коjе зависе од x, па за
израчунавање њеног извода не можемо директно користити ни трећи ни четврти ред из таблице
извода. Идеjа jе да прво израз из функциjе f запишемо са основом e, па се онда њен извод
лако може рачунати као извод сложене функциjе. Како jе x = elnx, то jе xx = (elnx)x = ex lnx и

(xx)′ = (ex lnx)′ = ex lnx ⋅ (x lnx)′ = ex lnx (1 ⋅ lnx + x ⋅ 1
x
) = ex lnx(lnx + 1).

Ово ћемо увек радити када рачунамо извод функциjе коjа jе у облику степена, а притом и
основа и изложилац зависе од променљиве x.







У наредним задацима бавићемо се испитивањем диференциjабилности функциjе на неком ску-
пу. Углавном ће функциjа бити изражена помоћу елементарних функциjа и рачунаћемо њен
извод користећи правила диференцирања. У тачкама у коjима jе он дефинисан наша функциjа
jе диференциjабилна, док у тачкама где ниjе дефинисан морамо по дефинициjи испитати њену
диференциjабилност.

6. Испитати диференциjабилност функциjе f(x) = ∣x∣.
Решење: Прво, знамо од раниjе да jе ова функциjа непрекидна на свом домену тj. скупу R,
па можемо прећи на испитивање диференциjабилности. Запишимо jе у погодниjем облику тj.

f(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x, x < 0,
x, x ⩾ 0.

Пошто за све x ∈ (−∞,0) важи f(x) = −x, то jе f ′(x) = (−x)′ = −1 за све x < 0. Слично, пошто
jе f(x) = x за све x ∈ (0,+∞), то jе и f ′(x) = 1 за све x > 0. Дакле, f jе диференциjабилна на
интервалима (−∞,0) и (0,+∞) и важи

f ′(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1, x < 0,
1, x > 0.

Преостаjе jош тачка 0, међутим, њу смо већ испитали у 4. задатку и видели да у њоj функциjа
f ниjе диференциjабилна. Дакле, f jе диференциjабилна на (−∞,0) ∪ (0,+∞).
7. Испитати диференциjабилност функциjе f ∶ R→ R дате са f(x) = x ⋅ ∣x∣.
Решење: Прво, f jе непрекидна на скупу R као композициjа непрекидних функциjа (раниjе
смо доказали да jе апсолутна вредност непрекидна функциjа). Можемо jе записати у облику

f(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x2, x < 0,
x2, x ⩾ 0.

За све x ∈ (−∞,0) имамо f(x) = −x2, па jе и f ′(x) = (−x2)′ = −2x. Израз −2x jе заиста дефинисан
на (−∞,0), па jе f диференциjабилна на овом интервалу и притом jе на њему f ′(x) = −2x.
Слично, за све x ∈ (0,+∞) jе f(x) = x2, па имамо f ′(x) = (x2)′ = 2x. Како jе израз 2x дефинисан
на том отвореном интервалу, то jе f диференциjабилна на њему и ту важи f ′(x) = 2x. Дакле,
f jе диференциjабилна на интервалима (−∞,0) и (0,+∞) и важи

f ′(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−2x, x < 0,
2x, x > 0.

Преостаjе да испитамо jош диференциjабилност у тачки 0. Имамо

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0−

−h2 − 02
h

= lim
h→0−

−h2

h
= lim

h→0−(−h) = 0
и

f ′+(0) = lim
h→0+

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0+

h2 − 02
h

= lim
h→0+

h2

h
= lim

h→0+h = 0,
па пошто су леви и десни извод jеднаки, f jе диференциjабилна у нули. Дакле, f jе диферен-
циjабилна на целом R.

Коментар: Приметимо да jе функциjа f диференциjабилна иако jе задата као производ jедне
диференциjабилне функциjе и друге функциjе коjа ниjе диференциjабилна. Значи, када у некоj



функциjи као израз фигурише функциjа коjа ниjе диференциjабилна, не можемо одмах закљу-
чити за полазну функциjу да такође ниjе диференциjабилна, већ то морамо испитати у кон-
кретном случаjу.

8. Одредити константе a, b ∈ R такве да функциjа f буде диференциjабилна на скупу R, при
чему jе

f(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x ⋅ e−bx + a, x < 0,
x3 + bx, x ⩾ 0.

Решење: Прво, f мора бити непрекидна на R. Она jе непрекидна на отвореним интервалима
(−∞,0) и (0,+∞) као композициjа непрекидних функциjа за све вредности броjева a и b, па
треба проверити jош непрекидност у тачки 0. Имамо да jе

lim
x→0− f(x) = lim

x→0− (x ⋅ e−bx + a) = 0 ⋅ e−b⋅0 + a = 0 + a = a,
lim
x→0+ f(x) = lim

x→0+ (x3 + bx) = 03 + b ⋅ 0 = 0 и

f(0) = 03 + b ⋅ 0 = 0,
па jе f непрекидна у нули акко jе a = 0. Дакле, надаље jе

f(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x ⋅ e−bx, x < 0,
x3 + bx, x ⩾ 0.

На интервалу (−∞,0) имамо f(x) = x ⋅ e−bx, па jе и

f ′(x) = (x ⋅ e−bx)′ = 1 ⋅ e−bx + x ⋅ (e−bx)′ = e−bx + x ⋅ e−bx ⋅ (−bx)′ = e−bx + x ⋅ e−bx ⋅ (−b) = e−bx(1 − bx).
Како jе израз e−bx(1 − bx) дефинисан за све x ∈ (−∞,0), то jе f диференциjабилна на том
интервалу. Затим, за све x ∈ (0,+∞) jе f(x) = x3 + bx, па jе и

f ′(x) = (x3 + bx)′ = 3x2 + b.
Израз 3x2 + b jе дефинисан на целом интервалу (0,+∞), па jе самим тим f диференциjабилна
на њему. Значи, f jе свакако диференциjабилна на (−∞,0) ∪ (0,+∞) и важи

f(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
e−bx(1 − bx), x < 0,
3x2 + b, x > 0,

па треба jош испитати диференциjабилност у нули. Имамо да jе

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0−

h ⋅ e−bh − 0
h

= lim
h→0−

he−bh
h
= lim

h→0− e
−bh = e−b⋅0 = e0 = 1

и f ′+(0) = lim
h→0+

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0+

h3 + bh − 0
h

= lim
h→0+

h(h2 + b)
h

= lim
h→0+(h2 + b) = 02 + b = b,

па jе f диференциjабилна у нули акко jе f ′−(0) = f ′+(0) тj. b = 1.
Дакле, за a = 0 и b = 1 функциjа f jе диференциjабилна на R.

9. Испитати диференциjабилност функциjе f(x) = 3
√
x на њеном домену.

Решење: Домен ове функциjе jе цео скуп R. Имамо

f ′(x) = ( 3
√
x)′ = (x 1

3 )′ = 1

3
⋅ x− 2

3 = 1

3
3
√
x2

.



Израз
1

3
3
√
x2
дефинисан jе за све x ≠ 0, па одмах имамо да jе функциjа f диференциjабилна

на (−∞,0) ∪ (0,+∞) и да jе f ′(x) = 1

3
3
√
x2
на том скупу. Тачку 0 ћемо морати да испитамо по

дефинициjи. Имамо

f ′+(0) = lim
h→0+

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0+

3
√
h − 3
√
0

h
= lim

h→0+
3
√
h

h
= lim

h→0+
1

3
√
h2
= 1

3
√(0+)2 =

1

0+ = +∞,

па пошто десни извод у нули ниjе коначан, то f ниjе диференциjабилна у тоj тачки. Дакле, f
jе диференциjабилна на (−∞,0) ∪ (0,+∞).
10. Испитати диференциjабилност функциjе f(x) = √1 − e−x2 на њеном домену.
Решење: За почетак ћемо утврдити домен ове функциjе. С обзиром да се jавља квадратни
корен, мора важити 1 − e−x2 ⩾ 0 тj. e−x2 ⩽ 1. Пошто jе lnx строго растућа функциjа, након
логаритмовања обе стране последње jе еквивалентно са −x2 ⩽ 0 тj. x2 ⩾ 0, што jе тачно за свако
x ∈ R. Значи, домен ове функциjе jе цео скуп R. Сада рачунамо њен извод и проверавамо где
jе он дефинисан.

f ′(x) = 1

2
√
1 − e−x2

⋅ (1 − e−x2)′ = 1

2
√
1 − e−x2

⋅ (−e−x2 ⋅ (−x2)′) = 1

2
√
1 − e−x2

⋅ (−e−x2 ⋅ (−2x)) =
= 2xe−x2

2
√
1 − e−x2

= xe−x2√
1 − e−x2

.

Израз
xe−x2√
1 − e−x2

jе дефинисан за све x за коjе jе 1−e−x2 ⩾ 0 и √1 − e−x2 ≠ 0, што jе еквивалентно

са 1−e−x2 > 0 односно e−x2 < 1. Слично као малопре, логаритмовањем добиjамо −x2 < 0 тj. x2 > 0,
а то jе тачно за све x ∈ R, осим за x = 0. Дакле, овим смо добили да jе f диференциjабилна на
R/{0}, па треба jош испитати диференциjабилност у тачки 0. Имамо да jе

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0−

√
1 − e−h2 −√1 − e0

h
= lim

h→0−
√
1 − e−h2 − 0

h
= lim

h→0−
√
1 − e−h2

h
=

= lim
h→0−

√
1 − (1 + (−h2) + o(−h2))

h
= lim

h→0−
√
h2 + o(h2)

h
= lim

h→0−
√
h2
√
1 + o(1)
h

= lim
h→0−

∣h∣√1 + o(1)
h

=
= lim

h→0−
−h√1 + o(1)

h
= lim

h→0−−
√
1 + o(1) = −√1 + 0 = −1

и f ′+(0) = lim
h→0+

f(h) − f(0)
h

= lim
h→0+

√
1 − e−h2 −√1 − e0

h
= lim

h→0+
√
1 − e−h2 − 0

h
= lim

h→0+
√
1 − e−h2

h
=

= lim
h→0+

√
1 − (1 + (−h2) + o(−h2))

h
= lim

h→0+
√
h2 + o(h2)

h
= lim

h→0+
√
h2
√
1 + o(1)
h

= lim
h→0+

∣h∣√1 + o(1)
h

=
= lim

h→0+
h
√
1 + o(1)
h

= lim
h→0+

√
1 + o(1) =√1 + 0 = 1

па пошто jе f ′−(0) ≠ f ′+(0), функциjа f ниjе диференциjабилна у нули. Дакле, она jе диферен-
циjабилна на скупу R/{0}.

























16. Испитати диференциjабилност функциjе f ∶ R→ R дате са f(x) = [x] ⋅ sin2(πx).
Решење: Испитаћемо прво непрекидност функциjе f . Знамо да за свако n ∈ Z и x ∈ (n,n + 1)
важи f(x) = n, па самим тим и f(x) = n sin2(πx). Дакле, f jе непрекидна на свим отвореним
интервалима (n,n + 1) као композициjа непрекидних функциjа, па самим тим и на њиховоj
униjи тj. скупу R/Z.
Проверићемо jош да ли jе f непрекидна и у целоброjним тачкама. Нека jе n ∈ Z произвољно.
Знаjући да jе f(x) = n за све x ∈ [n,n + 1) и f(x) = n − 1 за све x ∈ [n − 1, n) имамо

lim
x→n−f(x) = lim

x→n− ([x] sin2(πx)) = (n − 1) ⋅ sin2(nπ) = (n − 1) ⋅ 0 = 0,
lim
x→n+f(x) = lim

x→n+ ([x] sin2(πx)) = n ⋅ sin2(nπ) = n ⋅ 0 = 0
и f(n) = [n] sin2(nπ) = n ⋅ 0 = 0,

па jе f непрекидна у тачки n. Дакле, функциjа f jе непрекидна и у свим целоброjим тачкама,
а тиме и на целом R.

Прелазимо сада на испитивање диференциjабилности функциjе. Прво, за свако n ∈ Z знамо да
jе f(x) = n sin2(πx) на отвореном интервалу (n,n + 1), па jе

f ′(x) = (n sin2(πx))′ = n ⋅ 2 sin(πx) ⋅ (sin(πx))′ = 2n sin(πx) ⋅ cos(πx) ⋅ (πx)′ =
= 2n sin(πx) cos(πx) ⋅ π = 2nπ sin(πx) cos(πx),

што jе дефинисано за све x ∈ (n,n+1). Дакле, за свако n ∈ Z функциjа f jе диференциjабилна на
отвореном интервалу (n,n+1) и притом jе f ′(x) = 2nπ sin(πx) cos(πx), па jе f диференциjабилна
и на униjи ових интервала тj. на R/Z.
Остаjе jош да испитамо диференциjабилност функциjе f у целоброjним тачкама. Нека jе n ∈ Z.
Малопре смо извели закључак да jе f ′(x) = 2nπ sin(πx) cos(πx) за x ∈ (n,n + 1) и f ′(x) =
2(n − 1)π sin(πx) cos(πx) за x ∈ (n − 1, n). Сада имамо
lim
x→n−f ′(x) = lim

x→n−2(n − 1)π sin(πx) cos(πx) = 2(n − 1) ⋅ π ⋅ sin(nπ) cos(nπ) = 2(n − 1)π ⋅ 0 ⋅ (−1)n = 0,
па jе на основу Леме и f ′−(n) = 0. Слично jе

lim
x→n+f ′(x) = lim

x→n+2nπ sin(πx) cos(πx) = 2nπ ⋅ sin(nπ) cos(nπ) = 2nπ ⋅ 0 ⋅ (−1)n = 0,
па jе f ′+(n) = 0 на основу Леме. Пошто jе f ′−(n) = f ′+(n) = 0, f jе диференциjабилна и у тачки n,
па самим тим и у свим целоброjним тачкама.
Дакле, f jе диференциjабилна на целом R.

Коментар: Користили смо у рачуну познату чињеницу да jе cos(nπ) = (−1)n за све n ∈ Z.
Видели смо у неколико претходних задатака колико jе користећи Лему било jедноставно рачу-
нати леви и десни извод у поjединачим тачкама. Међутим, важно jе напоменути да уколико,
рецимо, одговараjући лимес lim

x→a+ f ′(x) у формулациjи Леме не постоjи, то не значи обавезно
да не постоjи ни f ′+(a), већ га у том случаjу морамо рачунати по дефинициjи. Слично важи и
за лимес lim

x→a− f ′(x) и f ′−(a). У наредном задатку ћемо демонстрирати такву ситуациjу.
17. Испитати диференциjабилност функциjе f ∶ R→ R дате са

f(x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x2 sin 1

x
, x ≠ 0,

0, x = 0.







Основне теореме диференциjалног
рачуна

Нека jе A ⊆ R непразан, f ∶ A→ R функциjа и тачка a ∈ A. Ако постоjи околина U те тачке таква
да за свако x ∈ U важи f(x) ⩽ f(a), кажемо да функциjа f има локални максимум у тачки a.
Слично, уколико постоjи околина U тачке a таква да jе f(x) ⩾ f(a) за свако x ∈ U , кажемо
да f има локални минимум у тачки a. Под локалним екстремумом подразумевамо било коjи
локални максимум или локални минимум.
Наравно, функциjа може имати и више локалних максимума и више локалних минимума. На
пример, функциjа f(x) = sinx у свакоj тачки π

2
+ 2kπ за k ∈ Z има локални максимум и у њима

узима своjу максималну вредност 1, док у свим тачкама облика −π
2
+ 2kπ за k ∈ Z има локални

минимум и у њима узима своjу минималну вредност -1.
С друге стране, функциjа g(x) = x3 jе строго растућа на целом R, па она нема ни локалних
максимума ни локалних минимума.

Теорема [Ферма]: Ако jе функциjа f диференциjабилна у тачки a и у тоj тачки има локални
екстремум, тада jе f ′(a) = 0.
Напоменимо да ова теорема даjе само jедан смер, односно да уколико важи f ′(a) = 0, тачка a

не мора бити локални екстремум функциjе f .

Теорема [Рол]: Нека jе f ∶ [a, b]→ R функциjа коjа jе непрекидна на [a, b] и диференциjабилна
на (a, b) и важи f(a) = f(b). Тада постоjи неко c ∈ (a, b) такво да jе f ′(c) = 0.
Другим речима, постоjи тачка c ∈ (a, b) таква да jе тангента на график функциjе f у тачки
(c, f(c)) паралелна са x–осом.

Теорема [Лагранж]: Нека jе f ∶ [a, b] → R функциjа коjа jе непрекидна на [a, b] и диферен-
циjабилна на (a, b). Тада постоjи неко c ∈ (a, b) такво да jе f ′(c) = f(b) − f(a)

b − a .

Дакле, постоjи c ∈ (a, b) таква да jе тангента на график функциjе f у тачки (c, f(c)) паралелна
са правом коjа пролази кроз тачке (a, f(a)) и (b, f(b)).

Геометриjску интерпретациjу ових теорема можемо видети на сликама изнад (Ролова – лево и
Лагранжова – десно).

Навешћемо сада и две последице Лагранжове теореме коjе ће нам бити веома корисне у зада-
цима.
Последица: Нека jе f ∶ [a, b] → R функциjа коjа jе непрекидна на [a, b] и диференциjабилна
на (a, b). Уколико jе f ′(x) = 0 за свако x ∈ (a, b), тада jе f константна функциjа тj. постоjи c ∈ R



такво да jе f(x) = c за све x ∈ [a, b].
Последица: Нека jе f ∶ [a, b] → R функциjа коjа jе непрекидна на [a, b] и диференциjабилна
на (a, b). Уколико jе f ′(x) ⩾ 0 за свако x ∈ (a, b), тада jе f монотоно растућа функциjа, док
уколико jе f ′(x) > 0 за свако x ∈ (a, b), f jе строго растућа, Слично, ако jе f ′(x) ⩽ 0 за свако
x ∈ (a, b), f jе монотоно опадаjућа функциjа, док уколико jе f ′(x) < 0 за свако x ∈ (a, b), тада
jе f строго опадаjућа.

Напомена: Ова тврђења важе и када се интервал [a, b] заменимо са неким бесконачним интер-
валом попут [a,+∞), (−∞, b] или читавим R, али не важи када jе домен функциjе f униjа више
дисjунктних интервала у шта ћемо се уверити у задацима.

1. Доказати да за све x ∈ [−1,1] важи arcsinx + arccosx = π

2
.

Решење: Уочимо функциjу f ∶ [−1,1] → R. Она jе непрекидна као композициjа елементарних
функциjа. Треба доказати да jе она константна, па ћемо израчунати њен први извод. За свако
x ∈ (−1,1) имамо да jе

f ′(x) = 1√
1 − x2

+ (− 1√
1 − x2

) = 0,
па на основу jедне од последица Лагранжове теореме имамо да jе f константна функциjа
на интервалу [−1,1]. Да бисмо одредили ту константу, израчунаћемо вредност функциjе f у
погодно одабраноj тачки. Имамо да jе f(0) = arcsin 0 + arccos 0 = 0 + π

2
= π

2
, па jе зато f(x) =

arcsinx + arccosx = π

2
за свако x ∈ [−1,1].

2. Доказати да jе arctgx + arctg 1

x
= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−π

2
, x < 0,

π
2
, x > 0.

Решење: Дефинишемо функциjу f ∶ R/{0} → R са f(x) = arctgx + arctg 1

x
. Она jе непрекидна

као композициjа елементарних функциjа. Треба доказати да jе она константна на интервалу
(−∞,0) и на интервалу (0,+∞), па ћемо израчунати њен први извод. Имамо да jе

f ′(x) = (arctgx + arctg 1

x
)′ = 1

1 + x2
+ 1

1 + 1
x2

⋅(− 1

x2
) = 1

1 + x2
− 1

x2 + 1 = 0 за све x ∈ (−∞,0)∪(0,+∞),
па jе на основу jедне од последица функциjа f константна на интервалу (−∞,0) и константна
на интервалу (0,+∞). Треба jош одредити тe константe што лако можемо учинити тако што
израчунамо вредност функциjе f у некe две конкретне тачке коjе ћемо одабрати тако да нам
буде што лакши рачун. Тако имамо да jе

f(1) = arctg 1 + arctg 1

1
= π

4
+ π

4
= π

2
,

што заjедно са претходним значи да jе f(x) = arctgx+ arctg 1

x
= π

2
за свако x ∈ (0,+∞). Слично

jе
f(−1) = arctg(−1) + arctg 1−1 = −π4 + (−π4 ) = −π2 ,

па jе зато f(x) = arctgx + arctg 1

x
= −π

2
за свако x ∈ (−∞,0).

Напомена: Приметимо да иако jе извод функциjе f jеднак нули у свакоj тачки њеног домена
(−∞,0)∪(0,+∞), она ипак ниjе константна на целом домену, jер jе он униjа два интервала, али
jе на сваком од тих интервала константна.





























У наредним задацима доказиваћемо неjеднакости (тj. вршити процене) користећи Лагранжову

теорему. Израз f ′(c) = f(b) − f(a)
b − a коjи се jавља у њоj ћемо често писати у еквивалентном

облику f(b)−f(a) = f ′(c)(b−a) на коjи ћемо примењивати апсолутну вредност и уколико може-
мо да ограничимо први извод функциjе f на интервалу (a, b), моћи ћемо онда да ограничимо
и израз f(b) − f(a).
15. Доказати да важи:

а) ∣ sinx − sin y∣ ⩽ ∣x − y∣, за све x, y ∈ R;

б) ∣ 1

1 + x − 1

1 + y ∣ ⩽ ∣x − y∣, за све x, y > 0;
в) ∣ x

1 + e 1
x

− y

1 + e 1
y

∣ ⩾ ∣x − y∣
4

за све x, y ⩾ 1;
г) ∣arctgx − arctg y∣ ⩽ ∣x − y∣, за све x, y ∈ R;
д)

1

a + 1 < ln(1 + 1

a
) < 1

a
, за све a > 0;

ђ) ln ∣xx

yy
∣ ⩽ 2026∣x − y∣, за све x, y ∈ [e2024, e2025].

Решење: а) Нека су x, y ∈ R произвољни. Приметимо да уколико jе x = y, ова неjеднакост
тривиjално важи као 0 ⩽ 0, па зато можемо претпоставити да jе x ≠ y. Пошто jе неjеднакост
симетрична по x и y (тj. ако заменимо места x и y добиjе се иста неjеднакост) можемо без
умањења општости додатно претпоставити да jе x > y. Нека jе функциjа f ∶ [y, x] → R дата са
f(t) = sin t. Пошто процењуjемо израз ∣f(x) − f(y)∣, можемо искористити Лагранжову теорему
чиjе услове функциjа f задовољава, jер jе непрекидна на [y, x] као елементарна функциjа и
диференциjабилна на (y, x), jер jе f ′(t) = cos t за све t ∈ (y, x). Зато постоjи c ∈ (y, x) такво да
jе f(x) − f(y) = f ′(c)(x − y) тj. sinx − sin y = cos c ⋅ (x − y). Сада имамо да jе

∣ sinx − sin y∣ = ∣ cos c∣ ⋅ ∣x − y∣ ⩽ 1 ⋅ ∣x − y∣ = ∣x − y∣,
jер jе ∣ cos c∣ ⩽ 1 за свако c ∈ (y, x), што jе и требало доказати.

б) Нека су x, y > 0 произвољни. Слично као и малопре, можемо претпоставити да jе x > y > 0
и увести функциjу f ∶ [y, x] → R са f(t) = 1

1 + t коjа jе непрекидна на [x, y] као композициjа
непрекидних функциjа и диференциjабилна на (y, x), jер jе f ′(t) = − 1(1 + t)2 ⋅ (1+ t)′ = − 1(1 + t)2 ,
што jе дефинисано на целом интервалу (y, x) (знамо да су x, y > 0, па и за свако t ∈ (y, x)
важи t > 0). Зато, по Лагранжовоj теореми постоjи c ∈ (y, x) (а самим тим jе c > 0) такво да jе
f(x) − f(y) = f ′(c)(x − y) тj.

1

1 + x − 1

1 + y = − 1(1 + c)2 ⋅ (x − y),
одакле имамо

∣ 1

1 + x − 1

1 + y ∣ = ∣− 1(1 + c)2 ∣ ⋅ ∣x − y∣ = 1(1 + c)2 ⋅ ∣x − y∣ ⩽ 1(1 + 0)2 ⋅ ∣x − y∣ ⩽ 1 ⋅ ∣x − y∣ = ∣x − y∣,
што jе и требало доказати. Приметимо да смо могли и без Лагранжове теореме да докажемо
ову неjеднакост за све x, y > 0 на следећи начин:
∣ 1

1 + x − 1

1 + y ∣ = ∣1 + y − (1 + x)(1 + x)(1 + y) ∣ = ∣ y − x(1 + x)(1 + y) ∣ = ∣y − x∣(1 + x)(1 + y) ⩽ ∣x − y∣(1 + 0) ⋅ (1 + 0) = ∣x − y∣.



в) Нека су x, y ⩾ 1 произвољни. Као и у претходним деловима можемо претпоставити да jе
x > y ⩾ 1 и посматрати функциjу f ∶ [y, x] → R дату са f(t) = t

1 + e 1
t

коjа jе непрекидна на [y, x]
као композициjа непрекидних функциjа и диференциjабилна на (y, x), jер jе

f ′(t) = ( t

1 + e 1
t

)′ = 1 ⋅ (1 + e 1
t ) − t ⋅ (e 1

t ⋅ (− 1
t2
))

(1 + e 1
t )2 = 1 + e 1

t + 1
t
⋅ e 1

t

(1 + e 1
t )2 ,

што jе дефинисано на целом интервалу (y, x) (знамо да jе x, y ⩾ 1, па jе и t > 1 > 0). Применом
Лагранжове теореме на функциjу f имамо да постоjи c ∈ (y, x), а самим тим и c > 1, такво да
важи f(x) − f(y) = f ′(c)(x − y) тj.

x

1 + e 1
x

− y

1 + e 1
y

= 1 + e 1
c + 1

c
⋅ e 1

c

(1 + e 1
c )2 ⋅ (x − y),

одакле jе

∣ x

1 + e 1
x

− y

1 + e 1
y

∣ = RRRRRRRRRRRRR
1 + e 1

c + 1
c
⋅ e 1

c

(1 + e 1
c )2

RRRRRRRRRRRRR ⋅ ∣x − y∣ =
1 + e 1

c + 1
c
⋅ e 1

c

(1 + e 1
c )2 ⋅ ∣x − y∣.

Сада, знаjући да jе c > 1 процењуjемо
1 + e 1

c + 1
c
⋅ e 1

c

(1 + e 1
c )2 > 1 + e 1

c + 0
(1 + e 1

c )2 =
1

1 + e 1
c

.

Даље, из c > 1 следи да jе
1

c
< 1

1
= 1 и e

1
c < e1 = e, па jе зато

1

1 + e 1
c

> 1

1 + e > 1

1 + 3 = 1

4

и коначно

∣ x

1 + e 1
x

− y

1 + e 1
y

∣ = 1 + e 1
c + 1

c
⋅ e 1

c

(1 + e 1
c )2 ⋅ ∣x − y∣ > 1

4
∣x − y∣,

што се и тражило.

г) Нека су x, y ∈ R произвољни. Пошто у случаjу x = y неjеднакост тривиjално важи, можемо
надаље претпоставити да jе x > y и посматрати функциjу f ∶ [y, x] → R дефинисану са f(t) =
arctg t. Она jе непрекидна на [y, x] као елементарна функциjа, а и диференциjабилна на (y, x),
jер jе f ′(t) = 1

1 + t2 дефинисано за све t ∈ (y, x). Применом Лагранжове теореме на њу, имамо
да за неко c ∈ (y, x) важи f(x) − f(y) = f ′(c)(x − y) тj.

arctgx − arctg y = 1

1 + c2 (x − y),
одакле jе

∣arctgx − arctg y∣ = ∣ 1

1 + c2 (x − y)∣ = 1

1 + c2 ∣x − y∣ ⩽ 1

1 + 0 ⋅ ∣x − y∣ = ∣x − y∣.
д) Нека jе a > 0 произвољно. Пошто jе ln(1 + 1

a
) = ln a + 1

a
= ln(a + 1) − lna, уочићемо функциjу

f ∶ [a, a + 1] → R дату са f(x) = lnx, да би тада израз ln(1 + 1

a
) , коjи процењуjемо, био jеднак

управо f(a + 1) − f(a). Ова функциjа jе непрекидна као елементарна и диференциjабилна, jер

jе f ′(x) = 1

x
дефинисано за све x ∈ (a, a + 1), па применом Лагранжове теореме добиjамо да









































Лопиталова правила

Раниjе смо се приликом израчунавања лимеса често сусретали са неодређеним облицима 0
0
и ∞∞

и тада смо их трансформишући одговараjуће изразе и користећи развоjе елементарних функ-
циjа сводили на одређене облике и лако израчунавали. Следећа теорема говори о jош jедном
начину за израчунавање лимеса у коjима се поjављуjу ова два неодређена облика.

Теорема [Лопиталова правила]: Нека су −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞ и f, g ∶ (a, b) → R диференциjа-

билне функциjе, при чему jе g′(x) ≠ 0 за свако x ∈ (a, b) и нека постоjи lim
x→a+

f ′(x)
g′(x) = L1 ∈ R.

Тада, уколико jе lim
x→a+ f(x) = lim

x→a+ g(x) = 0 или lim
x→a+ f(x) = ±∞ = lim

x→a+ g(x), важи lim
x→a+

f(x)
g(x) = L1.

Слично, уколико jе lim
x→b−

f ′(x)
g′(x) = L2 ∈ R и важи неки од услова lim

x→b−f(x) = lim
x→b−g(x) = 0 или

lim
x→b− f(x) = ±∞ = lim

x→b− g(x), имамо да jе lim
x→b−

f(x)
g(x) = L2.

Дакле, када радимо са неодређеним изразима облика 0
0
или ∞∞ , можемо користити Лопита-

лова правила, док када радимо са неодређеним изразима облика 0 ⋅ ∞, +∞ − (+∞), −∞ −
(−∞), 1∞, (+∞)0, 00 и сличне, морамо прво да их трансформишемо у неки од облика 0

0
или

∞∞ , па тек онда можемо применити Лопиталова правила.

1. Израчунати lim
x→+∞

lnx

x
.

Решење: Знамо да jе lim
x→+∞ lnx = +∞ и lim

x→+∞x = +∞, па

можемо применити Лопиталово правило. Пошто jе

lim
x→+∞

(lnx)′(x)′ = lim
x→+∞

1
x

1
= lim

x→+∞
1

x
= 1+∞ = 0,

то jе и lim
x→+∞

lnx

x
= 0.

Убудуће, како бисмо скратили запис, када примењуjемо Лопиталова правила, писаћемо изнад
знака jеднакости Л.п. и то ћемо читати као „лева страна jе jеднака десноj уколико десна страна
постоjи”. На пример, претходни задатак бисмо могли записати на следећи начин:

lim
x→+∞

lnx

x

Л.п.= lim
x→+∞

1
x

1
= lim

x→+∞
1

x
= 1+∞ = 0.

Лопиталова правила можемо и више пута узастопно применити – ако након jедне примене
Лопиталовог правила поново добиjемо неки од неодређених облика 0

0
или ∞∞ , можемо опет

применити Лопиталово правило. Илустрациjу тога можемо видети у наредном задатку.

2. Израчунати lim
x→+∞

x4

ex
.

Решење: Приметимо прво да jе lim
x→+∞x4 = +∞ = lim

x→+∞ ex, па jе тражени лимес облика ∞∞ и
можемо да применимо Лопиталово правило. Имамо да jе

lim
x→+∞

x4

ex
Л.п.= lim

x→+∞
4x3

ex
.



Како jе lim
x→+∞4x3 = +∞ = lim

x→+∞ ex, поново примењуjући Лопиталово правило имамо

lim
x→+∞

4x3

ex
Л.п.= lim

x→+∞
12x2

ex
,

што jе опет облика ∞∞ , jер jе lim
x→+∞12x2 = +∞ = lim

x→+∞ ex. Када опет применимо Лопиталово
правило, добиjамо

lim
x→+∞

12x2

ex
Л.п.= lim

x→+∞
24x

ex
,

па и даље имамо облик ∞∞ . Коначно, када jош jедном применимо Лопиталово правило добиjамо

lim
x→+∞

24x

ex
Л.п.= lim

x→+∞
24

ex
= 24+∞ = 0,

па jе и lim
x→+∞

x4

ex
= 0. Дакле, овде смо наставили да примењуjемо Лопиталово правило све док

наjзад нисмо дошли до одређеног облика у лимесу и могли директно да га израчунамо. Убудуће
ћемо ово краће писати на следећи начин:

lim
x→+∞

x4

ex
Л.п.= lim

x→+∞
4x3

ex
Л.п.= lim

x→+∞
12x2

ex
Л.п.= lim

x→+∞
24x

ex
Л.п.= lim

x→+∞
24

ex
= 24+∞ = 0,

уз обавезну проверу у сваком кораку да jе пре примене Лопиталовог правила био облик 0
0
или

∞∞ .

У претходна два задатка смо заправо демонстрирали извођење поредбене скале тj. да уколико
су a > 1, k > 0 и c > 1 реални броjеви, важи

loga x << xk << cx, x→ +∞,

па надаље можемо упоредо користити поредбену скалу и Лопиталова правила у зависности од
тога шта нам буде погодниjе.
Подсетник: У поредбеноj скали смо имали и да jе cx << xx, x → +∞, што се jедноставниjе
изводи директно, без коришћења Лопиталових правила:

lim
x→+∞

cx

xx
= lim

x→+∞( cx)
x = 0+∞ = 0.

3. Израчунати lim
x→0+(x lnx).

Решење: Како jе lim
x→0+x = 0 и lim

x→0+ lnx = −∞, ово jе израз облика 0 ⋅ ∞, па ћемо га трансфор-
мисати тако да можемо да применимо Лопиталово правило. Да бисмо од производа направили
количник, морамо jедан од израза „спустити” у именилац. Када бисмо „спустили” логаритам,
добили бисмо облик lim

x→0+
x
1

lnx

коjи jе облика 0
0
, па се на њега може применити Лопиталово

правило. Међутим, након његове примене, имали бисмо

lim
x→0+(x lnx) = lim

x→0+
x
1

lnx

Л.п.= lim
x→0+

1−1
ln2 x
⋅ 1
x

= lim
x→0+(−x ln2 x),

што jе компликованиjе него полазни лимес. Зато ћемо у оваквим ситуациjама избегавати да
логаритам „спуштамо” у именилац, већ ћемо то урадити са функциjом x. Имамо да jе

lim
x→0+(x lnx) = lim

x→0+
lnx
1
x

Л.п.= lim
x→0+

1
x− 1
x2

= lim
x→0+(−x) = 0.

4. Израчунати lim
x→0+xx.



Решење: Приметимо да се у овом лимесу поjављуjе неодређени облик 00, па не можемо одмах
да применимо Лопиталово правило. Прво ћемо, као и раниjе, пребацити израз чиjи лимес
рачунамо на основу e, па искористити непрекидност експоненциjалне функциjе. Имамо да jе

lim
x→0+xx = lim

x→0+ (elnx)x = lim
x→0+ ex lnx.

Сада jош треба израчунати лимес lim
x→0+(x lnx) што смо заправо урадили у претходном задатку,

те знамо да jе он jеднак 0. Одатле jе lim
x→0+ ex lnx = e0 = 1, па jе и lim

x→0+xx = 1.
5. Да ли се функциjа f ∶ (0,1) → R дата са f(x) = xx − 1

x lnx
може додефинисати тако да буде

непрекидна на [0,1]?
Решење: Пошто jе функциjа f свакако непрекидна на (0,1) као композициjа елементарних
функциjа, треба jош утврдити да ли постоjе и коначни су lim

x→0+ f(x) и lim
x→1− f(x). Израчунаћемо

прво lim
x→0+ f(x) = lim

x→0+
xx − 1
x lnx

. Како jе на основу претходног задатка lim
x→0+xx = 1, то jе

lim
x→0+(xx − 1) = 1 − 1 = 0, а уз то jе и lim

x→0+(x lnx) = 0 на основу четвртог задатка, па можемо
применити Лопиталово правило. Имамо

lim
x→0+

xx − 1
x lnx

Л.п.= lim
x→0+

(xx − 1)′(x lnx)′ = lim
x→0+

((elnx)x − 1)′
1 ⋅ lnx + x ⋅ 1

x

= lim
x→0+

(ex lnx − 1)′
lnx + 1 = lim

x→0+
ex lnx ⋅ (x lnx)′

lnx + 1 =
= lim

x→0+
ex lnx ⋅ (lnx + 1)

lnx + 1 = lim
x→0+ ex lnx = e0 = 1,

при чему смо на краjу опет искористили чињеницу доказану у четвртом задатку – да jе
lim
x→0+(x lnx) = 0.
Даље, како jе lim

x→1−(xx−1) = 11−1 = 0 и lim
x→1−(x lnx) = 1⋅ln 1 = 0, можемо и приликом израчунавања

lim
x→1− f(x) користити Лопиталово правило. Идентичним рачуном као малопре добиjамо

lim
x→1−

xx − 1
x lnx

Л.п.= lim
x→1−

(xx − 1)′(x lnx)′ = lim
x→1− ex lnx = e1⋅ln 1 = e0 = 1.

Дакле, функциjа f се може додефинисати до непрекидне функциjе f̃ ∶ [0,1]→ R дате са

f̃(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, x = 0;
f(x), x ∈ (0,1);
1, x = 1.

6. Израчунати lim
x→0
(ctgx − 1

x
) .

Решење: Пошто jе lim
x→0

ctgx = lim
x→0

cosx

sinx
= 1

0± = ±∞ у зависности од тога да ли x → 0+ или
x→ 0− и lim

x→0

1

x
= 1

0± = ±∞, опет, у зависности од тога да ли x→ 0+ или x→ 0−, то jе оваj

лимес облика +∞− (+∞) или −∞− (−∞), па га прво морамо трансформисати тако да можемо
применити Лопиталово правило. Имамо да jе

lim
x→0
(ctgx − 1

x
) = lim

x→0
(cosx
sinx

− 1

x
) = lim

x→0

x cosx − sinx
x sinx

,

па сада можемо применити Лопиталово правило пошто jе lim
x→0
(x cosx − sinx) = 0 ⋅ 1 − 0 = 0 и

lim
x→0
(x sinx) = 0 ⋅ 0 = 0. Имамо

lim
x→0

x cosx − sinx
x sinx

Л.п.= lim
x→0

(x cosx − sinx)′(x sinx)′ = lim
x→0

1 ⋅ cosx + x ⋅ (− sinx) − cosx
1 ⋅ sinx + x cosx = lim

x→0
− x sinx

sinx + x cosx.



Сада, jош jедном ћемо применити Лопиталово правило, jер имамо да jе lim
x→0
(x sinx) = 0 ⋅ 0 = 0 и

lim
x→0
(sinx + x cosx) = 0 + 0 ⋅ 1 = 0. Зато jе

lim
x→0
− x sinx

sinx + x cosx Л.п.= lim
x→0
− (x sinx)′(sinx + x cosx)′ = − limx→0

sinx + x cosx
cosx + cosx − x sinx = − 0 + 0 ⋅ 1

1 + 1 − 0 ⋅ 0 = 0,
па jе и lim

x→0
(ctgx − 1

x
) = 0.

7. Израчунати lim
x→0

x ctgx − 1
x2

.

Решење: Прво морамо видети ког jе облика оваj лимес, па рачунамо lim
x→0
(x ctgx). Имамо да jе

lim
x→0
(x ctgx) = lim

x→0
(x ⋅ cosx

sinx
) = lim

x→0
( x

sinx
⋅ cosx) = 1 ⋅cos 0 = 1, па jе зато и lim

x→0
(x ctgx−1) = 1−1 = 0,

а и lim
x→0

x2 = 02 = 0. Дакле, лимес коjи треба да израчунамо jе облика 0
0
, па можемо применити

Лопиталово правило. Зато jе

lim
x→0

x ctgx − 1
x2

Л.п.= lim
x→0

1 ⋅ ctgx + x ⋅ −1
sin2 x

2x
= lim

x→0

cosx
sinx
− x

sin2 x

2x
= lim

x→0

cosx sinx−x
sin2 x

2x
= lim

x→0

cosx sinx − x
2x sin2 x

.

Сада, пошто jе lim
x→0
(cosx sinx − x) = 1 ⋅ 0 − 0 = 0 и lim

x→0
2x sin2 x = 2 ⋅ 0 ⋅ 02 = 0, применићемо поново

Лопиталово правило. Зато jе

lim
x→0

cosx sinx − x
2x sin2 x

Л.п.= lim
x→0

− sinx ⋅ sinx + cosx ⋅ cosx − 1
2(1 ⋅ sin2 x + x ⋅ 2 sinx ⋅ cosx) = limx→0

− sin2 x − (1 − cos2 x)
2 sinx(sinx + 2x cosx) =

= lim
x→0

− sin2 x − sin2 x
2 sinx(sinx + 2x cosx) = limx→0

−2 sin2 x
2 sinx(sinx + 2x cosx) = limx→0

− sinx
sinx + 2x cosx.

И последњи лимес jе облика 0
0
, jер jе lim

x→0
(− sinx) = 0 и lim

x→0
(sinx+2x cosx) = 0+2 ⋅0 ⋅1 = 0, па jош

jедном применом Лопиталовог правила коначно имамо да jе

lim
x→0

− sinx
sinx + 2x cosx = limx→0

− cosx
cosx + 2(1 ⋅ cosx + x ⋅ (− sinx)) = limx→0

− cosx
3 cosx − 2x sinx = −1

3 ⋅ 1 − 2 ⋅ 0 ⋅ 0 = −13 ,
што значи да jе и lim

x→0

x ctgx − 1
x2

= −1
3
.

8. Нека jе a > 0 реалан броj. Израчунати lim
x→a

ax − xa

x − a .

Решење: Приметимо да jе lim
x→a
(ax − xa) = aa − aa = 0 и lim

x→a
= (x − a) = a − a = 0, па можемо

применити Лопиталово правило. Зато jе

lim
x→a

ax − xa

x − a Л.п.= lim
x→a

ax lna − axa−1
1

= lim
x→a
(ax lna − axa−1) = aa lna−a⋅aa−1 = aa lna−aa = aa(lna−1).

9. Нека jе a > 0 реалан броj. Израчунати lim
x→0

(a + x)x − ax
x2

.

Решење: Прво, приметимо да jе lim
x→0
((a+x)x−ax) = (a+0)0−a0 = 1−1 = 0, као и да jе lim

x→0
x2 = 0,

па jе оваj лимес облика 0
0
, те можемо применити Лопиталово правило. Имамо да jе

L = lim
x→0

(a + x)x − ax
x2

Л.п.= lim
x→0

((a + x)x − ax)′(x2)′ .

Да не бисмо компликовали запис, израчунаћемо ((a + x)x)′ посебно:
((a + x)x)′ = ((eln(a+x))x) = (ex ln(a+x))′ = ex ln(a+x) ⋅ (x ln(a + x))′ =
= ex ln(a+x) ⋅ (1 ⋅ ln(a + x) + x ⋅ 1

a + x ⋅ 1) = ex ln(a+x) ⋅ (ln(a + x) + x

a + x) .



Зато jе

L = lim
x→0

(a + x)x − ax
x2

Л.п.= lim
x→0

ex ln(a+x) ⋅ (ln(a + x) + x
a+x) − ax lna

2x
.

Даље, пошто jе

lim
x→0
(ex ln(a+x) ⋅ (ln(a + x) + x

a + x) − ax lna) = e0⋅lna ⋅ (lna + 0

a
) − a0 lna = 1 ⋅ lna − 1 ⋅ lna = 0

и lim
x→0

2x = 0, поново ћемо применити Лопиталово правило, jер имамо лимес облика 0
0
. Имамо

L = lim
x→0

ex ln(a+x) ⋅ (ln(a + x) + x
a+x) − ax lna

2x

Л.п.=
= lim

x→0

(ex ln(a+x))′ ⋅ (ln(a + x) + x
a+x) + ex ln(a+x) ⋅ (ln(a + x) + x

a+x)′ − ax lna ⋅ lna
2

=
= 1

2
lim
x→0
((ex ln(a+x))′ ⋅ (ln(a + x) + x

a + x) + ex ln(a+x) ⋅ ( 1

a + x ⋅ 1 + 1 ⋅ (a + x) − x ⋅ 1(a + x)2 ) − ax ln2 a) .
Од малопре имамо израчунато (ex ln(a+x))′ = ex ln(a+x) (ln(a + x) + x

a + x) , па када то уврстимо у
претходни израз, добиjамо да jе

L = 1

2
lim
x→0
(ex ln(a+x) ⋅ (ln(a + x) + x

a + x)
2 + ex ln(a+x) ⋅ ( 1

a + x + a(a + x)2 ) − ax ln2 a) =
= 1

2
(e0⋅lna ⋅ (lna + 0

a
)2 + e0⋅lna ⋅ (1

a
+ a

a2
) − a0 ⋅ ln2 a) = 1

2
(ln2 a + 2

a
− ln2 a) = 1

2
⋅ 2
a
= 1

a
.

10. Израчунати lim
x→+∞( 2π arctgx)x

Решење: Приметимо прво да jе lim
x→+∞( 2π arctgx) = 2

π
⋅ π
2
= 1, те jе оваj лимес облика 1∞, па га

морамо трансформисати пре него што применимо Лопиталово правило. Имамо да jе

lim
x→+∞( 2π arctgx)x = lim

x→+∞(eln( 2
π arctgx))x = lim

x→+∞ ex ln( 2
π arctgx),

па желимо прво да израчунамо L = lim
x→+∞(x ln( 2π arctgx)) , што jе лимес облика ∞ ⋅ 0, па ћемо

„спустити” x у именилац и добити лимес облика 0
0
на коjи можемо да применимо Лопиталово

правило. Имамо да jе

L = lim
x→+∞(x ln( 2π arctgx)) = lim

x→+∞
ln ( 2

π
arctgx)
1
x

Л.п.= lim
x→+∞

1
2
π arctgx

⋅ 2
π
⋅ 1
1+x2

− 1
x2

=
= lim

x→+∞− x2

arctgx ⋅ (x2 + 1) = − lim
x→+∞

x2

x2 + 1 ⋅ limx→+∞
1

arctgx
= − lim

x→+∞
1

1 + 1
x2

⋅ 2
π
= −1 ⋅ 2

π
= − 2

π
,

па jе lim
x→+∞( 2π arctgx)x = e− 2

π .

















Изводи вишег реда. Теjлоров и
Маклоренов полином

Нека jе −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞ и f ∶ (a, b)→ R функциjа. Уколико jе f диференциjабилна, тада jе њен
први извод f ′ ∶ (a, b)→ R добро дефинисана функциjа на интервалу (a, b). Уколико jе функциjа
f ′ диференциjабилна у некоj тачки x ∈ (a, b), њен извод (f ′)′(x) у тоj тачки називамо другим
изводом функциjе f у тачки x (или њеним изводом другог реда у тоj тачки), обележавамо
га са f ′′(x) и кажемо да jе функциjа f двапут диференциjабилна у тачки x. Даље, уколико
jе функциjа f ′ диференциjабилна на интервалу (a, b), њен извод називамо другим изводом
функциjе f , означавамо га са f ′′ = (f ′)′ и кажемо да jе функциjа f двапут диференциjабилна
на овом интервалу. На сличан начин дефинишемо и трећи извод функциjе f као извод функциjе
f ′′ уколико jе она диференциjабилна и означавамо га са f (3) = f ′′′ = (f ′′)′, а такође и n-ти извод
функциjе f , у ознаци f (n) за произвољно n ∈ N. Под нултим изводом функциjе f подразумевамо
њу саму тj. f (0) = f .
Дакле, за све n ∈ N0 важи f (n+1) = (f (n))′.
Када кажемо да jе функциjа f n пута диференциjабилна (за неко n ∈ N), подразумевамо да
постоjи њен извод реда n (а самим тим и сви њени изводи реда мањег од n).

1. Израчунати други извод функциjе f(x) = x√x2 + 1.
Решење: Наjпре ћемо израчунати први извод ове функциjе тj. f ′, а потом и њен други извод
f ′′ као извод првог извода. Имамо да jе

f ′(x) = (x√x2 + 1)′ = 1 ⋅ √x2 + 1 + x ⋅ 1

2
√
x2 + 1 ⋅ 2x =

√
x2 + 1 + x2√

x2 + 1 = x2 + 1 + x2√
x2 + 1 = 2x2 + 1√

x2 + 1 .
Даље jе

f ′′(x) = (f ′(x))′ = ( 2x2 + 1√
x2 + 1)

′ = 4x ⋅ √x2 + 1 − (2x2 + 1) ⋅ 1

2
√
x2 + 1 ⋅ 2x

(√x2 + 1)2 = 4x
√
x2 + 1 − (2x2 + 1)x√

x2 + 1
x2 + 1 =

=
4x(x2 + 1) − (2x2 + 1)x√

x2 + 1
x2 + 1 = 4x3 + 4x − 2x3 − x(x2 + 1)√x2 + 1 = 2x3 + 3x(x2 + 1) 3

2

.

2. Израчунати n-ти извод функциjе f(x) = ax, при чему jе a > 0 и a ≠ 1 реалан броj и n ∈ N
произвољан природан броj.

Решење: Израчунаћемо првих неколико извода како бисмо покушали да утврдимо неку пра-
вилност. За n = 1 знамо да jе f ′(x) = ax lna. Даље, за n = 2 jе f ′′(x) = (ax lna)′ = ax lna ⋅ lna =
ax ln2 a. за n = 3 имамо да jе f ′′′(x) = (ax ln2 a)′ = ax lna ⋅ ln2 a = ax ln3 a. Настављаjући оваj
поступак видимо да са сваким новим диференцирањем „искочи” по jедан чинилац lna, па за-
кључуjемо да jе f (n)(x) = ax lnn a за све n ∈ N.
Коментар: Специjално, за a = e имамо да jе lnn e = 1n = 1, па за функциjу f(x) = ex знамо да
jе f (n)(x) = ex за свако n ∈ N.

3. Израчунати n-ти извод функциjе f(x) = sinx за произвољно n ∈ N.



Решење: Опет ћемо израчунати првих неколико извода ове функциjе како бисмо утврдили
неку правилност. Имамо да jе

f ′(x) = cosx, f ′′(x) = (cosx)′ = − sinx, f ′′′(x) = (− sinx)′ = − cosx,
f (4)(x) = (− cosx)′ = −(− sinx) = sinx = f(x),

па одатле видимо да jе

f (5) = (f (4))′ = f ′, f (6) = (f (5))′ = (f ′)′ = f ′′, f (7) = (f (6))′ = (f ′′)′ = f ′′′,
f (8) = (f (7))′ = (f ′′′)′ = f (4) = f, f (9) = (f (8))′ = f ′

и тако даље. Дакле, у низу извода {f (n)}n∈N видимо да се чланови f ′, f ′′, f ′′′ и f наизменично
понављаjу, па jе оваj низ периодичан са периодом 4. Одатле jе jе

f (n)(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f(x) = sinx, n = 4k, k ∈ N;
f ′(x) = cosx, n = 4k + 1, k ∈ N0;

f ′′′(x) = − sinx, n = 4k + 2, k ∈ N0;

f (4)(x) = − cosx, n = 4k + 3, k ∈ N0.

4. Израчунати n-ти извод функциjе f(x) = xα за произвољно n ∈ N и α ∈ R.
Решење: Нека jе α ∈ R произвољно. И овде можемо израчунати првих неколико извода и
пробати да изведемо закључак у генералном случаjу. Имамо да jе f ′(x) = αxα−1, f ′′(x) =
(αxα−1)′ = α(α−1)xα−2, f ′′′(x) = (α(α − 1)xα−2)′ = α(α−1)(α−2)xα−3 итд. Видимо да са сваким
новим диференцирањем се степен смањи за jедан и испред „искочи” по jедан нови чинилац коjи
jе за jедан мањи од претходног чиниоца. Зато можемо закључити да jе

f (n)(x) = α(α − 1)(α − 2) ⋅ ... ⋅ (α − (n − 1))xα−n = α(α − 1)(α − 2) ⋅ ... ⋅ (α − n + 1)xα−n

за свако n ∈ N. У случаjу када jе α ∈ R/N0, последњи израз даље не можемо средити (а и нема
потребе), док jе у случаjу α ∈ N0 интересантно посматрати шта ће бити f (n) почев од n = α.
Прво, за α = 0 jе f(x) = x0 ≡ 1 константна функциjа, па jе f (n)(x) ≡ 0 за све n ∈ N.
Уколико jе α = m ∈ N, горе изведена формула f (n)(x) = m(m − 1)(m − 2) ⋅ ... ⋅ (m − n + 1)xm−n
наравно важи за све n ∈ N, али видимо да за n = m jе f (n)(x) = f (m)(x) = m(m − 1)(m − 2) ⋅ ... ⋅
(m −m + 1)xm−m =m(m − 1)(m − 2) ⋅ ... ⋅ 1 ≡m! и онда jе f (n)(x) ≡ 0 за све n >m.

Пример: За полином p(x) = anxn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0, коjи jе степена n, имамо да jе

p′(x) = (anxn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0)′ = nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 +⋯ + a1,
што jе полином степена n − 1. Дакле, када диференцирамо полином степена n, таj степен му
се смањи за jедан, па поновним диференцирањем за jош jедан и тако, након n диференцирања
ћемо добити полином степена 0 тj. константу. Та константа потиче од диференцирања монома
anx

n n пута, jер су сви остали мономи у овом полиному степена мањег од n и постану 0 на-
кон n диференцирања. На основу четвртог задатка jе (anxn)(n) = n!an, па jе и p(n)(x) ≡ n!an,
одакле видимо да се коефициjент an може изразити као an = p(n)(0)

n!
. Наравно, сваким новим

диференцирањем полинома p(x), добићемо нулу тj. важи p(k)(x) ≡ 0 за свако k > n.

Навешћемо сада jедну теорему коjа ће нам бити погодна када треба да израчунамо n-ти извод
функциjе не рачунаjући редом све изводе реда мањег од n.



Теорема: Нека jе n ∈ N, −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞, λ ∈ R и f, g ∶ (a, b) → R функциjе коjе су n пута
диференциjабилне. Тада су и функциjе λf, f +g и f ⋅g такође n пута диференциjабилне и важи:
1) (λf)(n)(x) = λf (n)(x),
2) (f + g)(n)(x) = f (n)(x) + g(n)(x),
3) [Лаjбницова формула] (f ⋅ g)(n) (x) = n∑

k=0(
n

k
)f (k)(x) ⋅ g(n−k)(x) =

= (n
0
)f(x)g(n)(x) + (n

1
)f ′(x)g(n−1)(x) + (n

2
)f ′′(x)g(n−2)(x) +⋯ + (n

n
)f (n)(x)g(x).

На пример, за n = 1 Лаjбницова формула даjе познато правило диференцирања производа
(f(x) ⋅ g(x))′ = (1

0
)f (0)(x)g(1)(x) + (1

1
)f (1)(x)g(0)(x) = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x),

за n = 2 имамо
(f(x)⋅g(x))′′ = (2

0
)f(x)g′′(x)+(2

1
)f ′(x)g′(x)+(2

2
)f ′′(x)g(x) = f(x)g′′(x)+2f ′(x)g′(x)+f ′′(x)g(x)

и тако даље.

5. Израчунати шести извод функциjе h(x) = (5x2 − 2x + 1)ex, а потом и f (6)(0).
Решење: Функциjа h jе заправо производ функциjа f(x) = 5x2 − 2x + 1 и g(x) = ex, па можемо
искористити Лаjбницову формулу за рачунање њеног шестог извода. Дакле, важи

h(6)(x) = (f(x) ⋅ g(x))(6) = 6∑
k=0(

6

k
)f (k)(x) ⋅ g(6−k)(x).

Видимо да нам jе за таj рачун неопходно да знамо шта су изводи функциjа f и g закључно са
редом 6. Пошто jе функциjа f полином степена 2 знамо да jе f (k)(x) ≡ 0 за свако k > 2 па само
треба израчунати шта су jоj први и други извод, те имамо да jе f ′(x) = 10x − 2 и f ′′(x) ≡ 10.
То значи да су у суми у Лаjбницовоj формули само прва три сабирка различита од нуле. Из
другог задатка знамо да jе gk(x) = ex за свако k ∈ N. Када уврстимо ово у Лаjбницову формулу
имамо да jе

h(6)(x) = (6
0
)f(x)g(6)(x) + (6

1
)f ′(x)g(5)(x) + (6

2
)f ′′(x)g(4)(x) =

= 1 ⋅ (5x2 − 2x + 1) ⋅ ex + 6 ⋅ (10x − 2) ⋅ ex + 15 ⋅ 10 ⋅ ex = (5x2 + 58x + 139)ex.
Сада, за x = 0 лако добиjамо да jе

f (6)(0) = (5 ⋅ 02 + 28 ⋅ 0 + 139) ⋅ e0 = 139.

Теjлоров и Маклоренов полином

Раниjе смо неке елементарне функциjе апроксимирали полиномима првог или другог степена
и оценили грешку апроксимациjе (тj. одступање вредности функциjе од полинома) помоћу
асимптотске релациjе o. Конкретно, за α ∈ R имали смо да кад x→ 0, између осталог, важи

ex = 1+x+o(x), sinx = x+o(x), cosx = 1− x2

2
+o(x2), ln(1+x) = x+o(x), (1+x)α = 1+αx+o(x).



Природно се поставља питање да ли jе могуће ове (а и друге) функциjе апроксимирати и по-
линомима већих степена како би апроксимациjа била што прецизниjа, односно одступање што
мање. Одговор на ово питање jе потврдан, а степен полинома коjим можемо апроксимирати
функциjу f ће зависити од тога колико пута jе она диференциjабилна на околини тачке око
коjе вршимо њену апроксимациjу.

Нека jе n ∈ N, −∞ ⩽ α < β ⩽ +∞ и f ∶ (α,β) → R непрекидна функциjа коjа jе n пута диферен-
циjабилна на некоj околини тачке a ∈ (α,β). Тада, полином

Tn,a(x) = f(a) + f ′(a)
1!
(x − a) + f ′′(a)

2!
(x − a)2 + f ′′′(a)

3!
(x − a)3 +⋯ + f (n)(a)

n!
(x − a)n

називамо Теjлоровим полиномом функциjе f реда (или степена) n са центром у тачки a. Спе-
циjално, уколико jе a = 0, полином

Mn(x) = f(0) + f ′(0)
1!

x + f ′′(0)
2!

x2 + f ′′′(0)
3!

x3 +⋯ + f (n)(a)
n!

xn

називамо Маклореновим полиномом функциjе f реда (или степена) n.

Израз Rn,a(x) = f(x) − Tn,a(x) називамо остатком Теjлоровог полинома функциjе f реда n са
центром у тачки a, док jе Rn(x) = f(x) −Mn(x) остатак Маклореновог полинома функциjе
f реда n. Наредне теореме говоре управо о томе како се ови остаци могу записати, односно
оценити.

Теорема [остатак у Пеановом облику]: Нека jе функциjа f n пута диференциjабилна на
некоj околини тачке a и нека jе дефинисан f (n+1) на тоj околини. Тада, за остатак Теjлоровог
полинома важи Rn,a(x) = o ((x − a)n) , x→ a тj.

f(x) = Tn,a(x) + o ((x − a)n) =
= f(a) + f ′(a)

1!
(x − a) + f ′′(a)

2!
(x − a)2 + f ′′′(a)

3!
(x − a)3 +⋯ + f (n)(a)

n!
(x − a)n + o ((x − a)n) , x→ a,

а када jе a = 0, за остатак Маклореновог полинома имамо Rn(x) = o (xn) , x→ 0 тj.

f(x) =Mn(x) + o (xn) = f(0) + f ′(0)
1!

x + f ′′(0)
2!

x2 + f ′′′(0)
3!

x3 +⋯ + f (n)(a)
n!

xn + o(xn), x→ 0.

Теорема [остатак у Лагранжовом облику]: Нека jе функциjа f n пута диференциjабилна
на некоj околини тачке a и нека jе дефинисан f (n+1) на тоj околини. Тада, за сваку тачку x

из те околине постоjи тачка ξ између a и x (не укључуjући их) таква да за остатак Теjлоровог
полинома важи Rn,a(x) = f(n+1)(ξ)(n+1)! (x − a)n+1 тj.

f(x) = Tn,a(x) + f (n+1)(ξ)(n + 1)! (x − a)n+1 =
= f(a) + f ′(a)

1!
(x− a) + f ′′(a)

2!
(x− a)2 + f ′′′(a)

3!
(x− a)3 +⋯+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + f (n+1)(ξ)(n + 1)! (x− a)n+1,

док у случаjу a = 0 за сваку тачку x из те околине постоjи ξ између 0 и x (не укључуjући их)
такво да за остатак Маклореновог полинома важи Rn(x) = f(n+1)(ξ)(n+1)! xn+1 тj.

f(x) =Mn(x)+ f (n+1)(ξ)(n + 1)! xn+1 = f(0)+ f ′(0)
1!

x+ f ′′(0)
2!

x2+ f ′′′(0)
3!

x3+⋯+ f (n)(a)
n!

xn+ f (n+1)(ξ)(n + 1)! xn+1.
Дакле, уколико су одговараjући услови испуњени, на довољно малоj околини тачке a функциjу
f можемо апроксимирати њеним Теjлоровим (или Маклореновим за a = 0) полиномом са цен-
тром у тоj тачки. Када функциjу f апроксимирамо у околини неке тачке своjим Теjлоровим или



Маклореновим полиномом, кажемо да смо jе развили у њен одговараjући Теjлоров или Макло-
ренов полином. У задацима ћемо наjчешће приликом рачунања лимеса користити Маклоренов
полином са остатком у Пеановом облику, а понекад и са остатком у Лагранжовом облику када
желимо да утврдимо колико апроксимациjом одступамо од стварне вредности функциjе.

Пре него што пређемо на задатке, за произвољно n ∈ N наводимо на предавањима изведене
Маклоренове развоjе реда n неких елементарних функциjа са остатком у Пеановом облику.
Њих надаље сматрамо познатим и користимо их и на колоквиjумима без доказа.

ex = 1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+⋯ + xn

n!
+ o (xn) , x→ 0,

sinx = x − x3

3!
+ x5

5!
−⋯ + (−1)n x2n+1

(2n + 1)! + o (x2n+2) , x→ 0,

cosx = 1 − x2

2!
+ x4

4!
−⋯ + (−1)n x2n

(2n)! + o (x2n+1) , x→ 0,

ln(1 + x) = x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+⋯ + (−1)n−1xn

n
+ o (xn) , x→ 0,

(1 + x)α = 1 + (α
1
)x + (α

2
)x2 +⋯ + (α

n
)xn + o (xn) , x→ 0, α ∈ R,

при чему jе, подсетимо се, (α
n
) = α(α − 1)(α − 2) ⋅ ... ⋅ (α − (n − 1))

n!
за свако α ∈ R и n ∈ N.

Такође, напоменимо jош да се у Маклореновом полиному непарних функциjа jављаjу само
мономи са непарним степенима, док се код парних функциjа jављаjу само мономи са парним
степенима. Зато jе, на пример, развоj функциjе sinx у Маклоренов полином реда 3 исти као

њен развоj у Маклоренов полином реда 4, односно важи sinx = x − x3

6
+ o(x3), x → 0, али и

sinx = x − x3

6
+ o(x4), x→ 0.

Када нам се у задацима тражи да развиjемо неку функциjу у Маклоренов полином, обично то
можемо радити на два начина. Први jе директно рачунање извода те функциjе до одговараjућег
реда и убацивање у формулу за Маклоренов полином, док jе друга коришћење претходно
наведених познатих развоjа и њихово комбиновање уколико jе то могуће.

1. Одредити Теjлоров полином функциjе f(x) = arctgx реда 2 у тачки a = 3.
Решење: Тражени полином jе

T2,3(x) = f(a) + f ′(a)
1!
(x − a) + f ′′(a)

2!
(x − a)2 = arctg 3 + f ′(3) ⋅ (x − 3) + f ′′(3)

2
(x − 3)2,

па треба jош само израчунати f ′(3) и f ′′(3). Како jе f ′(x) = (arctgx)′ = 1
1+x2 , то jе f ′(3) =

1

1 + 32 = 1

10
. Даље, имамо да jе

f ′′(x) = ( 1

1 + x2
)′ = − 1(1 + x2)2 ⋅ 2x = − 2x

(1 + x2)2 ,
па jе f ′′(3) = − 6

102
= − 3

50
. Дакле, тражени полином jе

T2,3(x) = arctg 3 + 1

10
(x − 3) − 3

100
(x − 3)2

и знамо да важи

arctgx = arctg 3 + 1

10
(x − 3) − 3

100
(x − 3)2 + o ((x − 3)2) , x→ 3.





























18. Развити функциjу f(x) = (1 + x) 1x у Маклоренов полином другог степена са остатком у
Пеановом облику.

Решење: Записаћемо прво дату функциjу у погодниjем облику тj.

f(x) = (eln(1+x)) 1x = e 1
x ln(1+x).

Као и у претходном задатку, за почетак ћемо развити „унутрашњу” функциjу тj. функциjу
ln(1+x), па онда и читаву функциjу f . Поставља се питање до ког реда треба развити ln(1+x).
Ако бисмо пробали до другог реда тj. до x2 (с обзиром да се у задатку тражи развоj за функциjу
f до другог реда), имали бисмо

f(x) = e 1
x
(x − x2

2
+ o (x2)) = e1 − x

2
+ o(x), x→ 0,

што нам ниjе довољно прецизно, jер имамо o(x) уместо o (x2) (видимо да се члан x2 скратио
са 1

x
и тако смо изгубили жељену прецизност процене). Развићемо зато функциjу ln(1 + x)

до трећег степена тj. до x3, па ће нам и након множења са 1
x
остати у експоненту квадратни

полином и прецизност од o (x2). Дакле, имамо да jе

f(x) = e 1
x
(x − x2

2
+ x3

3
+ o (x3)) = e1 − x

2
+ x2

3
+ o (x2) = e ⋅ e−x

2
+ x2

3
+ o (x2)

, x→ 0.

Сада остаjе да развиjемо e−x
2
+ x2

3
+ o (x2) у Маклоренов полином реда 2 користећи познати

развоj за експоненциjалну функциjу и чињеницу да (− x
2
+ x2

3
+ o (x2)) → 0 кад x→ 0. Зато jе

e−x
2
+ x2

3
+ o (x2) = 1 + (−x

2
+ x2

3
+ o (x2)) + (−x

2
+ x2

3
+ o (x2))2
2!

+ o (x2) , x→ 0,

при чему нам даљи чланови у овом развоjу нису потребни, jер трином − x
2
+ x2

3
+o (x2) степенован

природним броjем већим од два садржи само мономе степена већег или jеднаког од 3 и зато
потпада под o (x2) . Како jе

(−x
2
+ x2

3
+ o (x2))2 = (−x

2
+ x2

3
+ o (x2)) ⋅ (−x

2
+ x2

3
+ o (x2)) = x2

4
+ o (x2) , x→ 0,

то jе

e−x
2
+ x2

3
+ o (x2) = 1 + (−x

2
+ x2

3
+ o (x2)) + x2

4
+ o (x2)
2

+ o (x2) = 1 − x

2
+ 11x2

24
+ o (x2) , x→ 0

и коначно
f(x) = e ⋅ (1 − x

2
+ 11x2

24
+ o (x2)) = e − e

2
x + 11e

24
x2 + o (x2) , x→ 0.

19. Развити функциjу f(x) = (1 + x)x у Маклоренов полином петог степена са остатком у
Пеановом облику.

Решење: Као у претходном задатку, записаћемо прво дату функциjу као

f(x) = (eln(1+x))x = ex ln(1+x).
Развићемо прво функциjу ln(1 + x) до четвртог степена, jер се она множи са x, па ћемо тако
заправо добити изложилац развиjен до петог степена. Дакле, важи ln(1+x) = x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+

o (x4) , x→ 0, те jе

f(x) = ex ln(1+x) = ex (x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ o (x4)) = ex2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5)

, x→ 0.



Сада ћемо развити последњи израз користећи познати развоj за експоненциjалну функциjу и
чињеницу да (x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5)) → 0 кад x→ 0. Зато jе

f(x) = ex2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5) = 1 + (x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5))+

+(x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5))2

2!
+ o (x5) , x→ 0,

при чему нам остали чланови у развоjу нису потребни, jер израз x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5)

степенован било коjим природним броjем већим од два садржи само мономе степена већег или
jеднаког од 6, па потпада под o (x5) . Како jе

(x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5))2 = (x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5)) ⋅ (x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5)) =

= x4 − x5

2
− x5

2
+ o (x5) = x4 − x5 + o (x5) , x→ 0,

то jе

f(x) = 1 + (x2 − x3

2
+ x4

3
− x5

4
+ o (x5)) + x4 − x5 + o (x5)

2
+ o (x5) =

= 1 + x2 − x3

2
+ 5x4

6
− 3x5

4
+ o (x5) , x→ 0.

До сада смо у задацима само вежбали да развиjамо функциjе у Теjлоров (односно Макло-
ренов) полином, а сада ћемо демонстрирати употребу тих развоjа приликом рачунања лиме-
са. Почећемо од задатка за коjи смо раниjе рекли да га не можемо урадити апроксимациjом
sinx = x + o(x), x→ 0, а потом смо га урадили помоћу Лопиталовог правила.

20. Израчунати lim
x→0

sinx − x
x3

.

Решење: Решићемо сада оваj задатак тако што функциjу sinx, коjа jедина ниjе полином од
функциjа коjе се поjављуjу у претходном лимесу, развиjемо у Маклоренов полином (Макло-
ренов пошто x → 0, у супротном бисмо користили Теjлоров полином или увели смену тако да
нова променљива t тежи 0 и онда користили Маклоренов полином). Поставља се питање до
ког члана (тj. степена) jе треба развити. Када смо раниjе покушали до првог степена, односно
уврстили sinx = x + o(x) у лимес коjи рачунамо, добили смо

lim
x→0

sinx − x
x3

= lim
x→0

x + o(x) − x
x3

= lim
x→0

o(x)
x3

.

То jе представљало проблем, jер смо у имениоцу имали функциjу x3, а у броjиоцу неку функ-
циjу из скупа o(x), што би могла бити било коjа од функциjа x2, x3, x100 и тако даље, а свака
од тих функциjа подељена са x3 даjе различиту вредност лимеса кад x тежи 0. Дакле, ниjе
било довољно прецизно развити функциjу sinx до првог члана и jасно нам jе да пошто jе у
имениоцу x3, било би добро да и броjилац, односно функциjа sinx, буду развиjени до члана x3.
Зато, користећи да jе sinx = x − x3

3!
+ o (x3) , x→ 0 имамо

lim
x→0

sinx − x
x3

= lim
x→0

x − x3

3!
+ o (x3) − x
x3

= lim
x→0

−x3

6
+ o (x3)
x3

= lim
x to0

(−1
6
+ o(1)) = −1

6
.



21. (Септембар 1 2021) Израчунати lim
x→0

ln(cosx) +√1 + x2 − 1
x4

.

Решење: Како jе lim
x→0
(ln(cosx) +√1 + x2 − 1) = ln(1) +√1 − 1 = 0 и lim

x→0
x4 = 0, то jе оваj лимес

неодређеног облика 0
0
. Иако би се оваj задатак могао решавати помоћу Лопиталовог правила

(његовом узастопном применом неколико пута), идеjа jе да оваj лимес израчунамо помоћу
развоjа функциjа у Маклоренов полином (jер x → 0). Прво морамо да одлучимо коjу ћемо
функциjу до ког степена развити. Како jе у имениоцу „наjjачи” (а и jедини) члан x4, почетна
идеjа нам jе да изразе у броjиоцу развиjемо до четвртог степена. Дакле, желимо да одредимо
Маклоренове полиноме реда 4 за функциjе ln(cosx) и √1 + x2.
Како смо у 17. задатку већ одредили Маклоренов полином функциjе ln(cosx) шестог степена,
не морамо га сада поново рачунати, већ коришћењем тог резултата знамо да jе ln(cosx) =
−x2

2
− x4

12
+ o (x4) , x → 0. Даље, за функциjу

√
1 + x2 користећи познати развоj и чињеницу да

x2 → 0 кад x→ 0 имамо да jе

√
1 + x2 = (1 + x2) 1

2 = 1 + 1

2
x2 + (12

2
)(x2)2 + o ((x2)2) =

= 1 + x2

2
+ 1

2
⋅ −1

2

2!
x4 + o (x4) = 1 + x2

2
− x4

8
+ o (x4) , x→ 0.

Одатле jе

lim
x→0

ln(cosx) +√1 + x2 − 1
x4

= lim
x→0

−x2

2
− x4

12
+ o (x4) + 1 + x2

2
− x4

8
+ o (x4) − 1

x4
=

= lim
x→0

−5x4

24
+ o (x4)
x4

= lim
x→0
(− 5

24
+ o(1)) = − 5

24
.

22. (Септембар 1 2024) Израчунати L = lim
x→0

cos 2x −√1 − x2 + 3
2
x tgx

x2 (e5x2 − 1) .

Решење: Како jе lim
x→0
(cos 2x −√1 − x2 + 3

2
x tgx) = cos 0 −√1 + 3

2
⋅ 0 ⋅ tg 0 = 0 и lim

x→0
x2 (e5x2 − 1) =

0 ⋅ (e0 − 1) = 0, то jе тражени лимес облика 0
0
. Као и у претходним задацима, идеjа jе да све

функциjе коjе се поjављуjу развиjемо у њихове Маклоренове полиноме. Кренућемо од именио-
ца, jер jе он jедноставниjи, како бисмо одредили до ког степена ћемо развиjати функциjе. Први
члан у развоjу функциjе e5x

2

jе 1, па ће се он скратити када га уврстимо назад у функциjу f

и зато морамо имати бар jош jедан члан у развоjу функциjе e5x
2

. Дакле,

e5x
2 = 1 + 5x2 + o (5x2) = 1 + 5x2 + o (x2) , x→ 0,

па jе
x2 (e5x2 − 1) = x2(1 + 5x2 + o (x2) − 1) = 5x4 + o (x4) .

На оваj начин смо функциjу из имениоца развили до четвртог степена, па ћемо то урадити и
са функциjама у броjиоцу. Имамо да jе

cos 2x = 1 − (2x)2
2!
+ (2x)4

4!
+ o ((2x)4) = 1 − 2x2 + 2x4

3
+ o (x4) , x→ 0,

као и √
1 − x2 = (1 − x2) 1

2 = (1 + (−x2)) 1
2 = 1 + 1

2
⋅ (−x2) + (12

2
)(−x2)2 + o((−x2)2) =



= 1 − x2

2
− x4

8
+ o (x4) , x→ 0.

Сада jош и функциjу 3
2
x tgx треба развити до четвртог степена, што значи да jе функциjу tgx

довољно развити до трећег степена. У 15. задатку смо ову функциjу развили до петог степена,
па одатле знамо да jе tgx = x + x3

3
+ o (x3) , x → 0. Коначно, можемо израчунати и тражени

лимес

L = lim
x→0

1 − 2x2 + 2x4

3
+ o (x4) − (1 − x2

2
− x4

8
+ o (x4)) + 3

2
x (x + x3

3
+ o (x3))

5x4 + o (x4) = lim
x→0

31x4

24
+ o (x4)

5x4 + o (x4) =
= lim

x→0

x4 (31
24
+ o(1))

x4(5 + o(1)) = limx→0

31
24
+ o(1)

5 + o(1) = 31

120
.

23. (Септембар 0 2021) Израчунати lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)
tgx − sinx .

Решење: И оваj лимес jе облика 0
0
, jер jе lim

x→0
(tg(tgx) − sin(sinx)) = tg(tg 0) − sin(sin 0) = tg 0 −

sin 0 = 0−0 = 0 и lim
x→0
(tgx−sinx) = tg 0−sin 0 = 0−0 = 0. Зато ћемо развити све функциjе коjе се овде

поjављуjу у Маклоренов полином, али прво треба да одредимо до ког реда. Посматраjмо зато
израз у имениоцу, jер jе он jедноставниjи. Ако бисмо обе функциjе tgx и sinx развили до првог
степена, имали бисмо (користећи резултат 15. задатка) да jе tgx = x + o(x) и sinx = x + o(x)
кад x → 0 и зато jе tgx − sinx = o(x), x → 0, што очигледно ниjе довољно прецизно. Зато
морамо развити ове функциjе бар до следећег члана, што jе x3, са циљем да приликом њиховог
одузимања не остане само o (x3) , већ и неки „конкретни” сабирак (коjи ниjе у облику мало o

од неке функциjе). Како jе tgx = x + x3

3
+ o (x3) , x → 0 и sinx = x − x3

6
+ o (x3) , x → 0, то jе

tgx−sinx = x3

2
+o (x3) , x→ 0, па смо развоjем до трећег степена успели у своjоj намери. Дакле,

моном x3 jе „наjjачи” члан у имениоцу, па ћемо и функциjе у броjиоцу развити управо до x3.
Пошто (x + x3

3
+ o (x3)) → 0 кад x→ 0, имамо да jе

tg(tgx) = tg(x + x3

3
+ o (x3)) = x + x3

3
+ o (x3) + (x + x3

3
+ o (x3))3
3

+ o (x3) , x→ 0.

Овде смо стали са развоjем, jер када се израз x+ x3

3
+o (x3) степенуjе природним броjем већим од

3, сви мономи коjи се у њему поjављуjу ће бити степена бар четири и зато ће бити обухваћени
са o (x3) . Сада, из

(x + x3

3
+ o (x3))3 = (x + x3

3
+ o (x3)) ⋅ (x + x3

3
+ o (x3)) ⋅ (x + x3

3
+ o (x3)) =

= (x2 + o (x3)) ⋅ (x + x3

3
+ o (x3)) = x3 + o (x3) , x→ 0

имамо

tg(tgx) = x + x3

3
+ o (x3) + x3 + o (x3)

3
+ o (x3) = x + 2x3

3
+ o (x3) , x→ 0.

На сличан начин добиjамо да jе и

sin(sinx) = sin(x − x3

6
+ o (x3)) = x − x3

6
+ o (x3) − (x − x3

6
+ o (x3))3
6

+ o (x3) =
= x − x3

6
+ +o (x3) − x3 + o (x3)

6
+ o (x3) = x − x3

3
+ o (x3) , x→ 0.



Коначно jе

lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)
tgx − sinx = lim

x→0

x + 2x3

3
+ o (x3) − (x − x3

3
+ o (x3))

x + x3

3
+ o (x3) − (x − x3

6
+ o (x3)) = limx→0

x3 + o (x3)
x3

2
+ o (x3) =

= lim
x→0

x3 (1 + o(1))
x3 (1

2
+ 1) = limx→0

1 + o(1)
1
2
+ o(1) = 2.

24. Израчунати lim
x→+∞(sin 1

x
+ cos 1

x
)x .

Решење: Како jе lim
x→+∞(sin 1

x
+ cos 1

x
) = sin 0 + cos 0 = 0 + 1 = 1, то jе оваj лимес неодређеног

облика 1∞, те ћемо израз у њему трансформисати тако да му основа буде броj e. Имамо да jе

lim
x→+∞(sin 1

x
+ cos 1

x
)x = lim

x→+∞(eln(sin 1
x+cos 1

x
))x = lim

x→+∞ ex ln(sin 1
x+cos 1

x
).

Сада ћемо прво пронаћи lim
x→+∞ x ln (sin 1

x
+ cos 1

x
) и искористити непрекидност експоненциjалне

функциjе. Зато желимо да развиjемо функциjе sin 1
x
и cos 1

x
, а онда и ln (sin 1

x
+ cos 1

x
) помоћу

познатих Маклоренових развоjа до o ( 1
x
) како бисмо након множења са x добили развоj до o(1).

Пошто 1
x
→ 0 кад x→ +∞, имамо да jе

sin
1

x
= 1

x
+ o( 1

x
) и cos

1

x
= 1 + o( 1

x
) , x→ +∞,

а онда и
ln(sin 1

x
+ cos 1

x
) = ln( 1

x
+ o( 1

x
) + 1 + o( 1

x
)) = ln(1 + ( 1

x
+ o( 1

x
))) =

= 1

x
+ o( 1

x
) + o( 1

x
+ o( 1

x
)) = 1

x
+ o( 1

x
) , x→ +∞,

jер ( 1
x
+ o ( 1

x
)) → 0 кад x→ +∞. Из последњег jе

lim
x→+∞x ln(sin 1

x
+ cos 1

x
) = lim

x→+∞x( 1
x
+ o( 1

x
)) = lim

x→+∞(1 + o(1)) = 1
и коначно

lim
x→+∞(sin 1

x
+ cos 1

x
)x = lim

x→+∞ ex ln(sin 1
x+cos 1

x
) = e1 = e.

25. (Септембар 2 2024) Одредити константу a ∈ R (уколико постоjи) такву да буде непре-
кидна функциjа f ∶ R→ R дата са

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x + 2) ∣x2 + 3x + 2∣ + a, x ⩽ 0;
6 ln (1 + 2x2) − 3

√
1 + 12x2 + cos 4x

x(x − arctgx) , x > 0.
Решење: Приметимо прво да jе функциjа f за сваку вредност константе a добро дефинисана и
непрекидна на интервалима (−∞,0) и (0,+∞) као композициjа непрекидних функциjа, па треба
jош испитати непрекидност у тачки 0. Да би била непрекидна у њоj, мора важити lim

x→0− f(x) =
f(0) = lim

x→0+ f(x). Jедноставним рачуном видимо да jе lim
x→0− f(x) = lim

x→0− ((x + 2) ∣x2 + 3x + 2∣ + a) =
2 ⋅ ∣2∣ + a = 4 + a и да jе f(0) = 2 ⋅ ∣2∣ + a = 4 + a, па остаjе jош да израчунамо lim

x→0+ f(x) =
lim
x→0+

6 ln (1 + 2x2) − 3
√
1 + 12x2 + cos 4x

x(x − arctgx) и изjедначимо га са 4 + a. Како jе таj лимес неодређеног



облика 0
0
, jер jе lim

x→0+(6 ln (1 + 2x2) − 3
√
1 + 12x2 + cos 4x) = 6 ln 1 − 3

√
1 + cos 0 = 0 − 1 + 1 = 0 и

lim
x→0+ (x(x − arctgx)) = 0 ⋅ (0 − arctg 0) = 0, желимо да све функциjе коjе се у њему jављаjу раз-
виjемо у њихове Маклоренове полиноме. На основу имениоца, коjи jе jедноставниjи од броjиоца,
одредићемо до ког степена развиjамо функциjе. Из другог задатка видимо да jе у развоjу функ-
циjе arctgx први члан x тj. да важи arctgx = x + o(x), x → 0, па када то уврстимо у функциjу
f , имали бисмо да jе x − arctgx = x − (x + o(x)) = o(x), x → 0 што ниjе довољно прецизно. Зато
морамо развити функциjу arctgx бар до jош jедног члана, те имамо из другог задатка да jе
arctgx = x − x3

3
+ o (x3) , x→ 0 и самим тим

x(x − arctgx) = x(x − (x − x3

3
+ o (x3))) = x(x3

3
+ o (x3)) = x4

3
+ o (x4) , x→ 0.

Сада прелазимо на функциjе у броjиоцу. Како 2x2 → 0, 12x2 → 0 и 4x→ 0 кад x→ 0, имамо да
jе

ln (1 + 2x2) = 2x2 − (2x2)2
2

+ o (x4) = 2x2 − 2x4 + o (x4) , x→ 0, затим

3
√
1 + 12x2 = (1 + 12x2) 1

3 = 1 + 1

3
⋅ 12x2 + (13

2
) ⋅ (12x2)2 + o (x4) = 1 + 4x2 + 1

3
⋅ −2

3

2
⋅ 144x4 + o (x4) =

= 1 + 4x2 − 16x4 + o (x4) , x→ 0 и

cos 4x = 1 − (4x)2
2!
+ (4x)4

4!
+ o (x4) = 1 − 8x2 + 32x2

3
+ o (x4) , x→ 0.

Зато jе

lim
x→0+ f(x) = lim

x→0+
6 ln (1 + 2x2) − 3

√
1 + 12x2 + cos 4x

x(x − arctgx) =
lim
x→0+

6 (2x2 − 2x4 + o (x4)) − (1 + 4x2 − 16x4 + o (x4)) + 1 − 8x2 + 32x2

3
+ o (x4)

x4

3
+ o (x4) = lim

x→0+
44x4

3
+ o (x4)

x4

3
+ o (x4) =

= lim
x→0+

x4 (44
3
+ o(1))

x4 (1
3
+ o(1)) = lim

x→0+
44
3
+ o(1)

1
3
+ o(1) =

44
3
1
3

= 44.
Дакле, функциjа f jе непрекидна у тачки 0 (а самим тим и на целом скупу R) акко jе 4+a = 44,
односно акко jе a = 40.
26. (Jун 1 2023) Израчунати lim

x→0

e−2x2 + sin2 x − cos2 x
cos(sinx) − cosx .

Решење: Како jе и lim
x→0
(e−2x2 + sin2 x − cos2 x) = e0 + sin2 0 − cos2 0 = 1 + 0 − 1 = 0 и lim

x→0
(cos(sinx)

− cosx) = cos(sin 0) − cos 0 = cos 0 − 1 = 1 − 1 = 0, то jе тражени лимес неодређеног облика 0
0
.

Да бисмо га израчунали, развићемо све функциjе у Маклоренов полином, па jош треба да
одредимо до ког степена ћемо развиjати. Пошто се броjилац може погодно трансформисати
као

e−2x2 + sin2 x − cos2 x = e−2x2 − (cos2 x − sin2 x) = e−2x2 − cos 2x,
размотрићемо Маклоренове полиноме парних функциjа e−2x2

и cos 2x и до ког степена им се
евентуално поклапаjу чланови у развоjу како бисмо развили бар до jедног члана више. Како jе
e−2x2 = 1+(−2x2)+o (x2) = 1−2x2+o (x2) , x→ 0 и cos 2x = 1− (2x)2

2!
+o (x2) = 1−2x2+o (x2) , x→ 0,

не можемо ове функциjе развити само до другог степена, већ бар до наредног, што jе четврти
степен пошто су оне парне. Имамо да jе

e−2x2 = 1 + (−2x2) + (−2x2)2
2!

+ o (x4) = 1 − 2x2 + 2x4 + o (x4) , x→ 0 и



cos 2x = 1 − (2x)2
2!
+ (2x)4

4!
+ o (x4) = 1 − 2x2 + 2x4

3
+ o (x4) , x→ 0,

па пошто примећуjемо разлику код монома x4 у развоjу ове две функциjе, ту ћемо стати са
развоjем. Сада ћемо развити и функциjе из имениоца до четвртог степена. Прво имамо да jе

cos(sinx) = cos(x − x3

6
+ o (x4)) = 1 − (x − x3

6
+ o (x4))2
2!

+ (x − x3

6
+ o (x4))4
4!

+ o (x4) , x→ 0.

Овде смо стали са развоjем, jер трином x − x3

6
+ o (x4) степенован природним броjем већим од

4 садржи само чланове коjи су o (x4) . Сада рачунамо
(x − x3

6
+ o (x4))2 = (x − x3

6
+ o (x4)) ⋅ (x − x3

6
+ o (x4)) = x2 − x4

6
− x4

6
+ o (x4) =

= x2 − x4

3
+ o (x4) , x→ 0 и

(x − x3

6
+ o (x4))4 = (x − x3

6
+ o (x4))2 ⋅ (x − x3

6
+ o (x4))2 =

= (x2 − x4

3
+ o (x4)) ⋅(x2 − x4

3
+ o (x4)) = x4 +o (x4) , x→ 0, па када то уврстимо горе, добиjамо

cos(sinx) = 1 − x2 − x4

3
+ o (x4)
2!

+ x4 + o (x4)
4!

+ o (x4) = 1 − x2

2
+ 5x4

24
+ o (x4) , x→ 0.

Коначно, jедноставно имамо и cosx = 1− x2

2
+ x4

24
+ o (x4), па користећи све ове развоjе добиjамо

lim
x→0

e−2x2 + sin2 x − cos2 x
cos(sinx) − cosx = lim

x→0

e−2x2 − cos 2x
cos(sinx) − cosx =

= lim
x→0

1 − 2x2 + 2x4 + o (x4) − (1 − 2x2 + 2x4

3
+ o (x4))

1 − x2

2
+ 5x4

24
+ o (x4) − (1 − x2

2
+ x4

24
+ o (x4)) = lim

x→0

4x4

3
+ o (x4)

x4

6
+ o (x4) =

= lim
x→0

x4 (4
3
+ o(1))

x4 (1
6
+ o(1)) = limx→0

4
3
+ o(1)

1
6
+ o(1) =

4
3
1
6

= 8.
Помоћу Хаjнеове теореме можемо „пренети” Маклоренове развоjе на низове и на таj начин
рачунати њихове лимесе. Ако jе (xn) реалан низ такав да jе lim

n→∞xn = 0, тада, примера ради,
важе следећи развоjи

exn = 1+xn+ x2
n

2!
+ x3

n

3!
+o (x3

n) , cosxn = 1− x2
n

2!
+ x4

n

4!
+o (x4

n) , ln(1+xn) = xn− x2
n

2
+ x3

n

3
+o (x3

n) , n→∞.

27. (Jун 2 2024) Израчунати lim
n→∞ [−2n2 + n3 (sin 3

n
ln(1 + 1

n
) + ln(1 + 2

n
− 1

n2
))] .

Решење: У овом лимесу се jавља неодређени израз ∞ ⋅ 0, jер jе lim
n→∞n3 = +∞ и

lim
n→∞ (sin 3

n
ln (1 + 1

n
) + ln (1 + 2

n
− 1

n2 )) = sin 0 ⋅ ln(1 + 0) + ln(1 + 0 − 0) = 0 ⋅ 0 + 0 = 0. Зато ћемо

низове sin 3
n
, ln (1 + 1

n
) и ln (1 + 2

n
− 1

n2 ) развити помоћу познатих Маклоренових развоjа и то
са прецизношћу o ( 1

n3 ) будући да се сви они множе са n3 како бисмо на краjу имали оптималну
прецизност од o(1). Имамо да jе

sin
3

n
= 3

n
− ( 3n)3

3!
+ o( 1

n3
) = 3

n
− 9

2n3
+ o( 1

n3
) , n→∞,



jер 3
n
→ 0 кад n→∞; затим

ln(1 + 1

n
) = 1

n
− ( 1n)2

2
+ ( 1n)3

3
+ o( 1

n3
) = 1

n
− 1

2n2
+ 1

3n3
+ o( 1

n3
) , n→∞,

jер 1
n
→ 0 кад n→∞ и наjзад

ln(1 + 2

n
− 1

n2
) = ( 2

n
− 1

n2
) − ( 2n − 1

n2 )2
2

+ ( 2n − 1
n2 )3
3

+ o( 1

n3
) ,

jер ( 2
n
− 1

n2 ) → 0 кад n →∞. У последњем развоjу смо били свесни чињенице да степеновањем
бинома 2

n
− 1

n2 природним броjем већим од 3 ћемо добити само сабирке облика 1
nk и o ( 1

nk ) за
k > 3 коjи су заправо o ( 1

n3 ) кад n→∞. Даље, лако видимо да jе

( 2
n
− 1

n2
)2 = 4

n2
− 4

n3
+ 1

n4
= 4

n2
− 4

n3
+ o( 1

n3
) , n→∞

и

( 2
n
− 1

n2
)3 = ( 2

n
− 1

n2
) ⋅ ( 2

n
− 1

n2
)2 = ( 2

n
− 1

n2
) ⋅ ( 4

n2
− 4

n3
+ o( 1

n3
)) = 8

n3
+ o( 1

n3
) , n→∞,

па jе

ln(1 + 2

n
− 1

n2
) = ( 2

n
− 1

n2
)− 4

n2 − 4
n3 + o ( 1

n3 )
2

+ 8
n3 + o ( 1

n3 )
3

+o( 1

n3
) = 2

n
− 3

n2
+ 14

3n3
+o( 1

n3
) , n→∞.

Сада можемо све ово уврстити у почетни лимес и добити да jе

lim
n→∞ [−2n2 + n3 (sin 3

n
ln(1 + 1

n
) + ln(1 + 2

n
− 1

n2
))] =

= lim
n→∞ [−2n2 + n3 (( 3

n
− 9

2n3
+ o( 1

n3
)) ⋅ ( 1

n
− 1

2n2
+ 1

3n3
+ o( 1

n3
)) + 2

n
− 3

n2
+ 14

3n3
+ o( 1

n3
))] =

= lim
n→∞ [−2n2 + n3 ( 3

n2
− 3

2n3
+ o( 1

n3
) + 2

n
− 3

n2
+ 14

3n3
+ o( 1

n3
))] =

= lim
n→∞ [−2n2 + n3 ( 2

n
+ 19

6n3
+ o( 1

n3
))] = lim

n→∞ [−2n2 + 2n2 + 19

6
+ o(1)] = lim

n→∞ [196 + o(1)] = 19

6
.

28. Израчунати lim
n→∞n( n

√
e + 1

n
√
e − 1 − 2n) .

Решење: Пошто jе lim
n→∞

n
√
e + 1

n
√
e − 1 = (1+) + 1(1+) − 1 = 2

0+ = +∞ и lim
n→∞2n = +∞, у овом лимесу у загради

имамо неодређени облик (+∞)−(+∞). Зато ћемо развити израз n
√
e помоћу познатог Маклоре-

новог развоjа, али ћемо пре тога трансформисати низ чиjи лимес одређуjемо како бисмо лакше
проценили до ког члана ћемо развиjати. Имамо да jе

n( n
√
e + 1

n
√
e − 1 − 2n) = n ⋅

n
√
e + 1 − 2n( n

√
e − 1)

n
√
e − 1 = n ⋅ −(2n − 1) n

√
e + 2n + 1

n
√
e − 1 =

= −(2n2 − n) n
√
e + 2n2 + n

n
√
e − 1 = −(2n2 − n)e 1

n + 2n2 + n
e

1
n − 1 .

Израз e
1
n у имениоцу jе довољно развити до другог члана (jер се први члан у развоjу скрати)

и тада jе
e

1
n − 1 = 1 + 1

n
+ o( 1

n
) − 1 = 1

n
+ o( 1

n
) , n→∞



пошто 1
n
→ 0 кад n → ∞. Дакле, у имениоцу jе „наjjачи” члан 1

n
и прецизност од o ( 1

n
) , па jе

циљ да и у броjиоцу остваримо такву ситуациjу. Међутим, у броjиоцу се e
1
n множи са 2n2 − n,

што jе полином другог степена, па ћемо зато ту e
1
n развити са прецизношћу o ( 1

n3 ) . Дакле,
искористићемо да jе

e
1
n = 1 + 1

n
+ ( 1n)2

2!
+ ( 1n)3

3!
+ o( 1

n3
) = 1 + 1

n
+ 1

2n2
+ 1

6n3
+ o( 1

n3
) , n→∞

и добити да jе онда

−(2n2 − n)e 1
n + 2n2 + n = −(2n2 − n)(1 + 1

n
+ 1

2n2
+ 1

6n3
+ o( 1

n3
)) + 2n2 + n =

= −2n2 − 2n − 1 − 1

3n
+ o( 1

n
) + n + 1 + 1

2n
+ 1

6n2
+ o( 1

n2
) + 2n2 + n = 1

6n
+ o( 1

n
) , n→∞,

при чему смо искористили да jе 1
6n2 + o ( 1

n2 ) = o ( 1n) , n→∞. Коначно, сада jе

lim
n→∞n( n

√
e + 1

n
√
e − 1 − 2n) = lim

n→∞
−(2n2 − n)e 1

n + 2n2 + n
e

1
n − 1 = lim

n→∞
1
6n
+ o ( 1

n
)

1
n
+ o ( 1

n
) =

= lim
n→∞

1
n
(1
6
+ o(1))

1
n
(1 + o(1)) = lim

n→∞
1
6
+ o(1)

1 + o(1) = 1

6
.

29. (Jун 2 2021) Нека jе низ (xn) дат са x1 > 0 произвољно и xn+1 = 4
√
1 + 4xn−1 за свако n ∈ N.

Доказати да jе оваj низ конвергентан и израчунати му граничну вредност, а потом израчунати
и lim

n→∞nxn.

Решење: У лекциjи Рекурентно задати низови смо већ урадили први део овог задатка. Тада
смо прво доказали да jе низ (xn) одоздо ограничен нулом, затим и да jе опадаjући помоћу
Бернулиjеве неjеднакости и коначно да jе lim

n→∞xn = 0. Сада ћемо урадити други део задатка.
У циљу израчунавања лимеса lim

n→∞nxn прво ћемо стандардно израчунати lim
n→∞

1

nxn
. Применом

Штолцове теореме (низ yn = n jе строго растући и тежи +∞) имамо

lim
n→∞

1

nxn
= lim

n→∞
1
xn

n
= lim

n→∞
1

xn+1 − 1
xn

n + 1 − n = lim
n→∞( 1

xn+1 − 1

xn
) = lim

n→∞
xn − xn+1
xnxn+1 = lim

n→∞
xn − 4

√
1 + 4xn + 1

xn ( 4
√
1 + 4xn − 1) .

Последњи лимес jе облика 0
0
, jер jе lim

n→∞ (xn − 4
√
1 + 4xn + 1) = 0 − 4

√
1 + 4 ⋅ 0 + 1 = 0 − 1 + 1 = 0 и

lim
n→∞ (xn ( 4

√
1 + 4xn − 1)) = 0 ⋅ ( 4

√
1 + 4 ⋅ 0 − 1) = 0 ⋅ 0 = 0. Зато ћемо развити низ 4

√
1 + 4xn помоћу

познатог Маклореновог развоjа, jер xn → 0 кад n → ∞. У имениоцу jе довољно развити га до
другог члана, jер се први скрати, па имамо да jе

xn ( 4
√
1 + 4xn − 1) = xn ((1 + 4xn) 1

4 − 1) = xn (1 + 1

4
⋅ 4xn + o(4xn) − 1) =

= xn(xn + o(xn)) = x2
n + o (x2

n) , n→∞,

те смо на оваj начин израз у имениоцу развили са прецизношћу од o (x2
n). Идеjа jе да то урадимо

и у броjиоцу, па ћемо ту израз 4
√
1 + 4xn развити до трећег члана тj. до x2

n. Важи

xn − 4
√
1 + 4xn + 1 = xn − (1 + 4xn) 1

4 + 1 = xn − (1 + 1

4
⋅ 4xn + (14

2
) ⋅ (4xn)2 + o ((4xn)2)) + 1 =

= xn − (1 + xn − 3

32
⋅ 16x2

n + o (x2
n)) + 1 = 3

2
x2
n + o(x2

n), n→∞.



















Посматраjмо функциjе f, g ∶ R→ R дате са f(x) = x2 и g(x) = ex. Како jе f ′′(x) = (x2)′′ = (2x)′ =
2 > 0 и g′′(x) = (ex)′′ = (ex)′ = ex > 0 за све x ∈ R, то су функциjе f и g конвексне на скупу R.
На слици испод можемо видети и њихове графике (плавом боjом за функциjу f , а црвеном за
функциjу g) и уверити се да су фигуре сачињене од тачака изнад графика ове две функциjе
заиста конвексне.

Применом Jенсенове неjеднакости на функциjу f добиjамо да за све n ∈ N и x1, x2, ..., xn ∈ R
важи

(x1 + x2 +⋯ + xn

n
)2 ⩽ x2

1 + x2
2 +⋯ + x2

n

n
,

одакле се кореновањем обе стране (чиме се не мења знак неjеднакости) добиjа

∣x1 + x2 +⋯ + xn∣
n

⩽
√

x2
1 + x2

2 +⋯ + x2
n

n
,

а како jе за свако t ∈ R испуњено t ⩽ ∣t∣, то имамо да важи
x1 + x2 +⋯ + xn

n
⩽ ∣x1 + x2 +⋯ + xn∣

n
⩽
√

x2
1 + x2

2 +⋯ + x2
n

n
.

Овим смо доказали да jе An(x1, x2, ..., xn) = x1+x2+⋯+xn

n
⩽ √x2

1+x2
2+⋯+x2

n

n
=Kn(x1, x2, ..., xn).

Применимо сада Jенсенову неjеднакост на функциjу g и добиjамо да за све n ∈ N и x1, x2, ..., xn ∈
R важи

e
x1+x2+⋯+xn

n ⩽ ex1 + ex2 +⋯ + exn

n
,

односно
n
√
ex1 ⋅ ex2 ⋅ ... ⋅ exn ⩽ ex1 + ex2 +⋯ + exn

n
.

Увођењем смене ex1 = y1 > 0, ex2 = y2 > 0, ..., exn = yn > 0 добиjамо
n
√
y1 ⋅ y2 ⋅ ... ⋅ yn ⩽ y1 + y2 +⋯ + yn

n
,



односно Gn(y1, y2, ..., yn) ⩽ An(y1, y2, ..., yn) за све позитивне реалне броjеве y1, y2..., yn.

Сада, применом АГ неjеднакости на броjеве 1
x1
, 1
x2
, ..., 1

xn
, где су x1, x2, ..., xn позитивни реални

броjеви, добиjамо

n

√
1

x1
⋅ 1
x2
⋅ ... ⋅ 1

xn
⩽ 1

x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn

n
тj.

1
n
√
x1 ⋅ x2 ⋅ ... ⋅ xn

⩽ 1
x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn

n
.

Обе стране ове неjеднакости су позитивне, па када узмемо њихове реципрочне вредности, знак
неjеднакости ће се променити и добићемо

n
√
x1 ⋅ x2 ⋅ ... ⋅ xn ⩾ n

1
x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn

,

односно Gn(x1, x2, ..., xn) ⩾Hn(x1, x2, ..., xn) за све позитивне реалне броjеве x1, ..., xn.

На оваj начин смо доказали познату неjеднакост између броjевних средина

Hn(x1, x2, ..., xn) ⩽ Gn(x1, x2, ..., xn) ⩽ An(x1, x2, ..., xn) ⩽Kn(x1, x2, ..., xn)
за свако n ∈ N и све позитивне реалне броjеве x1, x2, ..., xn.



Испитивање тока и скицирање
графика функциjа

До сада смо у задацима одређивали домен функциjа, њихове нуле и знак, испитивали њихове
асимптоте, њихову непрекидност и диференциjабилност, као и монотоност и конвексност од-
носно конкавност (укључуjући одређивање локалних екстремума и превоjних тачака). Чак смо
у неким ситуациjама, након испитивања понеких од претходно наведених елемената, умели и
да оквирно скицирамо график функциjе. У овом одељку ћемо за сваку функциjу детаљно ис-
питати све те елементе (кажемо да смо тада детаљно испитали њен ток) и потом скицирати њен
график користећи добиjене резултате. Каткад ћемо након скицираног графика са њега моћи
да „прочитамо” неке чињенице и одговоримо на постављена потпитања везана за посматрану
функциjу. Пре него што пређемо на задатке, навешћемо кораке коjе jе потребно урадити да
бисмо детаљно испитали ток функциjе f и скицирали њен график:

1) Домен функциjе
Одређуjемо домен функциjе тj. наjвећи подскуп скупа R на ком су дефинисани сви изрази
коjи се поjављуjу у датоj функциjи.

2) Нуле и знак функциjе
Решавањем jедначине f(x) = 0 (када jе то могуће) налазимо нуле ове функциjе, а потом
решавањем неjедначина f(x) > 0 и f(x) < 0 одређуjемо скупове на коjима jе функциjа
позитивна односно негативна.

3) Специjална своjства функциjе
Испитуjемо да ли jе функциjа парна, непарна или периодична како бисмо олакшали себи
посао у испитивању даљих корака.

4) Непрекидност и диференциjабилност функциjе
Прво испитуjемо непрекидност функциjе на свом домену на стандардни начин. Затим
рачунамо f ′(x) и закључуjемо да jе функциjа диференциjабилна у свим тачкама у коjима
jе он дефинисан, а потом у тачкама у коjима ниjе дефинисан га рачунамо по дефинициjи
и утврђуjемо да ли jе функциjа у њима диференциjабилна.

5) Монотоност функциjе и локални екстремуми
Одређуjемо скупове на коjима jе функциjа растућа односно опадаjућа, наjчешће реша-
вањем неjедначина f ′(x) ⩾ 0 односно f ′(x) ⩽ 0 у оним тачкама у коjима jе она диферен-
циjабилна. Потом утврдимо по дефинициjи да ли функциjа има локалне екстремуме.

6) Конвексност и конкавност функциjе
Одређуjемо скупове на коjима jе функциjа конвексна односно конкавна, наjчешће реша-
вањем неjедначина f ′′(x) ⩾ 0 односно f ′′(x) ⩽ 0 тамо где jе она двапут диференциjабилна,
а потом испитуjемо по дефинициjи егзистенциjу превоjних тачака функциjе.

7) Асимптоте функциjе
Као и раниjе, записивањем домена функциjе као униjе више дисjунктних интервала до-












































































































