





Ilojam dbyukiuje. Ejxementapue
dbyHKI]e U BbUXOBU Ipaduliiu

Hedununuja: Heka cy A u B jBa HenpasHa ckyna u a € A, b € B suxoBu ejieMeHTH. Y peheHn nap

(a,b) umja je mpBa KOOpAMHATA EJEMEHT @, a JPyTa KOOPIUHATA €JIEMEHT b jeduHHUIeMo ca

(a,0) = {{a},{a,b}}.

HNako je nedununuja Maao Heobuana, ona obesbebyje na 3a pasiuky ox ckyna {a,b}, rae Huje 6uTHO
KOjU eJIeMEHT IIPBU, a KOjU JPYTU HABOAUMO, y ypeljeHoM mapy je pemociies BaxKaH.

Tepheme: 3a nsa ypehena napa (a,b) u (¢,d) Baxn
(a,b)=(c,d) < a=c A b=d

Tj. m1Ba ypehena mapa cy jeJHaKa ako W caMO ako Cy UM jeJiHaKe oarosapajyhe koopamuare (TIpBa ca
IIPBOM U JIPYTa Ca IPYTOM ).

3aro je, pemmo, {1,2} ={2,1}, amu je (1,2) # (2,1).

Ha cimmuan nauun ce nedunuiry ypelene Tpojke, yeTBopke u reHepaJiHo ypehene n-topke 3a n > 3.
Hedunnnmja: Heka cy A u B aBa ckyna. 3HaMo oJ1 paHuje Kako ce JieuHUILY TpeceK, YHUja, 1
pas3mKa OBa JBa CKyIa, a caja hiemo medunucaru mwuxos Jlekapros npousson A x B na cienehu
Ha4YNH:

AxB={(a,b) |acA, be B}.

Haxkie, lekapToB npoussoj, ckymosa A u B je ckym cBux ypeljeHux maposa dmja je mpBa KOODIUHATA,
u3 ckyna A, a npyra u3 ckymna B.

Perumo, 3a A = {1,2} u B = {5,7,10} je A x B = {(1,5),(1,7),(1,10),(2,5),(2,7),(2,10)}, a
Bx A={(51),(5,2),(7,1),(7,2),(10,1),(10,2)}. 3aTo BumumMo Ja Cy y OIIITEM CJIyIa]y CKyIIOBH
Ax B u B x A paznuunriu.

Hedununmja: Heka cy X u Y asa Henpasna ckyuna. BunapHa pesanuja (1id, 0pocTo, pesanuja)
pu3 X yY je 6mno xoju nogckyn Jlexkaprosor nponssojga X xY 1j. pC X x Y.

V ropmem npumepy, HeKe o pesaiuja uz Ay B cy
p1 = {(1’7)7 (2a7)7 (2a 10)}7 p2 =9, p3 = Ax B,

10K pg = {(2,5),(1,2)} nuje penanuja uz Ay B.

Hajsrawajuuju tun penanuja xkojuMm hemo ce 6aButu cy dyHKIHje.

Hedunnnmja: Heka cy X u Y nsa menpasua ckyma. Axo je f pemanumja u3 X y Y taksa ja 3a
cBako = € X mocroju TadHo jenHo y € Y rtako na Baxku (z,y) € f, kaxemo na je f dyukiumja (nam
npecinkasaibe) u3 X y Y u to mmenmo f: X — Y. Ckyn X HasuBaMo JOMEHOM oBe (DYHKIHje,
a ckyn Y komomenoM. Takobe, ymecro (z,y) € f mumemo f(x) = y M Ka)keMo Jia Ce €JIEMEeHT &
dyHKIIjoM f clIMKa y eJeMeHT y.

Hagemthemo neke mocebme TumoBe yHKIHja ca KOjuMa heMo ce 4ecTO CyCpeTaTH.

3a dysxmmjy f: X - Y xaxemo 1a je:

o ,1-1” (mmm unjexyuja) ako 3a cBe T1,To € X 3a Koje je x1 # xo Baxku f(xq) # f(x2), mro je



eKBUBAJICHTHO ca TuM 1a u3 f(x1) = f(x2) cmemn xq = 9;

o ,na” (mm cypjexyuja) axo 3a cBako y € Y mocroju meko x € X Takso na Baxku f(x) = y;

o bujexyuja axo je u ,,1 —17 wu ,Ha” Tj. aKO 3a CBaKO Yy € Y 1OCTOjU TAYHO jegHo € X TAKBO Jia je
f(@)=y.

Cpaxa Gujexnuja nMa cBOjy WHBep3Hy (QyHKIWM]Y, y o3Harm f1:Y — X, takBy ja 3a cBako = € X n
y €Y saxu f71(y) = v akxo je f(x) = y. Omarne sasku f1(f(x)) =x3acBakox e X n f(f 1 (y)) =y
3a cBako Yy € Y.

Mu hiemo yraasmom pagutn ca dynknmjama unju goMen Dy je mekum moackyn ckyma R, a komomen
yupaso ckyn R. Kana nedunumemo Tj. 3amajemo Heky yHKIM]Y, HEONXOAHO je pehu mra je meH
JIOMEH, KOJIOMEH U Ha KOjU HAuMH CE eJICMEHTH U3 JOMEHA HOM IIPECIUKABAjy. Y KOJIUKO Ce JOMEH He
HaBeJle eKCILIUITUTHO, Taa ra camu ojpelyjemo kao nHajsehu nojckyn ckyna R Ha kome je dyHKIHja
106po JeduHIcaHa, a YKOJIMKO Ce He HAIJIACH IITa je KOJOMEH, IMO/Ipa3yMeBaMo Jia je To ckym R.
I'paduk dynkmuje f : X - Y je momckyn [lexkaprosor npoussBoja X x Y u geduHHNIIEMO Ta HaA
cienehn maumm:

Lp={(z,y) e XxY [y=f(x)} ={(z, f(2)) [ze X}

Yecro hemo kesrern ja kaja pagumo ca dyakmujom f: A - R, riae je A € R, ckunupamMo u meH
rpacduk Tako mTo 3a cBaky = € A ompemmo Bpennoct dyukmmje y woj f(x) u tauxy (x, f(z))
YHECEMO Y KOOPJIMHATHU CHCTEM.

Hagemthemo jomr zeke mocebue TumnoBe MyHKIHja ca KOjuMa ieMO ce 9ecTo CpeTaTH.

Hexka je A € R mempazsan u f: A - R. Kaxemo na je dyuxnuja f:

o pacmyha ako 3a cBe z,y € A 3a koje je x <y Baxu f(z) < f(y);

o cmpozo pacmyha ako 3a cBe x,y € A 3a koje je x <y Baxu f(z) < f(y);

o onadajyha axo 3a cee x,y € A 3a xoje je x <y Baxu f(x) 2 f(y);

o cmpozo onadajyha ako 3a cee z,y € A 3a koje je x <y Baxu f(z) > f(y);

o wmonomona ako je pacryha mmm omamajyha;

©  CMPo20 MOHOMOHA AKO je miu cTporo pacryha miau crporo onagajyha,;

o ozpanuuena 0dodzo ako mocroju peanan 6poj M takas ma je f(x) < M 3a cBe x € A;

o ozpanuuena 0dozdo ako TIOCTOjU peasan 6poj m Takas fa je f(x) > m 3a cBe x € A;

©  0zpaHuUYEHa AKO je OrpaHMYeHa W OJ[03/[0 M O03r0, INTO je eKBUBAJEHTHO Ca THM Jia IOCTOjH
peasian 6poj M > 0 takas na je |f(x)| < M 3a cBe x € A;

o mnapHa ako 3a cBako T € A Baxu -~z € Au f(-z) = f(x)

o menapra ako 3a cBako T € A Baxu —z € Au f(-z)=-f(z)

o nepuoduwna ako moctoju peasian 6poj T > 0, Koju Ha3UBaAMO nepuodom OBe (PYHKIHjE, TAKAB Ia
sacBako r € Apaxxux+TeAu f(z+T) = f(z).

3a ckyn A € R takas jia 3a cBako x € A Baxku —x € A KaykeMo J1a je CuMempuiaH.

Bpoj a € A takas ga je f(a) = 0 HasuBaMo nyaom dynrxyuje f.

Cajia hemMo maKiby IIOCBETUTH ejieMeHTapHuM (hyHKIMjaMa Koje cy HaM HajouTHmje, jep hemo Ha
OBOM IIPEJIMETY YE€CTO PAJUTU Ca FHIMa U BUXOBUM KOMOHMHAIMjaMa, I1a je MOTPeOHO Ja ux J00po
YIHO3HAMO. 3a CBaKy OJI lbUX NeMo HaBECTHU JIOMEH, KOja CIEIHjaHa CBOjCTBA MOCEyje U CKUIIUPATH

el Ipaduk.

(1) Jlumeapna dbyHKIHjA

QOyukngja f : R - R mara ca f(x) = kx + n nasusa ce suneapua dynxnuja. Fben rpaduk je jenna

paBa YHjU MMOJIOXKa] Tj. Harub 3aBucu O] 3HaKa Opoja k, KOju Ha3MBAMO KOeMUIIMjEHTOM IIPABIA




dyukimje f. Ha ciuium ucmos MoxkeMo BHJjIeTH Kako OH u3riesa 3a k < 0 kaza je f crporo onamajyha
(mpBena 6oja), 3a k = 0 kazma je f koncranrna dbynknuja (3emena 60ja) u 3a k > 0 xazga je f crporo
pacryha (tiasa 6oja). M3 cpe/ibe 1Kose 3HaMO 13 aKO €a (v 03HAIMMO YIrao Koju rpaduk JuHeapHe

dyHKIMje rpajy ca MO3UTUBHUM JEJIOM T—0Ce, BaXKM jeJIHaKOCT k = tga.

(2) Ksagparna dbynkunja

®ynknpja f: R - R gara ca f(z) = ax? + bx + ¢, y3 ycios o # 0, nasusa ce KBagparHa (DyHKIHja.

Iben rpaduk nazusamo napaboom. Uspas D = b2 — 4ac Ha3MBaMO JUCKPUMHUHANTOM OBE KBAIDATHE

dyuxmmje. 3uamo ma ykommko je D > 0, oBa kBaapaTHa GYHKINjA UMa JIBE PA3IUTATE PEAHe HyJIe,
ako je D =0, uma jemmry peasiny HymLy, J0K y cay4dajy D < 0 mema peasnux myna. [lomoxkaj mapaboste
3aBucu of 3uaka OpojeBa a u D. Ha seBoj caumnu je npukazan ciay4aj kaga je a > 0. Ilmasa 60ja
oxrosapa ciayd4ajy D > 0, zenena cayuajy D = 0, a npsena caydajy D < 0. Ha necuoj ciuru je ciyuaj

kaja je a < 0, u To mwraBa 6o0ja 3a D > 0, 3esena 3a D =0 u npsena 3a D < 0.




(3) Crenena dyuxmmja

Oyukiyja f : R - R mara ca f(x) = 2", upu dyemy je n > 2 npupogan 0poj, Ha3uBa Ce CTeleHa
dyukiuja. Ha ciaunm neBo je npukazan rpaduk jeamne oBakse (yHKIMje 3a IapHO N, a JIECHO 3a
HeNapHo n. Y CJIy4ajy HemapHoOr n cTeneHa ¢yHKnuja je crporo pacryha Ha mesmom ckymny R, ok je
y CJIydajy TIapHOT 1 OHa CcTporo onaaajyha ua ckymy (—oo,0] u crporo pacryhia Ha [0, +00). Kako je
(—z)2%F = (1) g2k = 22k g (—g)2P+1 = (=1)2R+1g2k+] = _p2R+1 5a cpako k € N, BummMo 1a 3a mapHO
n =2k Baxu f(-z) = f(x) 3a cBako x € R, 70k 3a memapuo n = 2k + 1 Baxu f(-x) = —f(x) 3a cBako
z € R. Jlakie, 3a mapHo n crernena (pyHKIHja je MapHa, a 33 HEIapHO N je HermapHa.

Taxobe, 3a Henapuo n crenena GyHKIMja je Oujeknuja, JOK 3a MAPHO n TO HUje caydaj (auje ,,1-17,
jep je f(x) = f(-x), uurn je ,ma”, jep y3uma caMO HEHETATHBHE BPEIHOCTH, Ia HE MOCTOjU I € R
TakBo Ja je f(x) = —1), anu ako joj Cy3UMO M JIOMEH W KOJOMEH Tj. MOCMATPaMO je Kao (pyHKIm]y

f:[0,+00) = [0, +00), ona he mocrarn Gujexnuja.
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(4) Excnonennujanua dbyHkiuja

Oyukiyja f: R - R nara ca f(x) = a”, upu yemy je a > 0 peanan 6poj, HA3UBA Ce eKCIIOHEHIIUjaJIHA,
dyuknmja. [losoxkaj n obsimk rpaduka excroHeHIrja He QyHKINje 3aBUCU O]l BPEIHOCTH Opoja a.
Nmamo jeman nerenepucanu ciaydaj kaga je a = 1, jep je tama f(z) = 1% = 1 3a cako = € R, ma
oBy dyHKIMjy HEheMO HU cMaTpaTH 3a €KCIIOHEHIMjaJiHy, Beh 3a JIMHeapHy Kao IITO CMO W MAJIOIIPe
uaBesm (npseHa 6oja Ha rpaduky ucmnox). 3a a > 1 rpaduk je nmpukazan maaBoM 60jOM Uy TOM
cIydajy je eKcloHeHIujajHa (yHKIHja crporo pacryha Ha R, a 3a a < 1 3esienom 60jom u Tajia
je ona crporo omazajyha ma R. Ono mro je 3ajeqHndko 3a oba HejereHepucaHa ciydaja je Ja je
£(0) =1, jep je a® = 1 3a 6uT0 KOjM TIOUTHBHY peaHN 6POj @ U Ja je eKCIOHeHHjaIHa hyHKIHja
MO3UTHUBHA Y CBAKO] TAYKH, MA jé CAMUM THM OTpaHudeHa 0710370 myaoM. OHa Huje Gujekimja, jep
K&0 IIITO CMO PEKJIU, Y3UMa CaMO [TO3UTUBHE BPEIHOCTH, aIl aKO jOj Cy3UMO KOJOMEH U IIOCMATPAMO

kao dyukmjy f:R — (0, +00), mocralie 6ujexnuja.
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(5) Jlorapuramcka dbyHKImja

Oynknpmja [ : (0,+00) - R nara ca f(x) = log, x HasuBa ce jorapuraMcka QyHKIHja ca OCHOBOM
a, nipu "emy je a > 0 m a # 1 peasan 6poj. OHa je UHBep3HA EKCHOHEHIHMjAJTHO] dDyHKIUjH (HAKOH
cy»KaBamba meHor Kojomena mHa (0,+00)), Ta 3am0Bo/baBa penanujy a'°%® = x 3a cBako x > 0 u
log,(a¥) = y 3a cBako y € R. Jakune, log, x = y je ekBuBasenTHo ca x = a¥. Ykonuko je a > 1, jora-
puramcka dyakiumje je crporo pacryha (rpaduk miasom 6ojom), 10K je 3a a < 1 crporo onazajyhia

(rpadux npseroM Gojom).

4 3 2 - 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(6) Kopena dynxmja

QOynknuje f : R > R mara ca f(z) = ¥/r 3a wemapuo n > 3 u g : [0,+00) — [0,+00) mara ca
g(x) = ¥/x 3a mapno n € N masusajy ce xopene pynknuje. Pynkmuja f je ”HBep3Ha cTeneHoj GpyHK-
Iuju 3a HemapHo n, Ia Ty Baxke pesamuje ({/z)" =z u Vx™ = x 3a cBaxo z € R, 10K je dynxmuja
g WHBEp3HA pecTpuKIuju crenene dbyHknuje Ha cKymy [0,+00) 3a mapHO 1, ma Ty Takohe Baxe pe-
mammje (Y/x)" =z u V2" = x, aym 3a cBako z > 0. Ha jeBoj commm BuauMo kako msryena rpaduk
KopeHe (yHKIIMje 3a MapHO 7N, a Ha JECHOj 3a HEMApHO n > 3 W OHe Cy cTporo pactyhe dyHKmje

(cBaka Ha CBOM JJOMEHY ).



D

(7) Tpuronomerpujcke byHKIH]je

QOyuknyje sin : R — [-1,1] u cos : R - [-1,1] umje rpaduke moxkemo BujeTn Ha cieaehoj coaumm
(upBena u wiasa 6oja, pegom) cy 2m-nepuogndne GyHKIMje, MTO 3HAIH Ja je sin(z + 27) = sinz u
cos(x + 2m) = cosx 3a cako x € R. laspe, cunycua dbyHKIHja je HEIApHA, a KOCUHYCHA IIAPHA Tj. 3a
cBako x € R Baxun sin(-z) = —sinz u cos(-z) = cosz. Y3 1o, umamo u sinz =0 < x =k, rue k € Z
ucosz =0« x=kr+ 3, e k € Z. Ose pyHKIMje cy orpanudene u 0/103/10 ca -1 un ofosro ca 1, ma
3a cBako x € R umamo ja Baxku -1 <sinz <1 1j. |sinz|<1u -1<cosz <1 1j. [cosa| < 1.

36o0r Tora IITo je MepuoAudHa, sin x Huje ,,1-1” dyHrnmja, a Huje Hi ,HA”, jep y3uMa BPEIHOCTH CAMO
y maTepBany [-1,1], ma camuM TiM Hmje HE OGujeknmja. AJHM, aKO TOCMATPAMO HeHY PECTPHUKII]Y

m T M M . Y 3 3

13 UHTEpBAJIA [—575] y [-1,1] Tj. sin : [—5,5] — [-1,1]. nocrahe 6ujeknmja. Ciuano Baxku u 3a
dbyuxmmjy cosz, ¢ TMM WTO WY pecTpukyjemo kao cos: [0,7] - [-1,1].

3HaMO BeJMKU Opoj aJuIMoHUX (DOPMyJia U3 CPEeIbe IIKOJIE OJf KOjuxX NeMo OBJle HaBECTH YETUPH

Hajderhe Kopuihene.
sin(z +y) =sinzcosy £ cosxsiny, cos(z+y) =cosxcosy Fsinzsiny
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I'paduke dbyuknmja tg

BUJIETH HA HapeJHoj cimiu (asa U 1pseHa 6oja, pexom). Ibuxosu soMenu cy Taksu, jep MOpa

o R\{kr+Z |keZ} > Ructg = :R\{kr | keZ} > R moxemo
6urw cosx # 0 Tj. © # 5 + k7 3a k € Z yna 6u tgx 6una nedunncana u camaHO, Ja 6u ctgz Guma
nedbunucana, Mopa 6utu sinx # 0 1j. « # kw 3a k € Z.

OBe nBe dyHKIMje Cy MEPUOIMTHE Ca TIEPUOIOM T, jep 3a CBAKO & M3 IUXOBHUX JIOMEHA BAaXKH

sin(z+m) sinxzcosm+coszsinm  sinz-(-1)+cosz-0 -sinz sinz ;
= ——— = : = = =tge u
cos(z+m) cosxzcosw—sinzsinm cosx-(-1)-sinz-0 -cosx cosz

tg(z+m) =



1 1
— =ctgx.

t S
cte(w+m) tg(xz+7m) tgzx

Jaspe, oHe cy u HemapHe, jep 3a CBAKO T U3 IbUXOBHUX JOMEHA BAaXKWU

sin(-z) -—sinz sinx
tg(~z) = = =— =—-tgx u
cos(-x) cosz cos T
1 1 1
ctg(-x) = = -ctgzx.

tg(-x) B -tgx B Ctga
Hu oBe nBe dynknumje nucy Oujexknuje, jep HUCy ,1-1” momro cy HnepuojuyHe, ajud PECTPUKIIU]jA
s

dyukImje tg Ha HHTEPBAJ (—g, g) Tj. tg: (—g, 5) — R jecre Oujekiyja, Kao 1 pecTpuknnja OyHKIHje

ctg ma marepsan (0,7) 1j. ctg: (0,7) = R.

(8) Nusepsue Tpuronomerpujcke QyHKIMje

us

Oyuknygja arcsin : [-1,1] - [—57 g] npejicTaB/ba WHBep3HY GyHKIHUjy o dyHKIHje sin : [—%, g] -

[-1,1], mTo smaum ma Baxkm sin(arcsinz) = x 3a cBako z € [-1,1] u arcsin(sinz) = z 3a cBako

T € [—g, g] Omna je crporo pacryha, Henapua GyHKIHja 1 HeH Tpaduk BHANMO Ha cjienehoj cammm
(steBo). OBae Tpeba GuTu oIpe3aH: PeKJIn CMO Ja jeTHAKOCT arcsin(sinz) = x BayKu 3a cBe T € [—g, g],

JIOK 32 HEeKe JIpyTe BPEJHOCTA X He MOpPa BasKUTH. Pernmmo, arcsin(sin 27) je cUrypHO pasawdauTo o

27, je HKIMja arcsin He MOzKe ,,BpaTATH BPEIHOCT 27 KOja He Ipunaga uarepsady |-, Z |. 3ato
’ 9 PRED)

MIPUJIMKOM padyHara BPETHOCTH arcsin(sin27) pasMunmubamo Ha ciaefelin HAYMH: TPBO TPAXKUMO

te [—% %] TaKBO Ja je sint = sin 27, na je u arcsin(sin 27) = arcsin(sint), a MOTOM UCKOPUCTUMO J1a

je arcsin(sint) = ¢, jep t € [7% s

2
IIOIITO je cuHyCHA (QYHKIWja 27-IIePHOJNIHA. 3aTO je

]. Konkperno, oze moxkemo y3eru ga je t = 0, jep je sin 2w = sin0,

arcsin(sin 27) = arcsin(sin0) = 0

. Tm s . T T
arcsin (sm 7) = arcsin (sm (7 - 2 . 27T)) = arcsin (sm (—7)) = ——.
2 2 2 2

U CJIMYHO je



Taxobe, Hekas je moroqHo ynorpebutn n uumbeHuily sin(m — ) = sinz Koja ce AUPEKTHO mobuja u3

ajunnone dopmysie. Ha npumep,

. o 1dx . . (117w . . 37
arcsin | sin — | = arcsin | sin | — - 27| | = arcsin [ sin — | =
4 4 4
. ( . ( 37-[- ) ) . ( . TI— ) Tr
arcsin|sin|{7m—- — )] =arcsin|sin— | = —.
4 4 4

Oyuknuja arccos : [-1,1] — [0,7] upencrasba nusepsny dyuxujy ox dyukmmje cos : [0,7] —
[-1,1], mro 3maun ga Baxku cos(arccosx) = x 3a cBako = € [-1,1] u arccos(cosx) = x 3a cBako
x € [0,7]. Hben rpadux Bugumo Ha cienehoj cammu (gecHo) u ona je crporo omazgajyha. Osue je
CJIMYHA CUTyaIluja Kao KoJ| Iperxoaae dbyHKImje — m3pa3 arccos(cosx) je jennak z 3a cse x € [0, 7],
aJIl aKO TadyKa T He IPUIaJa OBOM MHTEPBAJy, MOpPaMo je ,mapebarutn’ y oBaj narepBas kKopucrehn

2T-TEePUOITTHOCT U TAPHOCT KOCHHYCHE (DYHKIMje. 3aTO je

arccos(cos(-2m)) = arccos(cos(-2m + 27)) = arccos(cos0) =0 n

(s (3)) = (s023) -5
arccos [ cos| ——= ] | = arccos|cos — | = —.
2 2 2

4——

m

2
— — ™ T

Tora 3aj70BosbaBa tg(arctgz) = z 3a cBako x € R u arctg(tgz) = x 3a cBako x € (—57 5), JIOK 32

Oyuknuja arctg : R — (—% g) je mHBep3Ha (dyHKNHja o dyHKIHje tg : (—% ) - R, ma 36or

Y
T ¢ (75, 5) BpeHOCT M3pasa arctg(tgx) ce MOXKe pavdyHATH AHAJOTHO KAO U KOJ IPETXOHO Ha-

BeJIEHIX MHBEP3HUX (yHKIMja Kopucrehu m-nepuogmanoct dbyukimje tgx. Takobe, arctg je crporo
pactyha, nenapna yHKIMja 0J103/10 OrpaHuYena ca —3, & 0JI03ro ca 3. Iben rpacdux Moxemo Bu-
JleTH Ha ey uenog (npsena 6o0ja).

Oyukimja arcctg : R — (0,7) je unsepsna dbyuxnuja ox dyukuumje ctg : (0,7) - R, na 3agoBosbasa
ctg(arcctgx) = = 3a cBako = € R n arcctg(ctgz) = x 3a cako x € (0,7), nok 3a x ¢ (0,7) ce Bpen-
HocT u3pasa arcctg(ctg x) pauyna kopucrehu m-nepuoguanoct dbyukiuje ctgz. Pynkumja arcctg je
cTporo omajajyha m 003710 OrpaHuteHa HYJIOM, & OJ03T0 Ca T W HeH TpadrK MOXKEMO BUIETH Ha

comru ucnoy, (1iasa 60ja).
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OBHUM CMO 3aBPHINJIN YIO3HABAIHE Ca €JIeMEHTADHUM (PYHKIIMjaMa M CBe MITO je J10 caja obpalheHo

he ce cmarpaTn mo3HATHM HaAa/Le B MOXKE Ce KOPHCTHTH 0e3 JomaTHOr obpasiaraiba.

Cana hiemo mokasatu kaxko of rpaduka Heke nmozuare ¢dyukmmje f : R - R mako Moxxemo nobutu
rpacduk byukinuja g,h: R - R gatux ca g(x) = f(x) +cn h(z) = f(x +¢), rue je ¢ € R npousso/bHa
[IO3UTUBHA KOHCTAHTA.

[IpBo, ako je ¢ > 0, BuAAMO Ja y TPou3Bo/bpHOj Tadukl T € R dhyHKIMja g y3uMa BpeHOCT 3a ¢ ysehany
Yy OJTHOCY Ha BPEIHOCT KOjy y3uma (pyHKI@ja [ y TOj Tauku, MTO 3HATH Jia je rpachuk dyHKImje g
LJIOMUTHYT’ 3a BPETHOCT ¢ y oaHocy Ha rpaduk pyHKIuje [ Ia ce MOXKe HAIPTATH jeIHOCTABHOM
TpaHncaanujoM rpaduka dyHKImje f y MO3NTUBHOM CMepy y-oce 3a Bpegaoct c. Ciudna, je curyanmja
VKOIHKO je ¢ < 0, ¢ TuM 1mTo ce rpaduk dyHKIuje g mobuja ,coymramem’ rpaduka dyukmmje f,

OJHOCHO TpaHC.Ha,LLI/IjOM Yy HETaTUBHOM CMEPY 1-0CE 3a —C.
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Hame, ako je ¢ > 0, BUAMMO J1a UCTY BpeAHOCT KOJy dyHKUMja h y3uma y Tadyku T, dyHKOgja f
y3UMa y Ta4Kd X + ¢, MTO 3Ha4un Aa GpyHKmuja [ KacHu' 3a yHKIUjoM h OmHOCHO h ,2KypH ¥
oxHocy Ha f 3a ¢ (aKO IPOMEHJbUBY & CXBATHMO Kao BpeMe Koje Teue, a BpeaHoctr f(x) u h(x) Kao
[oJIOXKaje I7Ie ce HeKa TAavKa HAJA3WIa Y JIATOM TPEHYTKY ). 3aTo rpaduk QyHKIpje h MOXKEMO
J06uTn TpaHcjaanujoM rpaduka GyHknuje f y cMepy CyHpPOTHOM O z-oce 3a BpemaHocT c¢. CindaHa
je curyanmja u ako je ¢ < 0, camo opaj nyT dyHKnuja h ,Kacuu® 3a dyHKIHjoM f, na ce rpadpuk

dyuxnmje h gobuja TpaHCaanEjoM rpaduka QyHKIEje [y IO3HTHBHOM CMEPY I-0Ce 3a —C.
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Cana hemo onmcarn xako ce nobuja rpadux dpyakumje g(x) = cf(x) on rpaduka dyakuuje f,
rje je ¢ € R\{0} npousso/bna koHcranta. Pazmorpumo npso ciaydaj kaja je ¢ > 0. Bugumo ga y
npou3BosbHO] Tauki x € R dynkiuuja g ysuma ¢ myra . Behy” BpesHOCT y OJHOCY HA BPEIHOCT KOjy
dbyukumja [ ysuma y Toj Tauku, na rpaduxk QyHkumje g Moxkemo jqoburu msayxusameMm (¢ > 1)
OJIHOCHO cKyILubameM (¢ < 1) rpaduka dyukumje f ayx y-oce. 3a ¢ = -1, BuaumMo Ja yHKImja
g y Ta4KH T y3HMa CYHPOTHY BPEJIHOCT OJ] BPEJHOCTH KOjy y HCTOj TaykKu y3uMa dyHKnuja f, ma
rpacduk (yHKIHje ¢ MOXKEMO CKUITUPATH TAKO IMITO ,lipecjinkamo’ rpacduk ¢pyuknuje f y ogHOoCcy Ha
z-ocy. Kaz je 0 < ¢ # -1, nupBo npecimkamo rpacduk ¢yukuuje f vy ogHOCY HA Z-OCY, a 3aTHM TAKO
npecsmkanu rpaduk n3yxumo (¢ < —1) mm ckynumo (¢ > -1) ayx y-oce.

Ha caienehoj comrm mozxkenmo sujiern rpacuke dynkunja f(x) = 22 (nnasa 6oja), g1 (x) = 422 (upsena

6oja), g2(x) = x5—2 (3estena 6oja) u g3(x) = —x? (mapannpacra Goja).
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Hexka je caza mar rpadpmk dpyamuje f: R - R, a Tpeba ckunmparu rpacduk ¢yaknmje g : R - R
nare ca g(z) = f(cx) 3a pazmmunre Bpeanoctu koucranre ¢ € R\{0}. IIpso, neka je ¢ > 0. Buaumo
Jla y Tmpomn3BOJbHO] Taukn r € R dynkmuja g goctnke BpegHOCT KOjy je dyHKuja f moctusana y
TayKu cr, na ce rpaduk (yHKIMje g MoxKe J00HTH M3ay:KHBameM (¢ < 1) OJHOCHO CKYI/bameM
(¢ > 1) rpacduka dynkunje f ayx x-oce. ¥ ciaydajy ¢ = -1 umamo g(x) = f(-x), na BpeaHocT Kojy
dyukMja g y3uma y tadku r (PyHKOHja [ y3uma y Tadyku —r, IITO 3HaYM Ja rpaduk ¢yokuuje
g MOXKeMO JIOOUTH TaKo IMTO Npecjukamo rpacguk dyuxnuje f v ognocy ma y-ocy. 3a 0 > ¢ # -1,
NpBO Npecjaukamo rpaduk GyHknuje f npeko y-oce, a 3aTHM TAKO MPECTHUKAHH IPahUK U3y KHMO

(¢>-1) mam ckymumo (e < —1) kako bucmo 106w rpacduk GyHkrIHje g.



Ha comm nenon moxkemo Bugern rpaduke dyskuuja f(x) = cosz (mmasa 60ja), g1(x) = cosbz

z

5 (semrena 60ja).

(pBena 60ja) u go(x) = cos
3__

2+

2+

3+

Ha creiehoj e mozkemo Bunern rpacduke dynknuja f(z) = 2% (mnasa 6oja) n g(x) = 27% (npsena
60ja). I'padux dbyuxmmje g cMo mobmm Tako mro cMo rpaduk GyHKIMje [ TPECIUKATN Y OJHOCY

Ha y-ocy, jep Baxu g(x) = f(-x), ma je oBo rope onmcana curyanmja 3a ¢ = —1.

IToncernmo ce medunuimje amcoayTHe BPeIHOCTH peaaHor 6poja x:

-z, <0,

|z| =

z, x20.
Caga, s3Hajyhn kako uwsriiena rpaduk dyskiuje f : R - R jako MoxkeMo cKunuparu rpaduke
dbyuxmmja g u h garux ca g(z) = |f(z)| u h(z) = f(|z|). Baxn
_f(x)v f(l') < 07
f(x), f(z) >0,

ITO 3HAYM Jia 3a oHe ¥ € R y kojuma dyukiumja f y3uma Heneratusne Bpeguoctu Baxku g(x) = f(x),

9(z) =1/ ()| {

J10K 3a npeocratie x Baxu g(x) = —f(z). 3aro rpaduk dyHKIUje g MOKEMO TOOUTH TAKO IITO OHE
nenose rpaduka GyHKnuje f KOju Cy HCIOJI T-0Ce IPECJUKAMO IIPeKO Ibe, a JIEJIOBe KOjU Cy H3HAL
e He JIIPaMo.

Cm9aHO, UMaMo

f(=z), <0,

h(x) = f(lz|) =
() = £(le]) {fm e



na rpaduk gyHkuuje h gobujamo rako urro aeo rpaduka dyakipje f ca gecne crpade y-oce (To ¢y
tadke x 2 0) He qupamo, JOK Jjieo rpaduka dbyukiuje f ca jieBe crpane y-oce (To ¢y tauke x < 0)

3aMEHHUMO IIPpEC/IMKaHHUM JIeJIOM Fpa(bm(a Ca JleCHe CTpaHe IIPEeKO Y-0ce.
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3a Kpaj oBOr oJie/bKa, objacHuNeMO KaKo, YKOJIUKO je JaT rpaduk Heke bujekiuje f, MOKEMO CKH-

nupaTu rpaduk meHe uapep3ne dbynxmuje f~1. 3namo ga Tauka (a,b) npunana rpacduxy dbynxmuje
f akko je f(a) = b 1j. a = f71(b), mTo je ekpuBasenTHO ca TuM jga Tauka (b,a) npunaaa rpaduxy
bynxmuje f1. Baro rpaduk dyukimje f~! MOXKeMO JaKO CKUIEpPATH Tako mTO rpaduk (yHKI-
je f mpecamkaMo y OHOCY Ha NpaBy Y = Z, IITO MOXKEMO BHIETH Ha cjenehoj CIuIm Ha mpHMepy
dbynknuja f(z) = 3° (zenena 60ja) u f1(x) = logy x (upsena 6oja), 10K je npaBa y = = o3HaucHA

TJIABOM DOjOM.
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IIpuniun mareMaTnyike NHAYKIIN]je

[Ipunmun mMaTemaTutuke MHAYKIHjE je WecTa MeTO/a JOKa3WBarba TBP/IbU KOje BaKe 3a CBE IIPH-
poxse 6pojese (mmm cBe moves of Hekor). Heka uspas T oznauasa Heko TBpheme, a uspas T'(n) ma
TO TBpheme Baxku 3a npupojian 6poj n. [Ipuniun MaTemMaTrydke HHIYKIUjE KayKe J1a YKOJIMKO BaXKU:

1) T(1) (6a3za ungyximje);

2) T(n) = T(n+1) 3a ceako n € N (HHIYKTHBHHE KOPaK);

taga Baxku T'(n) 3a ceako n € N, 0JHOCHO cBU npupoaHu GpojeBH 3a70BOJbaBajy TO TBpheme. YKo-
smko ymecro T(1) y 6asu Baxu T'(ng) 3a npousBosbHO ng € N, a 'y kopaky Baxu 1T'(n) = T(n+1)
3a CBe M 2 ng, TaJa MPUHIAI MaTeMAaTHIKe NWHAYKIWje Kaxe Ja TBpheme T BarKu 3a CBe MPUPOJIHE

Opojese n > ng.

Kama nexko TBpheme jokazyjemo momohy MaremMarwdke MHIAyKInje, 06a3y WHIYKIMje IIPOBEPABAMO
3amMeHOM N = 1 (um n = ng) y TBpheme Koje J0Ka3yjeMo U HEMOCPEJHO Ce YBEPUMO Jla OHA BarKW.
ITpuimkoM moKa3uBamba WHIYKTUBHOI Kopaka Tj. nmmukaruje 1'(n) = T'(n + 1), upso npernocra-
BuMo jia Bazku T'(n). OBy IpeTHoCTaBKy HA3UBAMO UNJYKMUGHA Npemnocmaska (A uHOyKMUGH
zunomesa). 3atum, kopucrehu tephemwe T'(n) mokasyjemo na Baxku u TBpheme T(n + 1) u Tume je
JI0Ka3 MHIAYKTHBHOI KODAKa 3aBpIIEeH. Y HapeIHUM 33JaliMa heMo IPHKa3aTH NIUPOKY HPUMEHY
MaTeMaTHYKe MHIYKIHje U JIOKa3UBaby Pa3HUX TBpDhema.

n(n+1)

1. Jloxazaru jia 3a cBaKU IPUPOan OpOj N BazKu jeAHakocT 1 +2+ - +n = —=

Pememe: Jloka3 cupoBouMO MaTeMaTHIKOM HHIAYKnujoM. IIpe Hero mro nmoyseMo, IpUMETHMO J1a

ce Ha JIeBOj CTPAHU HaJa3u 1 cabupaka.

1.2

IIpeo nposepasamo 6a3y Tj. 1a s TBpheme 3anaTKa Baxku 3a n = 1. Kako je 1 = ==, nmamo na basza

WHIYKIINAje BayKu.
Heka je cama n € N npoussospan 6poj. Jokazyjemo MHAYKTUBHEM KODPAakK, I1a HIPETIIOCTAB/HAMO &

TBpheme BaxKn 3a n (MHIYKTUBHA XUIIOTE3a) W TO0Ka3yjeMo Ja Baxn 3a n+ 1. Jlakie, 10 MHAYKTUBHO]
n(n+1) (n+1)(n+2)
2 2 :

XHUIOTE3U 3HAMO JIa BaXKA 1+2+:--+n = , & YKEJIIMO JIa TIOKazKeMo 1+2+--+n+(n+1) =

Kopucrehn napykrusny xumoresy y cymu 1+ 2+ -+ n+ (n+ 1) 36up npsux n cabupaka MOKEMO

n(n+1)
2

3aMCHHUTHU Ca , I1a UMaMO Jia je

ux TL(TL + ].)

1424 4n+(n+1)Z T+(n+1):n(n+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)

2 2 ’

IIITO CMO U XTEJIU /13 TIOKazkeMo. J[akJjie, Ha OCHOBY NPUHITUIIA MATEMATHIKE HHYKITHje BAXKI TBPheme
3aJlaTKa.

n(n+1)(2n+1)
-

Pemreme: Oner fieMo KOpUCTUTH MAaTeMATUIKy MHIYKIHjy. [[puMeTnMo ma ce Ha JIeBOj CTPAHU Ha-

2. JlokasaTn Ja 3a CBAKM HPHPOIAH Opoj n Baxu jemuakoct 12 +22 + ... 4 n? =

Jla3u n cabupaka.

Baza (3a n = 1) je ncrymena jep je 12 = %

Caga, #eka je n € N npousBospHO. [IpermoctaBuMo Jia 3a OBO N BayKdW TBpheme 3aJ1aTKa, OJIHOCHO

n(n+1)(2n+1) (
6

124224402 = UHJIyKTUBHA XUIIOTe3a) U JOKAXKUMO J1a OBO TBpleme Baxku u 3a n+ 1

1j. na Bazku 12+22 +--+n?+(n+1)% = (n+1)(7”2)6(2(n+1)+1). o MHIYKTUBHOj XUIOTE3H IMAMO /I3, je

_n(n+1)(2n+1)+6(n+ 1)? _
6

)2 I/I:X n(n + 1)(2n+ 1) + (77,

+1)2
G )

2+22 4 4n?+ (n+1



_(n+1)(n@n+1)+6(n+1)) (n+1)(2n% +Tn +6) _ (n+1)(2n% + 4n + 3n + 6) _

6 6 6
_ (n+1)(2n(n+2)+3(n+2)) _ (n+1)(n+2)(2n+3) _ (n+D)(n+2)(2(n+1)+1)
6 6 6 ’

IITO CMO U 2KeJIeJN, I1a TBpljeme 3a/aTKa CiIe/i [0 IPHHIMILY MareMaTHike naaykuuje. Hekan Huje
TAKO jeJJHOCTABHO JIEBYy CTpaHy TpaHcdOpManpjamMa CBECTH HA JeCHy (MAJonpe CMO Ce CEeTHIIN Ja
uzpasz 2n2 + 7n + 6 3amuamremo kao 2n2 + 4n + 3n + 6 u pacrasumo ra Ha (n +2)(2n + 3)), ma MoKeMO
y UHJYKTUBHOM KOPaKy 3aMEHHTH JIC0 U3pa3a HheMy jeJHAKUM 110 MHyKTUBHO] XUIIOTE3H, & 3aTUM

IIPOBEPUTH JIa JIU je TaKOo J00MjeHn n3pas3 jeJHak jecHoj crpanu. Jlakie, Majonpe Kaja CMO KeJjiejIn
(n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
6

ma moxaxkemo ga je 12+ 22 + .+ n? 4+ (n+1)% = , Mo cMo pelim Jia je 1o
1)(2n+1 1)(n+2) (2(n+1)+1
n(n+ é( n+ )+(n+1)2 _ (n+1)(n+ )6( (n+1)+1)

WHIYKTUBHOj XUIIOTE3W TO €KBUBAJIEHTHO Ca U 3aTHM CBe
CBECTHU HA 3ajeJHMYKN MMEHMJIAll, MI3MHOXKUTY 1 Ha Kpajy mpobutu 0 = 0, mro hemo nekas yoyayhe u

pajnTH.
3. JlokazaTn ja 3a CBAKM IIPHPOIAH GPOj 1 BasKH jeaHakocT 1+ 3 +5+ -+ (2n—1) = n?.

Pememwe: U oBaj 3amarak hemo ypajguru maremMaTudkoM WHAyKOujoMm. Ilomro je mpBu cabupak
1=2-1-1, apyru cabupax je 3 =2-2 -1 u Tako Jae, BHJIUMO Ja ce Ha JIeBO] CTPaHU HaJa3u N
cabupaka.

B3an=1umamo 2-1-1=12, na je 6a3a HHAYKIHje HCIYIHEHA.

Heka je n € N npoussosbrO. IIpeTnocraBiumo jia TBpheme BaxKu 3a 1 Tj. Ja je UCIYHeHO 1 +3+5+---+
(2n-1) = n? (MHOYKTHBHA XUIIOTE3a) U JOKAZKIMO 12 Bazku 1+3+5+-+(2n—-1)+(2(n+1)-1) = (n+1)2.

ITo mHAYKTUBHO] XUIIOTE3U UMAMO
ux 2 _ .2 _ .2 _ 2
143+5++(2n-1)+2(n+1)-1) =n"+(2n+2-1)=n"+2n+1=n"+2n+1=(n+1)7,

ITO je u TpebaJio MoKa3aTH, ma TBpheme 3a/1aTKa BayKN 110 MATEMATUYIKO] WH/LYKIIN]jH.
4. llokazaTu Jja 38 CBaKH IPUPOJAH OpPOj 1 BayKH jeTHAKOCT

2
13+23+...+n3:(TL(724—U) .

Pemieme: Jlokazahemo oBo TBpheme momohy mareMaTutyke WHIYKIIH]e.
21\2 . . .
3an =1 umamo 12 = (12—2) IIITO je Ta4HO, IIa je 0a3a MHAYKIMje UCIyHheHa.
Hexa je n € N mpomssosso. IIpernocrasumo na tpheme Baxkn 3a n Tj. ga je ucmymeno 12 + 23 +

2
P +1 .
e nd = (%) (MHIyKTHBHA XWIIOTE3a) W JOKAYKAMO JIa OHO BaXKW W 3a N + 1, OHOCHO Ja je

2
B2y and+(n+1)= (W) . Kopcurehn nniyKTuBHY XHIIOTE3y UMaMO J1a je

n(n+1)
2

n*(n+1)? 4(n+1)> (n+1)’(n®+4(n+1))
VR 1 -

P42 4an+(n+1)? = (

) +(n+1)3 =

~ (n+1)%2(n?+4n+4) ~ (n+1)%(n+2)? [ (n+1)(n+2) ?
- 4 - 4 ( 2 ) '

mITo je u Tpebasio JI0Ka3aTH, 1a TBpherme 3a/aTKa BasKi Ha OCHOBY IPWHITUIIA MATEMATHIKE WHJLYK-

nuje.

1 1 n
5. Jlokasaru j1a 3a cBaKM IPpUPOJaH OPOj M BaXKM JeJIHAKOCT —— + —— + -+ ———— = ———,
A A PHPOAIL BPO] JeA 1.2 2.3 n(n+l) n+l

Perneme: ypam/lheMo OBELj 3aJlaTaK Ha JIBa HaYHUHaA — HOMOhy MaTeMaTHU4IKe I/IH,ILyKLII/Ije n Helo-

cpenHuM cpehuBameM U3pa3a Ha JIEBO] CTPAHU.



3a n =1 umamo 1—12 = ﬁ, IIITO je TAYHO, [1a BaXK¥ 6a3a WHYKIIH]e.

Heka je cama n € N mpoussosbro. IlpernocraBumo jia TBpherme BaxKu 3a M Tj. Jia je HUCIYHEHO
1 1 n

T3 + 7.3 ot m = (MHIYKTUBHA XUIIOTE3a) U JOKAKUMO JIa BayKH 3a N + 1, OJJHOCHO

R SO SR 1 e+l
1-2 2-3 n(n+1) (n+1)(n+2) n+2
XUIIOTE3Y, M, HMaMO

. Cpebyjemo jieBy cTpany u KOpUCTUMO WHJIYKTUBHY

LN S S 1 nx no 1 _n(n+2)+1  n?+2n+1
1-2 2.3 nn+1) (n+1)(n+2) n+l (n+1)(n+2) (m+1)(n+2) (n+1)(n+2)

(n+1)? n+l
(n+1)(n+2) n+2’

TO je u Tpebajo JoKa3aTu, Ia TBpheme 3a/[aTKa BayKu Ha OCHOBY IPUHIIAIIA, MATEMATHIKe UHILYK-
nuje.
Ypaaumo cajna 3agarak Ha apyru HaduH. [Ipumernmo ja 3a cBako k € N Baxku cienehu vu3s jegra-

KOCTH
1 (k+D) -k k+1 k 1 1

k(k+1)  k(k+1)  k(k+1) k(k+1) k k+1

Opariie je
1 1 1 (1 1) (1 1) (1 1 ) 1 n
—t— et —— ===+ [+ |- =1- = ,

1-2 2.3 n(n+1) \1 2 2 3 n n+l n+l mn+l

jep cy ce cBu cabupriu ocuM IIPBOT U MOcjeamer Meljycobno ckparmiim.

n n+l
6. Toxazarn ma 3a cBaxo q € R\{1} u ceako n e N Baxn ¥, ¢* =1+q+¢®>+-+¢" = 1’1‘{q

k=0
Pemreme: Heka je g € R\{1} npoussospro. Ypasuhemo u 0Baj 3aaTak Ha JBa HadnHa. [IpBr HAaunH

je moMohy MareMaTHIKe UHIYKIHje.
2

Ban=1wumamo 1+q= %, mTo je Tauno, jep suamo mxa je 1-¢% = (1+¢)(1 - q), na je ucnymena

6aza MHIyKITje.

Heka je cama n € N mpoussosbro. IlpernocraBumo jia TBpherme BaxKu 3a m Tj. Jia je HUCIYEHEHO

_ m+l

1l+qg+ q2 ot q" = L ﬁq (MHYKTHBHA XUIIOTE32) U JOKAKUMO Ja BaxKu 3a n + 1, omHocHo 1+ ¢ +
n+l _ 1-q"

+2
. Kopucrehn nupykruBmy xumore3y nmMamMo

2
g+t g+ g g

me1 1=q" g™ (1-q)
+q = =
1-¢ 1-¢

2 n n+1I/le_qn+1
l+q+q ++q¢" +q = —

q

- l1-q C 1-¢

mTo je m Tpebaso JIoKa3aTh. 3aTo, TBphembe 3a1aTKa CIeIN U3 MTPUHIIAIA MaTeMATHIKe MHIYKIIHje.

1-— qn+1 + qn+1 _ o n+2 1-— qn+2

)

Vpamumo cafa 3anarak He Kopucrelin MaTeMaTHdKy nHAyKIH]y. O3Haunmo ca S = 1+q+¢2 +--+¢"

cyMy Kojy paaynamo. MuoxemeMm obe crpame ca ¢ 1o6ujamMo
@S=q+q+@++q")=q+ @+ ++q"+ ",

IIa 1

S—qS=+q+@+++q0") - (q+ @+ ++q"+¢") =1-¢"",

jep cy ce cBu ocranu cabupru Mehycobno mokparmim. Ilocaeamse je exsazenTno ca (1-¢)S = 1-¢™*L,

n+1 n+1

1-q
1-¢q

1-q

- . l+g+q@?++q" =

IIITO KOHATHO Jaje S =



[Ipumernmo J1a ¢MO OBJle CMesH Jia JeuMo ca 1 — g, jep je ¢ # 1, ma 3aro j100ujeHa jeITHAKOCT BarKu

3a ce ¢ € R\{1}. V cayuajy q = 1 je TpuBHjasHO U3padyHATH OBY CyMy:
1+1+124+ 1%+ 41" =1+1+1++1=n+1,

jep y cymu ydecrByje n + 1 cabupaka u CBaKH OJf IbUX je jeaHak 1.

7. JIokazaTu /1a 3a CBAKH IIPUPOIAH 6poj n > 4 Baxku 2" > n?.

Pememe: Oner hemo KOpUCTUTH IPUHINI MAaTEMATHIKe HH/IYKIHjeE.

ITomro TBpheme mokazyjemo 3a cse n > 4, y 6a3u hemo npoBepaBaT UCTUHUTOCT TBphema 3a n = 4.
Kako je zamcra 2% > 42, 6a3a unaykmnuje je HCIymeHa.

Hexka je caga n > 4 npomssossHo. IIpernocrasumo fa Tepljemse Bazkn 3a n 1j. na Baxku 27 > n’
(MHIYKTHBHA XUTIOTE3a) M JOKAsKUMO JIa OHO BasKW M 3a 1+ 1, omHocHo ja je 2™+ > (n+1)2. Kaya y
HHIYKTHBHO] XUIIOTE3U IIOMHOYXKIMO 06¢ CTPaHe HO3UTHBHIM 6pojeM 2, mMamo fa je 27! = 2.27 > 2n2,
Ma YKOMMKO TIoKaxkeMmo ja je 2n2 » (n + 1)2, saskuhe mus mejemmaxoctn 271 > 2n2 > (n+1)2, a

271 > (n + 1)% 3aro je mososbmo mokazatu ma je 2n? > (n + 1)? (me zabopaBumo ga je

OHJIA W
n > 4). Hejemmakoct 2n? > (n +1)? je exsupasnentra mejemakoctd 2n2 > n? + 2n + 1 mro je mame
exsuBaenTHo ca n’ —2n-12 0. Kako jen?-2n-1=n?-2n+1-2=(n-1)2-22 (4-1)2-2=
7 > 0, saucra Baxku 2n2 > (n+1)% u 2" > (n+1)2. axue, Tepheme 3a1aTKa BayKy 10 IPUHIAILY

MaTeMaTH4dKe MHIYKIITje.
1 1 13
+ ot > —.
+1 n+2 n+n 24
Pemreme: 3amarak hemo ypaauntu kopucrehn maremarnaky naaykimjy. IIpuvernmo mpBo 1a ce Ha

8. llokazaTu Jja 38 CBaKH IPUPOJAH Opoj 1 > 2 BayKH HejeIHAKOCT
n

JIEBO] CTpaHW Hasasu n cabupaka (TO BHIMMO MO JPYTOM CabUPKY y WMEHUOILY ).

_ 1 1 _1_.1_7 _14 13
Ban—QHMaMo1+2+2+2—3+4_12—24>24

Heka je caga n > 2 npoussosbHO. [IpernioctaBumo ma TBpherme BaxKu 3a 1 Tj. Jia BayKu ﬁ + ﬁ +

, I1a je 6a3a UHIYKIUje 33[0BOJHEHA.

113 | 1
+355> 55 (MHIYKTHBHA XUIIOTE3a) U OKAYKUMO JIa OHO BasKW U 3a 1.+ 1, OIHOCHO 14 je st

1 1 1 13 . :
+50+ 577t 5205 > 55+ LpancdopmMucamem n3paza ca JieBe CTpaHe HejeJJHAKOCTH TaKo Ja ce y

meMy HOjaBI/I u3pa3 U3 UHAYKTUBHE XUIIOTE3€ UMaMO J1a je

1 1 1 1 1 ( 1 1 1 ) 1 1 1 wmx
+ oot — + + = + ot — |+ + - >
n+2 n+3 2n 2n+1 2n+2 n+l n+2 2n 2n+1l 2n+2 n+1
13 2n+2+2n+1-2(2n+1) 13 1 13 13
> — + =—t—— > — +0=—,
24 (2n+1)(2n+2) 24 (2n+1)(2n+2) 24 24
IIITO CMO U 2K€JIEJIN Ja TOKAXKEMO, I1a TBpherbe 3a1aTKa CJIe/ M 110 IPUHITUILY MaTeMaTHIKe WH Ty KIIHje.
. . 1-3-5-...-(2n-1) 1

9. JlokasaTu Jia 3a CBaKU MPUPOJAH OPOj 1 BarK! HejeTHAKOCT <

< .
2:4-6-...-2n 3n+1
Pememwe: Tpaxkeny nejeanakoct hemo mgokazaTi TpuUMEHOM MaTeMaTHIKe UHIYKITHje.

3a n =1 umamo % < \/g IITO je OYUIJIEIHO TavHO, I1a je 6a3a MHIYKIje UCIIyIbeHa.

2:4-6-....2n

\/ 373? (MHYKTHBHA XUIIOTE3a) U JOKAXKUMO Jia TBpherbe Bazku u 3a N+ 1 OJHOCHO /14 je UCITyEHheHO

Heka je caga n € N mpousBosbro. [IpermocraBumo j1a 3a n Baxku TBpheme 3a1aTKa Tj.

L35..-(2n-1) (2n+l) L = /==, TpanchopMuCcaIbEM TOCIENHEr U3PA3a Ca JIeBe CTPAHE U
246 2n(2n+2) S \/ 3tm+D+1 ~ V 3n+a- 1P P & P p

KOpI/IH_IheH)eM NHAYKTUBHE XUIIOTE3€ UMaMO

1-3-5-..-(2n-1)-(2n+1) 1-3-5-...-(2n-1) 2n+1ux 1 2n+1
2:4-6-...-2n-(2n+2)  2-4-6-..-2n  2n+2  V 3n+1 2n+2’

Ipu 9eMy CMO UCKOPUCTUJIN J1a& HejeﬂHaKOCT U3 MHAYKTHUBHE XUIIOTE3€ OCT&je Bazkeha HaKOH MHO-

2n+1
2n+2°

2Kerma 00e cTpaHe MO3UTUBHUM Opojem IIpumernmo f1a yKOMHMKO OMCMO TOKA3aJId J1a BaXKu



nx
1 2n+1 13 (2n 1)(2n+1) L 2n+l o
Tl 2nez SV 3n+47 BazKuO 61 HU3 Heje/HAKOCTH —5 =0 (2n+2) 3n+1 2 S 3n+4’ na

je HaKOH KBaJpUPamba

(2n+1)2 < 1
(3n+1)(2n+2)2 = 3n+4

IITO je HAKOH MHOXKCH>A 00¢ crpame nosurusauM (3n + 1)(2n +2)2(3n + 4) name eKBUBATICHTHO ca

: . /1 2n+1 1
Gucmo nobuim ckesbery Hejennakoct. Hejepmakocer (/o= - S22 < \/ 3.

(obe crpane cy HeHeraTHBHE, IIa CMEMO /@ MX KBaJPUPAMO) €KBUBAJIEHTHA Ca

(2n+1)2(3n+4) < (3n+1)(2n + 2)2. Cpehupamem u3pasa na obe cTpame J06HjaMO CKBEBAICHTIY

Hejemmaxoct 12n% +28n? + 19n + 4 < 12n2 + 28n2 + 20n + 4 1j. 0 < n mrTo je Tauno 3a cBako N € N.

TlakJie, 3ancra je —o>- (2" D-@ne1) B . 2ntl —L_ mTO CMO U KeJesH, Ia TBpheme
) 1 T546.. 2n(2n+2) 3n+1 ez SV 3naa ) P

3a/1aTKa CJIe U MATEMATUIKOM UHJIYKITHjOM.

10. JloxaszaTn jia 3a cBaKku TPUPOJAH 6poj n Baxkw 133 | 1172 + 1227+1,

Pemremwe: 11 y oBoMm 3a1aTKy ieMO HCKOPUCTUTH MPUHITUI MATEMATHIKE UHIYKITH]jeE.

3a n =1 mmamo 133 | 3059, mTo je TauHo, ma je 6aza MHIYKIM]E UCIYHEHA.

Hexka je camna n € N nmpoussossHO. IIpeTmocTaBuMo ja 3a 1 BaxKu TBpheme 3a1arka Tj. 1a je 1172 +
122"+ nespuBo ca 11 (MHAYKTHBHA XHIOTE3a) H JOKAZKHMO 1a Basku 133 | 11(+1)+2 4 192(n+1)+1 4y
133 | 11™*3 + 1223, U3 umaykrusre xunorese umamo ga je 11742 +1227+1 = 133k 3a meko k e N, a

ojaTie u
1173412273 = 11112+ 1221221 = 11-11™2 414412277 = 11-1172 + 11122741 +133. 1227+ =

= 11 (11772 +12%"1) +133 1227+ 2011133k + 133 - 122771 = 133 (11K + 12271) |
IITO je OYWIVIETHO J1e/bUBO ca 133, ma TBpheme 3ajaTka ciie/ MaTeMaTUIKOM HHTYKITHjOM.

11. JlokazaTu Ja je 3a cBaku mpupojan 6poj n > 2 6poj cos 5 UpaluoHaIaH.

Pemtemwe: 11 oo hemo mokazatn MaTeMaTHIKOM UHITYKITHjOM.

=cosZ = 22 o je mpanmonaJian 6poj, ma je 6a3a WHIYKIHje 3a/10-

3a n = 2 uMaMo Jia je Ccos o I 5

22
BOJbCHA.

Hexa je cama n > 2 npoussosbHo. [Ipermocrasumo sa 3a n Baxku TBpheme 3a1aTKa Tj. /i je cos 5

uparuonaian 6poj (MHIYKTUBHA XUIIOTE3a) W JIOKA’KMMO JIa TBpheme BaxKu u 3a n + 1, OHOCHO /12

je 6poj cos 55 Taxohe mparmonasaH. IIpernocTaBUMO CyNPOTHO Tj. HEKa je COS gurr = 5 3a HEKe
peZ, qeN. Kopnmhe}beM ajumuone dbopmyie cos? ¢ = M Tj. cos2p = 2cos’ o —13a p = SaeT
no6ujamo cos g = 2p— -1= 2pqiq mTo je paLLI/IOIIaJIaII 6p0‘]7 jep 2p° - ¢%> € Z, ¢* € N. OBo je xon-

TPAJUKIUja ca MHIYKTUBHOM XUIIOTE30M [Ia je COS o MpalluoHajian 6poj, 1ia je Halla IPETIoCTaBKa
wetauna. Jlakie, 6poj cos 575y je Taxohe MpaloHaTaH, TITO CMO W YKeJlesH, Tla TBphembe 3a1aTka

cIeu IO MAaTeMAaTUIKO] WHIYKITjH.

Hedbununuja: Pakropujes 6poja n € N neduHUIIeMO Kao MPOM3BOJ, CBUX IPHUPOJHUX OpojeBa
MarbuX WIN jeTHAKUX O N Tj.
n!=1-2-3-...-n,
a necdurumemo u 0! = 1.
3a npousBosbHE OpojeBe n, k € Ny Takee ja je n > k nedunuremo 6mHOMHE KoehUIHjeHT

n n! n-(n-1)-..-(n-k+1)-(n-k)-...-1 n(n-1)-..-(n-k+1)
(k) El-(n—k)! Kl(n-k)-..-1 - k! '

Takobe, bunomHn KoedHUIEjeHT MOKeMO JTedHHUCATH U 3a pou3BosbHe o € R u k € Ny ca

(Z):a(a—1)~..].€;(oz—k+1)




mako 3a caja (1o y Anammsu 2 we nedunumemo ramva GyHKIHUy) He MoxKeMo jgedbunucaTn hakro-

pHjes IPOU3BO/BHOT PeaHoOT Opoja « Koju He npunajia ckyny Ny.

Tepheme: Hexka cy n, k € Ny. Tama Baxn:

1) (:) = (nT—? k) YKOJIMKO je n 2 k;

) (n+l) 0 ojenzk+1
= KOJIAK > .
1) " \pgq) YEOHHEO

n! T
3—0\4——" ) (V\Y\- \L\ = L“_\L\l_.(v\—(n—k\)\. :(V\—\Lv;\.'\d. ) G\J

=n-Al LA = (V\"N_l

(\f\vif\\ 2 (‘5\‘\ =N

4) \ n! _ n!
W+ () = e o = e G+

+ V\\‘ — V\\‘ ( A = A ):
(et -l f-leA) el -in- =) A=l e

_ n Dl Arn-le n! Al _ (neAM
L T N A U R T R L T I P
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Hejeanakoctu

Y Anasmsu ce y BeJIMKOM OpOjy JieddHHHUIA]a U TeopeMa II0jaBibyjy HeKe HejeIHAKOCTU Ia fie Ham
IbUXOBO JOOPO IIO3HABAIE OJTAKIIATH TaJbU PaJl. Y OBOM Oe/bKY 1eMO IIPOyYHUTH pa3He HejeTHAKOCTH

Koje he Ham yoymyhe gecTto OUTH KOpHCHE.

Tepheme: Jokazaru 1a 3a cBaxo z € R Baxkn x2 > 0, Ipu UeMy jeJHAKOCT BayKi akko je x = 0.

Hoxkas: Pazimkopahemo tpu ciryuaja. Heka je mpso x > 0. Kako je npoussos jaBa nosurubHa Opoja

OIleT TO3UTHBAH 6poj, mMaMo 1a je x2 = x -2 > 0. Ciamuno, ako je x < 0, umamo 2

=x-x >0, jep je
[IPOU3BOJL, 1Ba HETATHUBHA Gpoja mosurusan 6poj. Ha kpajy, 3a = = 0 mmamo 02 = 0 > 0, na BHIAMO 12

Ce yIpaBo y OBOM CJIy4dajy (M caMo y HeMy) JIOCTHIKE jeTHAKOCT.

Tephemwe: lokazaru ma 3a cBako z € R Baxku || > 0, npu uemy jeJHAKOCT BaxKu akko je x = 0.

Hoka3s: 1 oze hemo kao y j10Ka3y mperxogHor Tephema pasaukoBaru Tpu ciaydaja. Ako je x > 0,
nMamo 1a je u |z| =z > 0. 3arnm, ako je x < 0, Baxkwu |z| = —z > 0. U konauno, 3a =0 je [0] =020,

I1a CE CaMO Y OBOM CJIY4ajy JOCTHKE jeJIHAKOCT.

1. Pemuru Hejeanagunme:

a) || €2

6) |z| > 4;

B) |z - 3| <5;

r) jz+1|>2;

Peweme: a) Pasmorpuliemo jBa ciryuaja.

IIpso, 3a = > 0 Baxu |z| = z, ma je HejemHaTMHA eKBUBaJeHTHa ca x < 3. Jlakie, y OBOM cuydajy
(ysumajyhu y 063up jia pasmarpamo camo z > 0) pemere Hejeanaunse je x € [0, 3].

Hexka je cama x < 0. Baxku |z| = —z, na je Hejeanaunna eKBUBaJIeHTHA ca —& < 3, IITO j€ HAKOH
MHOXKeEba 00e crpade ca -1 ekBuBajenTHO ca > —3. To 3ua4u ma je y oBoM ciydajy (ysumajyhiu y
063up 1a je = < 0) pemerme nejequadnue x € [-3,0).

VYHujom pemema u3 0Ba JBa ciiyuaja 106ujaMo 1a je peleme oBe HejeaHaunHe x € [-3,3].

6) U oBae paguMo CJIUIHO KAO Yy MPETXOJHOM IIPUMEDY.

Hexka je upso z > 0. Taga je |z| = x, na je HejenHadnHa eKBUBAJEHTHA Ca T 2> 3 U TAKO j€ HEHO
peIerse y OBOM CIIyHajy & € [3,+00).

VY cnyuajy x < 0 je || = -z, ma je HejesHAUNHA €KBUBAJIEHTHA ca —x > 3 Tj. ca x < —3. 3aT0 je meHo
perieme y 0BoM ciiydajy @ € (—oo, -3].

VYHnja periera oBa jiBa ciaydaja gaje x € (—oo, -3 U [3,+00).

B) Cmenom ¢ = 2 — 3 oBa HejeHAUMHA Ce CBOAM HA [t < 5, ma Ha OCHOBY Jie1a a) 3HAMO JIa jé HEeHO
pemese t € [-5,5], omHocHO —5 < ¢ < 5. Bpahamem cvere nmamo -5 < 2 — 3 € 5, ma jonasameM 3
CBUM U3pasnMa y HejemHadnHu jobujamo —2 < x < 8 1j. x € [-2,8].

r) 1 oBaj npumep MOXKEMO DEIIUTH UCTOM HUJEJOM KOjy CMO KOPHUCTHIU y nperxomHom. Cmenom
t = x + 1 oBa HejemHauMHA ce cBOmM Ha [t > 2, Ma Ha OCHOBY Jesa 6) 3HAMO M4 je FHEeHO peIlerhe
te(-00,-2]U[2,400) Tj. t < =2 mim t > 2. Bpahamem cmene umamo na je z+ 1< -2 wm z +1 > 2,

ofHOCHO & € —3 miwm z > 1. JlakJie, penerme mnonasHe HejegHaunre je x € (oo, —3] U [1, +00).



Ha wcrn HavmH Kao y NPETXOHOM 33JIaTKy MOXKEMO U3BECTH Ja 3a cBe a € R u r > 0 Baxu:
lz|<r <= ze[-rr], |z|<r < ze(-rr),

|z| 27 = ze(~00,—r]U[r,+0), |z|>7 = x€(~00,-T)U(r,+00),
|z —a|<r < zela-r,a+r], |x-a|<r < ze(a-r,a+r),
|z —a|2r < xe(-00,a—r]Ula+r,+0), |z—a|>r < ze(-0c0,a-r)U(a+r,+00).

2. a) JlokazaTu Ja 3a cBaka jBa 6poja a,b € R Baxu a? + b% > 2ab. Kaga Baxkn jemmakoct?

6) JlokazaTn 1a 3a cBaka TpH 6poja a, b, c € R Baxkn a? +b% +c? > ab+be + ca. Kaga Baxkn jemmaxoct?
Pememe: a) Hejemmakocr a? + b% > 2ab je expusasentna ca a® — 2ab + b% > 0 ommocno (a —b)? > 0.
Kako je mociemma HejeHAKOCT yBEK TadHa, jep je KBaJapaT OMIo KOr peajHor Opoja HeHeraTwBaH,
TO je U MoYeTHa HejeIHaKOCT TadHa. JeJHAKOCT BaXKH aKo U caMo ako je a—b =0 Tj. a = b.

6) IIpumeHOM HejeJIHAKOCTH M3 Jieda a) Ha OpojeBe a u b, b u ¢, ma ¢ u a (JBa 1O JBA) UMAMO
na Baxku a’ + b2 > 2ab, b2+ ¢? > 2bc u ¢ + a? > 2ca, na cabupameM OBHX HejeHAKOCTU I100HjaMo
2(a® +b? + c?) > 2ab + 2bc + 2ca ommocHO a? + b* + ¢ > ab + be + ca. JeIHAKOCT BayKMm aKO M CaMO aKoO
BaXKM jeJIHAKOCT y CBe Tpu cabpame HejeIHAKOCTU Tj. aKO M CaMO ako je a = b, b=c u ¢ = a, mTO je

€KBUBAJICHTHO ca a = b = c.

3. Heka cy 6pojesu a,b € R Taksu 1a je a +b > 0. JTokasarn ma Baxu a® + b3 > a®b + ab?.
Pememe: Hejenmaxocr a® + b% > a?b + ab® je (maxkom mTo cBe TpefanuMo Ha JIeBy CTPaHy) eKBH-
BaslenTHa ca a’ + b — a?b — ab® > 0. U3pas 3a jieBe crpane Moxkemo TpancdopmucaTn Ha ciaeehn

HaYMH:

a® + b - a’b—ab® = (a® - a®b) + (b° — ab®) = a*(a - b) + b*(b-a) =
=a*(a-b)-b*(a-b) = (a®*-b*)(a-b) = (a +b)(a—-b)>

Kako je a+b > 0 o ycioBy 3amatka u (a—b)? > 0 kao kBaapar peasHor 6poja, To je a®+b3—ab—ab® =

(a+b)(a-b)?>0, a ouna je u a® +b> > a®b + ab®.

Teopema [Hejemgnakoct Tpoyria]: Tokasaru ja 3a cBaka jgsa 6poja a,b € R Baxu |a+b| < |a| + |b],
[Py YeMy jeJHAKOCT BaXKU aKKO Cy 00a Opoja HeHeraTwBHA WK 00a HEIMO3UTHUBHA.

Hoxka3z: Ako je a = 0, HejenHakoct noctaje |a + 0| < |a| + (0| 1j. |a| < |a], mrTo je ounrmento TauHo n,
ITABUINE, BaKU jemHAKOCT. [IoTIyHO meTo Baxku n y ciay4dajy b = 0. 3aT0 HaJa/me MOKEMO TIPETIIO-
craButH ja je a # 0 # b.

1°a>0ub>0

Nmamo na jem a+b>0, na je la+b=a+bula|+|b| = a+b, ma y oBom caydajy Baxu (He)je HAKOCT.
2°a<0unb<0

Nmamvo najema+b<0, maje la+b=—-(a+d)=-a-bulal+|b|=-a+(-b) =—-a-b, nauy osom
cityuajy Baxku (He)jeIHAKOCT.

3a>0umb<0

Nwmamo mpso |a| + |b] = a + (=b) = a — b, na Tpeba mokazatu 1a je |a + b| < a — b. Ha ocHoBy kOMeH-
Tapa HAKOH MPBOT 3aJlaTKa 3HAMO JIa je TO ekBuBasieHTHO ca —(a —b) < a +b < a — b, omHOCHO ca
b-—a<a+b<a-0b. Hejernakocr b—a < a + b je ekBuBasienTHa ca b —a — a — b < 0, ogHOCHO ca
-2a < 0. Kaxko je a > 0, 10 je —2a < 0, n1a oBa HejeJHAKOCT BaxKu (M CTPOra je Tj. He BaXKU jeIHAKOCT).
Crmano, HejeTHAKOCT a+b < a—b je ekBuBasienTHa ca a+b—a+b < 0, ogHocHo ca 2b < 0, a TO cBaKako

Baxku 1omro je b < 0 (mrrasume Baxku 2b < 0). Hakse, nmamo 1@ je b—a < a+b < a—b, na je 3aro



l|a+b] <a-b=|a|+|b| n BuEIMO ma y 0OBOM CiIy9ajy BasKu CTpOTa HEjeTHAKOCT.

4°a<0ubdb>0

Kako je mejemnakocT Tpoyria cuMerpudna 1o a u b (Tj. 3amMeHoM mMecTa a u b ce mobuje ucra Hejes-
HAKOCT), TO OBaj CJIy4aj CJIeIM AUPEKTHO U3 [IPETXO/THOT.

Jakye, y cBAKOM CIydajy BarkKU HEjeIHAKOCT, JOK jeTHAKOCT BaXKW KaJja cy o0a Opoja MO3WTHUBHA,
0b6a HeraTWBHA WU KaJ1a je HeKn oj1 OpojeBa a u b jeaunak nymu. JIpyrum peunma, Kaja cy oba 6poja

HeHeraTUBHA, WIn 00a HEIIO3UTUBHA.

AnanmsuparmeM caydajeBa Kaa je Koju o 6pojeBa a W b HeraTWBaH, MO3UTHBAH WJIN jeJTHAK HYJIH
JIAKO Ce U3BOJH cJlesiehe TBpherbe 1103HATO U3 OCHOBHE U CPEJIEhe IIKOJIE.

Tephemwe: 3a caka jBa 6poja a,b € R Baxu |a-b| = |a| - |b], |% = % u|-al=lal

JloKaKmMO cajia je/IHO KOPHUCHO YOIIIITEhe HejeJHAKOCTH TPOYTJIa.

4. [Heje,[[HaKOCT MHOFoyI‘J'Ia]: ,ZLOKE)B&TI/I Ja 3a CBaKH IIPUPOIAH 6p0j n 1 CBE peaJiHe 6pojeBe
T1,L2y..., Ty BazKN

|z1 + @o + -+ x| |z |+ 22|+ + |20

Pemreme: /lokas hiemo cripoBecTn MaTeMaTwIKOM WHIYKIIAJOM IO 7.

3a n = 1 Tpeba mokasatu ma je |r1| < |r1] 3a cBako x; € R, mro je ouwmryemno Tadno, ma je Gasa
WHJIYKITMje 3a/I0BOJHEHA.

Hexka je caga n € N mpoussossHo. [IperrnioctaBumo fa TBpheme 3ajaTkKa BaXKu 3a N Tj. Jia 3a OUJI0
KOjux 1 6pojesa T1, T2, ..., Ty, € R BaKM |T1 +To+--+ 3, | < |T1|+|T2|+ -+ + |2,| (MBAYKTHEHA XUTIOTE3A)
U JIOKaXKUMO Jia 3a O6ujio Kojux n + 1 6pojeBa o1, Ta, ..., Ty, Tpi1 € R BAKK [T] + T + - + Ty + Tpy1]| €
|z1] + |z2| + - + |2n| + |Tne1|. BarTo, HEKA Cy T1,X9, ..., Tn, Tny1 € R IpOU3BOBHA. YBEIUMO O3HAKY
a =21+ Tg + - + x,. Kopucrehu nejennakocr tpoyria Tj. 1a je |a + Tni1| < |a| + |Zn41], @ moTom u

WHJYKTUBHY XUIIOTE3Y MMAMO
ux
|T1+Zo+ -+ Ty + Tpi1| = |a+Tpe1| <a|+|Tna1]| = @1 + 2o+ +Xp |+ |Tne1| < 21|+ ]@e|+ + 20|+ 0],

IIITO CMO ¥ XTEJIN Ja MOKAXKEMO, [1a TBPheme CJIeIN 110 MATEeMATUIKO] WH/LYKII]jH.

5. [BepuynujeBa mejequakocr| Ilokazaru na 3a cBaku npupogan 6poj n U CBaKu peasiaH 6poj
z > -1 Baxm

(1+2)" 21+nz.

Pemreme: Heka je © > —1 npoussospan peanan 6poj. OBy HejemrakocT hemo q0Ka3aTH MATEMATHIKOM
WHJIYKITUjOM TIO N.

Hexa je mpso n = 1. Taza gobujamo mejemnaxoct (1+2)t > 1+ 1.z, mro je 3ampaso 1 +z > 1+ .
OBO je OYHUIJIeIHO TAYHO, IITABUIIE BAXKW U jeJHAKOCT, I1a je 6a3a MHIYKIM]e 33/I0BOJHEHA.

Hexa je caga n € N npoussossho. IIpernocraBumo jna 3a n Baxku TBpheme, oauocHo na je (1+x)™ 2
1+nx (MHIYKTHBHA XUIIOTE3a) U JOKAXKIMO Ja TBphembe Baxku 3a n+1 1j. 1a je (1+2)"™ > 1+(n+1)x.

Ha ocHoBy mHAyKTHBHE XHUTIOTE3€ JT0OMjaMO
ux
(1+z)"'=Q+2)Q1+2)" > Q+2)(1+nz)=l+z+nz+nz®*>1+z+nz+0=1+(n+1)z,

opu deMy cMo Kopuctuian aa je nz? > 0, jep je n > 0 m 22 > 0, Kao U UMEEHUILY [a HejeHAKOCT

U3 WHIYKTHBHE XUIOTE3e OCTaje Baxkeha HAKOH MHOXKema 00e crpane mozutuBHUM 1 + z. [lakie,

)n+1

Jokazaiau cMo Ja je (1+x > 1+ (n+1)z, ua rephere 3a1aTKa CIIAM [0 IPUHIIUILY MATEMATHIKE

UHJIYKIHje.



Komenmap: Ilpumernmo ma cmo y 6asm, OJHOCHO 3a n = 1, BuAeaW jga y DBepHynaujeBoj Hejes-
HAKOCTH BaykKd JeHAKOCT. 3aTUM, U3 JI0Ka3a WHIYKTUBHOT KOPaKa BHIUMO KAKO Ja OU BAXKMJIO
(1+2)"*! =1+ (n+1)x, mopa 6urn nz? = 0, mro 3Haun ga je x = 0. U 3ancra, kax je = 0 BaxKu
(1+0)" =11 =1=1+(n+1)-0. Jdaxme, ocum 3a n = 1, jeAHaKoCT BayKu jout u 3a = = 0, TaKoO Ja

umaMo 3akibydak ga je (1+z)" =1+ nx ako u camo ako je n =1 wm z = 0.

6. [Kommm—IIIBapuoBa Hejenuakoct]| Heka je n € N u meka cy aq,as, ..., Gy, b1, b, ..., b, npous-
Bosprn peamn Opojesn. Tana Bazxu (af +ad + -+ +a2) (b3 + b3+ +b2) > (a1by +agby + -+ + anbn)’.
Pememe: IIpumernnvo IpBO 1a YKOIHKO je a1 = a2 = ... = @y, = 0, jeJHAKOCT TPUBUjAJIHO BayKU Kao
0> 0. Y cynporunom, nocmarpajmo dyrkiujy f:R - R gary ca f(z) = (a12 +b1)? + (agx + by)? + -
+(anx + bn)2. Ouursenno je f(x) > 0 3a cBako x € R, jep je cBaku cabupak HEHEraTHBAH KAaO KBa/I-
par peasnor 6poja. C gpyre crpaHe, Kaja KBaJIPUPAMO U IPETPYTIANIEMO M3pas3e Ha JECHO] CTPAHH

n3pasa KojuM je jara GpyHkuja f, 100ujaMo
f(@)=(al+a3+-+al)a® +2(arby + asby + - +azby ) x + (b7 + b5+ +b2 ).

Jaxmne, f je jenma kagpaTHa GYyHKIMja 9UjA je 9IaH y3 o2 jeaHak a3 +a3 + - +a2 > 0, ma Kako OHa
y3UMa CaMO HEHEraTWBHE BPEJHOCTH, TO HheHA JUCKPUMUHAHTA Mopa Outu HerosuTuBHa. Ojarie
umamo 1a je 4 (arby + agbs + -+ + anbn)2 - 4(a% +ai 4+ a%) (b% +b3 4+ b%) < 0 omHOCHO

(a3 + a3+ +a2) (b3 +b3 + - +02) > (arby + agbs + -+ anb,)”.

Pasmorpumo jorr kaza y 0BOj HejeIHAKOCTH BaxKH jeaHAKOCT. CBaKAaKO, y TPUBUJAJTHOM CIYUAjy a1 =
as = ...a, =0 oHa Baxu. Y HETPUBHjAJIHOM CJIy4ajy, KaJla CMO IIOCMATPAIN KBAJIPATHY (DYHKIH]Y
f, jemHakocT

(af +a3+--+a2) (b3 + D3+ +b2) = (arby +agby + - + anby)?

je eKBUBAJICHTHA, YMIHLEHUIIN 1A je JTUCKPUMIHAHTA OBe (PYHKIH]jE jeHaKa HYJ U, IIITO 3alpPaBo 3HAYN
na f uma taumo jexny myiry A € R. Taga je f(A) = 0, ogmocno (ajA+b1)2+(aoA+bo)?+--+(apA+b,)? =
0, ma TOIITO Cy CBU CAaOUPIM HEHETaTUBHU, MOPA BAXKUTH A1\ + b1 = as A+ by = --- = apA + b, = 0 1j.
b1 = -Xay, by = -Xas,..., b, =-Xa, .

Hakiie, jeqHaKOCT BayKu aKo U caMo ako je (a1,as9,...,a,) = (0,0,...,0) wm (by,ba,....b,) =
-Ma1,az2,...,a,), OMHOCHO aKO W CaMO aKO €y BeKTopH (ai,ds,...,an) € R™ u (by,bs,...,b,) € R™

JINMHEAPHO 3aBUCHU.

Ha 6ucmo nckazasm ciaefehy HejeIHAKOCT, TpBO hemo yBecTn Heorxone nmojmoe. Heka je n € N u

X1,%2, ..., Ty, € R. ApuTMeTHUKY Cpeuny OpojeBa X1, Ta, ..., T Aedunumemo kao A, (r1,Ts,...,Tn) =
T1+To2+ - +Tpy .
————=—— reomerpujcKy Kao Gy (x1,%2,...,Tn) = /Ty Tg ... T, (Kamacy xi,xs, ..., Ly HEHE-
n

FaTI/IBHI/I), XapMOHH]JCKY KaO Hn(xl,xg, ,iCn) = ﬁ
T o Ip

(kama cy 6pojeBn I1,Tg, ..., Ty

T2+ 23+t
Pa3IMYIUTH Off HyJle) U KBajaparHy Kao K, (21, Ta,...,2pn) = )
n

Teopema: Heka cy n € N npoussosban npupogan 6poj u x1, T2, ..., L, € R IPOM3BO/SHE TO3UTUBHU

peanuu 6pojeBu. Tamga Baxku
H,(z1,22, .y xn) < Gp(x1, 22,0y n) € Ap(21, 22, ooy y) S K (21,22, ..., 0).

[Ipurom, jemrakocT Ha O6WIO KOM, & CAMHM THM U HA CBAKOM, MECTY BayKH aKO U CAMO aKO je Ty =
T2 = ...=Tp.
Hajuenrhe hemo kopuctuTn HejeHAKOCT n3Mel)y apuTMeTHYKe U T€OMETPHUjCKe cpeJinHe Kojy Kpahe

nasuBamo Al wejednarocm.



7. Heka cy n € N nmpupogan u x1, ..., T, € R mo3utuBnu peasnn 6pojeBu. /lokaszaTu /1a Baxu

11 1 )
(1 +x0++x)[—+—++— ) 2n".
ry X2 Tn

Pemtemwe: IIpsu navun: Ilomro ce Tpaxku j1a JTOKaXKeMO Ja je TTPOU3BO/I HeKa jBa 30upa Behu uian
jemHak o1 Hevera, nokyinmahemo npeko Komwu—IIIBaprioBe mejemnakoctu. Ca TUM IU/BEM YBOIUMO

1 1 1 .

O3HAKE (1 = \/T1, A2 = /T2, ..oy Ay =/Tp, b1 = T by = N by, = Nk Taga Tpaxkeny Hejes-

HAKOCT MOKeMO 3amucaru Kao (a2 + a2 +---+a?) (b2 + b3 +---+b2) > n?. Ha ocHoBY HejeqHakocTH
1 2 n 1 2 n

Komu—IIIBapia umamo j1a Baxku

(a +aZ+-+a2) (b2 + b3+ +b2) > (arby +asby + -+ + anby)’ =

1 \2
— | =@ +1++1)2=n?

1

L+L+...+L)>n2.
Xy ) Tn

1
V1

na je 3a1o u (a1 + Tg + -+ +xn)(

N +/T3- SN

Apyeu navwun: VI3pa3u koju ce mojaBibyjy y HEjeTHAKOCTH KOjy HOKa3yjeMo Takohe ce jaBipajy u y
APUTMETUYIKO] W XapPMOHHUjCKOj CPEINHU TO3UTUBHUX OpOje€Ba X1,X2,...,Tyn, Ma NEMO UCKOPUCTUTH

Hejeanakoct usmehy ose jse cpenune. Baxu, Hy, (21,22, ..., Tn) € Ap(21, 22, ..., 2y), T2 je

n <.’L‘1+{)32+---+:)3n

X
1,1, ... L n
1 x2 Tn

MHuozxkemeM 0be CTpaHe ca MO3UTUBHUM 11 (i + 9712 4+t xi) J06mjaMo
n

9 1 1 1
ne<(zr+xo+ - txy) | —+—++ —|,
Ty X2 Tn
IITO Ce U TPaXKUIIO.
. n
8. JlokazaTu Jia 3a cBaKU IpUpPOJaH Opoj n BaxKu n! < ("7”) )
Pememwe: Jara nejeauakoct je (HAKOH KOPEHOBaIba, YMME CE HE MEha 3HAK HEJeIHAKOCTH) €KBU-
BajieHTHa ca Vn! < ”T” Mpumerumo ma je Vn! = V/1-2-...-n = G,(1,2,...,n), ma MOKEMO Ja

nckopuctnmo AT mejenmakoct. lakie, Baxu G,(1,2,...,n) < A,(1,2,...,n), oqaocHO

n(n+1)
nn'<1+2+'--+n_72 ~n+l
1< = = ,
n n 2

OJIaKJIe HAKOH CTEIIeHOBamba ca N (duMe ce He MEeHa 3HAK HEjeHAKOCTH) CJIeIH TPAYKeHA HejeIHAKOCT.

n(n+1)
2

Hanomena: OBne je xkopurnhen uajgeHturer 1+ 2+ - +n = , KOju je paHHje JoKa3aH rmoMohy

MaTeMaTHU4Ke I/IH,ZLyKLLI/I.]e

9. a) Jlokasaru na 3a cBako a > 0 Baxku a + % > 2, Ipu 4YeMy jeJHAKOCT BayKM aKO U CaMO aKO je

a=1.

6) Jdokazatu na 3a cBako a < 0 Baxu a + % < -2, mpu YeMy jeIHAKOCT Ba’KH aKO M CaMO aKoO je

a=-1.

Pewmemwe: a) Kaj rog umamo 36up Hekux 6pojeBa 4mju je IpOU3BOJ KOHCTAHTAH (Tj. HE 3aBUCH O

camux cabupaka), MozkeMo 1peko Al HejeanakocTu nponeHuTH of yera je ou Behu wiu jennax. OBze

a+i
a

2
omHOCHO a =1, jep je a > 0.

UMaMOo 24/a- % =171j.a+ % > 2. 3HaMO J1a jeIHAKOCT BaXKM aKO M CaMO aKoO je a = % Tj. a® =1,
6) ITomro je a < 0, moxkemo ozuauuru b = —a > 0. Ha ocroBy zena a) 3aamo na je b+ % > 2, a 3aT0 U
-a - é > 2. Muoxemem obe crpane oBe HejequakocTu ca —1 (dume ce ,,okpehe” 3HAK HEjeIHAKOCTH )
JobujaMo a+é < 2. JeaunakocT a+% = —2 BaXKM aKO M CaMO aKo je b+ % =2, a TO je Ha OCHOBY JIeJIa

a) ekBuBaJieHTHO ca b = 1. Jlakjie, jeIHAKOCT BasKM aKO M CaMo ako je —a = b =1, omsocuo a = —1.



CynpemyM u nHPUMYM

Hedununumja: Heka je A € R nenpaszan. 3a 6poj M € R kaxkeMo Jia je TOpHe OTpaHUYEHe WJTH

MajopanTa ckyna A ykosmko 3a cBako a € A Baxu a < M. Ciuano, 3a 6poj m € R kaxkemo ja je

JIOEe OTPAHWYEHe WM MUHOpaHTa CKymna A ako 3a cBako a € A Baxku m < a. Ckyn A mMoxke umaru

BHIIIE TOPILUX U BUIIE JIOUX OFPAHUYCHHA, & MOXKE MX YOUIITE ¥ HEMAaTH.

IIpumep: Bpojesu 2,5,9 u 1000 cy meka of ropmux orpanndemna ckyna [0,2] a 0,—5 u —1000000
HEKa OJI JIOKhUX orpaHmyera oBor ckymna. Ckyn R Hema ropme orpaHuyerse, jep He IOCTOju Opoj
M € R xoju je Behu win jegHak 01 CBHX peajHUX OpojeBa U CJIMYHO, HEMa HU JIOHE OrDAaHUYCHE.

Hedunauimja: YKoauko cKyir uMa 6ap je/IHO rOpihe OrpaHnvehe, KayKeMo J1a je OH OrpaHuYeH 010310,

a YKOJINKO UMa 0ap jeJHO JI0Fe OrpaHnYerhe, KaykKeMo J1a je OrPaHuYeH OJ10310.

Hapasno, ykosnko je M ropme orpannteme ckymna A, taga je u cBaku 6poj sehu ox M Takolhe ropme
OTpPAHUYIEHHE OBOT CKYTIa, ITa OH NMa OECKOHAYTHO MHOTO TOPIHMX OrpaHmderma. Jlakie, mpom3BoO/baH
CKYT IJIA HeMa TOPILUX OTPAHUYIEIhA MU X UMa OECKOHATHO MHOTO. AHAJIOTHO, YKOJIUKO j€ 1M JOIbe
orpanndeme ckymna A, taja je m cBaku 6p0j Mamu 0OJ M Takohe FHeroBo JI0khe OrpaHndere, 11a OH
WM HeMa HUjeIHO WM MMa OECKOHATHO MHOTO JIOIbUX OIDAHHUYICHA.

Hedunnunumja: Hajuame ropme orpanndeme ckyna A (YKOJUKO OHO TOCTOjH) HASUBAMO FHETOBUM
CYIIPEMYMOM M O3HAYaBaMO Ia ca sup A, 70k Hajsehe Jome orpanniene (YKOJIUKO TTOCTOjH) HA3UBA~
MO FerOBUM MH(PUMYMOM W O3HadaBaMo Ta ca inf A.

Jpyrum peanma, ykosiuko je M’ neko ropie orpanndeme ckymna A (1j. 3a cako a € A Baxku a < M),
Taga je sup A < M'. Anajiorno, ykosmko je m’ HeKo J10me orpanndeme ckyna A, ouga je inf A > m/.
Komernmap: U3 nedunnnuje BUAMNMO Ja CyIpeMyM U UHMPUMYM HEKOr CKyIla MOTY, ajd He MOpajy
PHUMIAJIATH TOM CKYILY.

Cneneha Teopema roBopu MO KOjUM YCIOBHMA IOCTOje CYIPEMYM OJHOCHO MH(PUMYM HEIPA3HOT
nojckyma ckymna R.

Teopema [o cynpemymy u undumymy|: Axo je menpaszan ckyn A € R orpannyen omo3ro, tajia
OH MMa CYIIPEMYM, JIOK aKO jeé OrPaHMYEH 0J103/10, OH UMa MHQPUMYM.

Hapenna teopema ce 4ecTO KOPHUCTH IPHJINKOM JIOKA3UBamba Jia je HEKH OPOj CYNpPeMyM OJHOCHO
UHDUAMYM TOCMATPAHOT CKYTIA.

Teopema [e-KapakTepu3anuja cynpemyma u nadumymal: Heka je A ¢ R nenpasan u i, s € R.
Tazna je sup A = s aKO 1 caMO aKO BaXKu:

1) (Vae A) a<s (s jeropme orpanndemne ckyna A);

2) (Ve>0)(Jac A) a>s-¢ (s je HajMame TaKBO, OJHOCHO S — € HUje TOPHe OrpaHnIerne cKyna A
HE 32 jeaHo € > 0).

Cimuno, inf A =4 ako 1 caMo aKo BaxKu:

1) (Vae A) i<a (i je nome orpanndeme ckyna A);

2) (Ve>0)(Jaec A) a<i+e (i je majelie TaKBO, OJJHOCHO i + £ HHUje JIObE OrPaHUYEHE CKyla A Hu

3a jemHo € > 0).

Bazkna mociieiuiia TeopemMe o cynpeMymy je ApXuMeioBo CBOjCTBO cKyma R.
Teopema [Apxumenoso cBojcrBo|: Heka cy a u b nponssosban nosutusHu peasan 6pojesn. Tama
MOCTOj! jeIMHCTBEH TPUPOAaH 6poj n Takas ga Baxkw (n— 1)a < b < na.

Yormmrere ApxumenoBor cBojcTBa Kaja b € R MoxkeMo BUIETH y HAPEIHOM TBphemy.



Tspheme: Heka cy a >0 u b € R npoussosbau peasinu 6pojesu. Tajia mocroju jeauHcTBeH 6poj n € Z
takas ja Baxku (n—1)a < b< na.

Hokaz: ITpsu cayuaj: Ako je b> 0, Ha 0OCHOBY ApXHUMEI0BOI CBOjCTBA 3HAMO Jia IIOCTOJH J&IMHCTBEHO
n €N, na je camum tum u n € Z, takso ga je (n—1)a < b < na.

Apyeu caywaj: Axo je b = 0, Tpeba JoKazaTw Jia MOCTOjU jEIMHCTBEH I€0 OpOj M Takas Ja je
(n-1)a <0< na. HakoH nejberba OBe HEjeTHAKOCTHU MO3UTUBHUM OpojeM a, mobujamo n—1 <0< n,
1a je jacHO Ja OBO jeJWHO BaXkW 3a n = 1.

Tpehu cayuaj: Heka je cama b < 0. Ovzma je —b > 0, ma Ha OCHOBY ApPXMMEJIOBOI CBOjCTBA IOCTOjU
jemuHcTBeH MpUpoan 6poj m Takas ma je (m—1)a < —b < ma, mWTO je HAKOH MHOXKEa ca -1 eKBuBa-
senTHO ca —ma < b < (-m+1)a. Cana, ykomuxko je —ma < b < (-m+1)a, Mmoxkemo yzetu n = —-m+1 € Z
u 3amncta Baxu (n—1)a < b < na, na cavum Tam u (n—1)a < b < na, nok ykomuko je b = (-m+1)a, onga

Baxn (-m+1)a <b< (-m+2)a, e MokeMO y3etn n = —m +2 u onja 3ancra Baxu (n—1)a < b < na.

Crenmjanso, 3a a = 1 3 mperxognor TBphema nMaMo na 3a cBaku 6poj b € R mocroju jenmucTsen
6poj n € Z Takas ja je n—1 < b < n. Bpoj n—1 € Z nazusamo yeaum desom 6poja b € R u o3HagaBamo
ra ca [b]. Hakie, eo meo peasror 6poja x je 3anpaso Hajsehn 1eo 6poj Mambn WK jesHak of1 6poja
z. To 3maqm na 3a cBako z € R Baxu [z] <z < [z]+1, azaro nu z — 1< [z] < z. Tako je, ma mpumep,
[n] =n 3a cBako n € Z, [11.99] =11, [2.5] =2, [-2.5] =-3.

Komenmap: VI3 nperxoaunx 3aksbydaka BHAMMO U Jla 3a CBaKM peajiaH OpOj x MOCTOju 11e0 Opoj

[2] + 1 koju je Behu on Wwera, ma caMuM THM TIOCTOjM U TpUPOJaH 6poj Behn ox mera.

CaJia MOXKEMO YBECTH U pasaommwenu deo 6poja x, y osHamu {z}, kao {z} = = - [z] 3a z € R. IIpn-
MeTHMO Ja U3 Hejequakocrd [x] < x < [z]+ 1 gupexrtro caemu 0 < z— [z] <1 1j. 0< {z} < 1 3a cBe
z € R. [lakje, cBaku peasian OpPoj  ce Ha jeIMHCTBEH HAYMH MOXKE 3aIlUCATH KAa0 30Up jeTHOT 1eJIoT
u jegHOr peanHor 6poja m3 maTepBata [0,1) kao x = [z] + {z}.

1. JTokazarn ja 3a cBaka asa 6poja x € R u n € Z Baxu [z +n] = [z] +n.

Pememe: Heka cy © € R u n € Z npoussossuu. 3uamo na je = = [z] + {z} u npurom je [z] € Z un
0<{z} <1. Tanaje x+n = [x]+{x}+n uBaxu [z]+n < x+n < [z]+n+1, ma cMo 6p0Oj T+n cMecTHIN

m3melhy aBa nesa 6poja [x] +n u [z] +n+ 1. Kako je x +n < [z] +n+ 1, mopa 6utu [z +n] = [z] +n.

2. Jlokaszatu 1a 3a cBaka JBa peasina 6poja x m y Baxu [z]+ [y] < [z +y] < [z] + [y] + 1 u naBectn
110 jeJaH IPHUMeP KaJa je JieBa OJHOCHO JIeCHA HejeIHAKOCT 3alIpaBo jeIHAKOCT.

Pemreme: Heka cy z,y € R npoussossau. Kao y nperxognom 3agatky moxkemo 3anucatu x = [z]+{x}
uy=[yl+{y}, vmeje [z],[y] €eZ u 0< {z},{y} < 1. Opamue je x +y = [z] + [y] + {z} + {y}, na kako
je0+0=0<{z}+{y} <1+1=2, mmanmo ma je [z]+[y] <z +y < [z]+ [y] + 2. Jaxre, cMecTmIH CMO
peasian 6poj x +y uameDy nBa mesa 6poja [x]+[y] u [z]+[y]+2, na moxke 6urn nim [z+y] = [z]+[y]
wm [z+y] = [z]+[y]+1 (ommmja [x+y] = [x]+[y]+2 Huje moryha, jep je [z+y] S z+y < [z]+[y]+2),
Te je 3amcra [x]+ [y] <[z +y] <[z] + [y] + 1.

Pemmmvo, 3a x = 1.5 n y = 2.1 mmamo [z +y] =[36]=3=1+2=[z]+[y], ok 3az=15ny=2.8
nvamo [z +y] =[4.3]=4=1+2+1=[z]+[y]+1.

Hedununnmja: Heka je A € R mempaszan. Ykoauko nocroju enement M € A takas ma je a < M
3a cBako a € A, kaxkemo Jjia je 6poj M makcumym ckymna A u numemo M = max A, JIOK YKOJUKO
IOCTOjM eJIeMeHT M € A TakaB Jla BaxKu m < @ 3a CBAKO a € A, KaxkeMo 1a je OH MUHUMYM CKyna A n
rmamemo min A = m. dpyrum peanma, 6poj M je MakcuMyM CKymna A YKOJIMKO jeé OH FherOBO TOPH-e

OTpaHuvebe U MPUTOM MY IIPHUIAA, 0K je Opoj m MUHEMYM cKyma A yKOJUKO je OH FeroBO JOHe



OTpAHUYCIHE U MIPUMATA MY.
Tspbemwe: Heka je A € R menpazan. YKOJIHKO IIOCTOjH, MAKCHMYM OBOI' CKyIIa je jenmucTBeH. Ta-

KoDe, YKOJINKO OBaj CKyIl MMa MUHUMYM, U OH je jeJIMHCTBEH.

Hokaz3: IIpernocrasumo na cy My u My nsa makcumyma ckymna A. Tana, no peduHunmjn Makcu-
MyMa cKyna Baxku My, Ma € A, © < My u x < My 3a cBe x € A. Onarie umamo na je M1 < Ma (jep
My € A) u My < My (jep Mz € A), na je My = Ms. Anasiorto ce Jjokasyje u Ja je MEHEMYM CKyTIa

JEIMHCTBEH YKOJIMKO IIOCTOjH.

IIpumeTnMo ma YKOJINKO mocToju s = sup A u Bazku s € A, Taza je 6poj S yjeIHO U MOpH-€ OrpaHuIeHhe
ckyna A (IOMmITO je Ieros CylpeMyM) W IHeroB eJIEMEHT, na je oHga max A = s 1j. max A = sup A.
C apyre crpane, ykoauko nocroju M = max A, tajga je ckyn A orpanmden ojosro 6pojem M, ma
nocroju sup A u Bazxku M < sup A (jep je M esement ckyna A, a sup A IEroBo ropibe OrpaHnIerhe),
am u sup A < M (jep je M jenuo ropme orpanmnderse cKyna A, a sup A eroBo HajMarbe ropibe
orpanmuyemne), ma Mopa 6urun M =sup A u camum M sup A € A.

Hakie, sup A nocroju u sup A € A ako u camo axko nocroju max A (u rajga je max A =sup A).

OBa ummeHuITa HaM OMOryliyje /1a YKOIMKO CMO JIOKA3aJIHU Ja TOCTOJU CYIPEMYM CKYyTIa U OJIPe A
ra, JOBOJBHO je CaMo Jia TPOBEPHUMO J1a JIX OH IIPHUIIAIa TOM CKYIY KaKO OMCMO YTBPIIIN Ja JIU CKYII
nMa MakcumyM. C mpyre cTpame, YKOIMKO CMO OJPEIMIN MAKCHMyM CKyTa, OIMaX 3HAMO Ja Taj
CKYI UMa ¥ CYIPEMYM KOjH je jeTHAK IHeTOBOM MaKCHMYyMY.

Amnastorao TBpheme Baxku u 3a maHbuMyM Tj. inf A mocroju u inf A € A ako u camo ako nocroju min A
(u Tama je min A = inf A). 3aro ykonuko mahemo inf A, 1oBosBHO je camo Jia MPOBEPUMO Jia JIU OH
npunajia ckyny A Kako 6ucMo yTBPAMIIN J1a JIM TOCTOjU min A, JOK YKOJIMKO IIPBO OJpeuMo min A,

oaMax 3Hamo Jia ocroju u inf A u ja je inf A = min A.

3. OmpeauTu cynpemym, HHGUMYM, MAKCUMYM U MUHHMYM (YKOJIUKO IOCTOje) cKyna A ako je:

a) A=[0,1], 6) A=[0,1), B) A=(0,1], r) A=(0,1).

Pemreme: a) [Ipuvernmo ja 3a cBako a € A Baxu a < 1, ma je 6poj 1 jeamHo roprme orpaHudene
ckyna A. Y3 1o, 1 € A, na je max A = 1, a camum tuMm u sup A = 1. Ciimuno, 3a cBako a € A je a 2 0
n0e A, najeminA =0, e je onya u inf A = 0.

6) CaaHO Kao y NPETXOJHOM NPUMepy 3aKjbydyjemo ja je min A = inf A = 0. Jaspe, MoxKeMO puMe-
TUTH Ja je 6poj 1 jemHo ropmwe orpannyeme ckymna A, ma je ckym A orpaHudeH 07030 U [0 TeOPEMU
nocroju sup A. Mehyrum, kako 1 ¢ A, To He MOXKEMO Tako JIaKO Joka3aru Ja je sup A = 1 kao y
IPETXOHOM TIPUMEpPyY, ma hemo To ypasguru momohy e-Kapakrepusarmje. [IpBu ycioB je cBakako
uCIymeH, jep je a < 1 3a ce a € A. Jla 6GucMo J1oKa3a M U JPYTU YCJIOB, y3MUMO € > (0 IPOU3BOJHHO
u tpaxumo a € [0,1) TakBo ma je a > 1 —¢. 3a TakBO a MOXKeMO y3eTH OMJIO KOjU HEHEeraTuBaH 6poj
u3 unrepsasia (1-¢,1) (permmo a =03a¢>1 mwm a =1~ 5 3a e < 1), na 1o moMenyToj TeopemMu

umamo 11a je sup A = 1. Kako sup A ¢ A, To max A e nocroju.

B) Ha camyan maunn Kao y ety a) MoxkeMo Jokaszaru Ja je sup A = max A = 1. Barum, npumerumo

1a je 6poj 0 ¢ A jenHo jome orpanudere ckyna A, ma hiemo npobaru ja jrokaxkemo ja je inf A =0

nomohy e-kapakrepuzaruje. IIpBo, ceakako Baxku 0 < a 3a ce a € A. [Ipyro, Heka je € > 0 npous-

BOJBHO M MOTPazkKuMo a € A TakBo na je a < 0+ ¢ 1j. a < €. Ako je € > 1, moxkemo y3eru a = 1, jep
g

le Aul<e, mox ykommko je € < 1, Moxkemo y3eTn a = £ u 3aucta je a € A ia<e. laxme, inf A =0,

a kako 0 ¢ A, ckyn A HemMa MUHUMYM.

r) AHAJIOrHO Kao y mpumepy noj 6) MoxkeMo jJokasarn Ja je sup A = 1, ma kako 1 ¢ A, ckyn A nema

makcumyM. C JIpyre cTpane, aHAJOTHO Kao y JIeJly B) MOXKeMo jokazatu ja je inf A = 0, na sumumo



na ckyn A nema MuHuMyM, jep 0 ¢ A.

4. Oapenury cynpemyM, nHGUMYM, MAKCUMYM ¥ MUHUMYM (aKO HOCTOje) CKyIa

A={zeR | 2%log, |z -2|<0}.

Pememe: Tpeba permrn Hejemaaanny 12 log, |7 — 2| < 0 m Tako ofpenTH cBe eemMenTe cKyma A.
IIpBo Tpeba BueTn 3a Koje x € R je mapas 22 log, |z — 2| nedunmcan. Uspas 22 je nedumncan 3a cre
z € R, nok nma 6m log, |z — 2| 6wo nedwnmcan, Mopa Baxkutn |z — 2| > 0 Tj.  # 2, ma TpaKUMO camo
Takse z. 3a = 0 oBa jeqHaunHa je Tadna, jep je 0 < 0, ma mpermoctaBumo Hajgabe aa je « # 0. Tama
je £2 > 0, ma je mejemmaumra 22 log, |v —2| < 0 exBuBazenTHa ca log, [z —2| < 0. Haxon cremeHosama ca
2 nobujaMo a je mociemba jeHadnHa exBuBagenTHa ca 298217721 < 20 (jep je dymkumja 2% crporo
pacrylia), mro je nabe ekBuBaseHTHO ca |z — 2| < 1. Oxarnie je -1 < 2 -2 < 1 oxnocro 1 < x < 3.
Haxne, mim je x = 0 wm je —1 < x < 3, mITO y3 IOYETHU KOMEHTap Ja je & # 2 360r j1e(pMHUCAHOCTI
u3pasa ca JieBe cTpaHe HejeqHadnHe 3Ha4m 12 je © = 0 wim x € [1,3]\{2}. Baro moxemo pehu za je
A={0}u[1,2)u(2,3]. Cama nako BuguMO Ja je 0 exemenT ckyna A KOju je HEroBO JOHe OrpaHu-
Yeme, & 3 HEroB eJIEMEHT KOjU jeé HelrOBO I'OpH-e ONpaHudverse, 1a 3aro umMamo inf A = min A = 0 u

sup A =max A = 3.

5. OapenuTn cynpemym, nHGUMYM, MAKCIMYM U MAHEMYM (YKOJIMKO TIOCTOje) CKyTIa

A:{% | m,neN, mén}.

Pemreme: 3a 6mto Koja JBa IPUPOIHA Opoja M U n U3 yCaoBa M < N eJbeIbeM 00e CTpaHe ca MO3Nu-
THBHUM 7 IMaMo Ja je 7t < 1, ma 3a ceaxo a € A Baxu a < 1 w 3a710 je 6poj 1 je/iHO TOpE-€ OrpaHnTemne
ckymna A. Kako 1 € A (penumo, kaja y3memo m =n = 1), To je max A = 1, a camum TuM je u sup A = 1.
[Torpazkumo cajia HeKO J0me orpanndeme ckymna A. Kako cy cBu npupogau 6pojeBu MO3UTUBHH, TO
jé ¥ BHUXOB KOJUYHWK TaKaB, 1a Ccy cBu ejeMmeHTH ckyma A mosutuBau. [lakse, 0 je jeqHo jome
orpanmndemne ckyna A, ma mo teopemu nocroju inf A. ITokaxxknmo Kopucrehu e-kapakTepusaiujy ja
je inf A 6am jenmax 0. IIpeu yciioB je ucmymeH, jep cMo Beh ycranosmin ga je 0 10me orpaHnvernhe
ckyna A. Heka je caga e > 0 npoussosbHo. Tpaxkumo ejtement a € A takas ja je a < 0+ ¢ = . Kako
cy cBu ejieMenTH ckyna A obsmka 7 npu demy cy m,n € N u m <n, To 3aIIpaBo 3HAMH J1a TPAAKHUMO
nBa ipupoHa 6poja m u n ca Taxkse 1a je o < €. [lomro xemmo ma pasiomak 7 Gyle MTO Mamu
(kaKo 6HCMO ra yUYMHIIN MaBmUM O €), MOXKEMO y3eTH ImTo Mambu Opojuiarn 1j. m = 1. Caza jom
Tpeba nokazaru na nocroju n € N TakBo na je % < €. OBO je eKBUBAJEHTHO ca N > é (jepcynmue
nosuTuBHY). Ha 0CHOBY KOMeHTapa HAKOH APXHMMEOBOI CBOJCTBA 3HAMO JIa 33 CBAKH peajaH 0poj
nocToju npupoaan 6poj Behu ox mwera, ma 3aro nmocroju n € N Takas sa je n > é Haxie, omabupom
TaKBOT N W M = 1, HATIIN CMO esieMeHT a = ™ € A Takap /ia je a < €, Tla je UCTIyHeH U JPYTH yCJIOB
u3 e-kapakrepusanuje undumyma. 3aro je inf A = 0. Kako 0 ¢ A (jep cy cBu esemenTu ckyna A

MO3UTHUBHY), TO Min A He TOCTOjH.

6. OapenuTy cynpemyM, nHGUMYM, MAKCUMYM ¥ MUHUMYM (aKO HOCTOje) CKyIa

A={z2- |mmneN}

2m+1

Pemreme: CantHO Ka0 y MPETXOTHOM 33JATKY MOYKEMO IIPBO 3aKJBYIUTH Ja je 0 je[HO T0e OrpaHu-
qeme ckyna C, jep je 2n>0u 2m+1 > 0 3a cBe m,n € N, mma cy cBu ejleMeHTH CKylia A HEHEraTUBHU.
Jokaxkumo momohy e-kapakrtepusanuje ja je inf A = 0. IIpsu ycios je Beh ucnymen momro je 0

JI0Ibe OrpaHuveibe OoBor ckyna. Jla 6ucMo JoKasaju JApyru ycjoB, Heka je € > 0 u Tpaxkumo a € A

TakBo na je a < 0+ ¢ = ¢. Jlakie, 3anpaBo Tpaxkumo m,n € N Takpe ma je a = 272;11 < e. Ilomro
JKEJIFMO J1a PA3IOMaK 27?”’11 Gyze mTo Mambu (Kako 6MCMO ra yIMHUIM MAmbUM Off €), MOKEMO Y3eTH

mTo Mamu Opojuitar 1j. n = 1. Caga jornr Tpeba mokasaTu ja noctoju m € N TakBo Ja je <E.

_2
2m+1



OBo je exkBUBaJIeHTHO ca 2m + 1 > % (jep ¢y 2m + 1 u & O3WTHUBHM), ITO je Ja/be CKBUBAJICHTHO

ca 2m > % — 1, ogHOCHO ca m > % - % Ha ocroBy KOMeHTapa HAKOH ApPXHUMEJIOBOI CBOjCTBA OBAKAB
npupoaH 6poj m CUTYPHO MOCTOjU, 1A 0JaDMPOM TAaKBOT M U N = 1 ©UMaMO eJIeMeHT @ = ﬁ e A

Takas Ja je a < €. 3aro je inf A =0, a kako 0 ¢ A (jep cy cBu esemenTn ckyna A nmosurnsun), cKyn A
nema mMuauMyM. [1ITo ce TM4e ropmer orpaHryuer-a OBOI CKyIla, 3a PA3JIMKY O/l IPETXOAHOT 3a/IaTKa,
OBJIe HEMaMO HUKAKBY Be3y uaMeljy GpojeBa m u n ma MopaMmo JpyKuuje J1a Pa3MUILbAMO, Jep HICMO
CUI'YypHH IITa, OM MOTIJIO GUTH IOPH-€ OrpaHnYer-e OBOr cKyma. [la jiu mocToju HeKu IMO3uTHBaH 6poj

M rakaB ma je < M 3a cBe m,n € N? Ako 6u mocTojao, mpeTxonHa HejeHAKOCT O1 Mopasia Ja

_2n
2m+1
BayKU U 3a OHE M M N 3a KOje je Taj pa3joMak mrTo Belin, a TO je 3a BeJIUKe BpeJHOCTH Opoja n u

MaJie BpeaHocTH Gpoja m. CIenujaaHo, ako cTaBEMO m = 1, MopaJo 61 fa Baxkn 22 < M 3a CBaKo

3
neN, o g M e N. Me}j j j /
, OJTHOCHO T < ®5° 3a CBAKO N . Mebytum, 0BO je y KOHTPaJUKIIUjA C4 KOMEHTAPOM HAKOH
Apxume1oBOT CBOjCTBa Jla 3a CBaKU peajiaH Opoj MOCTOju MpUpoaH O6poj Koju je o mera Behwu, ma
6poj M ca maBemeHmM ocobumnama He mocToju. 3aro ckym A yomire Huje OrpaHUtTeH O03r0, IIa

CaMUM TUM HEMa HU CyIIpEeMyM HU MaKCUMYM.

7. Oznpeuru cynpemyM, HHOUMYM, MAKCUMYM M MHHAMYM (2KO II0CTOje) CKyTa
A={m+2 | mneN}.
n m
Perueme: [Ipumernmo @ Kako ¢y m W N MO3UTUBHU, CBaKako je n = + = > 0, ma je 6poj 0 jeaHo
n m
nome orpanndebe ckyna A. Mehyrtum, nehe Baxkuru inf A = 0, jep mako MOXKeMO YOUUTH T8 je U
m n

6poj 2 jiome orpaHmIere OBOT CKyma. 3amcta, 6pojesn ™ m - cy mehycoOHO perumpotHu, 1ma Ha

ocaoBy AT jeHakocTH mMaMo
+

s[3
3

2\/— — =1,
2 n o m

OIHOCHO 7 + 2= > 2 3a cBe m,n € N. Taxobe, jeHAKOCT BasKM aKO U CaMo ako je = = - Tj. m? =n?,

IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca M =N, jep Ce Pajy O IPUPOJAHUM (JaKJe, Io3uTuBHUM) OpojesumMa. OBuM
cMo 106w i je 6poj 2 jome orpanuderse ckyna A m na 2 € A (ogabupom m = n = 1), ma je
min A =2, a 3aro u inf A = 2.

Ha npBu morsnen, nu oBzie ce ne nHamehe mra 6u 6uio ropme orpanndene ckyna A. IIpermocraBumo
Ila je OH OrpaHWYeH OJI03r0, OJIHOCHO Jia MOoCcToju Heka KoHcTanta M € R taksa na je % + % <M
3a cBe m,n € R. I[lpumerunmo 1a npBu cabupak MOKEMO YIMHUTHU MPOU3BOJFHO BEJIMKUM aKO OMpPaMo
mrro Behe m u mro Mame n (na hemo 3aTo omabparu n = 1), a apyru cabupak je CBaKako [O3UTUBAH.
Nmamo ga 3a cBe m € N Baxkn

1
M>m+—>m+0:m,
1 m

[ITO 3HAMO JIa HUje Moryhe Ha OCHOBY KOMEHTapa HAKOH ApPXMMeO0BOr CBOjcTBa. 3aTo cKyn A Huje
OrpaHWYeH OJI03T0, & CAMUM TUM HEMa HU CyIPEeMyM HH MaKCUMYM.

8. OapemuTn cynpemym, naGUMYM, MAKCUIMYM U MUHUMYM (aKo mocroje) ckyma A = {% |ne N} .
Pemreme: Kaja Gynemo yBeau mojMoBe HU3a, MOHOTOHOCTH HU3a U TPAHUYHE BPEIHOCTH (Tj. JuMe-
ca) HU3a, OBAKBe 3aJaTKe liemMo Mohu J1a peraBaMo TaKo MITO UCIUTAMO MOHOTOHOCT HU3a, ,, = % u
OJIPEJIIMO H-EIOBY T'PAHUYHY BPEIHOCT, IIa UCKOPUCTUMO oaroBapajyhy reopemy. Onpaauhemo kac-
HUje 1ap 3aJaTaka U Ha Taj HAYWH, a cajga heMo permuTu 0Baj 3ajaTak 6e3 Kopuiihema TUX T0jMOBa,
Beh hemo pazMunbaT Kao y MPETXOAHUM 3aJallMA.

[TpumeTnmMo TIPBO J1a Cy CBU €JIEMEHTH CKyIia A MO3UTUBHM Ka0 KOJUYHUIM TO3UTUBHUX OpojeBa 1 1
n, ma je 6poj 0 jemHo /10F-e OrpaHUYeHe OBOT CKyIa. UuHU ce j1a u3pas % MOzKe OUTH ITPOM3BOJHHO
6/IM3aK HYyJIM 3a JIOBOJBHO BEJIMKO M, 1a hemo moxymarn ja jgokaxkemo Ja je inf A = 0. ITomro cmo

Beh yrBpaman g2 je 0 J0me OrpaHnYere OBOI' CKyTia, HeKa je € > 0 IpOu3BOJBHO M TPaKUMO a € A



TakBO Ja je a < 0+ ¢ =¢e. Haxie, Tpaxkumo n € N TakBo ja je % < e. [locnenmwe je ekBUBaJIEHTHO ca

n> %, a 3HaMO JIa TAKBO M ITOCTOjU HA OCHOBY KOMEHTapa HaKOH APXHMeJI0BOr CBOjCcTBa. 3a OBO M je
1

n

3ancra @ = — < €, 11a Ha OCHOBY £-KapakTepu3sarnuje nHudumMmyma 3akbydyjemo ja je inf A = 0. Kako

0¢ A, jep Cy CBU eJIEMEHTH OBOT' CKYIIa IO3UTUBHU, TO He MOCTOju min A.

Cagia oapebyjemo sup A, Te pa3MUIIL/LAMO TITa OU MOTJIO OGUTH HErOBO MOpIbe Orpanuvemne. V3pas %

je cBe Mamu Kako je n Behe, na he najsehn 6utn Kaza je n Hajmame mMoryhe, oJlHOCHO KaJia je n = 1.

Ipyrum peunma, 3a cBe n € N Baxku % < % =1, ma je 6poj 1 jexamo ropme orpannderse ckymna A. Kako

3an=1sBumumo ja 1€ A, To je maxA=1, nausupA=1.

: _ [Tn-3
9. OzpesmT cynpemMyM, THOUMYM, MAKCUMYM U MUHAMYM (aKO MOCTOje) cKyta A = {—n |ne N} .
Pememe: IIpBo, 3anummmMo ejieMeHTe OBOI CKyTIa y MOTOJHUjeM OOJIHMKY KAaKO OHCMO JIAKIIE MOT-

JIM JIa TIPOIEHUMO InTa Ou Oujia IHeroBa IOTEHIWjaJIHa JI0Iba M IOpha orpanuderma. VMmamo ja je

% =7- % OBaj 00JIMK HAM je IOroJHUjU, jep je 7 KOHCTaHTa, Kao M OpOjuiial] pas3ioMKa %, ma

-3
n

O/ M W TO HAM je OTexKaBaJio cuTyarujy. Kao y nmperxoiHom 3aJiaTKy, IpUMETHMO Ja je 3a Behe n

je,ZLI/IIIO HETroB MMeHUJIall 3aBUCH O/ N, JOK CYy Yy Pa3JIOMKY u 6p0j1xmau 1 MMeHuJIall 3aBUCUJIN

n3pas % cBe Mamu, 11a 6u oH 6uo HajBehu 3a HajMame moryhe n Tj. n = 1, 70K ga 6u 6WO MITO MakH,
n Tpeba ma Oyne mro Behe. akie, % < % =3mn % > () Kao KOJIMYHHK JiBa IO3UTHUBHA Opoja 3a cBe

n € N. Baro je 7—% 27-3=4m 7—% <7-0=7, na je 6poj 4 jeaHo m0me orpanntemne cKymna A, 70K
je 6poj 7 jeHOo WeroBo ropme orpanudemne. JonarHo, kako 4 € A (ysumajyhn na je n = 1), umamo Ja
jemin A =4, aonna u inf A = 4. Tasee, Beh cMo joka3amu fa je 7 ropme orpaHnyerne cKyma A, na ja
61CcMO JTOKa3a/In 13 je TO U IeroB CympeMyM, KopucTuheMo e-KapakTepusarmjy cynpemyma. Heka
je € >0 u TpaxkuMo a € A TakBO Ja je a > 7 — €, OJJHOCHO TpaxKumMo n € N TakBo ja je 7 — % >T-¢.
OBO je eKBHUBAJIEHTHO Ca % <eTj.can> %7 a oBakBo n € N 1mocroju Ha OCHOBY KOMEHTapa HaKOH
ApxumesoBor cojcrBa. Jlakie, Hamm cmo oxrosapajyhe n € N, a tume u a € A TakBo ja je a > 7—¢,
na je 3amcra sup A = 7. Kako je % >0, T0jem 7— % <7,maT7¢A, jep cy cBu eeMeHTH cKyna A

MamH 0J1 7. 3aT0 0Baj CKYIl HEMa MaKCHMYM.

10. OpenuTu cynpemyM, HHOUMYM, MAKCUMYM B MEHAMYM (2KO 1ocToje) ckyma A = {37:‘22:28 |ne N} .
Pemewe: Kao u y nperxomaom 3agaTKy, npBo hemo masio mpedopMyIncaTu u3pa3 KOjuM Cy J1aTh
eJIEMEHTH OBOI' CKyTIa KAKO OUCMO JIaKIIe MOIJIH JIa PAJIuMO ca muMa. Mmamo ja je

3n?+8 3n?+6+2 3(n’+2)+2 2

n2+2  n2+2 n2 +2 N +n2+2’

Ia, cajia ©MaMoO II0CJIa Ca PA3JIOMKOM YHji UMEHUJIAI] 3aBUCU OJ N, JOK je Opojusiar, KOHCTaHTAH.

2

= outu Mamu. To

IIpumerunmo xa fe 3a Belie n u umenmian n’ + 2 6uru Behin, na e pasmomax

3Haqu ja he oaj pazinomak 6utn Hajehn moryhn kaja je n = 1, a Hajmamu Kaja n Oye mro ehe.

2 2 _ 2 o 2
Jpyrum peunma, —= < 35 = 5 3a csaxo n € N, a ca apyre ctpane je 55

jep cy 2 u n? + 2 HO3UTHBHN. 33@0j63+ﬁ<3+§:%1/13+ﬁ>3+O:33acBenEN7

ma je 6poj % jeIHO ropmbe orpaHudere ckymna A, 710K je 6poj 3 jelHO HEeroBO J0HEe OTPAHUYECHHE.

1 1
37 3"

Haspe, Beli cMo jokazamu Ja je 6poj 3 Jome orpanndene ckyna A, ma ma 6ucMo JOKa3aau J1a je TO

> (0 3a cBako n € N,

JlonaTHo, Kako 13—1 € A (ysumajyhin ga je n = 1), umamo za je max A = a oHjla U Sup A =

U HeroB nHbUMYM, KopuctuiieMo e-Kapakrepusaiujy. Heka je € > 0 mpou3Bo/bHO U TpaKuMo a € A

2

TaKBO J1a je a < 3 + €, ofHOCHO TpaxuMo N € N TakBo 71a je 3 + —— < 3 +¢. OBo je ekBUBaIEHTHO ca

2
n2+2

3eTH perMo 1 = 1, 0K y CYIIPOTHOM MOXKEMO y3eTH GHJIO Koje n > v/ 2 — 2, jep OBaKBO 1 IIOCTOJH
b 5 b

< € WTO je jasbe eKBUBAJICHTHO ca n’ + 2 > %, omHOCHO N2 > % - 2. Axko je % -2 < 0, moxxemo

Ha OCHOBY KOMEHTapa HAKOH ApXuMMeIOBOr cBojcTBa. Ha Taj HAUMH MpOHAILIN CMO eeMeHT a € A

2
n2+2

TakaB Jia je a < 3+¢, na je inf A = 3. Kako je 3+ >33acBakon € N, 10 3 ¢ A, ma He mocroju min A.
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HuzoBu 1 muxoBa rpaHndHa
BPEAHOCT

Oyuknujy a : N > R HaszuaMo peaarum Hu30m WIA Hu30m peasnux 6pojesa. Ymecto a(n) xopu-
cruhemo o3HaKy a, u OpojeBe a1, as,as, ..., An, ... HABUBAMO YAGHOGUMA WU €ACMEHMUMA OBOT HUA3A.
Husose hemo osnavasaru ca (ay), (an)n=1, 214 {ap fnen-

Hus moxke 6uru 3aJaT eKCIJIMOUTHO, KaJla C€ CBAKW YJIaH HU3a HEIIOCPEJIHO MOXKE U3PaAvYyHATH I10-

mohy oxrosapajyhe dopmyne. Ha mpumep, Takas je au3 (a,, ) 3anat ca a,, = 3;; 41

3a KOjH JIAKO BUJIUMO
naje ay = %, as = %, a100 = % utn. Takohe, Hu3 MOXKe OUTH 337]aT U PEKYPEHTHO Tj. (OPMYJIOM II0-
Mohy Koje ce ciiesiehn wiaH HA3a MOXKe U3PAYyHATH U3 IPETXO/IHUX, JIOK je IPBUX HEKOJUKO YIaHOBA
TOr HU3a eKCILTUIUTHO 3a1aT0. Ha npumep, uus (a,) 1aT ca ay; = 5 U apyq = Za% —13acsBakon € N je
jelaH peKypeHTHO 3ajaTu Hu3. Taa je ag = 2af71 =2-25-1=49,a3 = 2a§71 =2-2401-1 = 4801 ut.
Kox pekypenTHO 3a/1aTuX HU30Ba HUjEe YBEK jE€IHOCTABHO M3BECTU EKCILIUIUTHY (DOPMYJILY KOjOM Ou
ce HEIOCPEeTHO M3PpadyHao WIaH G, 3a Mpou3BossHO 1 € N. 3ar0, ako 6UCMO y TOM MPUMEPY KeJIeJII
Ja U3padyHaMo 109, MOPAJIU OUCMO MIPETXOJHO PEJIOM JIa U3PAUYHAMO (2, A3, ..., Ggg U (gg-
Kaxemo na je uus (ay):

o pacmyhu axo 3a cBako N € N BaXKU api1 > Gn;

o cmpozo pacmyhu axo 3a cBako n € N BaXKU Gpi1 > Gy

o onadajyhu axo 3a cBakO n € N BAXKU Ay < Ap;

o cmpozo onadajyhu axo 3a cBako n € N BaXKU a1 < Ap;

o MOHOMOH aKo je pacTyhu wim onajajyhu;

o CMpPo20 MOMOMON aKO je WJIM CTPOro pacTyhu mjm crporo omajajyhu;

o oepanuver 000320 ako mocToju peasian 6poj M rakas 1a je a, < M 3a cBe n € N;

o oepanuver 000300 aKO TOCTOjU peaiaH OPOj M Takas Jia je a, = m 3a ce n € N;

o 0zpanuMeH aKo je OTpaHWYEeH U 010310 U OJI03T0, IITO jé eKBUBAJEHTHO Ca THM Ja TIOCTOjU PeasiaH

6poj M > 0 rakas 1a je |a,| < M 3a cBe n e N.

IIpumep: Hus a,, = % je crporo onasajyhu, jep 3a ceako n € N Baxku n + 1 > n, na 3aro un ﬁ < %
Tj. Gp41 < ayn. OH je orpanmven ogosro 6pojem 1 (u cBakum peannunm G6pojeM selinmm o 1), jep je
n > 1, na je a, = % < % =1 3a cee n € N, a Takobe je u orpannven om03710 6pojem 0 (Kao u cBakum
HeraTuBHUM GpojeMm), jep 3a cse n € N je % > (0 Ka0 KOJUYHHK J[Ba [TO3UTUBHA OPOja.

IIpumep: Hus b, = n je crporo pacryhn, jep 3a cBako n € N je n+ 1 > n 1j. bye1 > by On je
OrpaHMYeH 0703710, Ha puMep, 6pojem 0, jep je b, =n >0 3a cBe n € N. Mehyrum, on HUje orpanu-
9eH OJI03r0, jep O/ paHuje 3HAMO Ja He IocToju peasaH O0poj M koju je Behm mim jeiHak on CBUX

npupogHUX OpojeBa, ma CaMUM TUM HHUje HU OFDAHUYEH.

IIpumep: Heka je uus (¢,) mar ca ¢, = (-1)". Ilpumerumo 1a je

-1, n je HemapHo;
Cp = .
1, 7 je IapHo.

OBaj HU3 je 3aTO eBUIEHTHO 0JI03r0 orpanudeHn Opojem 1, a 010310 Gpojem —1. Mehyrum, Huje
onasajyhu, jep 3a menapue n € N He BaxKu ¢,41 < Cp, & HUje HU pacTyhu, jep 3a mapHe n € N He BaxKu

Cn+1 2 Cn. Haxiie, uus (¢, ) HUje MOHOTOH.

[Tpumernvo ma yxommko je (a,) pactyhw aus, Taga je a € ag € as < ... € ap < ..., 14 je OH OTPAHIICH



WV

07103710 ca a;. Amasoruo, ykomuko je (a,) onagajyhn nus, tama je a3 2 az 2 as > ... 2 a, > ..., na je

OH OTPaHHUYEH OJI03I0 Ca Q.
Jeman o1 HAjBaXKHUjUX MOJMOBA BE3AHUX 38 HU30BE jeCTe HUXOBA KOHBEPIEHIINja, OJHOCHO HUXOBA
PPAHUYHA BPEIHOCT WJIHM JIMMEC, T1a NeMo uX caia aeduHUCATH U HaJla/be UX JETaJ/bHO TPOYIABATH.
Hazamse hemo ca R o3nadaBaTn IpOIIEPEHH CKyI peaanux 6pojesa Tj. R = {—oo} UR U {+co}.
Hedunnunuja: Heka je a € R u € > 0. Ilox e-oxonmmaoM Tatdke a mogpa3yMeBaMO OTBOPEHU HHTEPBAJ
(a—¢€,a+¢), TOK TOJ OTBOPEHOM OKOJMHOM My Kpalie — OKOJIMHOM TadKe ¢ MOfIpa3yMeBaMo OHiIo
Koju oTBOpenHu naTepBal («, f) Takas 1a a € (o, §). Axo je U, Heka OTBOpEHA OKOJIMHA TAUKe @ TaJIa
cxyn U, = U,\{a} HasmBaMO 1poGyIIEeHOM OKOJIMHOM OBE TAauKe.

[Tos OKOMHOM TadKe —oo MOJpa3yMeBaMO OHJIO Koju mHTEpBAJ (—00,b), JOK 110/ OKOJIMHOM TavKe
+00 mozipazyMeBaMo 6uso Koju unrepsa (b, +00) 3a b€ R.

Hedununuja: Heka je (a,) peanan muz. Kaxkemo ga je 6poj L € R merosa epanuvna epednocm

WA IbEeroB AUMeEC YKOJIMKO BazKN
(Ve>0)(IngeN)(VneN) nzng=|a, - L|<e
IITO Ce MO2Ke 3allMCaTHu U Kao
(Ve>0)(Ing eN)(Vn2n) |a, - L <e

wm
(Ve>0)(IngeN)(Vn2n)a,e(L-¢,L+e).

To oznauasamo ca lim a, = L. Jlakse, peaynan 6poj L je mumec uusa (a,) axko 3a cako € > 0 mocroju
n—o00

WHJIEKC M TaKaB Jia CBH YJAHOBHM HU3a MOYEB OJ Mo-TOI MPUNAIAJY E-OKOJUHHU TAYKE @, OJHOCHO

caMo TIPBHX N — 1 wiaHoBa Moxke (asm He Mopa) 6uTn Ban ose okosnae. Ha cienehoj canmm mozkemo

BUJIeTH WIycTpanujy ose Jedunurpje (Ipu YeMy je yMecTo ng 3a uHjaeKce KopuiiheHa o3naka N).

7
az ay aN -’ aN-1 ... G3

Takobe, Tana xKaxemo u ga Hu3 (a,) KOHBeprupa (Wax TexKu) Ka L U TakaB HU3 HA3HBAMO KOHBED-
TeHTHUM.
YKOJIMKO HM3 HUje KOHBEPreHTaH, KaskKeMo JIa JUBEPrupa, OJHOCHO Ja je nuseprentan. Kom ausep-

TeHTHUX HU30Ba pa3.HI/IKyjel\lO JABa THUIIA. yKOJH/IKO BazK1
(VM eR)(Ing eN)(Vn2ng) an>M T1j.

(YM e€R)(3ng e N)(Vn 2ng) an € (M, +00),

KaxkeMo Jj1a Hu3 (a,) oapeleHo jquBeprupa Ka +oo u To mumemo lim a,, = +oo. CimaHO, YKOIMKO je
n—oo

(VM eR)(Ing e N)(Vn2ng) ap <M 1j.

(VM eR)(Ing eN)(Vn2ng) an € (o0, M),

KaxkeMo j1a Hu3 (a,) oxpeleHo quBeprupa Ka —oo u mumemo lim a, = —co.
n—oo

VKOJIMKO HU3 JMBEPTUpA, a He JuBeprupa ojpeheHo, KarkeMo Jia OH HeojpeheHo JuBeprupa.



IIpumep: Heka je a € R u (a,) 5u3 Takas na je a, = a 3a csako n € N. Taza je 7}ir{.lcan =a. To
=

MOXKEMO JIoKa3aTh 110 Jedurunmju. 3a jgaro € > 0 Tpeba vahu ng € N TakBo 1a 3a ¢Bako n > ng BayxKu

la,, — a| < e. MehyTum, 3a cBako n € N je |a, —a| = |a — a] = 0 < £, na moxkemo y3etu ng = 1 u Tume je

JI0Ka3 3aBPIIeH.

Vpaauhemo caja map 3ajaraka y Kojuma hemo 1o neduHANUjN UCIUTUBATH KOHBEPIeHIIN]Y HU30BA.

... 2n+1

1. okazaru ga je lim —— =
n—oo M+ 2
Pemrere: O3uaunMo 0Baj HU3 €& Ay, = 2::’21. Hokazyjemo na je lim a, =2 Tj. 78 Baxu
n—oo
(Ve >0)(Ing € N)(Vn 2 n) |a, — 2| < . Heka je 3aro € > 0 nmpoussosbHo. Llmsb je ma mabemo ng € N
) . _|2n+1 _|2n+1-2(n+2)| _ |1 -3 1 _ 3

TAaKBO Ja 3a CBe M > ng Bax |a, — 2| < . Kaxo je |a, - 2| = |22t - 2| = |7n+2 = |2 =25,
TO je |a, — 2| < € exBUBaseHTHO Cca % < €, MTO je Jajbe eKBUBAJEHTHO ca N + 2 > g, OJIHOCHO Ca

n> % —2. 3a ng hemo y3ern npsu npupogan 6poj Koju je Behu oz 2—2. VKounko je % -2 <0, moxkeMo
y3etn ng = 1, JOK yKOJIHUKO je % -2 20, yzehemo ng = [% - 2] + 1. Ha Taj mauun cmo 06e36e1min
J1a je ng > g -2, na he u 3a cBe n > ng 6uTu n > g -2, oHOCHO |a, — 2| < . To 3naun na oBaj HU3
KOHBeprupa ka 2 Tj. ga je lim % =2.

n—o00
Komernmap: Huemo Mopanu g y3MeMo 3a ng 6ant npsu (OJHOCHO HajMarbK) IPUPOJaH Opoj Koju je
Behu of g —2, Beh je To morao 6utu 6msI0 KOju npupogan 6poj ca TuM cBojcTBOM. BarkHo je camo ma

3a CBe IIPUPOJIHE OpojeBe n MOYEB OJ] Ny BaXKH KeJbeHa HejeHAKOCT.

.. n?+3
2. Jlokazaru ma je lim —— = +o0.
n—oo n
n’+3 : : .
Pemewe: Oznaunmo ca a, = . Jokasyjemo na oBaj Hu3 ojpeleHo auBeprupa Ka +00 Tj. Ja

n
je lim a, = +oo, omuocuo (YM € R)(Ing € N)(Vn > ng) a, > M. Heka je 3ato M € R upous-

n—00

2
BosbHO. Tpaxkumo ng € N takBo j1a 3a cBe n 2 ng BaxKu a, > M Tj. %

3 > M. Ilpumernmo za je
2 . 2
43~ 4+ 35 n+0=mn, na ako o6e36eaumo 1a je n > M, 6uhe u a, = 23 > M. Jakie, 3a ng
n n ’ ’ n
MOXKeMO y3eTu npBH pupojan 6poj sehu og M. ®opmasno, 3a M < 0 y3umamo ng =1, a3a M >0

hemo y3eru ng = [M] + 1. 3a oBako ogabpauo ng je ng > M, na he u 3a cee n > ng 6utu n > M u

n’+3

caMUM TUM G, =N + % > M. OBuM cMO JIoKa3aJu Ja je lim = +00.

n—o00
3. Hokazatu na nus ¢, = (-1)" auseprupa.
Pememe: IIpernocraBuMo cympoTHO Tj. HeKa je 7}320 ¢, = L € R. Pazmorpuhemo tpu ciaydaja y
3aBHCHOCTH O/ TOTa IITa MOyKe 6utu 6poj L u joKa3aTu jia HUjeJlaH Of IbUX Huje MOoryh.
1°L=1
[Tommro je 7}21010 cn, = 1, 3HaMO ma 3a cBako € > 0 mocroju mHuekc ng € N Takas ja 3a CBe n > N
BaxM ¢, € (1 —¢,1+¢). Kako cy wianosn unsa (c,) 6pojeBu —1 u 1, HAM3MEHUIHO, ¥ CBAKaKO je
le(l-¢,1+¢), uneja vHam je ga omabepeMo noBOBHO MaJio € > 0 TakBo na —1 ¢ (1-¢,1+¢). Yamumo
3aTo0, Ha upumep, € = 1. Kao nrro cmo masornpe peksin, n3 IUmBHEHUIE 12 je 7}1_1)1010 ¢n, = 1 mobujamo ma
nocroju ng € N takso ma ¢, € (0,2) 3a cBe n > ng. Mehyrnm, oo muje Moryhe, jep mocrojun memapan
mpupofan 6poj n Takas Ja je n > ng (pemumo n = 2ng + 1), a ouga je ¢, = -1 ¢ (0,2). dobumm cmo
KOHTPAJIMKIIA]y ¥ OBOM CJIy4ajy, ra He Moxke outu L = 1.
2° L=-1
OBaj citydaj ce peliaBa aHAJOIHO Kao HpeTxonnu. U3 yumenune na je ,}EIDIO ¢y, = —1, 3HaMO 1A 3a
cako ¢ > 0 mocroju ng € N TakBo 7a 3a cBaKo n > ng Baxu ¢, € (-1 —g,-1+¢). Omabupom € = 1
uMaMo Jia mocToju ng € N TakBo Jia 3a CBe N 2 N Baxku ¢, € (—2,0). Mehytum, To Huje moryhe, jep
ocroju mapHo 1 Koje je Belie ox ng (permmo, n = 2ng) 3a Koje je ¢, = 1 ¢ (-2,0). Jaxie, Hu oBaj

cay4aj Huje Moryh.
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Usgmgosgeio. Bk copoga. U el TP

(w=2ng+4) (n=2n)

3° -1+L=+-1

1 oBaj cirydaj ce ucnuryje cJiMaHO Kao nperxo/Ha jsa. Llomrro je lim ¢, = L, 3a cBako ¢ > (0 mocrojn
n—00

no € N takso ma 3a cBako n > ng Baxu ¢, € (L —z, L +2). Mehyrum, 6umo na je L < -1, Le (-1,1)
wim L > 1, moxkemo ojabparn J1oBo/bHO Masio € > () Takso jia Hu —1 Hu 1 He npHnIajajy OKOJIMHN
(L-=,L+¢). Anm, onyia 3a ce n € N paku na ¢, ¢ (L—=, L+¢), TO je y KOHTPaIUKIN]H €A TOPHHIM
3aKJbYTKOM JIa CBH "WIAHOBH Hu3a (¢, ) 1O4eB o/ uHjeKca ng upunaaajy okoannu (L —z, L +¢).

[Tpena Tome, HUjesan o cay4ajesa Huje Moryh, na uus (¢, ) JuBeprupa.

1% IAS 1%
-0 ~ ~ ~— + 0
| ) \ L\ | [ A Y
Y ¥ T T A\ | T Y T T 7
(I -A R | L

Usgingoupein. Tpeiel cugag

Hagenthemo Ca/Jla HEKOJIUKO TeOopeMa Ca IIpelaBalba KOje he mam OomTH; OJI KOPHUCTH Yy 3aJalluMa.

Teopema: Ykonuko uu3s (a, ) UMa paHUYHY BPEJHOCT, OHA je jeimHcTBeHa. JIpyrum peunma, ako
je lim a,, = Ly u lim a,, = Lo, mopa ouru Ly = Ls.

71— 00 n—00
Teopema: Cakyu KOHBepreHTan HHU3 je orpaHuyeH. [locie ImuHo, CBaKM HEOrPAHUYEH HU3 je JINBep-
rerran. OOpHYTO He MOpa Ja BazKM IITO BHMMO Ha NpHUMepy Hu3a a, = (—1)" Koju je orpanmven,
aJil HUje KOHBepPreHTaH.
Teopema: lim a, =0 <= lim |a,|=0.

n—>00 n—oo

Hokasz: manmo ja je
lim |a,|=0 <= (Ve >0)(3ng e N)(Vn 2ng) [la,|-0|<<
<= (Ve>0)(3Ing e N)(Yn 2ng) [lan]| <e <= (V> 0)(Ing e N)(Vn 2ng) |a,| <<

> (Ve>0)(Inp e N)(Vn2np) |an -0/ <e < lim a, =0.

n—oo
VY IpeTxo/iHOM JIaHILy eKBUBAJIEHIN]a, KJbydHa je O1la dnmbenntia Ja je |a,| 2 0, na je 3aro ||a,|| = |an|.
Komenmap: Tenepanno, 3a 6mio koje L € R paxu nmmmkanuja lim a, = L = lim |a,| = |L|.
n—oo n—soo

MebyTun, y cynpoTHOM cMepy oBa HMILINKalldja He BaxKu. [Ipumep 3a To je HU3 a,, = (—1)" 3a koju
je lan| = |(-1)" = 1, na je lim |a,| =1, qox lim a,, youurre ze nocroju.
n—00 n—oo

Teopema: Heka cy (a,) u (b,) 1Ba kouBeprenTHa Husa, A € R npoussosbHo 1 Heka je lim a, = Ly n

n—00

lim b, = L. Taga cy u auzosn (a,+b,), (Aay,), (a,b,) rakohe kouseprenTan n Bazkn lim (a,+b,) =

n—> 0O n—o0o
Ly + Lo, lim (Aay,) = AL1, lim (a,b,) = L1Lo. Ykomuko je Lo # 0, Tajga je u Hu3 (‘l’)—) KOHBepreHTaH
n—0o n—oo T
u Bazkm lim %= = L1
by, Lo

— 00



YV HpeTxo/iHOj TeopeMH CMO BHJIEIU KAKO JIMMEC MOXKe Mpolim Kpo3 OCHOBHE PadyHCKE Ollepalifje
KaJla je ped O KOHBEpPreHTHUM HuzoBuMa. MehyrTuMm, jumec Moxke mpohu Kpo3 OCHOBHE DPadyHCKE
oreparyje u y MOjeJIMHUM CJIydajeBUMa KaJja HEKHU OJf HA30Ba OJipeheHOo JuBeprupa WM Kaja HA3

y uMmenwuony texku Hyau. Ha npumep, ako cy (a,) u (b,) asa Husa taksa ja je lim a, =a € R u
n—o0

lim b, = +o0, Taga je lim (a, +b,) = +oo. OBy unmenuiry kpahe 3anucyjemo kao a + (+00) = +00
n—>o0

n—00

3uajyhu na je Ty ped o JimMecy 30Mpa JiBa HH3a O KOjUX jeJlaH TexXd Ka a € R, a apyru ka +oo.
ITpurom, ykoauko uu3 (a,) KOHBEPIUpa Ka a, & CBU IHErOBH WIAHOBM Cy BehM miM jeqHaku o a,
kopuctuhemo 3amuc lim a, = a+, JOK YKOJUKO Cy CBU WIAHOBU OBOT HHM3a MAILU WM jETHAKH O]

n—oo

@, MOXKEMO IHCATH lim a, = a—. Y CKJIa/ly ca OBAKBIUM HAYMHOM 3alllICUBamkba Yy HAPETHOM TBpPhemy
n—oo

HaBOJIMIMO KaKO Ce KOHCTaHTe cabupajy, Ofy3uMajy, MHOXKe U Jiejie ca OECKOHAYHOCTHMA U Ca HYJIOM

KaJI TOJI C€ TO MOXKEe OJIPEJTUTH.

Teopema: Heka cy a >0 u b < 0 peasau 6pojesu. Tama Baxku

+00+a=+00, +00 b =+00, —00 £ a =—00, —00 £b=—00, (+00) + (+00) = +00, (—00) + (—00) = —o00,
a b +00 +00
(+00)-a = +00, (+00)-b =—00, (-00)-a =—00, (-=00)-b=+00, — =0, — =0, — = +00, — = —00,
+00 +00 a b
—00 —00 a a b b 0+ 0-
— =-00, — =400, — =+00, — = —-00, — =— 77:+0077:077:07
a b 0+ 0- 0+ 0- +00 +00
+00 +00 — 00 — 00
— =400, — = —-00, — = —00, —— = +00.
0+ 0- 0+ 0-
Mebyrum, ykommko cy asa mmsa (a,) u (b,) Taksa ma je lim a, = +oo m lim b, = +00, HE MOKEMO
n—oo n—oo

YHAIPEJ 3HATHU JIa JU MOCTOjU M KOJUKO u3Hocu lim (a, — b,) y mra hemo ce KacHuje yBepuTH y
n—oo
samamuMa. JIpyruM pedmma, He 3HAMO yHANpes ja mu3padynamo (+0o0) — (+00). 3aro hiemo Taxse

u3pase HA3UBATH HeojpeheHnM nzpazmma.

0
0 9’
KaJla ce OHM jaBe IPUJINKOM padyHarba HEKOr JIMeca, MOPaMoO MOMONY HOroJHuX TpancdopMaImja

Uspasu obmuka, (+00) — (+00), (—00) = (-00), =, 000, 1%, oo 0° cy meompehenu m3pasu u

u TBphema 1a uX cBeeMO Ha HeKe 0J1 oJpeheHnx m3pasa u3 npeTxojHe JIBe TeOPeMe.

Teopema: Heka je o € R. Tana Baxkn

+oo, a>0;

lim n*={ 1, «a=0;
n—>00

0, ax<0.

Teopema: Heka je g € R u a, = ¢" reomerpujckn un3. Taga Baxkn

+00, q>1;
lim a, = lim ¢" = 1, q=1;
07 qe€ (_171)7

IOK y ciaydajy q < —1 oBaj Hu3 HeoqpehieHo quBeprupa.

Cajia hemo npehu Ha 3aj1aTKe ¥ MOKa3aTH KaKO X KOopucTehn MpeTxoHo HaBeieHe TeopeMe MOKEMO
jeJTHOCTaBHHUje pelmaBaT y nopehemy ca mpBa TPU 3aJaTKa KOja CMO MOPAJIH Ja PaJIuMO 10 Jedu-

HUIAjH.

2n+1
4. Nzpauynaru lim nro
n—oo T+ 2

Pememe: [Ipumerumo ja cMo 0Baj JimMec 0 JeUHANNI]H U3PAMyHATIN ¥ IPBOM 3a1aTKy. MehyTum,

caJia je nieja jga kopucrehn mosHara TBphema OyeMo edukacHuju. 3a MOYeTak MOXKEMO BUJIETH I



je Tpazkenn sumec Heoxpehenor obmmuka <2, jep je lim (2n+1) = 2-(+00) +1 = +c0 +1 = 400 1
n—00

lim (n +2) = +00 + 1 = +00. 3aro hemo ra npso TpancopMucaTu u Ty je cTaHIAPIHA WIEja 13 U Y

n—o00

GpOjUOIly M y UMEHHOILy M3BYUeMO  Hajjadan” 4iIaH OJHOCHO OHaj Hajselier cremena (koju ,Hajoprxke”
TeXKH Ka 00). VI y Gpojuolly U y UMEHHUOIly Taj WiIaH je n, Ia UMaMo Ja je

om+1 n(2+1 2+ 2+-L 9
lim nEl im ( "):lim = w210

n—oo N+ 2 n~>oon(1+2) n—oo | 4
n

e

T1+2 140

+oo

33 =

JlakJjie, KJbyd je OMO y M3BJIAYEIbY ,Hajjadnx’ dyIaHOBa y OPOjUOIly M MMEHHUOIy M HUXOBOM CKpahn-
BaIby, jep CMO Ha Taj HAYHH MOYeTHH Heompehenm o6mmk 22 TpaHchOpMECATN y H3pa3 y KOMe Ce
jaBmbajy camo oxpehenn obumy u Jako JoBprman 3amarak. OBo je yHUBep3aJHa Ueja U MOKEMO
j& KOPHUCTUTHU Ka/I ['OJ] Ce PaJIH O JINMeCY KOJIMYHUKA JIBa IOJUHOMA, i U HE HY2KHO IOJIMHOMA, Beh
n3pasa Koju Texke Ka oo. Jlemoncrpupahemo Ty miaejy y jorn gBa 3a7aTKa Ipe HEro IMITO M3BEIEMO
TeHEPATTHN 3aKJ/bYIaK KaJ1a je ped O JIMMeCy KOJIMIHUKA JBa ITOJHHOMA.

2n3 —4n? +1

5. (Cenrembap 1 2024) Nspauyna hm
( P ) PATLyHATH 0 5n3 +3n +nd’

4 1
Pememe: vamvo ma je lim (2n® — 4n? + 1) = lim n® (2 -—+ —3) Kaxo je lim n® = +co u
n—oo n—oo n n n—oo
4 1 4 1 4 1
lim(2——+—) 2-—+—=2-0+0=2, 10 je hm(2n — 4n? +1)*hmn(2——+—):
n—oo n  n? +00  +00 —o0 n. n?

. . . . 5
+00 -2 = +oo. Ha ciamyan wHaymn mobujamo Ja je m lim (5n3 +3n+n4) = lim n4(— +—+ 1) =
n—>00 n n

n—>00
5 3 . .
+00 - (— +— + 1) =+400-(0+0+1) = +00-1 = +00, ma je aumec Koju padyHamo Heoapehenor
+00 400
obmmka 2. Ilonoso hemo usBnauuTn ,Hajjade’ cabupka un u3 6pojuona u uMennona. Y Gpojuorny je

To n3, a y umennony n*, ma hiemo ynpaso mux usByhin u ckparutu ux. mamo 12 je

ol L w(z-ded) L a-ded
1m = l1m 11Mm ——5—— =
i A (e ) TR (e RS
C2-SEe 2040 2 _2
+oo-(+%++%+1) +00-(0+0+1) +o0-1 400

203 +n?-1
6. Uzpaaynarn lim —————
pary nseo n2-n+4

1 1
Pememe: U opaj mmmec je obmmka 22, jep je hm ( 2n3 +n? - 1)=lim n (—2 +— - —3) =
n—»oo n n

1 4
=+00:(-2+0-0) =+00-(-2) =—0c0 u hm(n -n+4) = hmn (1——+—2):+oo-(1—0+0):
+00 -1 = +o00. II3BIavememM MOHOMA N> 2

u3 6pojuona u n° u3 uMeHunona (Kao ,Hajjaunx’ WIAHOBA) U

BUXOBUM CKpahmBameM mmamo Ja je

1 1 1
L owten?o1 0t (240 -05) L n (=25 - 55)
n—ooo n2-n+4 n—o0o 7’7/2(1—74—*2) n—>o0o 1- L+ =
n n n n

7+oo.(_2+L_L)7+oo.(_2+0—0)7+oo-(—2)7ﬁ
L A T T1o0+0 1 T

Ha OCHOBY HIPETXOJHUX 3aJaTakKa MOXKEMO YBUJICTHU IIPUHIUII II0 KOME U3pavdyHaBaMO

_ k [ a a
_ g apn® + ap_1nF 4+ am +ag lim " (ar + =2 4o v r 4 90 )
= lim = lim ,
T 00 by + by g™l 4+ bin + by n—eo pm R = )

riae cy k,m € N u ap # 0 # b,, peasnu 6pojeBu. [Ipumernmo npBo ma y 3arpajgama u 'y 6pojuorly u

WMEHUOIly CBU 4JIAHOBH OCHM IIPBHX TexKe Hy/H. Paznukyjemo ciydajese:



1° Ako je k = m, HakoH cKpalimBarba Pa3IoMKa y JuMecy ca n¥ mako Bmammo ma je L = .
m
2° Axko je k < m, HakoH ckpalimBama pas3iioMka y jmmMecy ca n® gobujamo ma je L = 0.
3° Axo je k > m, nakon ckpahuBama pasJjioMKa y JjuMecy ca n” godbujamo ja je L = +00 ako ¢y ag u

by, UCTOr 3HAKA, JNOK je mHade L = —oo.

12422433 42
7. Uspauaynaru lim .
noo n3
Pemueme: Cetumo ce ja cMO paHmje IOMONy mMareMaTwdKe WHIYKIHje u3Bean (hOpMy/Iy 3a 30up
KBa/IpaTa [IPBUX N IPUPOAHUX OpojeBa, ma heMo je 0Bje NCKOPUCTUTH KAKO OMCMO YIIPOCTUIIN U3Pa3

YUjU JIIMEC PaIyHAMO. 3aTO je

o P24 e en? wﬁ, n(n+)@n+l) L (n+1)@n+1)
nio n3 " oo n3 e 6n3 it 6n2 N
gy 2030l nt(24 ) 240 gs 24504 n 24040 1
n—>o00 6n2 n—oo 6n2 n—>00 6 6 6 3

8. Uszpauynarn lim (\/n2 +n+1-vVn2-n+ 1).
n—oo

Pememe: Kaxo je lim Vn2+n+1=/+c0 + (+00) + 1 = \/+00 = +00 1 lim Vn2 -n+1=
n—oo

n—00
lim \/n?(1-2+L)=lim Vn2-y\/1-2+ L = lim n-\/1-2+ L =400.\/T-0+0=+00, 10 Ce
n—>00 noon > 00 noon 00 noon ’
y OBOM JinMecy jaBjba Heospehenu uspas (+00)—(+00). Jla 6uCMO ra eJTUMUHUACAIIN, PA3JIMKY OBa JBA
KOpP€eHa Koja ce TOjaBJbyjy y juMecy NeMo IIOMHOXKUTH U IIOJEJUTH Ca BAXOBAM 30UPOM KAKO GHCMO

HalpaBIIN Pa3jnKy KBajpaTa y Opojuoity (HEIITO CIMYHO Kao KaJ{ PAIMOHAJHUIIEMO Pa3IOMakK).

3ato je
24n+l+vVn2-n+1
lim( n2+n+1- n2—n+1):lim( n2+n+1—\/n2—n+1)~ R Gl A
n—oo n—>co VnZin+l+vVnZ-n+1
2in+1)-(n?-n+1 2
:hm(n n+l)-(n°-n ):lim n
noeo \/p2in+l+vVnZ-n+l o /nZin+l+VnZ-n+l

Hocmemmu mumec je obamka =, ma hiemo kao u parmje (kox nmonmsoMa) u3pylin ,Hajjaue” wraHoBe

u3 Opojuona U NMEHHOIA. 3aTO je

. 2n . 2n
lim = = = lim =
noeo\/n2 i+ l+VnZ-n+ 1l noe /oo /1+%+%+\/,?/1_%+%
. 2n . 2
= lim = lim =
" n(\/1+%+n—12+\/1—%+n—12) " 1+%+#+\/1—%+#
2 2

V1I+0+0+v/1-0+0 1+1
Komenmap: Y ropmeM padyHy CMO KOPHCTHJIHA Ja je Vn2 = n, jep je n MO3UTHBHO Kao IIPUPOIAH
6poj. Temepanno, Bazkm Va2 = |z| 3a cBe = € R.

. 1 1 1
9. Uzpauynaru lim | — + — + -+ —— |
n-eo\1-2 2.3 n(n+1)

Pememe: Opze umaMo n cabupaka, a n TeXKU +00, 11a He MOYKEMO JIMMECOM IIPONu KPo3 OBy CyMy,
jep HeMa KoHauaH (M KOHCTaHTaH) 6poj cabupaka. 3aTo 61 GUIIO MJIEATHO YKOIUKO OUCMO MOIVIH JIa
je MojeHOCTABUMO W MOTOM JIaKIle M3padyHaMo oaj jumec. CeTumo ce Jia cMO TOMOLY MaTema-

THYKe MHAYKIEje n3Besn GopMyiIy 3a OBy cyMy (a u3Besu cMo je u 6e3 Kopuinliema MaTeMaTHIKe

unayknuje). Kaga 1o uckopucrumo, umMamo Ja je

. 1 1 1 . n . n , 1 1
lm|{—+—++———]=lim = lim ———~ = lim = =1.
noeo\1-2 2.3 n(n+1) )] n-oeen+1l "H°°n(1+g) n—oo | +



10. Heka je g € (-1,1) peanan 6poj. Mspaaynarn lim (1 Fq+ P+ q") .

n—o00o
Pememe: U oBie ce o1 imMecoM jaBiba cyMa Koja uMa 1+ 1 cabupaka, a 1 TexKu +00, 11a 61 Hajio-
rojiauje OUJI0 CPEeJIUTH je U TeK OHJla u3padyHaru e jumec. OBO je y cTBapu CyMa reOMEeTpPUjCKOT

HU3a 1 KaJla CMO paJWdjnd HIPUHIUII MaTeéMaTUu41Ke I/IH,ILyKL[I/IJG CMO Ha JBa Ha4YMHa IIOKa3aJInu Jia je

n+1l
l+q+q?+-+q¢" = % 3a cako n € N. Kopucrehu To nobujamo ma je

1- n+1 1-0 1
lim (1+q+q2+--~+q”): lim ¢ . = .
n—o0o n—oo 1—q 1—q 1_q

IIpuToM ¢cMO KOPHCTHJIM MO3HATO TBphEme 3a reoMeTpujcku HU3 Aa je lim ¢™ = 0, ma camum TuM 1
n—oo

n+1

lim ¢"" =0 kazna je g€ (-1,1).

n—>00

Komernmap: Kousepreunuja v JiuMec HE3a He 3aBUCE OJf IPBUX HEKOJIMKO (KOHAYHO MHOIO) YJIaHOBA
ror Huza. JIpyrum, peunma, ako je (G, ) HEKM KOHBEPIeHTAH HU3 KOjU TeXKH Ka L, TaJia 1 J0/aBambeM
KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HA IMOYETAK OBOI' HU3A WM OJDAIMBAHEM ITPBUX HEKOJUKO HEMOBUX JIAHO-
Ba orer n00ujaMo HU3 KOju KOHBeprupa Ka 6pojy L. Ciudno, ako je (a,) JUBEpreHTaH, JI0JaBambeM
Ha TI0YeTaK WU OA0AIMBAHGEM C TIOYETKA KOHAYHO MHOTO JIAHOBA J00mheMo Hu3 Koju Takohe quBep-

”*1), YHju Cy eJIeMEHTH PesoM ¢2, ¢, ... TeXN

rupa. 3aTO CMO y OBOM 3aJ[aTKy KOPUCTUJIN JIa HU3 (q
HyJIH, jep je on Jobmjen ol ,KjacHaHor’ reoMerpmjckor musa (q"), 4uju cy ejaeMentu q,q>,q>, ...,
onbanMBamEM MIPBOT WIAHa, a 3HAIM ¢MO Ja je lim ¢ = 0.

n—oo

2n+1 + 3n+2
11. Uzpauynatu lim ————
n—oo 2N 4 3N
Penreme: Kako cBu cabupnu u y 6pojuoryy n y uMeHHOIY (Kao0 MeOMETDPHjCKH HH30BH KOJ KOJUX
je ¢ =2>1 ommocuo g = 3 > 1) Texe +00, TO je oBaj JuMec obuKa . 3aT0 HAM je IIOHOBO HJEja

U3BYIeM jjate” 4IaHOB j U UMEHI a, CKPaTUMO IIITa MOXKEMO. ju je T
3By1eMO ,Hajjade”’ daanoBe y Opojuorry €HUOILy I1a CKPATHMO IITa MOKeMo. ¥ OpojHuoIry je To

3"+2 jep uma Belly ocuoBy oz 271, 1ok je y umenmorny To 3". 3aTo je
n+1 n+1
Cgmiggee  3(ESe) B (5(3)"41) 9 (F0+1) o
lim = lim o = lim - = lim ——Z2=>-=9,
n—oo 2n + 3n n—o0o 3n(37+1) n—oo (%) +1 n—eo 0+1 1

n+1

. n .
IIPH YeMy CMO KOPUCTHUJIU J]a T€OMETPHUjCKU HU30BU (%) OJTHOCHO (%) TeKe HyJII jep % e(-1,1).

Ka/:La CMO Ce yHnOo3HaJIn Ca OCHOBHUM I/IZLejaMa U TeXHUKaMa 3a U3pavdyHaBalbe JImMeca, HaBenrheMo

joIII map TeopeMa Koje Takohe MOry OMTH BPJIO KOPHCHE y 3aJallnMa.

Teopema: Heka cy (a,) u (b,) ABa HE3a Koja KOHBeprupajy uiu oipeleHo nuseprupajy (makie,
umajy amuMmec y ckyiy R). Axo nocroju 6poj ng € N takas a 3a CBako n 2 ng BaxKu a, < by, Taja je
u lim a, < lim b,.
n—oo n—00
Teopema [0 nBa mosmnajual: Heka cy (an), (bn) u (¢,) HE30BE 32 Koje mocToju 6poj ng € N
TaKaB Jia BaXu a, < b, < ¢, 3a cBe n 2 ng. Ako je lim a, = lim ¢, = L € R, taga je u lim b, = L.
n—00 n—00 n—oo
Teopema o jBa nosunajua fie HaM OUTH MOCEOHO MOTOJIHA KaJla PAYYHAMO JIMMEC HEKOT HU3a KOju
je 3ajiaT moMohy HeKOr' He3roHOI M3pa3a; Hajduenihe Kao CyMa IPOMEHJbUBOr H6poja cabupaka Koja
HE MOXKe JIENO Jia Ce CPEJIU KAao y CeIMOM, JIEBETOM WJIN JieceToM 3aaarkKy. Taga hemo mpobatu ja
naljeMo 1Ba HU3a Koja OrpaHWYABajy MOYETHU HU3 OJ03JI0 OJHOCHO OJI03T0. YKOJUKO Ta JBa HU3a
TexKe Ka MCTOj BPEAHOCTH, Taja e U MoJasHu HU3 TaKohe TEeXKUTH Ka 1h0)j.

HaBomumo u jeqny jemHOCTaBHY IOCJIEINILy TeOPEME O JIBa ITOJIMIAjIa Kojy hemMo Takohe KOPHCTHTH.

Teopema: Hexka je (a,) nus xoju kouseprupa ka wyim u (b, ) orpammden nus. Tama w mu3 (a,by,)



KOHBEPrupa Ka Hynu Tj. Bazku lim (an,by,) = 0.
n—00
Teopema: Heka je a > 0 peanan 6poj. Taza je lim ¥a =1.
n—oo

Teopema: Baxu lim /n = 1.

n—oo

in (2024n!
12. Uzpagynaru lim M

Perueme: OHO mTo 0/IMax MOXKEMO IPUMETHTH je Ja je Opojusar; OBOT pa3jioOMKa OIpaHHYeH HU3,

jep 3Hamo 71a je |sinz| < 1 3a cako x € R. Camum tuM je u [sin (2024n!) | < 1 3a cako n € N. daspe,

P 1 1 _ 1 _ : H y j
nMaMo Ja je 7}1_1}210 == e T Yoo T 0, a je HU3 YUjU JIUMEC PAIyHAMO 3aIlpaBO IIPOU3BO/JL jeHOT

OrpaHMYEHOT HU3a U jeJIHOT HU3a KOjU TeXKHU HyJId. 3aTO je

sin (2024n! !
m 002D e (sin (2024m1) - -1 -
n->co vn noee v

cosn

0.

13. Uzpauynatu lim
n—oo nN,

Pernremse: U 0B7ie MOXKEMO Pa3MUTIIJHATH Ka0 y TIPETXOAHOM 33/IaTKy. 360T antbernte fa je |cosn| < 1

3a ceako n € N nmamo ma je —1 < cosn < 1, ma je m 271 € 299%™ < 21 onmocuo % < 299%™ < 2 momrro

je excriomenmmjamna dyukmmja 2% pacryha (ocmosa joj je Beha om 1). To smaum ma je mmz 29057
orparndeH. C Jpyre cTpase, HU3 # TEeXXU HyJHd, jep je lim ?12 = %O = 0, ma je moveTHW HU3
n—o00
IIPOM3BO/I j€JIHOT OTPAHUYIEHOT HU3a U jeJHOr HU3a KOjU TeXKU HYJIH, Te je
2COSTL 1
lim —— = lim (QCOS" . —2) =0.
n—oco N, n—o0 n
. 3 . (_1)n
14. (Jyn 1 2024) Uspauynarn lim ———.
n—oo n
Penreme: Panuje cmo umenn ja je a3 (—1)™ orpanuden, jep je 0703710 orpanuden ca —1 1 0J103ro
ca 1. ¥3 10 je + Hu3 koju Texku Ka Hyin, jep je lim + = == =0, ma je 3ar0
n nooo M +00

lim ng, lim ((—1)”-l):3-0:0.
n

n—oo n n—o0

. 3 (-1)" . .
Komernmap: Ilpumernmo 1a je Hu3 % KOHBEPIEHTaH MaKO ce y mbeMy jaBiba Hus (—1)" 3a koju
CMO paHHje yCTAHOBUJIN JIa HUje KOHBEPTreHTaH. 3aTO MOPAMO y 3aaIiMa OUTH ONPE3HU U He YKYPUTH

ca 3aKJbYIKOM JIa HeKHM HU3 JUBEPIUpa CaMo jep ce y mbeMy II0jaBibyje HeKH APYTU AUBEPTeHTAH HU3.

1
15. Uzpauynaru lim

1 1
+ +...+7
n=eo \\/n2+1 Vn2+2 vVn2+n

Pememe: Oznaunmo ca a,, =

1 1 1
+ + -+ . 3& pPa3/IIKy O/ ceaMOor, AeBeTOT U JeceTor
Vn2+1 Vn2+2 n2+n ’

3a/laTKa, OBJle He MOKeMO e(dUKaCHO CyMHPATH M3pa3 Yhju JIIMeC TPayKUMO Tj. He MOKeMo Hahu
EKCIUIAIUTHY (POPMYILY 38 @y, &JIM Ta MOKEMO OI'DAHUYHUTH OJ03T0 U 0/103/10. IIpumerumo npso 1a y
CyMH KOjOM je 3aJiaTaK “iIaH a, uMa n cabupaka (jep IpBu cabupak uMa 1 [0/ KOPEHOM Y MMEHHOILY,

ciienehiu uMa 2 1 Tako Jiasbe, IoCye by cabupak uma n y umenuoiy ). Hajselin cabupax y Tom uspasy
1 . . . . 1 . .
ep nMa HajMambU IMEHWJIAI), a HajMamn je ——— (jep uma HajBehm nmvernmian). lakme
== (jep y 1), a Haj je 7== (jep j n). Haxe,
CBaKM OJ1 N cabupaka je Behum wim jeHAK O \/%, ma je ta cyma Tj. a, Behe wiam jemHako o1
n<+n

1 n . . 1 .
n-—— = —2—., Cau4Ho, IOIITO je CBaK! O N cabupaka Marmby WIA jeJHAK O, TO je
vVn2+n vn2+n ’ J o) p JeA o Vn2+1’ J

. 1 n

je

ap <N = —L_ 3aro, 3a cBako n € N umaMo 1a je
n vn2+1 vn2+1 ’ na J
n <o < n
p——— an X 7 ———-
vnZ+n vn?+1
Kako je

lim —— = lim = lim

n n n 1 1
=lim —— = =1,
e iTen e pr ) fie D e i e fin D VIR0



Kao n

. n
Jgim:naw\ﬁ\/r o \/E nlgﬂlo\/— \/1T =1,

110 TEOPEMH O JIBa TOJIATIAjIIA cjean u jga je lim a, = 1.
n—oo

1 1
16. (Cenrembap 1 2024) Wspauynaru lim b, ako nocroju, e je b, = + = et
) n—eo nb+1 nb +2
Unb+2n

Penreme: CimaarM pe30HOBAILEM KAO Y TIPETXOHOM 3/IaTKy BHIUMO (M3 HMEHUIIANA) /I Y U3pas3y

1 1
3a b, uma 2n cabupaka u ja je najsehu mehy muma T & HajMarbu Vo 3aro 3a cBako n € N
BaxK1
2 ! <b, <2 ! j
N ————=<b, <2n- Tj.
nSvon V/nb +1
2n 2n
< < —.
Vnb +2n VnS+1
Kako je
2n
lim = = lim = lim
n—oo /n6+2n n—)oo W 6/1+ n—oo 6/1+ n—o0 6/1+ /1+
2n

lim —— = lim = lim =2,
n—>006n6+1 n—»oo{i/i 6/1+ n—»o00 6/1+ n—o00 6/1+ ‘/1+

Ha OCHOBY TeOpPEMe O JIBa IOJINIAjIla 3aK/by4dyjeMo Jia je u lim b, = 2.

Nn—00

17. Heka je k € N npupogan 6poj u ai,as, ..., MO3UTUBHA peaynu 6pojeBu. Tasma je

3 n n n — P
lim {/a +al +-- +a} = max{ai,as, ..., az}.

n—oo

Pememe: Heka je M = max{aj,as,....,ar}. Taga je af +ay + -+ a} > M™ (jeman ox 6pojesa
ai,as, ...,y je 6am jenmax M, a ocranm cy mMO3UTHUBHHU) H af +ab + -+ a) < kM™ (cBu ai,as,...,ax
cy Mamby Wi jepHaku oi M, na cy u cBu af,al,...,a} Mawu wian jeanaxu ox M™). Iakie, 3a cBako
n € N Baxku

M"<a} +a +-+af <kM",

IIa HAKOH y3WMama N-TOI KOPEHa OJ CBe TPH CTpaHe (dnmMe ce He Mema 3HAK, jep je n-TH KOpeH

pacryha dynkumja) mobujamo

M< gfai+ag++ap < Vk

Kako je hm M =M n lim ( V- M) =1-M = M (Ha OCHOBY rOpH€ TEOPEME), TO je [0 TeOPeMH O

n—o00

n n _ —
JBa TOJUNAJIa 1 711_{{)10 Y/al +al + - +a} = M = max{ay,az,...,ax}.
Komenmap: Pesynrar oBor 3azarka MoxkeMo yoOyayhe Ha Bexk6ama, a W Ha UCIUTHMA, KOPUCTUTH

KaoO IIO3HaT.
n n

. Nzpauynaru hm by, u hm Vb,

18. (Centembap 2 2024) Heka je uus (b, ) nar ca b, = Fry L

YKOJIMKO IIOCTOje€.

Pemtemwe: Kao reomerpujcku HuzoBu ca ocmoBom Behom of 1, oba cabupka y 6pojuory u oba y



HMEHHOITY TeKe +00, IIa ce y mmMecy lim b, jasba neogpehenn uzpas = . Nssyhn hemo 6™ y 6pojuorry
n—o00

u 7" y UMEHHUOILy Kao ,Hajjade’ djaHOBe U JOOUTH

lim b, = lim A6 6(27* - lim M _
noee T me 3T nnee 7 (G2 4 1) noe 7r((3)741)
= lmw:hmg:hm (9)’(7,:07

A 0y e a7

n n n .
IIpU YeMy CMO y padyHy KODHUCTHUJIU Ja HU30BU (%) , (7) u (g) TeKe HyJIN Kao IeOMEeTPHjCKHU

HU30BU ca ocHoBama u3Mehy —1 u 1.

1
Jasme, kaxo je lim b, = 0, To je mmmec lim /b, = lim b7 meoxpeljeror obimka 0°, 1ma ra He MoXKeMO
n—oo n—o0

n—oo

HEIOCPeTHO u3padyHaru, Bell ra mpBo Mmopamo Tpancdopmucaru. Kopucrehu pesyiarar mperxomHor
3aJlaTKa IMaMo 113 je

4n mn "4n n 4
lim T\‘/a:lim " +67 Y47 +6"  max{4,6} 6

s nooo \ 30477 nbeo (Fnggn max{3,7} 7T

[Ipe Hero 1mTo ypajuMo HAPEHU 33JaTaK, IIOJCETUMO Ce jeJTHOI TBphema ca IpeaBama.
Teopema: 3a cBaka nBa peasna 6poja a u b TakBa ja je a < b mocroje paruonajan 6poj ¢ € Q u
uparponasan 6poj r € R\Q usmely mux 1j. Taksu ja je a<qg<bu a<r<b.

Y3acTOmHOM IPUMEHOM OBE TeOpEeMe MOYKEMO 3aKJbYIUTH J1a 38 CBaKa /Ba peaJsina 6poja a u b Taksa
Ia je a < b moctoju 6eCKOHAYTHO MHOTO panuoHAJHUX OpojeBa n3mely mux, a Takohe um O€CKOHATHO

MHOT'O UPAIMOHAJIHUX OpojeBa n3mely mux.

19. Heka je x € R npoussosban peasan 6poj. Jokazaru jga nocroju uu3 (a,) 9uju Cy CBH WJIAHOBU
pamyoHaJ Hu TakaB ja je lim a, = x.
n—oo

Pewmeme: Heka je a, = %, re je y 6pojuorty ca [nx] osHaueH 1meo neo 6poja nx. Kako je [nx] € Z
uneN, 1o je a, € Q 3a cako n € N. /la 6ucMo uCIuTa I KOHBEPreHIN]Y HU3A (., OTPAHTYHNEMO ra

07103710 1 0710310 Kopucrehn mo3uare HejemuakocTu 3a GyHKIH]y 11eo geo. Hanmme, kako je nx —1 <

[nz] < nz, To je m 221 < [na] ¢ nE onHOCHO T—+ < a, € x 3a cBako n € N. I3 lim (x— l) =r-0==x
n n n n n—o0 n
u lim & = & u Teopeme o JBa MoOJMIAjIA UMaMO Ja je u lim a, = x, ma osaj Hu3 (a,) ucoymasa
n—oo n—oo

TpakeHa CBOjCTBA.

Jakie, ceakoM peasHoM 6pojy (6o OH panmoHAJAH WM MpalHOHAJIAH) ce MoXKe ,npuhin” momohy
parmonasuux 6pojesa. Takohe, y3 maay moaudukaujy KOHCTPYKIHje y TPETXOTHOM 3a]aTKy MOXKe

ce JIOKA3aTu U Jia ce IPOU3BOJLHOM PeasiHoM Opojy MoxKe ,npuhn”’ momohy nparuonaanux Opojena.



MoHoToHM 1 orpaHMYeH HU30BH.
bpoj €

Panuje cmo ycranoBuanm kako mga 6u Hu3 OO KOHBEPTEeHTAaH, OH MOpa Outu orpanmden. MehyTuwm,

YCJIOB Jla je HU3 MOHOTOH HHje HEOIIXOJaH 3a HeroBy KoHBepreuiujy. Ha npumep, mokasanum cMo nia
="

n

HU3 ap = KOHBEPIMPa Ka HYJIM, aJld OH HUje MOHOTOH, jep CY HeroBU UJIAHOBH HAU3MEHUIHO
HEraTWBHU, 11a nmo3uTuBHU. MehyTnM, yKOINKO je HA3 OrpaHuYeH U MOHOTOH, Oulie 1 KOHBEPTeHTAaH.
[TonoBuhemo Hajpe HEKOIUKO TeopeMa ca IpeaaBaiba Koje he HaM OUTH Of BeJInKe KOPUCTH TPUIIN-

KOM pa/ia Ca MOHOTOHMM HH30BUMA.

Teopema: Heka je uus (a, ) MoHoToH u orpanunder. Taja je on Kouseprenrtas j. nocroju 6poj L € R

TakaB 1a je lim a, = L.

n—oo

Cerumo ce nma cMo panuje Beh 3ak/byumin ja je pacTyhim HU3 OrpaHUYeH OJI03/[0 CBOJUM IIPBUM
9JIAHOM, JIOK je omajiajyhn Hu3 orpaHudeH 07030 CBOJUM MPBUM WIAHOM. 3aTO MOXKEMO IPETXOIHY
TeopeMmy OpMyJIUCATH U Ha cjiegehn HAYUH.

Teopema: Heka je (a,) pactyhu Hu3 Koju je orpanmden og03ro. Taja OH KOHBEPrUpa Tj. TIOCTOjU
L € R raxas na je 7%1_210 ap, = L. Younmo ckyn A = {a,| neN}. Tana jeinf A=a; usupA=L.

Hexa je cana (a,) onanajyhu uus koju je orpanmden o10310. Taga o kouseprupa j. nocroju L € R

TakaB ma je lim a, = L. Younmo ckyn A = {a, | n e N}. Tana je supA =ay ninf A = L.
n—o0

Hapeana Teopema ropopu o ToMe IITa je FpaHUYHA, BPEIHOCT MOHOTOHOT HU3a KOJU HUje OIDAHUYIEH.
Teopema: Ykouuko je uus (a,) pacrylin u Huje orpanuden 0J03ro, Taja je lim a, = +0o0. YKOJIMKO
n—00

je uu3 (a,) onanajyhu u Huje orpanudes o703/10, Taja je lim a, = —oco.
n—>o00

Jlakiie, cBaKM MOHOTOH HU3 MMa JinMec ¥ R, a Jia Jiu je OH KOHaYaH Wi OeCKOHAYAH 3aBUCH O] TOTa
Ja JIA je Taj HU3 OrpaHUIeH.
1\" . .
Teopema: Hus a,, = (1 + 5) je crporo pactyhu 1 0703ro OrpaHuveH HU3. 3aTO je OH KOHBEPreHTaH
¥ IHeroBy IPAHUYHY BPETHOCT O3HAUaBaMO ca e. bpoj e HazmBamo Ojaeposum Opojem U 3a mera
n+l .

Baxku e = 2,718281828..., ma camum M u e € (2,3). Hus b, = (1 + %) je crporo onajgajyhn n
05103710 orpannder Hu3. CaMuM THUM je ¥ OH KOHBEPIeHTaH M OH TaKole KoHBeprupa ka e. Jlakie,

n n+l
lim(l-i—l) :e:lim(1+l) .

n—oo n n—o0o n
Hanomewna: Hanampe hemo ymecro log, z nucaru Inzx.
. 1\" 1 n+1l
Hakie, 3a cBako n € N umamo na je (1 + E) <ec< (1 + 5) , 114 JIOTAPUTMOBAIbEM (Ca OCHOBOM
: : 1 1 : 1 1 1 1
e) pobujamo 1a je nln(1+1) <1< (n+1)In(1+21). Omarne jeln(1+1) <L nun(1+1)> L,

OJTHOCHO BaXXKW HEjeTHAKOCT

1 1 1

<1n(1+—)<—

n+1 n n
3a cBako m € N.

[Ipehumo caga Ha 3amaTKe.
n

1. Heka je a > 0 peasan 6poj. Hokazatu ma je lim a—' =0.
n

—oo Nl
Pememe: [Ipe cBera, 3a a < 1 ce TBpheme 3amaTka 1ako gokasyje. 3aucra, 3a 0 < a < 1je lim a™ =0
mn—00
. .o.ooat 0 coooat 1
u lim n! =400, ma je lim — = — =0, g0k 3a a = 1 umamo ga je lim — = — = 0. 3aro HaaTBE
n—oo n—oo m! 400 n—oo pl 400



. n . n
MOKEMO IPeTNocTaBuTu Ja je a > 1. Osnauumo ca x, = 7. [Ipumernmo npeo 1a je &y > 0 3a cako

n € N, ma je oBaj HE3 orpaHuden 070310 HysoM. Caja heMo ucouTaTH HEroBy MOHOTOHOCT KAaKO

n n+1l
O6UCMO MOIJIM JIa UCKOPUCTUMO OfroBapajyhy Teopemy. 3aro ymnopehyjemo z, = %5 (?Lf*-l)'

nr B4 T+l =

Nmamo na je

n+1

a a-a" a a”

a

= = 2 oz
(n+1)! (n+1)-n! n+1 nl n+1

Tn+l =

Kako je a dukcupan peasian 6poj, To he n+ 1 nocraru Behe ox a noues ox Hekor ng € N. [Iperusauje

. . a .
zaceen > ng=[a] jen+12[a]+1>a, maje rara u —45 < 1. Cana, xopucrehn na je z,, > 0 3a

CBE N 2 Ny EMAMO JIa j€ Tpy1 = 757 * Tn < 1+ Ty = Ty, TO 3HAYH T2 je HU3 (Z,,) omagajyhu modues o

1
no-ror wiaxa. Ilomro je oBaj HU3 0110310 orpaHuteH u onafajyhu o Hekor wiana (IITO je JOBOJBHO,

jep CMO PEKJIN J1a KOHBepI‘eHLLI/Ija HMU3a HE 3aBHUCU O/ IPBUX KOHAYHO MHOT'O HBETOBUX 1I.HaHOBaJ)7 Ha
OCHOBY TeOpeMe 3aKJbydyjeMo J1a je OH KOHBepreHTaH Tj. 1a je lim x, = L € R. Jom Tpeba onpenntu
n—oo

6poj L. To hemo ypajuTu Tako MITO Ce BPATUMO HA, JETHAKOCT Xpi] = - Ty W Y3MEMO JIMMEC Of

_a_
n+1

o6e crpane. Taza je

lim z,.1 = lim -z | = lim - lim x,,.
n—oo n—oo \n + 1 n—oon+1 n-oo
Kako je lim x4 =L = lim 2, u lim —%5 = - =0, umamo ga je L =0- L, onaxsne je L = 0. Ipema
n—oo n—00 n—00
Tome, 3ancta je lim <5 = 0.

n—>00

Komenmap: Yoynyhe MoxkeMO NPUJIAKOM HCIUTHBAEKa MOHOTOHOCTH HU3a IOCMATPATH Pa3JIUKY

Gp+1 — A ¥ YIOPEIUTH je ca HYJIOM KaKO OMCMO yTBPAWIN Ja JIM je Hu3 pacTyhum mim omamajyhu.

An+1

an

JUTHU Ta ca 6pojeM 1, ma y 3aBHCHOCTU OJITOTa 3aKJBYUUTH Jia JIX je HU3 pacTyhm miam onajgajyhn.

Taxobe, yKoJIUKO Cy CBU YJIAHOBU HU3a MO3UTHBHU, MOXKEMO [TOCMATPATA U KOJTUIHUK u ynope-

n!
2. Uzpagymarn lim —.

n—oo

Pewreme: Ypaauhemo oBaj 3amatak Ha jaBa HaunHa. [IpBu je momohy Teopeme o0 j1Ba moimmajia u
MaJio je Kpahwu, a ApyTH je moMohy Teopeme 0 MOHOTOHOM W OTPAHUYIEHOM HH3Y KaKO OMCMO ITPOBEXK-
0OaJT Ty TEXHUKY.

. ! .
Hpsu rawun: lpumernmo npso Ja je o= >0 3a cse n € N. Takohe nmamo na je

n! 1230

-1-1-..-1=

1
< —
n

S|

3

3w
3|3

SN

. ! . . .
3a cBako n € N. Jlakire, 3a cBako n € N uciymeno je 0 < 2 < l, ma Kako je lim 0 =0 u lim Lo 0,
n n n

1n—> 00 n—>0o
. . . !
Ha OCHOBY TeopeMe O JiBa Tojimiajia je u lim 2% = 0.
n—oo
! .
Apyeu navun: Osnadumo ca a,, = ;. Kao y npsom nauuny, ogmax umamo Jia je a, > 0 3a csaxo n € N,
na je oBaj HU3 0103710 orpanuder mysom. Caja fieMo ucnuraT HeroBy MOHOTOHOCT, Ta yropelyjemo
9JIAHOBE (41 U Qy. 1IOIITO Cy OHU TMOBUTHUBHE M y IbUMa ce jaB/ba (axTopujes, mocmarpahemo

KOJIMIHUK % Kako 6u ce dpaxkTopujesu ckparuan. mamo s1a 3a cBako n € N BaxKu
n

(n+1)!

ps1 @it (n+D)n™  nl-(n+1)-n" n" ( n )" n
- AR - - - 1" =1,
an, n nl-(n+ )71 nl-(n+ )" (n+1)» \n+1
n

Cana n3 % < 1 MmHOXKEImEM 00€e cTpaHe HejeTHAKOCTH Ca TTIO3UTHUBHUM ., JIOOMjAMO J1a BaXKU Up41 <
n
a, 3a cBako n € N; Te je oBaj Hu3 cTporo onajajyhu. Ha ocHOBy Teopeme 3akibytdyjemMo na je OH

KOHBepTeHTaH, 1a mocroju lim a, = L € R. Bpoj L hemo oapeantu Tako IMITO IIyCTUMO JIAMEC Yy

n—00

€IHaKOCTHU KOja IIOBE3Yje UIAHOBE Uy41 U ap. MaJionpe cMO u3BesIn 1a je nil — (B Ia J€ Gp+1 =
an n+l 4

(—) -an. Ilymramem uMeca Ha 0be cTpame jeiHaKoCcTH JobujamMo lim a1 = lim “ap |-
n+1 n—00 n—>00 n+1



Kako je lim an41 =L = lim a, u
n—oo

n—oo

li (n )n—l' #_1' ;_1
nl—g}o n+1 _nl—g}o(L"’l)n_nl—g}o(l_‘_%)n_e’

TO U3 TOPHHE jeHAKOCTH uMamo L = é -LTj. L (1 - é) =0, a omatie xkouauno u L = 0. dakse, Baxkn
. !
lim 2 =0.
n

n
n—00

n

3. Nzpauynaru 7}1_{120 ()2

n
Pemteme: Oznaunmo ca a, = (ZW 1 oBae pasMuIbaMo CJIUYHO Kao y MPETXOTHUM 33 aIlIMA.

IIpBo, cBakako je a, > 0 3a cBe n € N, ma je oBaj HU3 0/103/10 orpanuydeHn HyjaoMm. MoxkeMo 3aT0

MCIIITATH FeroBy MOHOTOHOCT ymopehupamem uzpasa 2t ca 6pojem 1. lmamo ma je 3a ceako n € N

HCIIYEE€HO
nl‘n,+1
An+l m _ (n+1)”+1-(n!)2 B (n+1).(n+1)".(n!)2 ~ (n+1)-(n+1)"-(n!)2 B
(9 (2!732 ((n+1)1)2-nn (n!-(n+ 1))2~n" (n')Z (n+1)2.pn
I (n+D)" 1 (n+1)”_ 1 (1 1)”
T+l o on+l n T+l n)
KaKOje(1+l)n<e<3I/Iﬁ§;’SaCBen>27T0jeH% (1+%)71<%'3:1,OJI‘HOCHOG;7H<1

3a cBakKO 1 > 2. HakoH MHOXKema 1oc/ie/iihe HEjeJHAKOCTH Ca O3UTUBHUM a4, J00MjaMO pi1 < Gy 38
cBako n > 2, na je uu3 (a,) ouamajyhu modes oz apyror wiana. OJ panuje 3HaMO U Ja je 0Z03710

Or'paHWYEH HYJIOM, ITa jeé OH 10 TEOPEMM W KOHBEPTEeHTaH M 3aTo mocroju lim a, = L € R. VI3 ropme
mn—00
jEeTHAKOCTH “"*1 = n+1 (1 + = ) UMaMO Uy 41 = m (1 + = ) ~an, ma hemo Ha OBY jeHAKOCT IIyCTUTH
. n .
aumec Kaga n — oo. Kopucrehu lim ap1 = L = lim a,, lim T =0u lim (1 + %) = e, mobujamo
n—>00

n—00 n—oo M n—oo

L=0-¢ L=0,mnaje lim %:0.
nk
4. Hexa je ¢ > 1 peanan 6poj u k € N npuponan. Nspadynaru lim —.
n—oo C

k
Pememe: Oznaunmo ca a, = 7. OBaj HU3 je cBaKaKo OTrpaHWYeH 07103710 HYJIOM, jep je n*>0mu

c" >0 3a cse n € N. Ucrmrahemo jorm merosy MOHOTOHOCT M 3aT0 NeMO MOCMATpaTH KOMHTHIK 2t
n

U, TIOIITO Cy CBU YJAHOBU OBOT HU3a MO3UTUBHU, YIIOPEIUTH Ta] KOJUIHUK ca Opojem 1. Mmamo ma

je
(n+1)* k_n k k k
A1 poEs] (n+1)"-c (n+1) (n+1) 1 ( 1) 1
= % = = - = 1 + P—
G nk nk . cntl nk.c n c n c

cn

Hame, Baxkn

k k
(1+l)~}<1<:>(1+l) <c<:>1+— \/_<:>—<\/_—1<:>n
n c n

\/‘ 1

IIa 3a CBe 1 = Ng = [ ]+1 BaXKH (1 + %) % <1mj. 225 <1 JJaxne, mu3 (a,) je omamajyhn moves

Ye-1
O No-TOT “JaaHa, a 3HAMO M Jia je OTpPaHudeH O/I03/10, I1a 3aTo mnoctoju lim a, = L € R. Bpatumo
n—>00
: ans1 1\F 1 1\F 1
ce Ha jejHaKoCT “2Eh = (1 + ;) * <, OJIHOCHO dp41 = (1 + E) “ < @p W IMyCTHMO Jla N — 00 Ha obe
n

k
crpane. 3Hajyhu ma je lim a,41 = L = lim a, u lim (1 + %) =(1 +O)k =1, mobujamo L =1 - % -L
n—o00 n—>oo n— 00
Tj. L(l - %) = 0. [Tomrro je ¢ > 1, o je 1 — E # 0, ma mopa 6utu L = 0. OBuM cMo toKazanu ja je
k
lim 2-=0.

n
n—oo €

. . k
Kopucrehu tBpheme nperxomnor 3ajaTka Moxe ce u3BecTu u ja je lim - = 0 u 3a cBe peasite

n—o00 cr



. Coe 1 .
6pojese k > 0 u ¢ > 1, a morom momohy Tora u ja je lim Oi%n = ( 3a cBe peasie 6pojeBe a > 1 u

n—oo

k > 0. Mu hemo oBa TBphema Jiakie U3BECTH KacHUje Kaja Oymemo oopahusaiu mmece HyHKIN]jA.

. . an
Hedunnnumja: Yroauko 3a nusose (a,) u (b,) Baxu T}l_glo Pl 0, To o3HaYaBaMo ca a, << b, n

KaxkeMo J1a je Hu3 (a,) 6eckonauno majm y oguocy Ha uu3 (b, ). Takobe, kakemo u ga je uuz (a,)

acuMnToTcKu ciaabuju o Huza (by,), kao u xa je (b,) acumuororcku jaun of (ay).

Penanuja << je TpaHsuTuBHA Tj. yKOIUKO cy (ay), (bn), (¢,) Tpu HU3a TakBa na je a, << b, u
by << ¢y, TAmA je u a, << cp.

Ha ocnoBy mperxomgHOr 3HAMO /1a BaXKu cjefeha Teopema.

Teopema (mopenbena ckasa): Heka cy a > 1, k>0 u ¢> 1 peanuu 6pojesu. Taua je

k

log, n << n® << " <<n! <<n™ << (n!)?

Ca mpejjaBama 3HaAMO J[a CBH HU30BHU M3 IIOPEIOEHE CKAJIe TEXKe Ka +00, 14 je IbeH 3HaJa] YIIPaBo y
paspemaBamwy Heonpeherux u3pasza. Camra Kajga 3HAMO KOJU je THII HHA3a O] KOra ,jadn’, Mohu hemo
VBeEK ,Hajjaun’ 9aH 8 W3BYUIEeMO HCIpe] 3arpaje M TaKO CBEJIEeMO JIMMeC Ha ojapehenn oOJuK.

. In®n
5. Uzpauynatu lim —.

n—oo N

Pemnteme: Nmamo na je

. n'n . n°n . Inn
lim = lim 7= lim | ——=
n—oo N n—oo (%) n—oo \/ﬁ
. . 1 . 1 . . In® . 1 3
Ha ocuoBy nopesioene ckajie 3Hamo Ja je lim 32 = lim £ =0, na jeu lim 22 = lim (%)
n—oo n n—oo n3 n— oo n n—oo \/H
=03 =0.
6. Uspauynatu lim Vnl0 + 77,

n—oo

1
Pememe: Kako je lim (nlo + 7r") = +00, TO je mumec lim Vnll + 77 = lim (nm + W")" neoxpebe-

n—oo n—oo n—oo
0

, na hemo u3Byhu ,,jaun” 4jiaH UCIOJ KOPEeHa Kako OM HaM OoCTaJid caMo ojpelheHn
0

HOI' 00JINKA 00

u3paszn y juMecy. Ha ocHOBY mopenfene ckaje 3HaMO Jja je " acumnrorcku jaun ox n', ma je

10
D l=mlim Y0+ 1=nlim YI=n-1=7

i n—oo n—o00

10
n .
™ +1)=lim 7
el n—oo

Inn + 5" —4n!

lim Vn!o+ 77 = lim

n—oo n—oo

7. Uzpaaynatu lim - .
n—co p!+sin (n?)

Pememe: [lo mopenbnoj ckagm nMamo Jia je u3pa3 n! acUMOTOTCKH Hajjadu u y Opojuory u y

MMeHHOITy, 1a hemo ra m3Byhu Ha 00a MecTa U ITOTOM CKPATHTH. 3aTO je

1 5’IL l 57L
_ ln+5"—dn! . onl(Br+S o4y 0 nySioy4 gi0-4
lim —m—— = lim —2%—" % = |lim >—" = - _
weee mlsin(n?) noee oy (1y 0B ase gL SGD 140
. 2
I 6 . li Inn _ 0= li 5" ‘e i sm(n ) -0
PUTOM CMO Ha OCHOBY Iopejibene ckasle 3Haum Ja je lim ¢ = 0= lim 25, nok je lim — = =0,
jep je HuU3 sin (n2) orpannved (ca —1 omosmo u ca 1 omo3ro), a Hu3 # TEXKW HYJIU, Jep je 7}1_{20 %
=1 _p
+o0o :

1 1 1
8. JlokazaTu ja HU3 a, = 1 + 3 + 3 + -+ — — Inn KoHBeprupa.
n

Permteme: [Tokazahemo 7a je oBaj HU3 MOHOTOH M OIpaHUYEH, OfaKJIe he ciaeanTu TBpheme 3a1aTKa.
IIpBo hiemo 1mOKa3aTU Ja je MOHOTOH U 3aTO [OCMATPaMO Pa3JIUKY (pi1 — Gp KAKO OM Ce IITO BHUIIE

cabupaka MeljycobHO ckparmio. Umamo ga je

1 1
an+1_an=1+§+--.+7+

1 1 1
—ln(n+1)—(1+7+--~+——lnn)zi—ln(n-t-l)-klnn:
n n+ 2 n n+1



1 1 1 1 1
=—— -(In(n+1)-1lnn) = T —ln(1+7).
n+1 n+1 n n+1 n

. . 1 1 1 .
Panuje cMo usBenn jia je —5 < ln(l + 5) < - 3a cee n € N, na ofarie oMax 3aK/bydyjemMo Jia
. _ 1 1 . .
je any1 —an = 7 - 1n(1 + H) < 0, OIHOCHO @p41 < Gn 38 cBe n € N. Jlakime, oBaj HuU3 je CTPOro
omasajyhu. Cajia je moTpebHO jOII Jla JOKarXKeMO Jia je OH OTPAHUYeH OJI03710 W TO HeMO ypajuTh

kopucrehin momMeHyTy HejeIIHaKOCT ln(l + %) < % za cse k € N. Ogmarne 3a k € {1,2,....,n} pexom

J0bujamo

1 1 4 1

1>In(1+1)=In2, 7>ln(1+l):ln§, 7>ln(1+1):ln7, ,l>ln(1+—):lmn+17

2 2 23 3 3 n n n

a OHJIA U
an:1+1+1+---+l—lnn>ln2+ln§+lné+---+lnn+1—lnn:
2 3 n 2 3 n
4 1
=1n(2-%-§~...-n+ )—1nn=1n(n+1)—lnn>0,

jep je Inx pacryha dyukmuja. [Ipema Tome, cBu eleMeHTH OBOT HU3a Cy MTO3UTHBHU, 114 je OH OI0-
310 OPPAHUYEH HYJIOM. 3ajeJIHO Ca IPEeTXOJHUM, TO 3HAYM Jia jeé OH KOHBEPIeHTAaH W Ja IIOCTOjJU

lim a, € R.

n—o0

Komenmap: Ha ue 6u jomiio 1o 3adyHe, KAaKO CMO y IPETXOJHIM 3aaIlIMa I€CTO UMAJINA CUTYAIH]y
J1a je TpaHWYIHA BPEIHOCT HI3a Oarn oHaj 6poj KOjUM ra OrpaHMYUMO OJI03/10 OJIHOCHO OJI03T0, HATJIA-
cuMo Jia oBJe 6poj 0 HEuje rpaHUYHa BPEJHOCT OBOI HU3a (MAKO CAMO Ia 010310 OIPAHUYUIIM HYJIOM).
V crBapu, BHEroBy rPAHUYHY BPEIHOCT HA3uBaMO OJaAepo8om KOHCMAHMOM T 0DeJIeKaBaMO je ca 7.

3aro je lim (1 + % + % +o % —lnn) =v=0.577...

- 1 1 1

9. Jlokazatn ma je lim (1 +—+ =+t —) = +o0.
n—00 2 3 n
Pememe: Oznaunmo ca b, = 1+ % + % oot %, a mocmarpaheMo yrmopeao u Hu3 U3 IPETXOIHOT 33,/1aTKa,
an = 1+%+%+---+%—lnn. Kako je by, = a, +Inn u 3mamo ga je lim a, =y u lim Inn =In(+oc0) = +oo,
n—>o0 n—00
TO je
. 1 1 1 . .
lim (1+=+=+-+—)=lim b, = lim (a, +1lnn) =+ (+00) = +o0.
2 3 n—»oo

n—>o0 n n—oo

1 1 1
10. Ogpenuru lim ( + ot )

noco\n+1 n+2 2n
. _ 1 1 1 .
Pememe: O3znaunmo ca ¢, = ittt Kao n panmje xaga cMO IMaJI HEKY CyMy, U Caaa

MOKEMO TPOdATH Ja je OrpaHmYInMO MOMONy IheHOr HajMamer W HajBeher cabumpka, a TO Cy % u

L pemom. Cyma KojoM je jaT wman ¢, mMa n cabupaxa (npBu cabupak y MMEHHOILy uMa 7 + 1,

n+1’

JPYTH 7+ 2, & TIOCTe/IbU 1+ 1 = 2n), TIa UMaMO JIa je 5~ = % <ap < ;7 3a ceako n € N. MehyTuwm,
lim % = % u lim % =1, na mam opne Teopema o jBa mosmiajma Huje o momohu. 3ato Mopamo ja
n—>00 n—oo

PasMUIL/baMO Ha JIPYTU Ha4YWH.

_q1.1.1 1 _q.1.1 1
Oznaunmo a, = 1+5+5++--—Innu b, =1+35+3+--+- Kao y nperxoanom 3ajarky. [Ipumernmo

IIPBO JIa je
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Cp = + +ot—=1l+—F-+—+ + +---+——(1+7+ +—):b2n bn,
n+l n+2 2n 2 n n+l n+2 2n n

a oHJa Kako je b, = a, +1nn u by, = ag, + In(2n), umamo na je ¢, = az, +In(2n) - (a, +1nn) =
aon — an +In(2n) —Inn = ag, —ap +1n 27” = Qo — ap + 102 3a cBako n € N. Cajia jeIHOCTABHO 3aKJbY-
qyjeMo Jia je 7}1_1}010 Cn = 7}1_{{.10 (bop, = bp +In2) =y —~v+1In2=1n2, mwro je u Tpebaio U3padyHaATH.

Komenmap: Huz (b,) je xouBeprupao ka Gpojy 7, I1a CMO MCKOPUCTHUJIA [O3HATO TBpheme ca mpe-

JlaBamba JIa U HEroB IOJHU3 CAYUILEH 0J] WIAHOBA Ca IMapHUM HHjeKcuMa Tj. nomuus (bs,) Takolhe



KOHBEPIuUpa Ka 0pojy . Yop3o hemo ce u Ha Bekbama JleTasbHIje OABUTU MOJHA30BIMA U TAIKAMa

HaromMm/jiaBalba HU30Ba.

. . n
T'ope cMo0 HaBesn jegHO BazkKHO TBpIjeme ca IpelaBamba Koje Karke Ja HUu3 (1 + %) KOHBEPIHPa, Ka,
OjnepoBom 6pojy e. [Ipumernmo j1a ce y oBoM HU3Y jaBiba Heojpeheru obsimk 1°° Kajqn — oo. Yipaso
Ta TeopeMa (OJHOCHO HeHe JIBe TIOCJIe/IuIIe Koje 1ose HaBoaumMo) fie HaM nomohu npusamkoM ozxpelhu-

Bakba JIMMeca y KOjuMa ce jaBjba Oarr Taj Heompehenn obmk.

Teopema: Heka cy uuzosu (a,) u (b,) Taksu jga je lim a, = +oo u lim b, = —oo. Tazna je
n—o0

n—o0o

an bn
lim (1+i) =e= lim (1+i) .

n—oo Ay

Teopema: Heka je nus (a,,) rakas za je lim a,, = 0 1 CBU HeroBU eJIEMEHTH Cy PA3JIMIUTU O HYJIe.
n—>00

Taza je lim (1 +an)%n =e.
n—oo

2n
11. Uzpaaynaru lim (1 + §) .
n—oo n

Permteme: Ilomrro je oBaj mmec eBumenTHO Heompehenor obmka 1°°, umeja je ma ymorpedbumo HeKy

oJ1 IpeTxojiHe aBe Teopeme. Mmamo m1a je

2n z %'2'” n
lim (1+§) - lim (1+§) - lim (1+§)3
n—o0o n n—>o00 n n—oc0 n

Jaxkite, mpBo cMo TpanchOPMUCAIN U3Pa3 MO, JJIMECOM TAaKO Ja Ce Y 3arpaju Kao JAPYyru cabmpak

6

w[3

. 3 n .
HOJaBH %, & y U3JI0KHOILY Fer0B PEIUIIPOYHY HU3 7 Jla OM CBe U3IJIeJIa/o Kao y IPETXO/HO] TEOPEMH.

Ilocne Tora cmo, HapaBHO, MOpaju Ja ,,JIOBEJEMO Yy Pex’ TO IITO CMO IPETXOIHO Y W3JIOXKUJIAL]

n
: 5
yboaruain Hu3 % MHOXKemeM ca g y uzjoxuony. Caa, kako je lim % =0, To je lim (1 + f) = e,
n—oo

n—oo n
2n n\6
lim (1+ §) = lim ((1+ §)3 =S
n—»oo n n—00 n

—1\"
12. Uzpaaynaru lim (n—) .

n—o0o n

Permteme: 11 oBre je mumec koju padyHamo obsmka 1°°, ma hemo pasMunbaTi CJAMIHO KO y TPeT-

1a je KOHAYHO

XOJIHOM 33/1aTKy. Mamo 1a je

-1
lim ("—_1) = lim (1—3) = lim (1+_—1) = lim (1+_—1) -
1

-1\ 1
= lim (1+7) 26_1:7
n

Lo . . 1\~
[py YeMy CMO KOPHCTHJIH 11 je lim Tll =0, na je mo Teopemu lim (1 + —1) =e.
n—o0

n—o0o n

’I'L2

2
+1
13. Uszpauynatu lim nr-
n—oco \ n? — 2

Pemreme: Ilomro je oBaj smmec obsmka 1°°, 3anmmcahieMo mpBO OCHOBY y ODJIMKY JiBa CaOUpPKa O

KOjux je jeman Opoj 1, a ApyTrW TeXKW HYJIU W OHJA ITOTOIHO TPAHCHOPMUCATH U3pa3 y UIJIOKHOILY.

2 2
s on?+1 _ (n*-2)+3 _ 3
Nmamo na je = s =1lt

u 3aucra je lim %2 = 0. 3aro je
n—oo M7




n?2

. . 3 3 _ . . . 3 _ . . 3n? _
Caga je T}glolo (1 + m) = e IO TeopeMH, jep je nlgrolo —— =0, a Takobe je n nlgrolo s =
. 2 .
lim Eul > = lim 3= % = 3. Ogmatie KOHAYHO UMAMO
n—oo n2 1—n—2) n—oo =73 -

n2-2 n2-2
. n2+1 . 3 3 3
lim | —— = lim |1+ —— =e”.
n—ooo \ N2 — 2 n—oo0 n2-2
n2+1

n2+n+1\ "

14. Nspagynaru lim
paty nooo\n2 —m+1

Pememe: 11 opne s1ako BuamMo f1a je Tpaxkenu gumec Heonpehenor obsmka 1°°, ma hemo npumennty,

2 2
. n2in+l _ (nP-n+l)42n 2n N 2n__ _
cajia Bell, cranmapany Texuuky. IIpso je 7570 = ~—s——2=— = 1+ == u npuTom je 7}1_{130 pre e i
0, jep je mosmHOM y OpOjUOIly Maler CTelleHa Hero OHaj y UMEHHOILY. 3aTO je
2 241
9 ”2';'1 n241 n2-n+1 n2—1+1'nn
. n“+n+1 . 2n n . 2n n
lim | ——— =lim |1+ —— =lim |1+ —— =
n-co\n2-—n+1 n—oo n2-n+1 n-oco n2-n+1
2(n2+1)
n2-n+1\ nZ2_ntl
. 271 2n
=lim |1+ ——
n—oco n?-n+1
9 n2-n+1 o(n?+1)
- n Fatl . . _
Ha ocnoBy Teopeme mmamo 1a je T}Lnolo (1 + 7anH) =e,ay3Tojen T}glolo s e
. 2n®(1+-; 21+ 2.(140 .
lim M = lim (17”) = % = 2. U3 tora cienu na je
n—oo n2(17%+%) n—ooo 1= - -0+0
n
2(n2+1)
2 "2:1 n2-n+1\ n2—n+l
. n“+n+1 : . n “on 5
lim - = lim |1+ - =e”.
noeo \n4-n+1 n—oo n-n+1

3a Kpaj oBOI' oJle/bKa, ypaauheMo jellan 3ajaTak Koju cMo Beh paHuje ypajuiau Ha Bexkbama, a y
KoMe ce onpehyjy cympeMmyMm u mHMUMYM HeKor ckyma. [lub je j1a miycTpyjeMo KOJIMKO HaM MMO3HA-
Balbe HU30Ba MOKE OJIAKIIIATH OJpehuBam-e cymnmpemMyMa U HHPUMyMa CKyIoBa n yoymyhe Moxkemo

YBEK TaKO peniaBaTHd OB€ 3a/laTKe Ka/ I'0J HaM je TO IIOI'OJHO.

2
15. Oxpenuru cynpeMyM, nHMDUMYM, MAKCUMYM 1 MUHUMYM (aKo 1ocroje) ckyna A = {3712:28 |neN } .

. _ 3n%+8
Pememe: Moxemo ysectn mus (a,) Jedunncan ca a, = >

TaKo Jia Cy ejieMeHTH ckyrna A rad-
HO 4jaHOBH OBOr Hu3a. CeTMMO ce Jla CMO M Kajia CMO TIPBH IIyT PEIIaBaJii OBaj 3aJaTaK HAjJIIpPe
3ammcasi eJleMeHTe OBOI HU3a Ha MOrofAHUju HavyuH. Manu cMo na je

3n?+8 3n?+6+2 3(n?+2)+2 2
a, = - - .
n2+2 n2 +2 n2 +2 n2 +2

Cama hiemo mermrari MOHOTOHOCT oBor Hm3a. Ilpmmermvo ma je (n + 1)? > n?) ma cammm Tom u

2 2 2 2
ez < e Ginzs <3+ nas, OAHOCHO

an41 < an 3a cee n € N. Jlakie, #u3 (a,, ) je crporo onazajyhu, na Ha OCHOBY TeopeMe (Jpyre IO pejry

(n+1)?+2>n?+2 3a cearo n € N. 3aro je < ma u 3+

HaBeJIeHe y OBOj JIEKIIUjH) 3HAMO Jia je sup A = ap = % ninf A = lim a, = lim (3 + ﬁ) =3+ %o =
n—> 00 n—oo

3+ 0 =3. Takobhe, 3a n =1 Buaumo 1a a; = % €A, te je u max A = % Ca apyre cTpane, BUIAMO Jia

_2

=5 >3+0=33acseneN, ma3¢Aunsaro ckyn A HeMa MUHIMYM.

jean, =3+
Ha oBaj Hauun cMmo usbersiu Haraljame TOPHUX U JOHBUX ONPAHUYEHa CKyla A, Kao U KOpullheme

JnedUHAITje MAKCUMYMa 1 MUHIMYMa U e-KapaKTepHu3aliyje CylpeMyMa U HHOUMYMa.



IHITommoBa Teopema

Y oBom ozespky b6aBuhiemo ce [llTommoBom Teopemom u wenuM npuMeHama. OHa ce KOPUCTU TIPUIIH-
KOM padyHamba JinMeca y OOJMKY KOJMIHHUKA Ba HU3a, HajIelhe Kaja je je/laH O HhUX 33/aT Kao

cyMa TpOMEH/bUBOT Opoja cabupaka, a Takohe u Kajia je jeJan o TUX HU30Ba PEKYPEHTHO 337aT.

ITrosoBa Teopema: Heka cy (x,) u (y,) aBa peanna nusa, upu uemy je (y,) crporo pacrylin u

lim y,, = +c0. Ykommko mocroju lim £24=%n = [, ¢ R, tama mocroju u lim £ u on je Takobhe jemHak
n—soo n—soo Yn+1~Yn n—oo Yn
L.

Hanomena: Nzpaz lim £24=22 vy [TIT0/1110B0j TEOPEMU MOXKEMO 3aMEHUTH u3pa3oM lim Zr=te=L (jep
n—oo Yn+1="Yn n—oo Yn"Yn-1

Ta JBa U3pas3a Moj| JIUMECOM y CYIITUHM IPEICTABbajy UCTU HU3) YKOJUKO HAM OH Oyie JIAKIIU 33

padyHambe.
Hagemhemo n HekomKO Teopema joKa3aHuX Ha npemaBambuMa momohy I[IlTonmose Teopeme.

Teopema [Komm|: Ako je (a,) mu3 peamnux 6pojesa Takas na je lim a, = L € R, Taga je u
n—oo

. artast-+ay

lim ———————

n—oo n

=L.

Teopema: Ako je (a,) peajaH HU3 YUjU CYy CBU WIAHOBU DPA3JIMYUTHU OJ] HyJle TAaKas Ja je lim a, =
n—>00
_ ) . n
L eR, rana jen lim ———— = L.
M—00 — 4 — 4 oo 4 —
ay asz Qn

Teopema: Axo je (a,) peanan HU3 ca IO3UTHBHUM WIAHOBHMA Takas za je lim a, = L € R, rana je
n—>00

u lim /a;-as-...-a, = L.

n—oo

Hakue, kajia Heku HU3 Texku Ka L, Taja (yKOJIMKo cy 106po nedbrHICAHN) U HU30BU apUTMETHIKUX,

XapMOHI/IjCKI/IX n I’eOI\/IeTpI/IjCKI/IX CpeJrHa HeroBux 4jiaHoBa TaKObe Texe Ka L.

12422432442
1. Uzpauynatu lim .
n—o0o n?’

Pememe: Onaj 3amarak cmo Beh panwmje ypajauam, MehyTuM, KOPUCTHIN CMO YMEHEHUILY J1a 3HAMO

eKCILIUIUTHY (GOPMYILYy 3a CyMy KBaJ[para HpBUX 1 IPUPOAHUX OpojeBa. Cajia ra MOXKEMO ypajuTh

nomoliy ITlrosmose Teopeme me Kopucrehn nomenyry dopmyiy. Younmo uusose (r,) u (y,) aare

ca x, =12+22+3%2+-+n?ny, =n? 3a cee n € N. Kako je y, = (n+1)% > n? = g, 3a craxo

n €N, To je uus (y,) crporo pacryhu u y3 to je lim y, = lim n® = +00. BaTo MoKeMO HpobaTu 1a
n—>o00

n—oo

u3pagyHamo lim W7 a, YKOJIUKO oBaj jtumMmec mtoctoju, [IlTosmosa Teopema he nam 3aBpmiuTu
n—00 n+1—Yn

zajaTtak. Vmamo Ja je

i Tl =0 12422437+ 4n?+ (n+1)2 - (12422 + 32 + -+ n?) _
=00 Ypil — Yn n—oo (n+1)3—n3
. (n+1)? . on?+2n+1 1
= 11m =

3 2 37,5 B

noeond3+3nf+3n+1-n°> n-oo3In+3n+l1 3

je€p cy y TOCTeaheM JIMMECY CTEIeH! TOJNHOMa y OPOjUoIly M MMEHUOILY jeTHAKW, Ta je Taj JIMMEC

jeqaHaxk KoamdHUKY KoeduimjenaTa y3 ,Hajjaun” wian n?. Ha ocuosy IllTosmose Teopeme cieqn u
Tn

P o1 eoqa s 124224324402 1
Aaje lim oy =5 Jim TR =g

MozkeMO IpUMETHTH KaKO je cyMa BeJHKOr Opoja cabupaka (npenusnuje, n cabupaka rie 71 TeXd
+00) y Gpojuony HakoH npumene IIITosmose Teopeme ,Hecrama” M OCTAJIO je CAMO KOHATHO MHOTO
cabupaka u y OpOjHOIly M UMEHHUOILY. 3aTO NeMO y TAKBUM CHUTYaIMjaMa JIMMECe YeCTO N3PadyHABATH

nomohy Illtomnmose Teopeme.



Hapemun 3aarak npecTaB/ba yOUIITEHE IIPETXOIHOT.

184 2F 4ok

2. Heka je k € N. Ogpemuru lim -
n—o0 nk+1
Pemreme: OBaj nyT He MOxKeMO epHKACHO CPEIUTH CyMy y OpOjHOILy, jep HE 3HaMO IITa je 30up

k-TUX CcTeneHa NpBUX N OPUPOAHUX OpojeBa 3a npousBosbHO k € N (a y IperxojHoM 3aJaTKy ¢MO

k+

smasn 3a k = 2). 3aro hemo younru musose ,, = 1% + 2% + ...+ n* u y,, = n**! u upso pehu ga je nuz

(yn) cTporo pacryhiu momTo je yne1 = (n+1)* > nF =y, xao u ga je lim y, = lim n* = +oo0. Bamm,
n—>o00

padyHaMo e
Ty (PR aenF e (ne D)) - (1R 2P 4ty (n+1)k ~
Jim Ynel — U Jim (n+ 1)kl _ e+l = lim (n+ 1)k _ kel ~
y ()n* + ()t e (L0t + () _
T T (b s (T (e T
o P @t e (St (O
B e N ) L (W LR

k
YV IpeTXomHOM padyHy CMO IPHUJINKOM cpehuBama n3pasa (er()“ﬁ UCKOPUCTUIN OMHOMHY HOp-
MyJIy KakKo OMCMO M y OPOJUOIly M y UMEHHUOILY JOOW/IM IIOJUHOME II0 7 U IIOTOM jeJIHOCTABHO U3pa-

kgl) -

IIITO CE€ M TPazKMUJIo.

9gyHaJ il JIMMEC Kao KOJUIHUK JIBa IIOJIMHOMA HCTOT CTEIICHa KOpI/ICTehI/I Ja je (g) =1-= (

(7"

ZTn — _1

) = k+1. Cana, aa ocuosy Illtonmose Teopeme nmamo Ja je u lim o T T

n—> 00

3. Mspauynaru lim Al * 4+ n(n+1)(n+2) '
n—oo n

Pememe: Oznaumvo ca o, =1:2-3+2-3-4+--+n(n+1)(n+2) uy, =n*. Hus (y,) je crporo

pacryhn, jep je yns1 = (n+1)* >n* =y, 3a cBako n € N, a takobhe je u lim y, = lim n* = +o0. Cana
n—>00

n—oo

hemo npBo m3pauynatn lim Z28=n Kako je Tpy1 —Tp=1:2:3+2-3-4+-+n(n+1)(n+2)+

n—oo Yn+1=Yn

(n+1)(n+2)(n+3)-(1-2-3+2-3-4+-+n(n+1)(n+2)) = (n+1)(n+2)(n+3) =n3+6n2+11n+6

U Yni1—Yn=(m+1)t—nt= (3)714 +(Pn?+ (5)n? + (g)n + ()’ -nt=nt+dnd +6n% +4n+1-nt=

An3 +6n% +4n+1, To je

 Zps1—Tn .. nP+6n?+1ln+6 1
lim —— = lim ==,
n—oo Y, 1 —Yp noodnd+6mi+4n+1 4

Tn

1:2:3+492-3- 4+ 1 2
3aro je u lim 3+2:3 4+ +n(n+1)(n+ ):lim

1
= — na ocuoBy IllTosmose Teopeme.

Caga hiemo opmysmrcaTu u JI0Ka3aTH jeJIHy TeopeMy KOjy fie HaM OMTH KOPUCHA Y 33IaIiMA.

An

= L € R, onzna

Teopema: Heka je (a,) HM3 mosuTuBHHUX peanHnx Gpojesa. Ako mocroju lim

N o0 An-1
IIOCTOJU U 7}1_1){.10 ¥/a, U BaxKu 7}1—{20 ¥/an = L.

Qn

Hoxaz: Youuwmo mus (by,) mar ca by =ay u by, = -

3a cBe n € N. Ilo yciaoBy Teopeme je lim b, = L.
n—o0

Aun, oHzla je Ha OCHOBY jeJiHOr Of rope HaBeaeHuxX TBphema u lim /by -by-...- b, = L. Kako je
n—oo

by-by-b3-...-b,=a1-%&.-8B. . % —g 70 3HauK 12 je lim ¥a, = L.
10203 n 1% as a1 n Ha ] S/ dn

OBa Teopema fie HaM OUTH KOPHUCHA Kala PAYyHAMO JINMEC O0JIMKA /Ay, TIE je 4, HEKN Hu3. Y KOJIHMKO

y TOj CATYaIWju IIPOIEHIMO JIa HaM je JIaKIle Ja M3padyHaMo JINMeC HU3a a“—l W Taj JIMMeC 3anuCTa
-

mocToju, momohy Teopeme hemo 3HATH J1a je TO U JUMeEC HU3A {/dy,.

4. Nzpaaynatn lim

n

noeo {/nl
1
Pememe: Kako je lim 1 = 2 =0, 10 je Tpaxenu mmec lim —i= = lim {/% = lim %)”
n—oo +oo n—oo vn! n—00 n: n—o0o n:



reozpehenor o6mmxka 0°) ma hemo mokymari ga mpuMeHIMO IpeTxoaHy Teopemy. O3HAUNMO ca a, =

an

1 . . .
21 > 0 1 momTo Tpaxnmo y}l_{{.lo /a,,, onpeguhemo nmpso lim

n— oo n-1

Nmamo na je

L -1)! ~1)! 1
n gy (DN g, (2D Lo,

lim = lim =
n—oo n! n—oo 1 - (n — 1)| n—oo N

n—>00 (4, 1 n—»oo

(n-1)!

. . . . 1
na je 3aro u lim v/a,, =0 1j. lim =0.
J e, V@ I o Wl

n

n!
5. Ogpemutn lim ——.
n—oco n,

. 4 n\/n! _ n/fn! _ . _ n! . . n! _
Pemreme: Nmamo 1a je = mw = ¥an, THE je Hu3 ap = ;5 > 0. Kako je 7}1_)1210 = 0 "a

n n n

1
. . P ! . '\ n
OCHOBY mnopejibene ckaje, To je Tpaxkenn jumec lim {/2% = lim (n"—)” Heopehenor obsmxka 0°.

n
n—>oo n—o00

3aro hemo NIOKyHIIaTH JJa IPUMEHUMO IIPDETXO/JHY TeopeMy (CBI/I Y/1aHOBU HU3a (an) cy HO3I/ITI/IBHI/I),

mna hemo morpaxkuru lim -22-. Imamo na je

n—oo n-1

nl l. _1n—1 -Nn- _ln—l _ln—l
lim = lim —*—— = lim u = lim (n-1t-n-(n-1) = lim (n-1) =
n—>oo (Q, 1 N % n—>o0 (n — 1)l .nn n—o0 (n — 1)[ .nn N 00 nn-1
_ _ _ _n\ E-(n-1)
—1\" 1 1\" 1 —1\" 1 -1\ "™\ ™ (
= lim ("—) = lim (1——) = lim (1+ —) = lim (1+—) -
: o ; -1+1 10 _ 11
=lime » =lime """ =e¢ =e =,
ma jen lim a, = lim </ 7% = %
. n 1 2 n
6. (Jyu 1 2023) Uspagynaru lim (1 + 7) . (1 + 7) e (1 + 7)
n—oo n n n
Pemtemwe: Oznaunmo ca a, = (1+ l) . (1+ 2) Ca (1+ ﬂ) = ndl opx2 20 o w
n n n n n n n

An

Kako Tpeba ma mspauynmamo lim {/a,, kpenyhemo on padynama Jjumeca lim - -
n—oo n-

n—00

KOju Jemyje
jemnocrasuuje. Imamo ma je

(e 1)(n+2)-...20 (A (A2 (202 (20 —1) - 2n- (n - 1)

. n . n .
lim = lim n = lim =

n—oo q, 1 N n(n+1)-..-(2n-2)  pLeo nMM M nn

(n-1)n-1

i ZnmD 2 (oM 200 1) (oD (2(2n—1) .(n—l)n_l).

n—co w-nn n—co n-nn-l n—co n n

Kaxko je

lim 2(2n-1) = lim dn -2 = lim (4—2):4 u

n—00 n n—o0o n n—00

-1
_1 n-1 1 n-1 _1 n—1 _1 -n 7-(7’7,71)
lim (”—) = lim (1—7) = lim (1+7) = lim ((1+) ) -

. _n-1 . 1+l _ _ 1
=lime 7 =lime = t0=¢l=

n—oo n—oo e

TO je lim %=

n—oo 4n-1

:%.3aTOjeHaOCHOByTeOpeMeI/Igi_lilo Ya, = lim { (1+%)-(1+%)~...-(1+ﬂ):é.

n—oo



PekypenTHO 3ajilaTil HU30BU

YV mpeTxofHuM JIeKIHjaMa CMO ce OABWIM HCHUTUBAILEM CBOjCTABA M PAUYHAEM JINMECA €KCILIH-
IIUTHO 33/I[aTUX HU30Ba, a caJla NeMo TO PaJUTH 3a PEKYyPEHTHO 3ajarTe Hu30Be. /la moHoBMMO, KO,
PEKyPEeHTHO 3aJaTHX HHU30Ba Ne HaM OUTU JIaTO MPBUX HEKOJIMKO WIAHOBA Kao M (DOpMYyJia MOMONY
KOje MOXKEMO padyHaTH HapeHe wiaHoBe Kopucrehu nperxoaue. Ty hopMyry Ha3MBAMO PEKYPEHT-
HOM Be3oM. [IpuamkoM padyHarma IPAHUYHUX BPEIHOCTH OBAKO 33IaTUX HU30BA BPJIO 4eCTO heMo
KOPHUCTHUTHU TEOPEMY O MOHOTOHOM U OTPAHUYEHOM HU3Y, & FbUXOBY MOHOTOHOCT M OI'DaHUYEHOCT eMo

Hajqemhe JOKa3nuBaTU HOI\/IOhy MaTeMaTHu4Ke I/IH,HyKI_[I/I_]e

3+a,
———— 3a cBako n € N. Ucnurarn

1. Heka je a < 3 peasan 6poj. dar je uu3s (a,) ca a; = a 4 Gpeq = 5

KOHBEPIeHIIN]y OBOI' HU3a.

Pememe: [Tpumernmo ga je uus (a,) peKypeHTHO 3a7aT. Kako ce y peKypeHTHO] Be3u JIe/u ca 2,
TO je cBaku cjenehn wrian Hu3a 100po jgeduHNCaH, Ha je u 1eo Hu3 106po gedunucan. Ilo ycioBy
3a/IaTKA je IeroB IPBU YJIaH OJ[03r0 OrpaHWYeH OpojeM 3, Ima HaC TO MOXKE€ HABECTH Ha IIOMUCAO 1A
Cy W OCTAJIM I-eTOBU JIAHOBU OJI03T0 orpanmueHu ca 3. ITokyrmajMo 3aTo Ja JTOKaKeMO WHILYKITHjOM
Ja BaxKu a, < 3 3a cako n € N. 3a n = 1 1o ycjioBy 3ajlaTka MMaMo Ja je a1 = a < 3, ua je basa
WHJIYKIHje UCIyieHa. [IpermocraBumo caja ia je 3a HeKo n € N TBpherme uciymeHo Tj. J1a je a, < 3
(MHIYKTUBHA XUIIOTE3a) U JOKAXKUMO JIa TO BayKU U 3a N + 1, OMHOCHO 1a je ap41 < 3. Kopucrehu

WHAYKTUBHY XUIIOTE3Y A00HMjaMo

3+a, X 3+3
an+1:Tn < 9 :37

[a Cy CBU WIAHOBH OBOI' HM3a MAIbW WU jeJHAKHU 07 3, Te MoxkeMo pehu za je Hu3 (a,) orpaHuyexn
omo3ro 6pojem 3. JlokaXuMo jorr ¥ Jia je OH MOHOTOH U MOCMATPAjMO PA3IUKY Gpni1 — Gy CA TUM
mubeM. Mmamo ma je

_3+an _3+ap—2a, 3-a, 3-3

Gp+1 = An = —Qan = = 2 =0,

2 2 2 2

jep cMO TPETXOJIHO JIOKA3aJIu Jia je 4, < 3 3a cBako n € N. I3 a1 —a, 2 0 cienu 11a je ant1 2 ap
3a ce n € N, na je nu3 (a,) pacryhun. Cana, kako je oBaj Hu3 pacTylin u orpaHudeH oj03ro, OH je u

KOHBEPIeHTAaH Ha OCHOBY Teopeme, Tia moctoju lim a, = L € R. Bpeamoct 6poja L hiemo kao u panuje

n—00
3+L
2

u ojarie jJako pobujamo 2L =3+ L 1j. L = 3. OBuM cMO KOHA4YHO JI0Ka3a/au ja je lim a, = 3, yume

n—oo

onpehuBaTH TaKO IMITO IMyCTUMO JIa 72 — 00 ¥ PEKYPEHTHO] BE3U. 3aTO U3 (41 = 3+2”“”' nmamo L =

CMO 3aBPIIINA 33/aTaK.

Komenmap: OBge cmo nmasu cpelie j1a Hac je nadopmariyja u3 3a/aTka Kako je a1 = a < 3 HaBeJa J1a
TIOMUCIUMO 72 je 6p0oj 3 jeJIHO TOPHe OIPAHUYEHE TOCMATPAHOT HI3a, IITO Ce UCIIOCTABUJIO TATHIM,
a moroM cMo Kopucrehm by mokazanu fa je HH3 pacTylinm um ThMe MaJiTeHe 3aBPIIMIN 33aTaK.
MebyTum, ma je mpBu wiaH OWO JaT Kao KOHKpeTaH Opoj — Ha mpumep a; = 1, He 6UCMO MOIIn
Ha Taj HAYMH Ja 3aK/byUUMO Ja je 6poj 3 (MM HeKu JPYru) ropie orpaHnvere Hu3a. 3aT0 y THUM

CHTyalijaMa MOXKEMO Pa3MUILbaTH Ha cjaefeln HAUMH: YKOJIMKO OM HAI HU3 KOHBEPrupao, mra ou

My 6maa rpaHndHa BpeaHocT? YKOIHKO je To 6poj L, U3 PEeKyPEHTHE BE3e (i = STUt [IyIITameM

2
Ta n — oo gobujamo jemHaduny L = % KOjy JIaKO peraBaMo u Jao6umjamo 1a je L = 3 meHo jenno

pelieme. ﬂaKJIe, Ha OBaj HadMH CMO YBHJEJJN Ja YKOJIMKO HU3 KOHBEPIrUpa, 'paHuIHa BPEJHOCT MY

Mopa 6utn 6poj 3 U OHJla OU My, YV CJIy4ajy Jia je MOHOTOH, 6p0oj 3 OMO roOpibe WK JI0Hhe OIDaHIIeIbe,



I1a MOXKEMO ITOKYIIaTH Jia JOKaxKeMO HEIITO O]l Ta JiBa.
Ogako hemo pazmunbaTu yoyayhie yKoJnKo He MOXKEMO OJMaxX J@ YOUMMO IITa 6u OUJIO TOPHEe WJII
JIOB€ OI'PAHNYEHhe PEKYPEHTHO 33/1aTOT HU3A.

2
. a; +6 .
2. Heka je a € R w vu3 (a,) Jar ca a1 = a U anpp1 = ——— 3a cBako n € N. Vcnurarn KOHBEPreHiy)jy

OBOI' HU3a YKOJIUKO je: a) a€(2,3); 6)a>3.

Pememe: a) Hajupe HamoMeHNMO Jja ce y PEKYPEHTHO] BE3U JeJH ca b, 11a je cBaku cieehn dian
HE3a 100po JAeduHUCaH U 3aT0 je u caM Hu3 J00po nedunucan. [Ipumernmo ma 3a npBu WwiaH a; u3
YCJIOBa 33J]aTKa UMaMO JIOKe U IOpie orpaHuyere, jep je ap € (2,3). [okymajmMo unmykiujom na
JTOKaYKeMO JIa OBO BaykKM 3a CBe WIaHOBE HU3a. ba3a MHIYKIHje je UCIyIbeHa, jep CMO Beh BUae I J1a
je ay € (2,3), ma mpernocraBuMo 3aT0 Ja 3a HeKo n € N Baxu a,, € (2,3) (MHAYKTUBHA XUIIOTE3a) U
JIOKAXKUMO J1a je U apn41 € (2,3). U3 ay, € (2,3) 1j. 2 < a,, < 3 HAKOH KBaJipupaba (duMe ce He Memba

3HaK jep cy CBU GpOjeBH MOZHTHBHM) mobmjaMo 4 < a2 < 9, ma omaTie u

2 2
+6 4+6 +6 9+6
an ux :2 - an+1:an ux _

> — < 3.
5 5 5 5

Qpt1 =

3aro je u apn41 € (2,3) ¥ THME CMO MHJIYKIMJOM JI0KA3aJH Ja je Hu3 (a,) 00310 OorpaHuyeH 6pojem
2, a 07103710 6pojem 3, 11a je on orpanutden uu3. Mcrnmurahemo cajia ieroBy MOHOTOHOCT TTOCMaTpajyhu
PA3/HUKY G4l — Ap. 38 cBakO M € N je ucIymeHo

az +6 a2 +6-5a, (a,-2)(a,-3)

Up+1 =Ap = ——— —0p = = <0,

5 5 5

jep M3 IPeTXOHO JOKA3aHOT a, € (2,3) cineam ma je a, —2 >0 u a, — 3 < 0. 3a10 je an1 < ayn, T€ je

0Baj HU3 CTPOro onaaajylin, a Kako CMO MaJIolIpe JI0Ka3aJId Ja je OrPaHUYeH, OH je ¥ KOHBEPIeHTAH.
2
. a’ +6 . .
Oznauyumo ca lim a, = L € R. I3 pekypenrtne Be3e a,+1 = —— mnymrrajyhu na n — oo jmobujamo

n—oo 5
L= @ 1j. L? + 6 = 5L. To je expusanentro ca L? - 5L +6 = 0, ommocuo ca (L —2)(L -3) = 0.

HaxkJte, mocToje JiBa KaHAUIaTa 38 TPAHUYIHY BPEIHOCT OBOT HU3a — TO Cy OpojeBu 2 u 3 U MOpaMO

Jia YTBPJMMO KOjU O/ BhUX TO 3aucTa jecre. CeTuMO ce Ja je IpBU 4jiaH HU3a a1 6uo u3mehy 6GpojeBa
2 u 3 Tj. Baxku 2 < a1 < 3 u oBaj HU3 je omazajyhm, ma caMmM THUM H-ErOB JINMEC He MOXKe OuTu
6poj 3. ®opmaiiHo, 3a cse n € N Baxku a, < a1 (jep je y uuramy onaiajyhu Hu3), na mymrameM 12
n — oo mobujamo L < ay < 3. 3aro onnuja L = 3 muje moryha n unax saxku L = 2. Takse, aus (a,)
KOHBEprupa Ka 0pojy 2 y OBOM CJIy4ajy.

6) Ha cimyan HaYMH Kao y IPETXOIHOM JIeJly 3aJIaTKa [IPBO MOXKEMO YTBDJIUTHU [ je HU3 J100po
neduHECAH, a TOTOM WHYKITHjOM JOKa3aTH Ja 3a cBako n € N Baxu a, > 3, Ma je oBaj HU3 OJ03/10
orpaHuveH 6pojem 3. A oHJIa BUJIUMO U JIa je

a +6 _ar+6-5a, (ap-2)(ap-3)

Upl —An = ——— —0n = >0,

5) 5 )

jepje a,—-3>0wu a,—-2>0 u3aro je oBaj au3 crporo pacrtyhu. Mlako cMo 1oKa3asu z1a je OH 0103710
OrpaHUYEH, jOII YBEK HE MOXKEMO J[a IPUMEHUMO TeopeMy (O MOHOTOHOM U OIDAHUYEHOM HU3Y ), jep
je oH pacTylinm a HUCMO CUI'YPHH Jia JIM je OIPAHUYEH U OJ03r0. 3aTO NeMO IPBO IPETIIOCTABUTH

Jla jecTe OrpaHUYeH OJ03T0 M OHJIA 110 TEOPEMH MMaMo Jia nocroju lim a, = L € R. Ilymrajyhu 1a

n—oo
L*+6
5

U BUJENN Ja Ccy heHa permema L =2 u L = 3. MehyTum, Kako je y OBOM caydajy a1 = a > 3 ¥ Hu3

2
a, +6

5

N — 00 Y PEKYPEHTHO] BE3U (41 = nobujamo jeaunauwnnay L = KOjy CMO y JieJly &) PEIlujn
crporo pactyhim, To OH He MOXKe KOHBEPIUpaTH HU Ka 6pojy 2 Hu Ka 6pojy 3. @opmasiHo, 3a cBe n € N

BaxKu a, > ay (jep je y nuramy pacrylin Hu3), 1a HAKOH IyIITama Ja n — oo gobujamo L > a; > 3> 2



u 3aTo Huje moryhe na Oyae uu L = 3 uau L = 2. Jlaxire, Hamra IpeTIioCcTaBKa J1a je HU3 OrPaHUYeH
o/103ro urak Huje 6uira qobpa. To 3Hadm /1a je OH cTPOro pacTyhm HU3 KOjU HUje OrPAHUYEH 0JI03T0,

a 1o TeopeMu BaxKu lim a, = +00.

n— oo

3. Ucnuraru kousepreuiujy uusa (a, ) garor ca a, = \/2 +2+V2+ - ++/2, upu uemy ce y uper-
XOJIHOM H3pa3y KBaJIPATHH KOpeH jaBiba n myTa. Jakie, a1 = V2, az = V2+V2, ag =\/2+V2+V2

U TaKO JAJbe.

Pememe: I1ako je opaj Hu3 3anmcan y HEOOMYHOM OOJIUKY, JIAKO MOYKEMO IIPUMETHUTU PEKYPEHTHY
BE3Y Gn+1 = /2 +a, 32 cBako n € N, Kao 1 Ja je a; = V2 NPBU YJIAH HU3a, IITO HAM j€ JIOBOJHHO
3a IETOBO Jlajbe pasmarpame. Hajope mamoMeHnnmo J1a je 0Baj HU3 OYUIJIETHO OJ03/I0 OTPAHUYIEH
HYJIOM, jep je KBaJpaTHU KOopeH HeHeratuBHa (dyHKIimja. Camum TuM je 2 + a,, > 0 3a cBako n € N,
mma je oBaj Hu3 JJ00PO JeUHUCAH, jep ce TPUJINKOM padyHarmba CBAKOT ciejeher wiaHa He MOXKe IO
KOPEHOM II0jaBUTH HEraTUBHA BPEIHOCT.

Tlomro Ha OPBU HOIVIEJ HUCMO CUTYDHH IITa OM MOIVIO OUTH H-ErOBO IOPH-€ OrpaHudene (1 Ja ju
OHO YOIIIITE IIOCTOj! ), IpUMeHUNIeMO CTaHJIAPAHU TPUK KOjU CMO OGjACHUIM Y KOMEHTAPY HAKOH IIp-
BOI' 33/IaTKa W MPETIIOCTABUTH Jla OBaj HU3 KoHBeprupa ka 6pojy L € R. IIltasurie, momro cy cBu
WIAHOBYM HMW3a HEHEraTWBHU, W HEroBa I'PaHMYHA BPEIHOCT MOpa b6utu Taksa Tj. Baxku L > 0. 3aro,
KaJla IMyCTHMO JIa i — 00 Y PEKYPEHTHO] BE3H Uyy1 = \/2 + ay,, Aobujamo jemnaunny L = /2 + L koja
je HaKOH KBajpupama (0be crpaHe Cy HeHeraTHBHeE, I1a MX CMEMO KBaJPUPATH) eKBUBAJEHTHA Ca
L? =2 + L. Tocnenme je eksubaientno ca L2 — L -2 =0 1j. (L -2)(L+1) =0, na opa jeanaunna
uMa 1Ba pemtewma: L =2 u L = —1. 36or panujer 3ak/byuka na je L > 0, mopa 6utu L = 2. Jlake, 3a
cajia CMO YTBPIAWIA Ja aKo je Hu3 (d,) KOHBEPreHTAH, HheroBa rPaHuIHa BPEJIHOCT MOpa Ourn
6poj 2. MehyTum, MopamMo nMaTn Ha yMy Ja jOII YBEK HACMO 3aMCTa JOKA3aJU 3 OH KOHBEPTHDA,
Beh hemo To TeK ypaanTu.

Kaza cmo yrBpamim ja oBaj HI3 MOXKe KOHBEPI'HPATH jeUMHO Ka OPOjy 2 1 Kako je a = V2 <2, IIOKY-
IajMo J1a JIOKazKeMo J1a je OH 0JI03r0 OrPaHuYIeH TUM OpojeM Tj. 1a je 3a cBako n € N HCIymheHo a, < 2.
To hiemo ypaauru momolly MaTeMaTHuKe HHAKIHje. 3a n = 1 uMaMo /2 < 2, mrTo je Tadno, ma je
6a3a MHIYKIMje UCIybeHa. [IpernocraBumo caja 1a je a, < 2 3a Heko n € N (MHIyKTHUBHA XUIIOTE3a)
U JOKaXKIMO 2 je U Gpeq < 2. 110 MHAYKTUBHO] XUIIOTE3H UMAMO Ja j& Gpne1 = /2 + ap < V2 +2 =2,
jep je kBagpaTHu KopeH cTporo pacryha dyuaknmja. 3aTo je a, < 2 3a cBako n € N, Te cMo J0Ka3au
na je uu3 (a,) 010310 orpanuyen 6pojem 2. Jlokaxkumo jomr u ja je on pacryhiu 1. ma je dp41 2 an
3a cBako n € N. To MoxkeMO ypaanTu Ha JBa HaUIWHA, ITa heMo nX OBjie 00a MIYCTPOBATH.

IIpsu navwun: Kopucrehn na ¢y u Gn41 U G,, HEHETATUBHHY, 114 UX Y HEjeIHAKOCTH MOXKEMO KBaJ[PHU-

paTu, IMaMo Jia je
Onsl 2 An <= V2+a, 2 a0, < 2+an>ai — OZafL—an—Z <~ (an-2)(a,+1)<0.

[Tocnenma nejemnakocT je 3amcra Tadna, jep kako je 0 < a, <2 3a cBako n € N, 10 je a,, —2< 0 u
an +1>0. Jlakne, an+1 < apn 32 cBako n € N, ma je oBaj Hu3 cTBapHO pactyhm.

Apyeu navun: OBge hemo moka3 J1a je dp41 > Gy 33 €Be 1 € N CIIPOBECTH MATEMATHYKOM HHIYKITHjOM.
IpuMeTnMo mpBo 4 je as = V2 + /2 >v/2+0=/2 = ay, na je 6aza unaykimje ncnymena. Heka je
caza n € N Ipou3Bo/baH U MPETIOCTABUMO J& BAYKH (41 2 Ay (MHAYKTHBHA XUNOTE3A), 8 JOKAYKIMO
12 je Api2 2 Ape1. Kopucrehu MHIYKTUBHY XUIIOTE3Y M UUIGEHUILY J@ je KBaJIPATHH KOPEH CTPOIO

pacryha dyHskKIja nmMamo Ja je 3aucta

ux
Ap+2 = \/2 +aps1 2 \/2 +ap = Apqi.



Hakue, nokazanu cmo (Ha jBa HayuHa) Ja je Hu3 (a,) pacrylin, a oi panuje cMO 3HAIM Ja je
0J103T'0 OIrpaHUYeH OpojeM 2, TaKO JIa Ha OCHOBY TeOpeMe MOYKEMO 3aKJbYUMTH JIa jé OH KOHBEPIeHTaH.
IIraBuie, ako ce BpaTUMO Ha MMOYETAK 33JaTKa U CETUMO C€ J[a CMO JOKA3aJM Ja YKOJIUKO Hu3 (ay,)
KOHBEPI'Upa, HEroBa IpaHuTIHa BPEJHOCT MOpa outu 6poj 2, caja cMo U AepUHATHBHO TOTBP/IAIN
ma je lim a, = 2.
n—oo
. . . 1 a .

4. Heka je a > 0 peanan 6poj. Jar je uus (z,) ca x,4q = 5 (a:n + —) 3a cBako n € N, 10K je x1 >0
IpOU3BOJbAH MO3UTHBAH O6poj. Vcnurarn KOHBEPTEHIH]y OBOT HI3a I/InyKOJII/IKO je KouBepreuTaH, Haliu
My I'PAHUYIHY BPEIHOCT.

Pemteme: IIpe crera, 1ako MOXKEMO JTOKA3aTH WHIYKIIHJOM JIa Cy CBH YJIAHOBH OBOT HHU3a JI00pPO
nedunrcann W NMO3UTUBHU. Baza je ucmymena, jep je mo yciaoBy 3ajatka x1 > 0, JOK YKOJHUKO
IPETHOCTABUMO Ja je X, > 0 u mobpo jpedunucan (MHAYKTHBHA XUIIOTE3a), JIAKO BUJIUMO Ja je
A Tpyp = %(zn + i) 106po meduHUCAH, jep CMEMO Ja NIeJUMO OpojeM T, KOjU je MO3UTHUBAH IO
WHIYKTUBHOj XUTIOTE3H, a Takohe je 1 Xp.1 = % (:rn + wi) > % -(0+0) =0. Ha ocroBy TOTa mMamo 1a
je oBaj HU3 06PO JlePUHUCAH U 0/I03/0 OIPAHUYEH HyJIOM. [Ipe Hero mro KpeHeMo J1a pa3sMUIILBAMO O
MOHOTOHOCTU U (€BEHTYAJIHOM) TOPH-EM OPAHUYEEbY OBOI' HU3a, IPBO leMO ojipeiuTy mTa 61 Moria
OUTH IHEroBa MOTEHIINjaIHA TPDAHNYIHA BPEIHOCT YKOJIMKO Ou KoHBeprupao. Heka je 7}111010 r, =LeR.

AKO IyCcTUMO 1a N — 00 y PEKYPEHTHO] BE3U Xpi1 = % (xn + i), nobujamo jennauuny L = % (L + %) ,
L%+a
2L -

je mame exBuBamenTHo ca 2L% = L? +a, omrocro ca L? = a. Ta jeqnaauna nva apa pemema: L = —/a

KOja je ekBuBaJjieHTHa ca L = V3 nanomeny ma je L # 0 (na 6u umenuial 6uo pedunucad), To
u L = \/a, a yzeBmmu y o63up IpeTxoiHu KoMeHTap, Tpeba moceGHo pasmorputu u omujy L = 0.
JlakJie, mocroje Tpu MOI'yNHOCTH 3a I'PAHUYHY BPEIHOCT OBOI' HU3a YKOJIMKO jé OH KOHBEPIE€HTAH.
Nako cmo Beh mokazanu na je x, > 0 3a cBako n € N, MOXKEMO jOIII Mpenu3Huje OrPAaHUIUTH 010310
oBaj HU3. AKO MaXXJbUBHje MOTJIeIaMO PEKYPEHTHY Be3y, Ha JIECHOj CTPAHU Ce HAJIA3U apUTMETHIKA
cpeauHa TO3UTUBHUX OPOjeBa T, 1 Ii 4Uju je IPOM3BOJL KOHCTaHTaH, 1a npumenoM ATl HejeaHakocTn
JobujamMo j1a 3a cBako n € N Baxku

a
Tn

Ty +
Tn+l = 9

Jakite, oBaj HU3 je TI04YeB O JAPYTOr 4iaHa OrpaHUYeH 00370 ca \/a, 11a 3aTo Mopa 6utu u L > \/a.
36or Tora je L = \/a jenuna moryha onmuja 3a mHeroBy TpaHUYMHY BPEJHOCT O] OJA3HUX KaH/IUIaTa
-Va, 0 u \/a. HapasHo, jom yBek HHCMO TOKa3aau Ja je nus (r,) KoHBeprenTaH, Beh cBe OBO
TOBOPUMO TIOJ], TPETIIOCTABKOM J1a jecte. OHO MITO jeCMO MOKA3aJId jeCTe /13 je OH OTPAHUYEH OJI03]10
(6pojem /a), na ykosMKo 6ucMO NoKazaju Ja je onazuajyhu, taja 6ucMo 1o TeopeMu Jo0uiu Ja je
OH KOHBEPre€HTAaH U MOTOM OMCMO JeUHUTUBHO 3HAIU Ja je nh_)rgo T, = L = \/a (kao jequua moryha

onnyja). TTokaxKuUMO 3aTO Jja 328 CBAKO N 2 2 BAXKHU Tni1 < Tp. VIMaMoO 12 je

2

1 a a a 9
Tpi1 STy — —|x) + — an@zn+—<21n<:>—sxn:»asu’cn@\/asu’cm
In Tn

IIPU YeMY CMO Y TIOCJIE/IEHE JIB€ €KBUBAJICHIINj€ KOPUCTUJINA TO IIITO j€ T, TTO3UTUBAH, TIa C€ MHOKEHHEM
ca T, M KOPEHOBAaeM He Merba 3HAK HejeITHAKOCTH. Kako je T, > \/a 3a cBako 1 2> 2, TO je U Tp11 < Ty
3a CBE N 2> 2, Te je oBaj HU3 omaajyhin moues o JIPpyTor djaHa. 3ajeJTHO ca MPeTXOHUM 3aKJbY IIIMA,
TO 3HAYM JIa Je OH KOHBEPIEeHTAH U Ja je 7}1_210 Zn = Va.

. 1 .
5. Hus (a,) je mar ca a; > 0 UPOU3BOIBHO U Gpiq = Ay + 322 3a cBako n € N. Onpeauru ako mocroje:
a

n



a3
a) lim a,; 6) lim —=.
Pewemwe: a) [Ipumernmo najupe na 3a cBako n € N BaXKu ap41 = Gy +
1
3a2

WIAHOBU Cy TakBU. 10 3HAYM Ja MPUJIMKOM padyHara CBaKOr ciemeher wiana He J0JIa3u 0 JIe/berba,

3a
> 0, ma je O0BO jeJaH CTpOro pacryhu Hu3, a Kako My je IPBU YjaH [IO3UTHUBAH, CBU HErOBU

1 . .
== > ap +0 = ay,, jep je

mysioM (tromTo je 3a2 > 0), ma je oBaj HU3 106pO JebUHECAH I MOYKeMo TIpeh# Ha MCINTHBATbE FeroBe
KouBeprennuje. Kako Ha npBu morses He MOXKEMO J1a OJPEIUMO IITa OU MOIJIO OUTHU HHETOBO IOPIHE
OrpaHUYene, HAIIOMEHUMO J1a, C 003UPOM Jia je OBO CTPOro pacTyhu HU3, IOCTOje JiBe MOryhHOCTH —
WIN je OH OrpaHWdYeH OJ03r0, Ia 10 TeopeMmu moctoju lim a, = L € R win Huje orpanuven om03ro,

n—o0o
ma je lim a, = +oo. [IpernmocraBumo ma Baxkum oBo mpBo. IlomTo je oBaj Hu3 pactyhu To je a, > a;

n—o0
3a cBako n € N, ma HaKOH TyIITama jaa n — oo gobujamo L > a; >0 1j. L > 0. Kaga y peKypeHTHO]
_ 1 . _ 1 . 1 .
BE3U Gpyl = G + 347 TYCTHMO Ja 1 — 00, nobujamo L = L + 577 Tj. 37z = 0 mro Huje moryhe HEI 3a
jelaH mo3uTHBaH peajiaH 6poj L. 3aro je Hamma mpeTnocTaBKa HETAYHA, Ia BayKH OBO JIPYTO Tj. Ja
uu3 (a,) HUje orpaHudeH oo3ro, Te je lim a, = +oo.

n—00

3
. . a .
6) Ha ocnoBy sera a) sHamo jia je Tpazkenu jumec lim =~ neogpebhenor obmmka 2. IomTo je nus n
n—>o00

y uMeHwnoIy pactyh u Texxu Ka +oo, npobahemo na npumenumo Iltosmoy Teopemy. Casa padynamo

3
1 3
3 _ 3 an+5=5) —a 1 1
limM:hmM:hm ad +3a% — +3a, - — + —ad| =
noco n+1l-n n-oo 1 n—oco 3a2 9al  27a8
1 1 1 1
=lim |1+ —+—=]=1+ + =1+0+0=1
n—>co 3a3  27a8 3-(+00) 27 (+00)

. . . [
u Ha ocHoBy IlTosmoBe Teopeme 3akbyuyjemo Ja je u lim -z = 1.

n—oo

6. Heka je uu3 (a,) mar ca a; > 0 IPOU3BOBHO U dpny1 =y [ a2 + — 38 CBAaKO 1 € N. Oxpeauru axo

n

ocToje:
4

. . a
a) lim a,; 6) lim —=.
Pememe: a) JJoKaKuMO IPBO MHIYKIMOM Jia Cy CBH UJIAHOBA OBOI HM3a J00pO JeUHUCAHHN K
no3uTuBHU. 3a N = 1 U3 ycjioBa 3a7aTKa 3HaMO J1a je a1 > 0 106po meduHucan, ma je 6a3a MHIYKIHIje

3a710BOJbEHA. 3aTO IPETHOCTABUMO @ 33 HeKO 1 € N Baxu a, > 0 (uumykrusHa xunoresa). Tama je

a%+é 106po eduHIcaH U3pa3, jep ce e/ ca MO3UTHBHEM 6pojeM a2 1 IO3UTHBAH je, jep cy a2 > 0 u

ﬁ > 0 10 UHJIYKTUBHOj XUIIOTE3U. 3aTO j€ Gy 41 J00PO MebUHUCAH U BaXKK Apy1 = /02 + a% >+/0=0.
Ha ocnoBy npunnuma mMareMaTndyke MHIYKIINjEe 3aKJ/bydyjeMO Ja Cy CBU WIAHOBH OBOI' HU3a JI0OPO

neduHICAHN W TO3UTUBHH, T1a je 0BO jegaH mobpo medunmcan nns. Kopucrehn pekypeHTHY Be3y u

YTIPABO JOKA3aHY MO3UTUBHOCT CBAX WIAHOBA OBOT HU34 UMAMO NA J€ Gpq1 = /a2 + é >\/a2 +0=
\/@ = |ay| = ay, 3a cBe n € N mro smaum ga je (a,) crporo pactyhm aus. Kao u y mpomiom 3amatKy,
1OCTOje JBe MOTYNHOCTH — OH je WJIM OTPaHWYeH OJI03T0 W KOHBeprupa Ka HekoMm 6pojy L € R umnm
HUje OrpaHUYeH O03ro u oipeheHo mueeprupa Ka +oco. IIpermocraBumMo j1a BaxKu IpBa OIIAja U
HEKa je 3aT0 7}21010 an, = L € R. Tlomro je au3 pacryhu, To 3a cBako n € N Baxu a, > a1, a oHJa je u

L = lim a, > a1 >0, ogrocro L > 0. Kaga myctuMmo ma n — 00 y PEKyPEHTHO] BE3W Gyp1 = ¢ /a2 + a%,

n—oo

nobujamo jennauuny L =+ /L2 + # Haxkon kBajipupama (mTo cMemo, jep ¢y 06e cTpaHe O3UTHBHE)

Ta jesHaunna je ekBuBasentHa ca L2 = L2+ % Tj. ca % =0, mTo Huje Moryhe HU 3a jes]aH TO3UTUBAH

peasian 6poj L. 3aTo mnak BaxXu Apyra OIIdja, OJHOCHO lim a, = +oo.

n—o00
)

6) Osaj mmmec je meoxpehenor obimka 22, ma IOIITO je HU3 y HMeHHOIY pacTyhu u Texkm Ka +0o,



npobahemo ja nckopuctumo IIITosoBy Teopemy. Nmamo ma je

2
2,1 4
T (a2+%) -a
.a -a . n T 42 n . 1 1 . 1 1
lim 2 —m = Qi L = Jim ai+2ai-—2+—4—ai = lim |2+ — ) =2+— =2,
nooo n+l-n noow 1 n—oo a; ay n—oo ay +00

4

. . . a
te Ha ocuopy IllTosmose Teopeme sakbydyjemo ja je u lim - = 2.
n—00

L

2
L

7. Heka je nus (z,) takaB ja je x1 > 0 IPOU3BOJBHO U Xyl = 3a csako n € N. Nzpauynaru

(axo mocroje):
a) limz,; 6)lim (n-22).
n—>oo n—oo

Peweme: a) [Tpumernmo 1pso ja je oBaj Hu3 J06po jedUHUCaH, jep ce y DEKYPEHTHO] BE3U Je/IH Ca
6pojem xi +1 xoju je cBakako no3uTuBaH. VHAYKIIjOM MOXKEMO JIaKO ITOKa3aTH 11a je &, > 0 3a cBako
n € N. Bancra, 1mo ycioBy 3ajarka je x1 > 0, ma je 6a3a uHIyKIKje 3a10BOoJbeHa. lIpeTmocraBuMo
caza na 3a Heko n € N Baxu x, > 0 (MHIYKTUBHA XUIIOTE3a) JOKAXKUMO Ja je U Ty > 0. Kako je
2, >0m 22 +1>0+1 =1 M0 MAIYKTHBHO] XUTIOTE3H, TO je U Tpy1 > 0 KAO KOJMIHUK JBa TTO3ATHBHA
6poja. I[Ipema Tome, HU3 (2, ) je orpanmden omo310 HyoM. Casna hemMo nenuTaTn BHeroBy MOHOTOHOCT.
Nwmanmo na je

Tn - (22 + Dy 2, -2

T
Tn+l —Tn = —5 7 —Tp = = = - <0
22 +1 2 +1 22 +1 z2+1

jep je To mpeTxomHo JoKazaHoM 2 > 0w o2 +1>0+1=1> 0. To 3Ha4m 14 je T,41 < T, 32 CBAKO
n € N, ma je oBaj Hu3 cTporo omajajyhu, a Kako ¢cMo Beh J0Ka3a u Ja je OrpaHddeH 0103710, TO

je ou u kouBeprentan. O3naunmo ca lim z, = L € R. [lymramem jja n — o0 y peKypeHTHO] Be3U
n—oo

% Koja je exsusarentna ca L(L*+ 1) = L. Ilocenme je

exsusagentao ca L3+ L = L 1j. ca L3 = 0. Omarie Bumumo 1a je L = 0 jeauno perermse Te jeaHadmue

Tp+1 = 327, Jobujamo jernauuny L =
n

¥ CAMHUM THM I'DAaHUYHA BPEIHOCT OBOr Hu3a. pyrum peumma, Baxku lim xz, = 0.

n—oo

6) Ha ocHoBy mperxofHor zeia 3aJaTka, BUIUMO I je oBaj Jmumec neoupehenor obsuka oo - 0.

He moxkemo ommax mpumenntu IIToamoBy TeopeMy Kao y MPETXOIHUM 3aJIAIlNMA, j€p JINMeC KOju

. . 1
padyHaMO HHUje y OOJIMKY KOJIMYHUKA JIBa HHU3a. 3aT0 hemMo mpBO m3padyHaTu lim = omohy

n— oo

]_HTOJIL[OBG TeopeMe, a IIOTOM U TpazKEeHU JINMeC. mamo Ja je

1 1 1 (z2+1)? 1
. 1 2= . @ Tz e Tz oxtioa?i1-1

lim — = lim —= = lim —=* = lim n "= lim >—% — -
n—oo nw% n—oo n nooo N+1-n n—»o0 n—oo x%

4 2 20,2

. X+ 2 Coxi(xr +2 .
= lim *+—"=1i lelm(mi+2)202+2:2.
n—oo ‘T’I’L n—»oo . n—o0o0

Hanomenumo camo J1a y IpeTXoIHOM padyHy HECMO OJMAaX 3HAJMU Jla BaXKW JpyTa jeHaKOCT, Beh je

Taj 3aKibydak ycaeauno o IITosoBoj TeopeMu TeK HAKOH IITO CMO ITOKA3aJIN Ja ojroBapajyhu
1 1

) . . L . 1
jumec lim —2+ mocroju. Cajia jeJJHOCTABHO MOYKEMO M3padyHATH Ja je lim mci = lim —— =
n—oco N + 1 -Nn n—o0o n—o0o 5
nr{:n
1
5

IHodcemnuk: Panuje cmo mokasanun BeprynujeBy mHejemmakocT Tj. ga 3a cBako n € N u x > —1 Baxn
(1+2)" > 1+ nz. Hakon Tora cMo u3Besn 3akibydak na jemHakocT (1 + )™ = 1+ nz BaxKu akko je

n=1wnmx=0.

8. Har je uu3 (x,) ca x1 > 0 HPOU3BOBHO U Tpy1 = 1 +4x, — 1 3a cBako n € N. Wcnurarn



KOHBEPI'eHIN]y OBOI' HU3A.

Permteme: Jlokaknmo mpBo MOMONY MaTeMaTUYIKe WHAYKIHjE & CY CBU UJIAHOBU OBOT HU3a JI0OPO
JeduHICAHN U TTO3UTUBHU C 003UPOM Jia O FHEFOBOM IIPBOM JIAHY MMAMO CaMO MHMOPMAIU]Y T
je mozutuBaH. baza mHIyKIMje cjaeu JUPEKTHO 0 YCIOBY 3ajaaTrka, jep je x1 > 0. IIpermocraBumo
caja na 3a Heko n € N Baxu Ja je x, mobpo jnebunucan u x, > 0 (MHAYKTUBHA XHUIIOTE3a) U
JIOKAKUMO 13 je W WIAH Tp.1 J00pO medmHmcan n mo3utuBai. IIpso, u3 x, > 0 MOKEMO 3aK/byINTH
1+4z, >1+4-0=1, ma je Tpe = /1 +4x, — 1 106po medunucan, jep ce 1o KOPEHOM HaJIa3M
HO3UTHBHA BpegHocT. Takobhe, UMaMoO U 13 je Tpi = 1+4z, -1 > {1/1— 1=1-1=0, ma no
IPUHIMIY MaTeMaTHIKe UHIYKIMje ciaeau Ja je uu3 (x,) 1o0po jdeduHucan u Ja Cy CBU HErOBU
9JIAHOBH TO3UTUBHU OpojeBn. To 3HAYM Ja je OH 0103710 OrpAHUYEH HYJIOM, Ia NeMO MOKYIIaTH I3

JIoKaXkeMo Ja je u onarajyhu. Mmamo m1a je
Tpal STy, = V1+4dz,-1<2, = V1+4z,<1+2, <= 1+4z, < (1+xn)4,

[Ipy 9eMy CMO y TIOCJIe/IEh0j €eKBUBAJIEHIINj KOPUCTUIN J1a Cy 00e CTpaHe HejeHAKOCTU MO3UTHUBHE,
ma ce crerneHoBameM ca OpojeM 4 He Mema 3HaK HejeaHakocTu. JHajyhu ma je x, > 0 > -1 uz
Bepaynmjese Hejemnakoctn nmamo ga je (1 + xn)4 > 1+4x,, na je 3aT0 Tp1 < Ty 32 CBaAKO N € N
u nocaequdHo je uu3 (x,) omanajyhu. To 3naum ga je o kKoHBeprenraH, jep cmo Beh jokazanu ja
j€ 0103110 OrpaHWYeH HyJIOM, 11a hemo o3naumtu ca lim x, = L € R. Kako je x,, > 0 3a cBako n € N,

n—> 00

10 je m L = lim x,, > 0. Ja 6ucmo oxpemmim 6poj L, BparuhieMo ce HA PEKYPEHTHY BE3Y Tnil =

Y1 +4z, - 1n1/1 mycrTuTH ga n — oo. Tako nobujamo jenmaunny L = v/1+4L -1 1j. 1+ L = </1+4L.
Mozkemo je cremenoBaTu 6pojem 4, jep cy obe cTpaHe y 10j HEHEraTUBHE U JTOOUTH H0j €eKBUBAJICHTHY
jemmaunny (1+L)* = 1+4L. Ilpumernmo j1a je oBa jeHaYMHA 3aIIPaBO CIIyHaj Ka/[a BasKH jeTHAKOCT
y Bepnymujesoj mejennaxocru (1+ L)% > 1+4L (Bepnysujesa HejeIHAKOCT ce OBJie MOYKe MPUMEHUTH
nommro je L > 0> —1). Kako ce Ta jemmakoct moxke poctuhu Ha aBa Hauuna, kajga je 4 = 1 o L = 0,

a [pBa OIIHja eBUIEHTHO Huje Moryha, To mopa 6butu L = 0. 3aro je lim x, = 0.
n—o00



HOILHI/ISOBI/I n TaYd9Ke HaromMmmjiaBaltba
HN3a

Hedununumja: 3a peanan uus (a, ) KaxkeMo 1a je nepuoduuar ca nepuodom T € N yKoImKo 3a cBako
n € N BaXKM Apip = .

Hedununmja: Heka je (ap)pey HU3 peannnx 6pojeBa u (ng)geny CTPOro pactyhu Huz mpupos-
HUX GpojeBa YUju Cy WIAHOBH Ny < Ng < ... < N < ... . Tajga 3a HU3 (ay, )keN UHUJU CY YTAHOBH
Uy s Qngy Qg y eeey Gy s - KAZKEMO 718 j€ NOOHU3 HU3A (G, )neN-

IIpumep: Heka je (a,,) peannu Hus. YKoIMKO ogabepeMo ny = 2k mobujamo moaaus (asy ) geN IUju CY
WIAHOBM CBU YIAHOBU JaTOr Hu3a (a,) ca mapHuM uHiuekcnMma. Bupajyhin ng = 5k+2; k € Ny nobuja-
MO TOJHUS (G5k12 ) keN, €A WIAHOBAMA (2, (A7, 412, -y 452, A57, -y 4502, ... JATOT HA33, JTOK Oupajyhn ma

je ng = k% nobujamo mogHN3 (ag2 ) keN CA WIAHOBUMA 1, a4, A9, A16, -+ s 4225, ---, 42025, - JATOT HA3A.

Hedunnunpmja: 3a Tauxy a € R kaxeMo Ja je mawka 1a2omurasarba uu3a (d,) aKo MOCTOJU HEroB

noguu3 (ap, ) Takas ga je lima,, =a. Ca T(a,) obenexaBaMo CKyIl CBUX Tadaka HAOMHJIABAIHA
k—oo

uusa (a,). Hajmamy Tauky narommiasarma Huza (a,) Tj. MunuMyM ckyna T'(a,) Ha3uBaMo aumec

ungepuop oBor HU3a u obeexkaBaMo ra ca liminf a,, wau lim a,,. Ciuano, najsehy Tauky Harommia-

n—oo n—o00

Barba Hu3a (a,) Tj. MakcuMmyM ckyma T'(a,) HA3UBAMO AUMEC CYNEPuop OBOT HU3A U ODEICKABAMO

ra ca limsupa, wm lim a,.
n—o00

n—oo

IIpumep: Heka je a, = (-1)". 3uamo na je a, = 1 3a napse n u a, = —1 3a HenapHe n, Ia BaXKu
Gn+2 = @y 3a cBako n € N, Te je oBaj Hu3 nepuonuydan ca nepuojom 2. I[locmarpajmo noann3 osor
HIU32 33 KOju je ny = 2k Tj. mommum3 (aok )gen (mju cy unmexcu napun). Iomto je aop = (~=1)%F = 1 3a
cBako k € N, BUMO /1a Cy CBU HErOBH WIAHOBHU jeJIHAKH 1, TIa CAMUM THUM OBaj IIOJHI3 KOBEPIUPA Ka
1. Cim4HO, MOXKEMO [IOCMATPATH ¥ LOJHU3 33 KOju je ny = 2k + 1, rae k € No, 1j. noguns (agk+1)ken,
(amju cy mmexcn nemapmu). 3 tora mto je agpyq = (=1)%*! = —1 3a cako k € Ny nmanmo sa Taj
moiHu3 KoHBeprupa Ka —1. 3aro cy 6pojeBu —1 u 1 jiBe Tauke HaroMusaaBarmba OBOI HU3A.

Komernmap: Hakon 1mro HaBegemo ojrosapajyhe reopeme yTBp/unheMo Jia Cy OBO U jeJIMHE J[BE TAUKe

HArOMUJIABAIHLA OBOT HU3A.

Cneneha Teopema HaM rOBOPU O €r3UCTEHITHJH TAYaKa HATOMILIABAIHGA OTPAHNTIEHOr HU3A.
Teopema [Bosmano—Bajepiurpac]: Csaku orpannyen Hu3 peajHux OpojeBa UMa 6ap je(Hy Tauky
HaroMmuaaBama y R.

Takobje, eBuIeHTHO je 7a YKOJUKO HU3 HEje OTPAHUYEH, jeJHa O IErOBUX Tadaka HATOMUIABAHA
je —oo mim +oo. Hapenno tepheme 0bjeumyje oBo 3amaxkame ca bosano-BajepmrpacoBom Teope-

MOM.

Teopema: Caku HU3 pealHUX OpojeBa nMa 6ap jeJHy TadKy HAroMmiaBamba y R.

Canenehe Tepheme roBopu 0 TOMe Kako ce KOHBEPIeHInja HU3a MOXKe OIUCATH Y KOHTEKCTY HerOBUX
Tavyaka HArOMUJIABAHbA.

Teopema: Hus (a,,) KoHBeprupa akko UMa Camo jeJHy, ¥ TO KOHAYHY, TAUKy HATOMUJIABAA.
Hpyrum peunma, 3a L € R Baxkn

lim ap, =L < lim a, =L = lim a,.

n—oo n—oo n—oo

Hapasno, oo 3naun ma ykoawmko mu3 (a,) KOHBeprupa Ka 6pojy L, OHa M CBAKHW FErOB MOTHU3



(an, ) xouBeprupa ka 6pojy L. Ty uumenuiy cmo seh jegaom ynorpebuin panuje y aexumju Mono-
MOHU U 02DANHUNEHY, HUZ0BU.
Hagemrthemo jomr jeano TBpheme Koje HaM onucyje mocTynak KOjuM HAJA3UMO CBE TadKe HArOMUJIa-

Bama (y R) mexor Huza.

Teopema: Ako je Hus (a,) 3amnmcan Kao yHuja cBojux k momam3oBa, rje k € N, u npuroM mupsu
momHu3 Texku Ka Ly € R, npyru ka Lo € R u tako jasbe, k-Tu nmomHu3 Texku ka Ly € R, tajga cy cse

Tauke HArOMWIaBama oBor uHu3a 1'(ay) = {L1, Lo, ..., Li}.

IIpumep: Bpatumo ce Ha HU3 a, = (—1)" U 0IPEIUMO CBE HEroBe TauKe HAroMujaBama. Lope ¢cMo
ra pa3BOjuJId Ha JIBA FHEroBa ITOJIHI3a, — jeJIaH Ca HEMapHUM WHICKCUMa, U JIPYTU Ca MAPHUM WHJIEK-
cuMa. 3aKJbydy/Id CMO Jia IPBU KOHBeprupa ka —1, a jpyru ka 1. Kako oBa jBa mojgHuza y yHUjU
Jlajy Teo HHU3, TO Cy OBO jeJMHE TadKe HATOMHUJIaBamba TOT HU3a, omHocHo Baxkw 1'(a,) = {-1,1}.
3aro je liminfa, = -1 u limsupa, = 1. I3 Tora MoxkemMo 1 3aK/by4YUTH HEIITO MTO cMO Beh ojaBHO

n—oo n—oo
JIOKa3aJIm, & TO je Ja OBaj HHU3 JIUBEprupa.

nm A .
1. Hahu cBe Tauke HaromMmiaBama HHA3A A, = 1 + - cos e kao u liminf a,, u limsup a,,.

n2+5 n—oo n—soo
Pememe: Kaja 6ucmo npobasn na u3padynamo lim a, (HapaBHO, Taj JuMec He IIOCTOjHU IITO fieMo
n—oo

y6p30 u BuUgeTH), 106MIN GUCMO

. n? nw . . n? . nmw . . nmw
lim {1+ ——:cos— |=lim 1+ lim —— - lim cos— =1+ lim — lim cos — =
n—oo0 n2+5 2 n—oo n-ooo N2 +5 n-ooo 2 n—»oo ,%/2/(1 + F) n—oo 2

1 . nm . nmw
=1+ ——"- lim cos— =1+ lim cos —.
1+0 n-ooo 2 n—oo 2
[Ipnmehyjemo a mam ,pobiem” cTBapa HU3 b, = cos 5", jep mmamo na je by = 0, bo = 1, b3 =

0, by =1, b5 =0=0by, bg = -1 =0by u Tako Ja/be, A Ce YUHU J1a je OBaj HU3 MEPUOIUYIAH CA TEPUOIOM

4. Tokaxxumo 0Bo u ¢dopmMasHo. 3a cBako n € N mMamo 1a je

(n+4)m nm + 4w nm nw
bpta = COS = cos =cos| — + 27| =cos — = by,
2 2 2 2

IIPA Y€MYy CMO Y PadyHy KOPUCTUJIN 27T-NIEPUOMIHOCT (DyHKIHje cos x 1 modumm na je au3 (b, ) 3ancra
MEPUOJIMIAH Ca TIepuogoM 4. 3aTo Ta MOXKEMO TOJIEINTH HA YeTUPHU TOAHN3a (KOJU Y YHUJH Najy Teo
Taj HU3) y 3aBUCHOCTHU OJ] TOr'a KOjU OCTATaK Jlaje UHJEKC UpH jesbemwy ca 4. Jlakie, nmocmarpaliemo
noaHn30Be (Dap+1)kenNg, (Dak+2)kenNg, (Dak+3)keny ¥ (bak)ken-

1° n=4k, ke N: Y oBom ciyuajy je b, = bax = by = 1 3a cBako n € N oBor ob/inka, 1a uMamo Jia je

2
lim g, = lim (1+n~bn)1+1-limbn1+lim11+12.
n2+5

n—oo n—oo n—oo n—oo

2°n=4k+1, keNgy: VY oBom ciyuajy je b, = bgr+1 = b1 = 0 3a cBako n € N oBor obsinka, ma je 3aTo

2
lim a, = lim (1+2"-bn):1+1- lim b, =1+ lim 0=1+0=1.
n—oo n—oo n +5 n—oo n—o0

3°n=4k+2, keNpy: VY oBoM cityuajy je b, = bypio = bo = —1 3a cBako n € N oBor obJsinka, 1ma uMamMo

n—00 n—oo n—oo

2
lim ay = lim [1+ ——— b, |=1+1-lim by =1+ lim (-1)=1-1=0.
n?+5 n—oo

4° n=4k+ 3, ke Ny : Y oBom cityuajy je by, = bakrs = bs =0 3a cBako n € N oBor ob/mKa, na je 3aTo

n—>o00 n—o00 2 + n—o00 n—o0

2
lim a, = lim (1+”5.bn):1+1. lim by, =1+ lim 0=1+0=1.
n



Ha oBaj HA9MH CMO IIPOHANIUIN CBE TaYKe HArOMUJIaBamba Hu3a (ay, ), e je T'(ay) = {0,1,2}, liminf a,, =
n—o00

0 u limsupa,, = 2.

n— 00
2. Iar je nus a, = V2" + 57(-D" Onpenutn merose Tadke HArOMIJIABAIbA, KA0 U lim a, 1 lim a,.
oo n—o0

Pemueme: Ilpumernmo 1a HaM OBJe, Kao U y rope ypaheHOM IpUMepy, jeInHI ,,ano6neM” 3a KOH-
Beprennujy uusa (a, ) npasu uu3 b, = (-1)". Kako je (b,) nepunommuan uus ca mepuomom 2 (jep cy
eroBr wianosu —1 u 1, Hau3MeHn9HO), To ieMO Ta IOJeINTH Ha J[Ba MOJHU3a Ha OCHOBY OCTATKA
KOJU IErOB MHJEKC Jlaje IpHU Jebeby ca 2 (Tj. HAa OCHOBY HApHOCTH MHJEKca). JIpyruM pednmma,
nocmarpahemo noxanzoBe (bog+1)keNg U (b2k ) keN-

1°n=2k+1, keNgy: VY oo ciayuajy je by = baps1 = (=1)?**1 = -1 3a cBe n € N oBor obiuxa, ma

je ap = V2 +50(-1) = Yon 45 = {/on +( ) 3aro, kopucrehn on panuje usseneHy hopmyLy

nMamMo
2” + (7) = max {2 7} = 2
5 5

2° n =2k, keN: VY oBoM ciyuajy je b, = ba, = (=1)2* = 1 3a ce n € N oBor obnuka, 1a je a, =

{/9r 4571 = /27 1 57, Baro, umamo za je

lim a, = lim

n—oo n—oo

lim a, = lim V2" + 5™ =max{2,5} = 5.

n—o00 n—>00

Caza yako MoxkeMo koucrarosaTh fa je T'(an) = {2,5}, hm an=2wu lim a, = 5.

n—00

n . 2nm Inn
sin —— + ——. OQJIpeInTH CBe HEroBe TadkKe
+1 3 n!

n
3. Hexka je nus (a,) mar ca a, = (-1)" (1 + f) +
n
HATOMUJIABAHA.

Pemewe: PazvmunubamMo Ha MCTH HAYMUH KAa0 y TPETXOIHUM 3aJallMa — KEJINMO JIa BUJINMO KaKo

61cMo padyHaJix JIUMeC HU3a ap, IIa “MaMO

1\" 2 1
hm ap, = hm (( 1)”( ) + sinﬂ+ﬂ).
n n+ !

Kaxko je lim (1 + %)n =e, lim -2 = lim ‘J;Ll =1 -1y lim lz—," = 0 Ha ocHOBY mnopejbeHe

n->o0 nooo Ml pTlo af(1+1) 140 n->o0
CKaJie, TO je

2 2
hman— hm( D"e+1- hmsln%+0—ehm( )™+ lim smg

n—>oo n—oo

MozkeMo IpUMeTUTH Ja OBJie ,pobsaem” mpase Hu3o0BH by, = (-1)" u ¢, = sin 27% Beh cmo Bugenn

na je a3 (by,) mepuogMUaH ca MepuosoM 2, 0K 3a HU3 (¢5,) MOXKEMO M3PadyHATH IPBUX HEKOJIUKO

_ 27 _ /3 _owindr _ /3 _ o _ _ owin 8T _ 27 -
qJIaHOBa: C1 = Sln? = 5 Cy = Sln? =5 C3 = Sln(271') = O7 Cq = Sln? = Sln? =C, C5 =
sin 107” = sin %’T = Co W TaKo Jajbe. UuHM ce J1a je OH MepUoMYIaH Ca MEPUOIOM 3, & TO JIAKO MOYKEMO
u JoKa3aru kopucrehu 27-nepuoananocT (pyHKIuje sinx Ha caefgehn nadwmn:

. 2(n+3)w 2nw+6m . (2nmw . 2nmw
Cp+3 = Sin 3 = sin 3 = sin = + 27| =sin = =cp, 3acBako neN.

C o63upom Jia 360r Huza (by,) (KoMe je neproz 2) KeJIuMo Jia ITIOCMAaTPAMO HErOB UHIEKC M0 MOJLYILY
2, a 360r Hu3a (¢, ) (KOME je mepuos 3) XKeauMO J1a IIOCMATPaMO HEeroB HHIEKC 0 MOy 3, 3Hajyhu
na je H3C(2,3) = 6 mocmarpahiemo unjekce ausa (a,) 1o Momysty 6. 3aro heMo ra mojieiuTi Ha IecT
IIOTHI30Ba (aek+1)keNO, (a6k+2)keNm (a6k+3)keNm (a6k+4)keN0, (a6k+5)keNo u (aGk)keN 1 UCIIUTATH
KOHBEPIeHIINjy CBAKOr Off IbuX. Ilpe Hero mTo TO U ypaJuMo, HalOMEeHHMO 1a hemo oBakBse 3a1aT-

K€ YBEeK PaJINTU Ha Taj HAYUH - YyOUMMO HU30BE KOjU HPaBe ,IIpobsieM” 3a KOHBEPreHIUjy



IIOJIa3HOI' HU3a, BUANMO IIO KOM MOAYJ1y Tpe6a Ada ImocMaTrTpaMo mbuxose MHAEKCe y 3a-
BUCHOCTH O/Jf TOra KOjI/I je BbHUXO0B IIepuo/, 11a 3aTuM ImocMaTpamMo nMHAEKCe IIOYeTHOT HU3a

no H3C-y cBux THX MOIYJIOBa M TAKO ra MOJEJIMMO Ha IOJHU30BE.
1°n=6k+1, keNg: VY oBom ciyuajy je bgrs1 =b1 = -1 1 cgpe1 =1 = § 3a cBako k € Ny, Te je

V3

. . . . . 3
lim aggy1 =€ lim begy1 + lim cgpy1 =€ lim (1) + lim — = —e + —.
k— o0 k—o0 k—o0 k—o0 k—oo 2

2

2° n=06k+2, keNp: Cana je bggro =ba =1 1 Cgpro = C2 :—§ 3a cBako k € Ny, ma je
lim a. =elimb + lim ¢ =elim 1+ lim ﬁ =e ﬁ

Pt 6k+2 = Pt 6k+2 Pt 6k+2 = Pt Pt 9 = 9 .

3°n=06k+3, keNpy:VY oBoM ciyuajy je bgr+s = b = b1 = =1 u cgr3 = ¢c3 = 0 3a cBako k € Ny, Te je

lim agry3 = € im begys + lim ez =€ lim (-1) + lim 0 = —e.
k—oo k—oo k—oo k—oo k

—00

4°n=06k+4, keNg: VY oBoM city4ajy je bggra = by =by =11 cgpyq =C4 =1 = @ 3a cBako k € Ny,
Te je
V3 3
lim a, =e lim b + lim ¢ =elim 1+ lim — =e+ —.
G Aok = € UM Oplpq + UM Coppq = € LA I 5
5°n=6k+5, keNgy: Caua je bgrys =bs =by =—1 1 cgpq5 =5 = Co = —73 3a cBako k € Ny, na je 3arTo
3 3
lim agres = € lim b5 + lim cogys = € lim (1) + lim —£ =—-e- £
6° n =06k, keN: Oue je bgr =by =1 u cg, = c3 = 0 3a cBako k € Ny, e je
lim agg = e lim bgi + lim cgr =€ lim 1+ lim O =e.
k—oo k—o0 k—oo k—oo —00
3aro je T(a,) = {—e+ @, e- @, -e, e+ @, -e- @, e}.
2n3 —4n? +1 1 1
4. (Cenrembap 1 2024 aTh Cy HU30BU Qp = ——————— U b, = + +eet
( v ) e ey "o a3nant " YnSe1 Unbi2

1
vnb +2n

Ja g mocroju lim ¢, ?
n—oo

. nmw
. OapenuTu Tadke HAroMUJIaBaiba HHA3A Cp, = dyp, -sin (n! + 1) + (=1)"b,, cos —.
n n n 2

Pemremwe: Hajupe mamomennmo na cmo panumje (y IpPeTXOJHUM JleKIjaMa) Bell yTBpamim ja cy
uu3oBu (a,) u (b,) KoHBepreHTHH U Ja je lim a, =0 u lim b, = 2. 3aT0 MOKEMO IPBO 3aK/bYIUTH
n—oo n—00

nga je lim (ay, -sin(n!+1)) =0, jep uus (a,) Texxku Hysnu, a uu3 sin (n! + 1) je orpanuden nomro je
n—>o0

|sin (n! +1)| < 1 3a cBe n € N. 3aro, kaga 6ucmo npobaiu 1a u3padyHamo lim ¢, umaau 61ucMo
n—o0

lim ¢, = lim (an -sin(n!+1) + (-1)"b, cos %) =

n—oo

= lim (a,-sin(n!+1))+ lim (-1)"- lim b, - lim cos % =0+ lim (-1)"-2- lim cos % =

n n—oo n—00

n—oo n—oo

=2 lim (-1)" - lim cos T;—ﬂ,

a hemo noce6no pazmarpaTn nusose (—1)™ u cos 5.
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Komniujesu Hu3oBu

Y oBoMm ozeibKy Jedunncahemo nojam KormujeBor Hu3a n BUieTn y KaKBOj j€ OH Be3U Ca KOHBEPI'eH-
nujom. VcmocraBpa ce ma je y 3amanmMa y KOjuMa Ce HCIHUTYje KOHBEPreHIHja HU30Ba, & He MOTY
ce edbMKaCHO yIIOTPEOHUTH JI0 €aJia II03HATE METO/Ie, HajJIaKIIe UCIINTATH Ja Jiu je naTi Hu3 Kormmjes

nJjim HI/Ije7 Ia TaKO 3aKJ/bBY4YUTHU 1a JIA je KOHBEpPreHTaH.

Hedbunnnumja: 3a uus (a,) Kaxemo Ja je Kowujes yKOIUKO BaxKu
(Ve>0)(Ing e N)(Ym,n eN) m,n > ng = |am — an| <e,
IITO Ce€ eKBUBAJEHTHO MOKe (POPMYJUCATH U KAO
(Ve >0)(Ing e N)(Vn 2 ng)(Vp eN) |an+p — an| <e.

Teopema [KommjeB kpurepujym KoHBepreHnuje Husosa]: Hus peasnux 6pojea je KOHBEP-

PEeHTaH ako u caMo ako je Kornjes.

Kao mro cmo Beh Ha modeTky pekjin, HAKOH IIITO MCIUTAMO Ja Jiu je Hekn Hu3 Komujes, momohy
OBe TeopeMe MOYKEMO OJIMaX 3aKJbYUHUTHU U J1a JIA je KOHBEPIeHTAH UJIU HHje.

cos(lnl) cos(In2) cos(lnn)

+ ot ————=

1-2 2-3 n(n+1)

Permeme: [Ipobahemo ma mokazkemo 1a je oaj nu3 Kormmjes, omakie 6u cireanio TBpheme 3amaTKa.

1. Hokazaru 1a je HU3 G, = KOHBEPTeHTaH.

Haxke, mokasyjemo ja 3a cBako € > 0 mocToju uHIekc ng € N TakaB ja 3a cBe mpupojHe O6pojese
n>ngupeN BaxKU |an.p — ay| < €. Hexa je 3aTo € > 0 mponsBosbHO 1 2KeJIIMO Ja HaljeMo OBaxBo
ng. Kako 6ucmo ycmemn y ToMe, /b je I PA3IHKY |Gp+p — Gp| YIPOCTEMO M OTPAHHTINMO OZO3TO
W3pa30M KOjU He 3aBUCU O Opoja p, a TOTOM BHIMMO TIOYEB O KOT ng € N he Taj m3pas3 outn Mamn

on €. mamo na je

cos(l)/l/)/+ cos(l)/Z’)/ ' COS(W cos(In( n+1)) - cos(In(n + p))
1-2 2-3 Tt ) miDm<2) T nep)neps 1)

C%guf cos(ln2y  cos(lnzy
(S ﬂm)

ITocnensmu n3pas3 ce He MOXKe HAPOUUTO CPeauTH 300r Opojusala, ajau ce MoKe 0/I03T0 OIPAHUYUTH

cos(In(n + 1)) i cos(In(n +p))
(n+1)(n+2) (n+p)(n+p+1)|

Kopucrelin HejeTHAKOCT MHOIOYIJIa ¥ OIPAHUYIEHOCT KOocuHycHe (yHKImje. 3aTo je

cos(In(n +1)) . cos(Iln(n +2)) ey cos(In(n +p))
(n+1)(n+2) (n+2)(n+3) (n+p)(n+p+1)

|@nsp = an| =

cos(In(n+1))| [cos(In(n +2)) cos(In(n + p)) _ |cos(In(n + 1)) . |cos(In(n + 2))|
(n+1)(n+2) (n+2)(n+3) (n+p)(n+p+1) (n+1)(n+2)  (n+2)(n+3)

|cos(In(n + p))| . 1 . 1 e 1
(n+p)(n+p+1) (n+1)(n+2) (n+2)(n+3) (n+p)(n+p+1)
[Tocmenmy cymy Beh MoxkeMo m3padyHaTu Kopuctehn Tpuk o panuje, ma je 3aTo

1 N 1 s 1 )
(n+1)(n+2) (n+2)(n+3) (n+p)(n+p+1)_

lansp — anl <

_(n+2)—(n+1)+(n+3)—(n+2)+ +(n+p+1) (n+p) 1

T (n+1)(n+2) (n+2)(n+3) (n+p)(n+p+1) n+1 ;/+2 ;/+2 ;/+3




N 1 1 1 1 < 1
}%kp n+p+1_n+1 n+p+1 n+1

3a cBe Nn,peEN,

IIpH 9eMy CMO Ha Kpajy KOPHUCTHUIN Ja je yMarbuJall [MO3UTUBAH U IIOMONY TOra ycrenind 7a

1
n+p+1
OLIEHUMO OJI03I0 |Gpn+p — Gp| U3pa3oM Koju He 3aBucu of Opoja p. Cazxa je Beli curyaimja MHOroO

jeqHOCTABHUja, jep CETHUMO ce [a je UWb OuO U3pa3 |an+p — Gp| HAIHHUTH MAIBUM O € HOYEB Of

1 |
—» YKOJIIKO 00e30eInMO Jia je —= < €

3a n > ng, 3aucra e GUTH U |ay,1p — ap| < € 3a cBe 1 > Ng. KaKojeﬁ@é@nJrl;%@nzé—l,

HHIEKCA 7, 114 KAKO CMO YIIPABO JOKAZAIH A2 j€ |an+p — an| <

TO MOXKEMO Y3€TH Mg = [% - 1] + 1 yKoJmKoO je % — 120 ognocHO ng = 1 yKOJIUKO je % —1<0. Ha Taj

€, a je U |an+p — an| < €. Haxie, uus (a,)

HAYUH CMO TIOCTHUIJIU JIa 33 CBe N > ng U p € N BaxKu ﬁ <

je KomujeB m caMum TUM KOHBEPIeHTAH.

Komenmap: Hamomennmo j1a nomohy KorrujeBor Kpurepujyma MOKeMO caMo J1a JOKaKeMo J[a HU3
KOHBEPI'upa, ajy He U Jia OJIPeJIUMO IIITa je Hheroa I'paHUYHA BpesHOCT. MehyTnMm, ona ce Huje HI

TPaXKWiIa y 3aJIaTKy.
. 1 1 1
2. UcnuraTn KOHBEPIeHIA]Y HU3A Gy = 1+ — + — + - + —.
22 32 n2
Pememe: Jlokazahemo na je oBaj nu3 Kommmjes kako 6ucmo 3ak/byumiin jia KoHBeprupa. Heka je
3ato € > 0 mpousBosbHO. Tpakumo ng € N TakBo 1a 3a cBe mpupozsae OpojeBe n > ng u p € N Baxu
|ansp — an| < €. Ca TuM 1EBeM, ynpocTulieMo U 0J03r0 OIPAHHYUTH PA3IUKY |(nip — G| H3pasOM

KOju He 3aBUCH OJ Opoja p Ha cjaejehn HAYUH:

|an+p — an| = X+Z]é+z]é+m+%+(n+11)2+(n+12)2+m+(n+1p)2_(1+z]é+g]é+m+77]é) =

= 1 + 1 4t 1 = 1 + 1 ot 1
N (n+1)2 (n+2)2 (n+p)? _(n+1)2 (n+2)2 (n+p)?’

Huje jemmocraBHO cpemuTu mocienmbu M3pas3, ajdd jeCTe OTPAHUYIUTU ra 0JI03r0 KOpHUCTehn HejemrHa-

koctm (n+1)2>nn+1), (n+2)2>m+1)(n+2), ... ,(n+p)?>> (n+p-1)(n+p), a norom ce
JI06UjeHn u3pa3 MOKe CPeJJUTH Ha CJIMYaH HAYMH KAao y NPEeTXOJHOM 3aJaTKy. Vimamo ja je

1 1 1 1 1 1
nip = Qn| = + ot < + ot =
[ansp = an] (n+ 12 (n+2)? (n+p)? nm+1) (n+D)(n+2) (n+p-1)(n+p)

~(n+1)-n (n+2)-(n+1) (n+p)-(n+p-1) 1 1 1 1
Tt (neDm+2) T rp-D(ntp) n Al el ez

1 1 1 1 1
+74_ == - <— 3acse n,peN,
¥p-1 n+p n n+p n

IIpU YeMy CMO KOPHUCTIJIM Jla je yMambuJiall n%rp HO3UTHBAH 3a cBe npupogue n u p. Omatie je

lansp — an| < %L 3a cBe 1, p € N, Ima yKOJUKO BaykKu %L < &, Baxuhe U |ap4p — Q| < € ITO CMO JKEJIETIH.
[Tomro je % < € eKBUBaJICHTHO ca N > %, MOXKEMO OJIa0paTH ng = [%] + 1. Cazna, u3 cBera mpeTxoIHOT
MMaMoO Ja 3a CBe HPHpojHe Opojese n > ng u p € N BaxKu |an+p — ap| < €, n1a je garu nusz Kommwjes, a

3aT0 U KOHBEPIeHTaH.

sin(1!)  sin(2! sin(n!
(1)  sin(2) = sin(nl)
2 22 271,
Pememe: Camano Kao y mpeTxogHuM 3ajarnuma, nokazahemo ga je osaj um3 Kommujes. Heka je

3. Ucniutatn KOHBEPTEHIN]Y HU3A Oy =

€ > 0 mpousBo/bHO U TpaxkKuMoO ng € N TakBO Jia 3a cBe IpupojHe OpojeBe N > ng u p € N Baxkn
lan+p — an| < €. Cama hiemo mporeHuTH PasiIuKy |dn+p — G| Kopucreln HejeIHAKOCT MHOTOYIIA H
OTPAHUYIEHOCT CUHYCHE DYHKIMje HA cjie/leNn HadmH:

sin2%1/!/)/+ Sinz%%’)/+ oy sinz%w!/)/+ sin((n +1)!) . sin((n +2)!) s sin((n +p)!)

on+1 n+2 Qn+p

|@nsp = an =



. . . . | | . |
B ( sin(14) . sin(24) . s1n§p/!’)/ _ sin((n + 1)!) . sin((n +2)! ) ' Sln((n+p).)
21 92 on on+1 Qn+2 n+p

sin((n +1)!) . sin (n+2)‘)’ . sin((n +p)!)‘ _ [sin((n + 1)!)] . [sin((n + 2)!)] N
gn+1 n+2 Qn+p gn+1 Qn+2

sin((n + p)! 1 1 1 1 1 1
sin((n+p)h N ey _ 1+l
gn+p 2n+1 2n+2 on+p 2n+1 2 2p—1
[Tpumernmo 11a ce cyma y 3arpa/jiu Jiako MOKe U3padyHATH Ka0 CyMa T€OMEeTPUjCKOT HI3a, I1a UMaMO

Ja je
1(1 1 1) 1 1—2%,_1—2%_1—2%, 1 1 1
2n+1

+ 2+~~-+2p_1

- 2n+1' 1__% - 2n+1,% - on 2n on+p < on’

G ] <

3a cse 1, p € N. Jlakie, 1a 6MCMO HAUUHIIIN PA3IUKY |Gy 4p — G| MAEOM OJL € 3a CBAKO N 2 N U P € N,
JIOBOJBHO je moctuhu ma je 2% < € 3a cBako n > ng. IlomTo je 7 e =22 é <>n 2 log2 e
n > —log, e, MoxkeMo y3eru ng = [—logye] + 1 ykonuko je —log,e > 0 oguocHo ng = 1 ykosuko je
—log, e < 0. Tume cMO mOCTHIIIN Ja 3a CBe MPUPOIHE OPOjEBE 1 2 Ng U P BAKK |Ayip — Ap| < €, TE je

oBaj Hn3 Kommjes u 3aT0 je KOHBEPIeHTAH.

. 1
4. VctmraTn KOHBEPTeHU]y HUA3A Ay = 1 + 3 + 3 ot -
n

Pememwe: Harmacumo na cmo y geknuju Monomonu u ozparuveny nu306u Beh JOKa3ain Jia OBaj
Hu3 onpeheHo nuBeprupa Ka +00, ajun je caja nusb Ja 1o yananmo kopucrehu Kormmuje kpurepujym.
Ucnmrahemo ma s je oaj uu3 KormujeB nin Huje m Ha OCHOBY TOra hemMoO M3BECTH 3aK/bydaK O
merosoj koupepreumuju. IIpernocrasumo na ou jecte Kormmujes. To 3naqu ja 3a cBako € > 0 mocToju

unzuexc ng € N takas 1a 3a cBako n 2 ng 1 p € N BazKu |ap4p — Gp| < €, OQHOCHO

1 1 1 1 1 1
‘I+%+%+m+%+ + ot —(1+/]5/+%+~~+%)‘:‘ + ot =
n+l n+2 n+p n+l n+2 n+p

1 1 1
= + 4+t <Ee.
n+l n+2 n+p
Mebhytum, mako je BumeTn Ja OBO HHUje Moryhe HaHMe KAKO ¥ CYMH —— + ——= + -+ + —— pMa p
’ : n+1 n+2 n+p
: e L o L4 1 1 .1 p
cabupaka m HajMamu Mehy muma je g TOJe g+ n+2 + - 5 2P 7 T mepe 1@ HA OCHOBY

MPETXOHOT UMaMO Jia 3a cBako € > 0 moctoju ng € N TakBo J1a 3a ¢cBe n 2 ng u p € N Baxkn

P11 1 P
mp ST tmz vt o <& a caMmM THM B < €. A, 3a cBako € > 0 MoxkeMO ojabparu
n =p =ng u gobmjamo % = ﬁ < € IITO eBUJEHTHO HUje TAYHO, HA MPUMED, 3a € = i. 3aro Haima

MOJTa3HA MIPETIIOCTaBKa Huje Ouna mobpa, na aus (a, ) Huje Kommjers u 3aTo OH auBeprupa.



I'panngne BpegHocTn PyHKITI)jA

VeentheMo HEKOJIMKO HEOIXOJHUX MOJMOBA U TBphema Kako OHMCMO MOIVIM Jia YBEJIEMO IeHTPAJIHA

HojaM OBe JIEKIIUje — TPAHUIHY BPEIHOCT (OIHOCHO JmMec) (DYHKIMJE U PAJIMO Ca FbUM.

Hedunumnmja: Heka je A € R. 3a a € R xaxkemo fa je mauka Ha20Muaa6ara ckyna A YKOIUKO II0-
croju uu3 (a,) Takas ma a, € A\{a} 3a ceako n € Nu lim a,, = a. Ckyn cBuX Tauaka HATOMHJIABATHA

n—oo

ckyma A obenexkasamo ca A’

Teopema: Heka je A € R. Taza je a € R Tauka HarommiaaBarma CKymna A ako 3a CBaKy HEHY OKO-
smny U, Baxn U, N A # @. CimaHO, —00 je Tadka HANOMMJIAaBamba CKyra A yKOJIHMKO 3a cBako b € R
Baxkn (—oo0,b) N A # &, a +00 je TauKa HATOMUJIABAIbA OBOI' CKyIa YKOJHMKO 3a CBako b € R Baxkn

(b,+00)N A+ @.

HamomernMo Jla Tavka HArOMHUJIABaH-a HEKOT CKyIla HE MOpa NPUIAJATH TOM CKYIy Tj. HE MOpa
myxno 6utn A’ ¢ A. Takobe, e Mopa BaxkuTtw nu A € A’ 0THOCHO He MOpa CBakKa TadKa HEKOT CKYy-
na GUTH yjelHO 1 HBeroBa Tauka HATOMUJIABama. 3a Takee Tadke a € A\A' kaxemo na cy uzonosame.
ITpumep: Oapenumo cee Tauke HarommiaaBama ckyna A = (0,1) u {3}.

Hajupe younnmo npoussossro a € (0,1). Hexa je nus (a,) gar ca a, = a—+. Homro je £ > 0 3a cBako

n € N, To cy cBu WIaHOBM OBOI' HHM3a MalbH, Ia U PasjnyauTu of 6poja a. lokakumo ma mocroju
1

I/IHzgexcnoTaKaBaajean>03aCBeneN.I/ImaMoaajean>0©a—%>O<:>a>;<:>n>é,na

MOXKEMO y3€TH T = [%] +1 u moues ox Tor wHjgeKca hie cBu wiaHoBu Hu3a (a,) GUTH y MHTEpBAIY

(0,a), a camum M u y ckyny A. Kako je lim a, = lim (a— %) =a-0=a, To je 6pOj a TauKa
n—>00

n—00

Harommjasamba ckymna A tj. a € A’

. g ~ ) .

[Tocmatpajmo cazia Hu30Be by, = 5~ 1 ¢y = 1 - 5. CBU HUXOBH YWIAHOBU NPHNIAJIA]y UHTEPBATY (0,1),

ma u ckyny A u Baxku lim b, = lim % =0wu lim ¢, = lim (1 - QL) =1-0=1. Ogarie BuaguMoO 112
n—o0 n—o00 n—o00 n—o0 n

cy u 6pojesu 0 u 1 Tauke HArOMIUIaBama CKyna A mako My He IPHUIIAIA]y.

Jokaxknmo caja fa 6poj 3 Huje Tadka HATOMUIABAIHA CKyIa A MaKO My MPHUIAIa. YOUNMO IHEroBY
okommuy U = (2,4) u oxrosapajyhy npobymeny oxommmy U = (2,4)\{3} = (2,3) U (3,4). Kako je
UnA-= @, To 6pOj 3 HUje TaYKa HANOMUJIABAIA OBOI' CKYIIA.

Younmo casa mponssosbHO a € (—00,0) U (1,3) U (3, +00). KoM ro om oBa Tpu mHTEpBaIa Ja TIpHUIIa-
na 6poj a, MokeMo Halim HeroBy J0BOJFHO Majly OKOJMUHY (& OHJa W TPOOYIIeHy OKOJUHY) Koja je
JIMCjYHKTHA ca cKynoM A, na 6poj a Huje Tauka HArOMUJIABaHba OBOI CKYyTIA.

Konauno, younmo okosmny (—oo, —1) Tavuke —oo n okosmHy (5, +00) Tauke +oo. Kako cy one jqucjyakTHe
ca CKymoM A, TO HU —00 HHU +00 HHUCY I-ErOBe Tauyke HArOMUJIABaiba.

Ha ocnoBy cBera mperxogHor MoxkeMmo 3aksbyautn jga je A” = [0,1], a npumernmo u ja je 6poj 3

jemuna m3onoBaHa Tauka ckyna A, jep saxu A\A' = {3}.

Jedununuja: Heka je f: A - R dyrkmmja, a € R tadka Harommiaama ckymna A u L € R mpo-
u3BosbHO. Tasa kaxkemo ma je L epanuuna epednocm (wmm aumec) GyHKIWMje f KA & TeXKU Ka a

mumenmo lim f(x) = L ako 3a cBaky okosuny Vp tauke L mocroju okosmmna U, Tadke a TakBa Ja 3a
r—a

cBaKo € U, saxu f(z) € Vi,. To MOXKEMO 3aIIcaTy I Kao
lim f(z) = L «— (VV.)(3U,)(Vz € A) z e U, = f(z) € Vy.

Vkosmko ¢y u a u L peajqaun 6pojeBr, MOXKEMO KOPUCTUTH E>UXOBE £-OKOJIMHE OJIHOCHO §-OKOJIMHE,



a TaJa uMaMo
flgl_r,%f(x):L > (Ve>0)(36>0)(Vx e A) O<|z—a|<d=|f(x)-L|<e.
VYkonuko je a € R u L = +00, Tasia ropmu u3pa3 j106mja 00K
glcif,llf(x) =400 < (VM eR)(F36>0)(Vxe A) O<|z—a|<d= f(z)> M,
10K 3a a € R u L = —co0 mmamo
glci_I)I(llf(m) =-00 <= (VM eR)(I6>0) (Ve e A) O< |z —a|<d= f(z) <M.
3a a=+00 u L € R umamo ja je
xlir}lmf(x) =L < (Ve>0)(IM eR)(Vx e A) x> M = |f(x) - L| <e,
azaa=-oou LelR je
Zl_i)r_noof(ac) =L < (Ve>0)(3M eR)(Vz e A) x < M = |f(x) - L| <e.
Hasbe, ykouko je a = L = +00, BaxK#I

lim f(z)=+00 < (VM; eR)(IMyeR)(Vz € A) x> My = f(x)> My,

T—+00

VKOJIUKO je a = +oo u L = —0o, BaxKu

lim f(z)=-00 < (VM1 eR)(IMy e R)(Vz € A) x> My = f(x) < M,

Tr—>+0o

3aa=-o0ouL=+00je

lim f(z)=+00 <= (VM1 eR)(IM3 e R)(Vz e A) & < My = f(x)> M,

Tr—>—00

¥ KOHA4YHO 3a a = L = —oc0 je

lim f(x)=-00 <= (VM; eR)(IM2eR)(Vx e A) x < My = f(x) < M;.

Tr—>—00

Ha cnenehoj ciurm nmamo wirycrpariujy neduHUITje JUMeca y CIydajy Kaja ¢y Tadke a u L KoHadne.

»
s _ y= 1)
L #
L-=
a—&aa+5 i

Hamomennmo na xako u3 jgedununuje aumeca lim f(x) = L cneqm 3a cBaky okommuy Vp tauke L
Tr—a
nocroju okosmHa U, Tauke a Takpa Ja 3a cBako x € U, Baxu f(x) € Vi, T0 He MOpa Hy>KHO OUTU U
f(a) €V, jep a ¢ U, nomro je U, = U,\{a}. JApyrum peanma, Bpearoct mmmeca L = lim f(z) me mopa
Tr—a

obasesno 6utn jennaka Bpennoctr f(a). Illtasuime, MOMEHYTH JUMEC MOXKE MOCTOJATH M yKOJHUKO



Tadka a He npumaaa gomedy dbyukumje f (Mako oHa MOpa OMTH HeroBa TadKa HATOMUIJIABAHA) Tj.
ykosmko uspa3 f(a) yormre nuje uu gedunncam.

3ato cy HaM (YHKIHje KO/ KOJUX Ce OBE JiBeé BPEJHOCTHU TIOKJIANajy MoceOHO 3aHUMIBIBE U OHE UMajy
CBOj HA3WUB.

Hedununuja: Heka je f: A - R dynxkumja u a € An A’. Kaxkemo 1a je opa dbyHKIUja Henpexuona

y mauxu a ykommko je lim f(z) = f(a), oqrocrHo yrommko je
(Ve>0)(30>0)(Veze A) O<|x—a|<d=|f(z)- f(a)| <e.

Mebynm, kana je x = a Tpusnjanuo Baxu |f(z) — f(a)| =|f(a) - f(a)|=0< e 3a cBako € > 0, ma y
ropboj AebUHUIIH MOKEMO JTO3BOJIUTH U Aa Oyie x = a Tj. |z —a| = 0. 3aTo mmamo ma je dynxmmja

f HempexkuzHa y Tauku a ykoauko Baxku lim f(x) = f(a), oqHOCHO yKOJIHMKO je
r—a
(Ve>0)(30>0)(Vze A) |[z—a|<d=|f(x) - f(a)| <e.

Hanomena: Yxonuko je f: A - R dyukuuja u a € A n30/0BaHa TauKa HEHOT JOMEHA, Taja IIOCTOjU
0 > 0 rakBo na je (a—d,a+9)n A = {a}. 3aro 3a cBako € > 0 MOKeMO y3eTu yupaso 1o 0 > 0 u
onza hie 3a cee = € A 3a xoje je [z —a| < § (a To je 3anpaso camo x = a) Baxuru |f(x) — f(a)| =
|f(a) - f(a)] = 0 < &. 3aro je f HempekWmHA y CBaKOj CBOjOj M30JOBAHO] TAYKW, TIa HAM OHE HUCY
UHTEepPEeCAaHTHe IPUIMKOM MCIUTUBAKA HenpeKuIHocT! (hyHKIuje, Bell cy MHTepecaHTHHje OHE TadKe
JIOMEHA KOje Cy MCTOBPEMEHO U HheroBe Tadke HArOMUJIaBamba.

Hedununmja: 3a dyuxiujy f: A - R kaxkemo Ja je HenpekuaHa Ha cKymy B € A yKOJIHMKO je OHa

HEIIPEKHJIHA y CBAKOj TadyKu cKyna B.

Hedunnnuja: Hexka je f : A - R dbynxmmja, o € R Tauka HaroMmuzasama ckyma A n L € R

IIPOU3BOJBHO. yKOHHKO BazKn
(VVL)(AU,)(Vz e A) 2 € U, n (a,+00) = f(x) € V,

KaxkeMo Jia je L decnu aumec (mmm decha epanusna epedrocm) dyskimje f Kaj & TeKU @ ¥ IHUIIEMO

lim f(x) =L, limof(m) =L, f(a+0) =L uwm f(a+) = L, 10K yKOJIUKO je
T—>a+ r—a+t
(VVL)(AU) (Ve e A) z €Uy n (—00,a) = f(x) eV,
KaxKkeMo Jia je L sesu aumec (wnu aesa epanusna spednocm) dbyHKImje f Kaj & TeXKU G U TO IHIIEMO
kao lim f(x) =1L, limof(x) =L, f(a-)=L wm f(a-0)=L.
T—a— T—a—

Hake, kon gecnor gumeca lim f(z) mocMarpamo camo Tadke T 3a Koje je T > a, ma ce Ha GPOjeBHO]
r—a+
IpaBoj HAJIA3€e JECHO OJT TaIKe a, JIOK y JeBoM jmuMecy lim f(2) moemaTpamMo caMo oHe Tavke & Koje
r—a—

Cy Mambe OJ[ @ U CaMUM THM ce Ha OPOjeBHOj IIPaBoj HaJIA3€ JIEBO O] Ihe.

VYkoamko Tpeba na uspadyHamo lim f(x), a Huje HaM IIOTOTHO JIa TO YPAIUMO JUPEKTHO, MOKEMO
r—a

npBo u3pauynaru lim f(z) u lim f(z) u ynopeauru ux, o uemy rosopu ciejiche TBpheme.
T—a— T—a+
Teopema: Hexka je f: A - R dynkmnmja, a € R tauka Haromutasama ckyma A n L € R. Taga Baxkn
lim f(z) =L < lim f(xz)=L= lim f(z).
r—a r—>a— T—a+

Teopema: Heka je f: A > R dynkmmja n a € An A’. Taga je f HenpekugHa y Ta9Kd @ aKO U CAMO
ako Baxku lim f(z) = f(a) = lim f(x).
r—a— T—a+

IIpumep: Heka je bynkmuja f: R — R koncranTaa Tj. mocroju ¢ € R takso na je f(z) = ¢ 3a cBako



z € R. Taga je lim f(z) = ¢, jep 3a cBako € > 0 MoxkeMO ofabpaT MPOU3BOJHGHO § > 0 M UMaMo Ja u3
r—a
|z — a| < 6 3amcra cnequ |f(x) —c|=]c-c|=0<e.
1. Jokasaru 1a je lirr(l)(av3 +2)=2.
xTr—>
Permueme: Ilo nedunnunmju Tpedba mokasatu Ja 3a cBako € > 0 mocroju § > 0 TakBO J1a 3a CBako x € R

3a Koje je |z — 0| < 6 1j. |z| < 6 Bazkm |(23 +2) — 2| < . Heka je € > 0 npoussossno. Kaxo je
|(2°+2) -2/ <e — ’x3’<g — |z <e = |z|< Ve,

To BUMMO Jia oabupom § = /£ > 0 ancta u3 |z| < & caemm | (22 +2) 2|, ma emo TEMe 1o eduHII T

JIOKA3aJIN Ja je hH(l)(.Ts +2)=2.
T

2. Jlokas aje li se-1 3
. Hokazaru e lim —u lim =—.
Aa z—+00 2 + 1 2 z—-00 21 + 1 2

) _ 3z-1 S _3 .
Pemreme: Ozmaunmmo ca f(r) = 555 Jokaxumo nppo Ja je xli?m f(z) = 5. To smaum na Tpeba 1a

3xr—-1 3

JIOKaXKeMo J1a 3a cBako € > 0 mocroju M € R takBo ja 3a cBe x > M Baxu |f(x) - %| < e. Heka je

3ato € > 0 npousBospHO. Kako je

3 3z-1 3 2(3x-1)-3(2z+1) 6x—-2-6z-3
f@)-=|<e <= -—|<e = ——| <
2 2w+1 2 22z + 1) 22z + 1)
— 5 g &= ————<¢g — |235+1|>i — 231:+1>i v 2x+1<—i
22z + 1) 202z + 1 2 2 2%
1 1
2x>£—1 \Y% 2m<—3—1 — x>£—f \Y x<—£—f7
2e 2e 4 2 4 2
TO MOYKEMO 0ga6paTHM:%—% u 3aucta he 3a cee x > M OUTH HCITyEHEHO ‘f(m)—%’<5. 3ato je
lim f(x):%

T—>+00

Hoxkaxkumo cama u gaje lim f(z) = % Jla 6ucMo TO ypaJuin 1o 1edUuHUIIT MOPAMO J1a JIOKAXKEMO
Ir—>—00
na 3a cBako € > 0 mocroju M € R TakBo na 3a cBako x < M Baxkn ‘f(m) - %’ <. Heka je 3dato £ >0

pon3Bo/hbHO. Kako ¢MO MaJIonpe BUIEIH J1a je

‘f(:r) §<»3<=>a:>i = v z< 51
2 de 2 4e 2’
oBaj myT MoxKemo y3eru M = —% - % u crBapHo he 3a cBako x < M BaxkuTu ‘f(ﬂc) - %’ < e. Ha 13aj

HAYUH CMO JoKasaim u ja je lim f(x) = g
r—>—00
Teopema: Heka je ACR, a € A’ u dynxnuje f,g: A - R Koje ce moknanajy Ha HEKOj IPOOYIIEHO]
okommmu Tauxe A 1. mocroju U, taxso ga je f(z) = g(x) 3a cse x € U,. Taza je lim f(x) = lim g()
r—=>a r—a
YKOJINKO OBH JINMECH MOCTOje. 3aT0 MOKeMO pelin 1a je JmMec JIOKATHO CBOjCTBO (DYHKITHje, OTHOCHO
JIOBOJBHO je JIa 3HAMO BPETHOCTH (QYHKIHje Ha HEKOj MaJioj IPOOYIIEeHO] OKOJIMHE TadKe Ja OHMCMO

MOTJI JIa U3PAIYHAMO HEH JIMMEC Y TOj TAYKU YKOJUKO OH MOCTOjH.

Ta uumenuiia ojroBapa TBphemwy BE3aHOM 3a HH30BE KOje Kayke Jia, KOHBEPreHIMja Hu3a He 3aBUCH
07 IPBUX HEKOJIUKO (KOHAYHO MHOI'O) H>EMOBHUX YJIAHOBA, Beh je JOBOJLHO IMOCMATPATH CAMO WIAHOBE
[I0YEB OJ HEKOI' UHJIEKCa 7( KaKo OU ce MCIUTaja HeroBa KOHBEPreHIuja.

Hedbununmja: Oyuknujy f: R - R nary ca

-1, x<0;
f@)=4 0, z=0;
1, x>0.



HA3UBAMO CuzHyM PyHnxyujom u obemexkapaMo je ca sgnr. Jlaxme, opa dynkimja nam epaha” 3Hak
peasHOT Opoja x, Ipu eMy cMaTpamo fa je 3Hak 6poja 0 jeanax 0.

3. Hare cy dyuxunje f,g: R - R ca f(x) =sgnz u g(x) = |sgnz|. Uspauynarn }fl_I)Ytll f(z) n il_rgg(sc)
3a cBe ¢ € R u ucrnmTars HenpexuHocT oBux (byHKIHja Ha cKymy R.

Pememe: Cxumnupahemo npso rpaduke oBux (hyHKIHja 1 3aceDHO pa3MaTpaTH cIydajeBe Kaja je

a<0, a=0wua>0 ga 6ucMO U3patdyHAIN TParKeHE JIIMECe, a TOTOM M MCITUTAJIN HEIPEKUTHOCT

oBux yHKIH]a.

g&\ \AI\
) | 3
« Z
o 4 o X
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Teopema: 3a ejementapre OyHKIUje U pyOHE TadKe EBUXOBUX JOMEHA BAXKU:

n € N mapuo: lim z" = +co, lim z” = +o0,
Tr—+00

Tr—>—00
n € N merrapro: lim z" = +oc0, lim 2" = —o0,
Tr—+00 r——00
aeRua>1: lim a® =400, lim a” =0,
Tr—>+o0o Tr——o00

aeRul<a<1l: lim a®*=0, lim a®=+oo,

r—>+00 T—>—00
acRwuwa>1: lim log,z=+00, lim log,z = -o0,
T—+00 z—0+

aeRul<a<l: lim log, x=-oo,

T—>+00

lim log, x = +o0
x—0+ &a ’

n € N mapuo: lim {/z = +oo,

T—>+00

n € N memapro: lim {/z =+o00, lim ¢/ =-o0,

aeRua>0: limx® =0+,
z—0+

aeRua<0: limz®=+oo,
z—0+

aceRua>0: lim 2% =+o00

’
T—>+00

aeRua<0: lim z% =0+,
Tr—+oo
keZ: lim tgz=+oo,

lim tgz =-oo,
o (km+Z)-

xﬂ(kw+%)+

lim tgz =—oo.

Crerjaao je lim tgx = +oo0,
>G5 -G+

keZ: lim ctga =+oo,

lim ctgz = —oo,
r—km+

TokT—

lim ctga =-oo .

Crenujasiso je lim ctga = +oo,
-0+ ToT—

lim arctgz=F-, lim arctgz = -3+,
T—>+00 Tr—>—00

Ir—+o0o

lim arcctgz =0+, lim arcctgz =m—.
Tr—>—00

Jlumec dbyHKIMje ce, Ka0 M JUMEC HU3A, JIENIO CJIaXKe Ca OCHOBHUM DPAdyHCKUM OI€paIlfdjaMa, MITo
BHJINMO U3 HapeJIHOT TBphema.

Teopema: Heka je AC R, ae A’ u f,g: A > R dpyukunje Takse ga je lim f(z) = L1 € R m
r—a

lim g(z) = Lo € R. Tana Baxu:

r—a

1) lm(f(z) £ 9(x) = Ly + Lo,
2) }gr}l(af(x)) =aly 3a cBako a € R,
3) i (f(2)-9(x)) = L1 - Lo,

L
4) lim @) ==t yKOUKO je Lo # 0.
eva g(x) Lo

4. Uzpaaynarn lim (e’” + 22— {/?) )
T2 2

Pememe: Kopunihemem npeTxo/iHe TeOpeMe U YHHEHUIIE JIa CY eJleMeHTapHe QYHKIHje HEeIIPEeKU/THE,
JIAKO BUJIAMO [T je

: x _3§_~z : _i-3_2 '_i.3_2 1 -2
}Jlir%(e + 2z \/;)—}Elzge +2gl£1_rgx S/ﬁil_rg\/a?—e +2-2 % V2=e?+4-1=¢%+3.
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I'J7100aJ/1Ha cBOjcTBa HEIIPEKU THIX
dyHKIII)A

Hedbununnmja. Heka je f: A - R dbynkuuja u a € A raksa aa je f(a) = 0. Kaxemo ja je Tauka a
nyae yakmuje f.
Cnenehe Teopeme roBope 0 TOMe Koja CBOjCTBa MOCE/Iyjy HelpekuHe dyHKIHje JedHICcAHe HA 3a-

TBOPEHOM MHTEPBaJy W Ouhe HAM BPJIO KOPHCHE Y HAPEJIHHM 3a/IallIMa.

Teopema [Kommn—Bouano]: Heka je f : [a,b] - R nenpexkununa GyHKimja Taksa 1a Cy BPEIHOCTH
f(a) u f(b) cyuporror 3naxa tj. Baxku f(a)- f(b) <0. Taza nocroju ¢ € [a,b] rakso na je f(c) = 0.
Teopema [o mehyBpeauoctu|: Heka je f : [a,b] > R nenpexkunna dbyukuujau f(a) = Au f(b) = B.
Tana 3a csaku peanan 6poj C' koju je usmely 6pojesa A u B (yksbyuyjyhu u mux) nocroju ¢ € [a,b]
TakBo Ja je f(c) =C.

Teopema [Bajepiirpac|: Heka je f : [a,b] » R nenpekuuna dynkuumja. Taga je ona orpanudcna
M JIOCTHZKE CBO] MHHHUMYM M MakcuMyM. Ipyrum pednma, nmocroje m, M € R u «, 3 € [a,b] Taksu ma
Bakn m < f(x) < M 3a cBe x € [a,b] u f(a)=m u f(F)=M.
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1. /lokazatu ma jeqHacnHa
7x5 - 5% + 3w -2= sin(gm)

uma 6ap jeino pererse Ha unrepsaiy (0,1).

Pememe: Uneja je na nckopucrumo Kommu-BonmnanoBy teopemy. Ilomro nomohy me moxkemo ca-
MO Jia JIOKaXKeMO Jla HekKa (DYHKIIMja MMa HyJIy, a He Jia IIOCTOjU TadKa y KOjoj cy nBe (QyHKIHje
jennake, mocmarpahemo moMohHy (yHKIHjy KOjy heMO KOHCTPYHCATH TAKO Jia IUIHLEHUIA /13 Ja-
Ta jeHAMMHA WMa DeIleibe Oyre eKBUBAJCHTHA Ca THEHCHUIOM Ja Ta (GYHKIHja UMa HyIy. 3aTo
hemo ,mpebarmTn’ cBe Ha WCTYy cTpany u nocMmarpatn dbyukuujy F : [0,1] > R medunncany kao
F(x) =725z +3x-2-sin (gax), KoOja je HerpekuHa Ha 1eqaoM [0, 1] Kao KOMIIO3uImja HempeKu;I-
mnx dbyukuuja. Umamo na je F(0) = -2-sinm=-2<0wu F(1) = 7—5+3—2—sing =3-1=2>0, na
o Komm-Bosmanosoj Teopemu mocroju ¢ € [0,1] Taxso ma je F(c) =0, a Tive u 7¢® - 5¢® + 3¢ -2 =
sin(gc)7 OJIHOCHO ¢ je pemreme noaasse jensaquse. [lomro je FI(0) # 0 # F(1), o je 0 # ¢ # 1, ma

umamo 1a c € (0,1), mTo je n Tpebao mokazaTw.

2. Jokazaru na jenmaunna 2% = 5z uMa 6ap jBa pemema Ha [0, +00).

Pememe: CimaHO Ka0 y MPETXOIHOM 3aJaTKy, nocmarpamo dbyrkimjy F : [0,+00) = R gary ca
F(z)=2% - 5z m xeauMoO Jja JOKaXKeMo Jia OHa uMa, 6ap jse myse Ha [0, +00), omakie hie qupekTHO
cienutu TBpheme 3amarka. OHA je HEIPeKUHA HA IeJIOM JIOMEHY KA0 KOMIIO3WIIMja HEIPEKUHUX
dbyakumja. Uvamo ma je F(0) =1-0=1>0wu F(1) =2-5= -3 <0, na no Komn-Boananosoj
teopemu noctoju 21 € [0,1] takso ma je F(xz1) = 0. 3ampaso, z1 € (0,1), jep je F(0) # 0 = F(1).
Hasme, Bugumo ma je FI(5) = 32 -25 = 7 > 0, na nonoso no Komu-Bosmanosoj Teopemn mocroju
29 € [1,5] Takso ma je F(x2) = 0. llpenusuuje, x2 € (1,5), jep je F(1) # 0 # F(5). Hakue, ycrenn
cmo sia Hahemo zBe passmuure Hyse dyukmuje F — jenny na narepsaay (0,1) u apyry ma (1,5), a

CaMHM THUM U JIBa pa3/IM49UTa pelleiba 110J/Ia3He je,unalmne.

3. Heka je f : R —» R menpekuana dbynknuja 3a xojy je f(f(3)) = 3. Hokasaru na dysknuja f
uma GuKCHy Tauky Tj. ga nocroju d € R rakso na je f(d) =d.

Pemewe: Bojehu ce nctom maejom Kao y TpeTxXoqHUM 3aIaIuMa, JePUHAIIEMO DYHKIH]Y
F:R->RcaF(zx) = f(z)-z. JoBOBbHO je TIOKa3aTH J]a OHA UMA, HYJTy, jep 61 TO 3HAYMIIO J]a TOCTOjN
d € R Taxso na je f(d)—d =0, ommocno f(d) = d. Ilpumernmo mpBo /1@ je OHa HENPEKUTHA HA TETIOM

R kao kommosunuja HenpekuHux GyHKImja. Umamo 1a je

F(3)=f(3)-3,
TIOK je
F(f(3))=F(f(3)) - f(3) =3-1(3).
Kaxo je F(3)-F(f(3)) = (f(3)-3)(3-£(3)) =-(f(3) -3)? <0 1j. yuxmmja F y taukama 3 u f(3)
y3UMa BPEJHOCTH CYNPOTHOT 3HAKa, TO mocroju Heko d € R mamehy 3 u f(3) Takso ma je F(d) =0, a
tume u f(d) = d, mro je u Tpebaso moKazaru.
Komernmap: Yxomuko je f(3) = 3, tepheme 3amarka ojmax cieman, jep je d = 3 dukcHa Tadka

dbyuxuje f. 360or Tora cMo rope MO J1a KarXkeMo Jia ce Tadka d Hajasn usmehy Tadaka 3 u f(3),

jep 6m ce y ciaydajy KaJia ce BbUX JiBe IOKJAIajy ¥ OHa IOKJIAlasa ca hUMa.

4. Heka je f:[a,b] » R menpexkuana dbynkunja. Jlokasatn na dynkmuja f y HEKOj TAIKA JOCTIKE

J(@)+ S0)

BPE/THOCT 5



fa) + £(b)

reopemy o mehyspennocru. IIpso, ykomuko je f(a) < f(b), umamo

Pememe: /Tokazahemo ja ce 6poj nasasu usmeby 6pojesa f(a) u f(b) u nckopucruru

b

D10, S0 _ gy,

fla)+ () _ f(b)+f(b) _

2 S 2 - f(b)7
ma je y OBOM CJIy4ajy 3amcra 0poj M usmeljy 6pojesa f(a) u f(b). ¥V apyrom ciyuajy,
ykommko je f(a) > f(b), mmamo
fla)+f() _ f(b)+f(b) _
5 > 5 = f(b)
b

f(a);f( ) ¢ f(a);f(a) _ fa),
1a [IOHOBO MMaMO MCTH 3aKJjby4ak. Jlakiie, y cBakoM ciiydajy je Opoj M usMmely 6pojeBa
f(a) u f(b), ma o reopemu o meljyspennocru nocroju ¢ € R Takso na je f(c) = M.

5. Heka cy f,g : [a,b] — [a,b] nenpexnnne dyuxmuje, npu gemy je g ,Ha’. Jokazaru ja mocroju
c € [a,b] Takso ma je f(c) = g(c).

Pemreme: ITocmarpajmo nomohny dbyukuujy F : [a,b] — R nary ca F(z) = f(x) - g(x) n mub je
JIoKa3aTh Ja oHa uMa Hyity. Oyekiuja F je 04uriie/[HO HEIPeKUIHA Ha IIeJIOM [a, b] Kao KoMIo3uImja
HenpekuIHNX DyHKIHja. YKOIMKO 6ucMo ycrenn 1a HaheMo JiBe Tauke Ha HHTepBay [a,b] y Kojuma
dyukimja F y3uMa BpeJHOCTH CYHPOTHOI 3HaKa, 1o Kormm-Bosmanosoj Teopemu 6u ciiennio Ja
u3Mmehy wux nocroju wyaa dyuknuje F. [Ipumernmo ja 36or kojgomena GyHKIHja f 1 g je 3a CBaKO
z € [a,b] nenymeno a < f(x),g(x) < b. Homro je g ,ma”, To mocroje z1,72 € [a,b] TakBE ma je

g(z1) =a m g(x2) = b. Tana je

F(x1) = f(x1) —g(z1) = f(xr1) —a>a-a=0

F(z2) = f(22) - g(w2) = f(x2) ~b<b-b=0,

na je F(z1) - F(z2) < 0 u no Komu-Bonmanosoj Treopemn nocroju ¢ usmelly 1 u xo TakBo na je
F(c) =0, amame u f(c) = g(c), mro je m Tpebano nokasaru. lakmie, OBe CMO IMUIBAHO YOUHIH GAaIT
TadKe T1 U T2 y KojuMa DYHKIIja g JIOCTUXKE BPEIHOCTHU @ U b, IITO cy HajMama U HajBeha BpeaHOCT
Kojy dyHKImja f MOXKe Jia JOCTUTHE, IIa CMO Ha OCHOBY TOTa MOIVIM JIa OAPEIMMO 3HAK BPEIHOCTH
F(z1) n F(x2).

Hanomena: Tlocnequna osor 3ajarka je na csBaka Henpekugna dynknuja f : [a,b] — [a,b] uma
dukcry rauky. 3ancra, ako ogabepemo jaa je g : [a,b] - [a,b] u g(x) = x, mTo jecre HenmpekuaHA U

LHa DYHKIMja, Ha OCHOBY HPETXOHOr 33JaTKa UMaMO Jia OCcToju ¢ € [a,b] TakBo ma je f(c) = c.

6. Heka je f : R - R nenpekujaa u orpanndena dynknuja. JJokazaru jga mocroju ¢ € R 3a Koje BaxKu
fle)=¢.
Pemreme: Younvo dbyuxmujy F(z) = f(z) - 2° u goxaxxumo ma ona mma 6ap jemmy mysy. mamo

1IPBO

lim F(z)= lim (f(z)-2%)= lim o® (f(x) : x—lg - 1) = (+00)%-(0-1) = +o0 - (-1) = —o0,



1
py Yemy CMO 3HaJu 1a je lim ( f(x)- —3) =0, jep je dyHKIMja f orpaHWYeHa IO yCJIOBY 3a/IaTKA
T—+00 €

u lim — =0. [lomro je lim F(z) nerarusan (Tj. —00), mocroju Taka a € R raxsa xa je F'(a) < 0.
T—>+o00 T—>+00

3ancra, ykoamnko 6u 3a cse z € R 6o F(z) > 0, tana 6w Baxkmio u lim F(z) > 0.

T—+00

CangHO, ©MaMo
tim F(e) = Jim (F(2) =) = Jim_o*(£(2) =5 =1) = (z00)* (0=1) = =00 (=1) = +os,

rme je Zlir}lm ( f(z)- %) = 0 HA OCHOBY HCTOI apryMeHTa Kao ¥ MAJIONpe, Ma TOIITO je mlir}lmF (z)
nosuTuBaH, To nocroju b € R takso na je F(b) > 0. Hamum cmo tauke a,b € R takse ma je F(a) <0
u F(b) > 0, na no Komn-Bosanosoj Teopemn nocroju Tauka ¢ u3Mely wux (Hapasso, ¢ € R) taksa
na je F(c) =0, ommocno f(c) = c3.

Hanomena: OBae aucMo (Kao y MPeTXOJHUM 3aaIMa,) eKCIUIUIATHO IPOHAIILIN JBE TAYKEe Y KOjUMa
je dyuknmja F' mo3uTHBHA, OJTHOCHO HETaTUBHA, BeNl CMO JI0 HUX JOILIN TAKO IITO CMO IIPETXOIHO
U3pAdyHAJIN HEKE JIMMEeCe U BHJIEJIN [1a CYy OHU ITO3UTUBHU, OJHOCHO HETATHBHU U TAKO 3aKJbYIHJIH
na he u dyHKIMja ONTH O3UTUBHA, OJJHOCHO HEraTWBHA y HeKoj Tadku. Ty muejy hemo KopucruTn
u yoynyhe kaja Oyjie MOroIHo.

Komenmap: TloTiyHO aHAJIONHO ce MOXKe JIOKa3aTH U TBpheme Jia 3a cBaku HemapaH n € N 1 cBaky

Henpekuany u orpanudeny Gyuknujy f:R - R mocroju ¢ € R Takso ma je f(c) = c™.

7. Heka je f:[0,+00) > R menpeknsna dbyHkuuja taksa jga je lim f(z) = L € R. JTokasaru ja je
T—+00
OHa OrpaHUYEHA.

Pememe: 113 yenosa 3agaTka ja je lir+n f(z) = L umanmo
(Ve>0)(IM eR)(Va € [0,40)) 2> M = |f(z) - L| <e.

V3mumo, ua upumep, € = 1. Taga 3aamo ga nocroju M € R (mapasuo M > 0 36or momena dyHKImje)
TakBo Ja 3a cee > M Baxu |f(x)-L| <1 1j. f(z) € (L-1,L+1). Takne, dyukiuja f je orpannuena
Ha ckyny (M, +o0) (omo3mo ca L —1 u omosro ca L+ 1), na je Tpe6a jour orpaHUYINTH HA HHTEPBAJLY
[0, M ]. MehyTum, To 3HaMO 12 BazKu Ha OCHOBY Bajepmirpacose Teopeme Tj. ocToje peainu 6pojeBu
A n B rakeu na je A< f(z) < B 3a cBako x € [0, M]. Takse, dynknuja f je orpaHutdeHa Ha CKyITy
[0, M] u na ckymy (M, +00), nma he ona 6urn orpannvena u Ha ckymny [0, +oo). IIperusnuje, nmanmo
Ja je
min{A,L -1} < f(z) <max{B, L + 1}

3a cBako x € [0,+00), WTO je U TPEGATIO TOKA3ATH.

Q
k<
XV




Komermap: TloTiiyHo aHAJIOTHO ce MOXKe JIOKa3aThH M Jia ako je a € R m HenpekwjHa (pyHKIHja
f :[a,+0) - R taksa ja je Emmf(x) = L € R, tana je f orpanudena Ha [a,+00), a Takohe u
J1a YKOJIMKO je HEIPEeKH IHa d);m:umja f i (-o0,a] - R Taksa ma je l_i)m f(x) = L eR, tana je f
orpanndena Ha (—oo0,a]. CBa oBa TBphema Moxkemo yoyayhe (u Ha ;HCI\;ZJHOM HCITHTY) KOPHCTHUTH

KaO I1O3HaTa.
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v1 — 2?2 — cos 3nx

12

Hata je ¢pyurmmja g(x) =
a) [3] NMspauynaru ilim g(z).
6) [3] Uspauynaru llI_E g(x).

B) [3] Uspauynatu lim g(x).
z—04

r) [2] Jla au je ¢pyurumja g moroToHa Ha mHTEepBaay (0,+00)7

n) [4] Hokasaru ma ¢yHKIUMja ¢ UMa Gap ABe HyJe.
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JIndpepennujabuaHocT pyHKIHIja

Hedunurmja. Cxkyn A € R je oTBopeH ako 3a CBaKy mEroBy Tadky a € A moctoju € > 0 TakBo 112 je
(a—¢,a+€) € A. Cxyn B € R je 3arBopen ykomuxo je ckyrmr B¢ = R\B orsopes.
Orsopenn ckynosu y R cy cBu narepsaau obiuka (a,b), y3 moryhuoct na 6yae a = —oco u b = +00,

Kao n yIII/Ija KOJIUKO TI'O/] (KOIIa‘IIIO njm 6eCKOIIa‘IIIO) TaKBUX UHTEPpBaJia.

Hedunurmja. Heka je AR orsopeH, f: A - R dyuknuja u a € A. YKOJIHKO IOCTOjI KOHATAH
i £ 1@
T—=a xr—a
OJTHOCHO, HAKOH cMmene h=x —a, h - 0
+h) -
o J0 1) = 1 @)
h—0 h

KaxkeMo 212 je dyukimja [ audepenipjabuina y TadKu @, Taj JIUMec Ha3uBaMo (IPBUM) U3BOJOM (BDYHKIMje

f v Tauku a u obesnexasamo ra ca f'(a). Haxie,

F@)~f(@) . fla+h) - f(a)
rT-a h

h—0

f'(a) = lim

Tr—a

Hedbununmja. Oyukmuja f je nudepennujabuana Ha ckymy A ykoaumko je audepeHnujabuana y

CBaKOj Tauku ckymna A.

ITonoBuhemo caja nap npumepa ca MpeiaBamba KaAKO OUCMO IIPOBEXKOAJM UCIIUTUBAKE MU epeHIu-

jabuyinoctu u oxpehuBame u3BoIA 10 JAEDUHUIT]H.
1. Oapenuru usson dyukiuje f(x) =sinz.

Perueme: [IpBo, jomen dhyuknuje f je neo ckyn R. Heka je a € R npoussospHO. MMamo

F(a) = }llm% f(a+h])l—f(a) - lim sin(a + h) —sina - lim sinacosh +cosasinh —sina _

h—0 h h—0 h
. sina(cosh-1)+cosasinh . ) cosh -1 sin h
:}Lll’% A = lim sma~T+cosa~ =
. 1-Eaor?)-1 . -Eao(h?)
= lim s1na~f+cosa~1 = lim sma~f+cosa =

. h .
= }Lim (sma- (—5 + o(h)) + cosa) =sina-0+ cosa = cosa.
—a

Iaxiie, 3a cBako a € R je f'(a) = cosa. 3aro, 3a uson dbyukmuje [ umamo f': R - R 1j. f je
mcdbepenmujabuma ma meom R n f/(x) = cosz, mrro mamenmo u kao (sinz)’ = cos .

Komenmap: Tope, y mocnenmem pery mspadynasama f'(a) momro h — 0, Baxu h = o(1), ma je
CaMUM TUM }lir% o(h) = }Lir% o(o(1)) = }llirr(l) o(1) = 0. Y6yayhe hemo TO 9ecTO KOPHCTHTH — KaJIa Ce TIOJ,
L,MAJIIM O jaBU M3pa3 KOjU TEXKU HYJIU, CBE TO 3ajeJHO TaKohe TeXKH HYJIU.

2. Hexaje keRu f:(0,+00) = R mara ca f(z) = z*. Ompennru uzsox dbyukmuje f.

Pemreme: Hexka je a € (0, +00) mpoussosbro. Mmamo

_ k_  k
fla+h)-f(a) - lim (a+h)*-a - lim
h h—0 h h—0 h h—0 h

f'(a) = lim



Iakre, 3a cee a > 0 je f'(a) = ka*™!, ma je dynxmmja f(z) = ¥ audepennmjabunma Ha mezoM
nnrepsaiy (0,+00) n Baxu (:rk), = kak-L,

Hanomena: 3a ueke BpeaHocTH peasnor 6poja k (permumo Kaja je k IPUPOJAH WM 11€0 WA PAIy-
onasian 6poj) ce momen dyuknumje f moxe npommputn u Ha R\{0} wm R, na ce y KOHKpeTHUM
cIydajeBUMa MOXKe UCIHUTATU Y KOJUM Tadkama je oBa dyHKnuja gudepennujabunna. OHO MITO 3HA-

MO HAKOH OBOI' 3aJIaTKa jecre Jia je oHa cBakako judepeniujadbmina Ha (0,+00) 3a cBe BpeIHOCTH

peaJiHor 6poja k.

a® (k . % +o(h))

3. Oapenntn u3sox dbyuknmje f: (0,+00) > R mare ca f(z) =Inz.

Pemteme: Hexka je a € (0, +00) npoussossro. Mmamo

f'(a) = lim

1
urTepsany (0,+o00) n Baxkn (Inz) = =.
x
Ha cirenehoj commm mMoxkemo BujieTn TabJIAILy HM3BOJA eJIeMeHTapHuX (DYHKIMja, Kojy hemo Hajabe

jaKO 4ecTO KOPDUCTUTH y 33/IallMa.

m In(a+h)-Ina _

fla+h) - f(a) _
h

h

+o(h . (1
mT:}lgr(l)(a+o(l))—a.

1
Haxie, saxkn f'(a) = — 3a cBe a > 0 , ma je bynxmumja f(z) = Inz audepennujaburaa Ha TEI0M
a

lim
h—0

n &th ln(1+ﬁ)

¢ = lim

a h—0 h h—0

1

DOyuxumja f(z) Wason f'(z) | Baxu 3a
1. | c=const 0 zeR
2l 1 zeR
e ozl aeR,z>0
a = ! € Q, q HenapHo, z#0
a=2>1,q nenapuo, 7 € R
4. |a* a*lna a>0a#1l,zeR
5. |log,z ey a>0,0#1,z>0D
6. sinx COST = &
7. |cosz —sinz zeR
8. |tgzx 1 £ Z+kmkel
cos?z 2 )
1
9. |ctgz —-— r#FkmkEL
=1 N I

10. | arcsinz . lz| <1

& —_— T

V1 —z2

11. | arccosz ol |z <1

. = O
12. | arctgz 1 eER

§ § 1+ 22 o
13. | arcctgx S zeR

g £ 1+ 22




Crernujasno, U3 9eTBPTOT W METOT peja y Tabiunm omabmpom a = e mobumjamo (€)' = e® 3a cBe
2 € R u, xao mTo cmo majonpe ussend, (Inz)’ = = 3a cee x > 0. Takobe, yspcruhemo Heke TecTo
x

kopuritheHne BpeJiHOCTH 3a « Yy Tpehu pej Tabiure, na mMaMo

(1),: (z7'Y =-1.272= S

x x2’

Hedunnummja: Heka je A CR orsopeH, f: A - R dyaknuja u a € A. YKOJIHKO IIOCTOjI KOHATAH
i L@ 1@
ea- T -a
OJIHOCHO, HAKOH cMene h =z —a, h — 0-
o L@+ 1) = (@)
h—0- h

KaxkeMo Jsia dbyHKIuja f uMa JIeBU U3B0J| y TAuKW @ M mera o3nadasamo ca f(a).

Cam4HO, aKO MOCTOjU KOHAYAH
i L@ 1@

T—a+ Tr—a

OJIHOCHO, HAKOH cMene h =z —a, h — 0+

o L@+ 1) = F(@)

h—0+ h

KaxkeMo Ja dbyHKIuja f uMa JecHu U3BOJ| Yy TaYKU a ¥ hera o3HadasaMmo ca fi(a).

Teopema: Heka je A< R orsopen, f: A—> R uac A. Taga Baxn
f je nudepennujabuiina y ¢ <> f UMa u JIEBU U JIECHU U3BOJL Y G U OHU Cy jeTHAKU U KOHAYHH.

Hpyruma peunma, f'(a) mocroju akko nocroje konaunu f’(a) u f1(a) u Baxu f’(a) = fL(a).

Teopema: Heka ce dbyukuuje f n g nokiamnajy uHa orBopenom ckyiy A 1j. Baxku f(z) = g(x) 3a
cee r € A. Ako je f nudepennujabuina y Tauku a € A, Tana je u g qudepeHnujabuiHa y a U BaXKu
f'(a) = ¢'(a). Hapaguo, ako je f nudepennujabuina ua nejaom A, g je takohe mudepennujabusina

na A u Baxu f'(x) = g'(x) 3a cBako x € A.

Teopema: Heka je A C R orBopen, f: A — R u ae A. Ykonuko je f qudepennujabusiaa y Tadku a,

Taja je f M HEIpeKuHa y a.

Haxiie, Heorxoiau ycjioB ja (pyHKImja Oyie qudepennujabuina y HeKOj Tauku, jecte ja Oy/ie Hempe-
KHJHA Y TOj TAUKU. 3aTO0, IPUINKOM UCIIUTABAIHA JHdepeHnnjabminocTn hbyHKImje Tpedba mpBo Ipo-
BEPUTH Ja JIN je OHA HEelpeKHuIHa. AKO y HEKOj TadKHU HUje HEMIPEKUIHA, OJMAX CJIEN 3aK/bYIaK Ja
y B0j Huje HU JudepeHnujabuiiHa.

MebhyTum, oBaj ycsioB uuje goBosbad Tj. Moryhe je ma dyukimja Oy/ie HEIPEKUIHA Y HEKO] TAUKH, a

na He Oyze nudepeHIjabuina y moj, IITO MOXKEMO BUIETH U y cjefehieM 3a1aTKy.

4. Ucnmrarn mudepennmjabmmaoct dyuxmmje f(z) = |x| y Taukn 0.



Pemueme: Oy pannje 3HamMo ja je dyHKIMja f HENPEKWJIHA HA IIEJIOM CBOM JOMEHY Tj. cKymy R,

a caMuM THM U y myiau. V3padynahemo sieBu u gecun u3sox dyukimje f y HyJIHd U YyIOPEIUTH HX.

mamo
f2(0) = lim FO)=FO) gy PEIOF 220 gy 2R g (-1)=-1
h—0- h h—0- h h—=0- h h—0- h  h—0-
n
f2(0) = lim PR = FO) IOy 220 2 g 1=1,
h—0+ h h—0+ h h—0+ h h—0+ h  h—0+

na kaxo je f(0) # f1(0), To f nuje qudepennmjabuina y Hysn.

Hagemrhemo cana fBe BazkHe TeopeMe Koje HaM J1ajy opMyIie 3a padyHame 30upa, Pa3iiuKe, IPOU3-
BOJa, KOJIMYHUKA U KOMIo3unuje gudepennujabunnux byukiuja. Yoyayhe hemo padynaTn usBoe

dyukiuja kopucrehn mux, jep 6u 110 gedUHUNN]A YITIABHOM OHJIO CyBHIIIE KOMILIMKOBAHO.

Teopema [uzBon, 36upa, pasziuke, mpousBoga u KosmdHuka|: Heka je A ¢ R orsopen u
f,9: A - R dynkuuje koje cy audepenmnujadbuiine y Tadku a € A. Taja Baxu:

1) dyukumja f + g je qudepentumjabunna y tauku a u Baxu (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2) 3a npousBosbHO A € R dyukumja Af je qudepennmjabunna y tauku a u Baxu (Af)'(a) = Af'(a);
3) dyuxiwmja fg je nudepennujabuana y rauku a u Baxu (fg)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
)

f

4) axko je g(a) # 0, dyuximja 5 de nudepeHjabuIHa y Ta9KH @ U BasKH

1Y oy F@a() - F(a)g'(@)
(5) @ o(a)? |

OBe dopwmyite ce, mompa3ymMeBajylin Tauky y KOjoj ce padyHa m3BoJ, Kpalie MOy 3ammcaTd Kao

(F+a)' =1 +gs (Y =M, (o) = flg+ fg', (L) = H4512
g g
ITpumepu:
(42° - cosz) = 4(z*) - (cosx)' =4 -2z — (—sinz) = 8z +sinz,

(ze®) = (z) " +x- (") =1-"+x-€" = (x +1)e",
Inx 2-lnx

lni /_(lnx)'-\/i—lnm-(\/i)’_%'\/E_lnw‘Q _ﬁ_zﬁ_ 2/ _2-lnz 2-Inx
Ve o (Vz)? B x o x 2xJr o 2z% )

1

§

(tgz) sinz)’ (sinz) -cosz-sinz-(cosz)’ cosx-cosx-sinz-(-sinz)
gx) = = = =
cosx cos? x cos?
cos?z +sin’z 1
= = ,
cos?x cos?x

Teopema [u3Box Kommnosuruje Tj. ciaoxkeHe pynkuuje]: Heka cy A, B SR orsopenn u g: A —
B u f: B - R dyukiuje takpe ja je g qudepeniujadbuina y Tadku a € A u f nudepennujabuiina y
tauku b = g(a). Tazga je u muxosa Kommosunmja 1j. byuknuja fog : A — R takole mudepennujabuina
y TAYKWU @ U BaxKU

(fo9)(a) = f'(g(a))-g'(a) = f'(b) - 4 (a).
IIpumep: ZKemnmo ma nzpagynamo uzsoz dynkmuje h(x) = sin ($2) Vkosuko jeduHuIeMo pyHK-
mmje g(z) = 2% u f(2) = sinz, Buaumo ma Baxku h = f o g. 13 Tabume u3soma smamo f'(z) = cosx

u ¢g'(x) = 2z 3a cBako z € R, na cy dyuxmuje f u g cy mudepennujabuine Ha negom R, a onga je



o Teopemu u dyHKIHja h Takohe qudepennujabuiHa Ha 1meaoM R Kao BUXOBAa KOMIIO3UIH)a U 34

cBako T € R Baxku
W (x)=(fog) (z)=f'(g9(x)) g (z) =cos(g(x)) - 2z = cos (2°) - 22 = 2z cos (2?) .

Voyayhe He MOpaMO OBaKO €KCILIUIUTHO yBOIUTH (DYHKIIHje Yhja je KOMIIO3UIHja jeTHaKa Dy KM

YMju U3BOJ, padyHaMo, Beh TO MOXKeMO ycMeHO pajauTh. ¥ TOM CJIy4ajy OMCMO IucasIn
(sin (:c2))l = cos (x2) . (302), = cos (xQ) - 2x = 2x cos (w2) .

CamgHO, UMaMo

1 1 2 +1
In(z? 1) = (o 1) = ———— (2w+1) = ——
(" +2+1)) 2z +1 (@ +z+) 2+x+1 (2z+1) r2+x+1’
s () e
I — = .| - = _— = —
8\ 2 1+(l)2 T 1+% 22 2247
x
22\ 1 2z 1 2(1-2%) -2z (-27)
(arcctg 2) =T 2'( 2) =T 422 2)2 =
Ca) Ty ) T
o 2-22%+ 42 2(1 +x?) 21+ 2(1+a?) 2
o (1-a22)2+422 1-222+24+422 1+222+2* (1+22)2  1+a22
! 1 / 1 1
( 3+\/Sin:1:) :7-(3+\/sinx) = ~————(sinz)" = o8y .
2V/3 +Vsinx 2\/3+\/sinas2 smx 4/ 3 + V/sinz\/sinx

MoxkeMO U3BeCTH IPaBUJIa U 3a M3BOJ, 30Upa U IPOU3BOJIA BUIIE OJ1 JBe jJudepeHiujaduine GyHK-

mmje. Pemmo, 3a Tpu judepentujabune dynkuuje f,g n h mMamo
(f+g+n) =((f+g)+h) =(f+9) +h' =f+g'+h =
(fgh) = ((fa)h)" = (fo)'h+ (f)h = (f'g+ fg)h+ fgh' = f'gh+ fg'h+ fgh'.
Anastorno ce 3a n € N mudepernmmjabummmmx GyaKImja f1, fo, ..., fo MOYKe H3BECTH
(fi+fatot fa) = fi+ fosnfy
(fi-forwrfu) =fi-forfat frofor fatt frofor fr

2

1
Ipumep: (22 e Inz) =2z-e” - Inx+2?-e” - Inx+2? "~ =2ze"Inz + 22" Inx + ze” =
x

=ze®(2lnz+zlnx +1).

IIpumep: [Mocmarpajmo dyuxmujy f : (0,+00) - R mary ca f(z) = *. Ona HHUje HU CTeTeHA HU
eKCIIOHeHInjaTHa, (DYHKIHja, jep Cy OBJe W OCHOBA M U3JIOXKuJIal GyHKIHje Koje 3aBHuce O X, 11a 33
n3patyHaBaIbE IbEHOT M3BO/IA He MOXKEMO TUPEKTHO KOPUCTUTH HU Tpehu HU IeTBPTHU pel U3 TabJIuIle
uzBosa. Mneja je na npBo m3pas u3z QyHKIWje [ 3aluIIeMO Ca OCHOBOM €, IIa €€ OHJA FheH HM3BOJL

. . . xT 9
JIAKO MOZKE padyHATH Kao u3BoJ cioxene dyunkumje. Kako je z = ¢™*, 1o je 2% = (elnx) =t gy
’ 1
(2%) = (") ="M (zlnz) ="M (1 ‘Inx+x- f) =e® % (Ing +1).
z

OBo hemo yBek paauTu Kaja padyHaMoO n3Boj PYHKIHje KOja je y OoDJINKY CTelleHa, & IPUTOM U

OCHOBa W U3JIOZKHWJIAILL 3aBHCE O IIPOMEH/bUBE I .
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V HapenHuM 3aanuma 6aBulieMo ce HCIUTUBamkEeM JudepeHIinjabuIHoCTH (yHKIHje Ha HEKOM CKY-
my. YriaBHoM he dyHKIMja OUTH M3pazkeHa MoMohy ejeMeHTapHUX (DYHKIMja 1 padyHaheMo mweH
u3BoJ, Kopucrehu npasuiia qudepeHnupama. Y TadkaMma y KOjuMa je OH JedUHUCaH Hala (hyHKIM]ja
je mudepennujabuiba, J0K y TaukaMa riae Huje nedUHICAH MOPaMo 110 Ae(pUHUINA]A UCIIUTATH HEeHy

M epeHInjabITHOCT.
6. Ucnurarn mudepennujabmmaoct dyuxmmje f(x) = |z|.

Permueme: IIpBo, 3HaM0 o1 paruje j1a je oBa (DYHKIMja HEIIPEKHUIHA HA CBOM JIOMEHY Tj. cKymy R,

a MOYXKeMO Ipelin Ha uCnuTHBabe JTUMEPEHITTjadITHOCTH. 3aIUIIINMO je ¥ TOTOJHIjeM ODJINKY Tj.

f(:z;):{_m’ z <0,

z, x20.

ITomro 3a cBe z € (—o00,0) Baxku f(x) = —x, 1o je f'(z) = (-z)" = -1 3a cBe = < 0. Cimuno, mOIITO
je f(x) =x 3a cBe z € (0,+00), T0 je u f'(x) =1 3a cBe x > 0. Jakae, f je qudepennujabuina Ha

nurepsaiuma (—00,0) u (0,+00) u Bazku

-1, <0
’1‘ - ) )
'@ {1, z > 0.

IIpeocraje jorn tauka 0, mehyTum, wy cmo Beh ucrturanu y 4. 3a/laTKy U BUJIETH Ja Y B0] QyHKIH]ja
f nuje mudepentumjabunna. daxie, f je qudepennujabunna na (—o0,0) U (0,+00).

7. Uctiuratu mudepenmujabmmaoct dbynaknmje f: R - R mare ca f(z) =z - |z].

Pemteme: IIpBo, f je HenpekuaHa Ha ckymy R Kao KoMmIosnnumja HenpekuHIX QyHKIHja (paHuje

CMO JIOKa3aJId JIa je allCoJIlyTHA BPeJHOCT HenpekuHa dyHKuja). Moxemo je 3amucaru y o0/uKy

2
—-x*, <0
z%, x20.
3a cBe z € (—00,0) mmanmo f(x) = 22, majeu f'(x) = (—22)’ = —2z. Uspas -2z je 3aucra gedunucam
na (-00,0), ma je f audepennujabuana Ha OBOM HHTEPBATYy W NMPUTOM je Ha memy f'(z) = —2z.

Commano, 3a cse € (0, +00) je f(z) = 22, ma mmamo f/(z) = (22) = 22. Kako je uspas 2z gedunucam
Ha TOM OTBOPEHOM MHTEpBaiy, To je f nudepennujabuina Ha meMy u Ty Baxku f'(x) = 2z. lakie,

f je mudepennmjabunia na naTepsanuma (—o0,0) u (0,+00) u BaxKn

f’(m) _ {—Qx, z <0,

2¢, x>0.

IIpeocraje na ucnmramo jorr jgudepennujabunnoct y tauku 0. Vimamo

_f(h)-f(O0) . -h*-0* -h®
! = = —_— = —_— = — =
F72(0) = s Am h A h hlg]([)l_( h) =0
! f(h) - £(0) h? - 0? h?
Py s -fQ0) . -0 . o B
f+(0) N hhj})lJr h N hhj& h N }}E%)l+ ho hh»%{r h=0,

& TOIITO Cy JIEBU U JIECHHU U3BOJL jeJHaku, f je nudepennujadbuina y uynu. Jaxie, f je nudepen-
nujabuiHa Ha 1ejaoM R.
Komenmap: Tlpumerumo na je dyuknuja f audepennujabuiina nako je 3ajara Kao IPOU3BOJ jeIHe

nudepentjabunae GyHKIHMje n Apyre MYHKIWje Koja Huje audepennnjabuina. 3Hauu, KaIa y HeKOj



dyHuKIHju Kao uzpas durypuiie GyHKIMja Koja HUje JudepeHnnjabuina, He MOXKeMO OJMaX 3aKJby-
YUTH 32 M0Ja3Hy (YHKIHUjy Ja Takohe Huje nudepeHnujabuiina, Beh To MOpaMo MCIIUTATH Y KOH-

KPETHOM CJIydajy.

8. Oapenuru KoHcTanTe a,b € R takBe na dyHknuja f Oyme naudepeHiujabuina Ha cKyny R, mpu

f(z) = {"” <

% + bz, x> 0.

geMy je

bz L q, x<0,

Pemreme: [Ipso, f mopa 6utn menpekuana Ha R. Ona je HempeKu HA Ha OTBOPEHUM MHTEPBAINMA,
(=00,0) u (0,+00) Kao KOMIO3UIUja HeMpeKUIHUX (DYHKIMja 3a cBe BpeaHocTu GpojeBa a u b, na

Tpeba poBepuTH joIr HenpekugHocT v Tadkn 0. mamo na je
lim f(z)= lim (a:~e‘b””+a) =0-e"+a=0+a=a,
z—0- z—0-
li = lim (2° +b2) =0®+b-0=0
Jap, £() = Jip (74 o) "
f(0)=0*+b-0=0,
na je f menpekuaHa y Hyau akko je a = 0. Hakie, Hajgabe je
—bx
r-e ", x<0,
f@) =9,
x®+br, x20.

b

Ha unrepsany (—o0,0) umamo f(x) =z -e %, na je u

fl@)=(z-et)Y =1-e4g () =esg. e (<bx) =e +x-e. (=b) = ™" (1 - bx).

Kaxo je m3paz e %% (1 - bx) nedunucan 3a cee x € (—00,0), To je f mudepenrujabunna Ha TOM

uHTepBaTy. 3aTnM, 3a cee € (0,+00) je f(x) = 2% + bz, ma je n
f'(z) = (2 +bx) = 32* +b.

Uspas 322 + b je medunucan na nenom unrepsaiy (0, +00), ma je camum TuM f mudepeniujabuina

Ha BeMy. 3Haun, [ je cBakako audepennujabmana Ha (—00,0) U (0,+00) u Bazkm

e (1-bx), z<0,
3x°+0, x>0,

na Tpeba jour ucnuraru JudepennujabuaHoct y Hysu. mamo ja je

rom g J(R)=f(0) h'efbh—o_ . hefbh_ s bh_ b0 _ 0 _
L0) = i T i T = i T iy =
o)) Rbh=0  h(Rb)
Fi(0) = lim == = i = = lim = = lim (BT 6) = 07+ b=,

na je f mudepennujabuina y mym akko je f/(0) = f1(0) tj. b=1.
Hakie, 3a a =0 u b=1 dyukuja f je nudepennujadbuina Ha R.
9. Ucnurarn mudepennujabumnoct dyuxmmje f(z) = ¢/T Ha meHOM JT0MEHY.

Pememwe: /lomen ose dyuxmmje je meo ckyn R. mano

F) = (Vi) = (e8) = 5 oah =

.
3V 12



Wspas nedunmncan je 3a cee r # 0, ma oamax nMamo na je dyuknuja f mudepeHnjabuHa

1
322 .
Ha (—00,0) U (0,+00) u 12 je f'(x) = 357\/? Ha ToM cKyiry. Tauky 0 hiemo Moparu na ucouramMo 1o

x

nedunnnuju. Mmamo

3
f:(0) = lim 1(h) = F(0) = lim Vi f = lim — vh = lim L S S
h—0+ h h—0+ h h=0+ h  h-0+ Vh? ¥ (0+)2 0+

Ia, TOIITO JIECHU U3BOJ Y HYyJIX HUje KoHadaH, To [ Huje mudpepeninujabusina y Toj tauku. lakie, f

je mudepennujabuna Ha (—o0,0) U (0, +00).

10. Uctmtatn mudepennujabuanocT bynknuje f(x) = V1 - e Ha mHeHOM JOMEHY.

Perueme: 3a nouerak hemo yrepauTu jjomen ose dyHkIimje. C 003UpoOM Jla ce jaBjba KBaJpaTHU

2
—T

2 . . .
KopeH, Mopa Baxkutu 1 —e™® 2 0 1j. € < 1. Iomro je Inz crporo pacryha dyHKIHja, HAKOH

JIOrapUTMOBaIba 06€e CTpaHe MOCIeIbe je eKBUBajeHTHO ca —z2 < 0 1j. 2 > 0, 170 je TadHo 3a CBAKO
z € R. 3uauu, momen ose pyukmmje je meo ckyn R. Caja padyHaMo HEH U3BOJ U IIPOBEPABAMO TJIE

je on neduHuICaH.

10 ) e e ) e (e ) -

2 2
2xe”” re *

Cal-e® Vi-e®

_zz

xre
V1-e7?

2
cal-e™® >0 omgHOCHO €

. . . - 2 .
Uspas je medumHMCcaH 3a cBe T 3a Koje je 1—e™® > 0u V1 -e** # 0, mTO je eKBUBATEHTHO

2 . .
~%” < 1. CiM4HO Kao MaJIOIpe, JIOrapUTMOBaIbeM gobujamo —22 < 0 1j. 22 > 0,

a TO je TavyHo 3a cBe = € R, ocuM 3a x = 0. Jlakje, opum cMmo jgoouin ja je [ nudepeHnujabuiHa Ha

R\{0}, ma Tpe6a jom ncrmratu mudepenmujadbunnoct y tauku 0. Mmamo ma je

/ FRY-FO) . NI-eP-VI-ed  i—e-0 . Ji-e
fL(0) = lim ————= = lim = lim = lim —— =
0= h h—0- h h—0-  h  h-0- h
- i V1= (1+(=h?) +o(-h?)) oy VOB \F\/W o WW
" ko h " ho- h oo B e, R S
. —h/1+0o(1)
- i S < iy D < VT
/ f(h) - f0) _ . JT Vil JT N =
n f1(0)= lim = lim - lim - lim _
h—0+ h h—0+ h—0+ h—0+ h
\/1*(1+(*h2)+0(*h2)) o h2+o(h2) - ﬁm . WW
= h:101+ h - hLI%)lJr h hLO‘F hLOJr
hy/1 1)
-t VIR o) - VTG
-0+

na momrro je f7(0) # f1(0), bynxkumja [ Huje ;md)epeHImja6HnHa y mynu. Jlakije, ona je nudepen-
mjabusna na ckymy R\{0}.
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16. Vcnuraru mudepennujabumsoct byukmuje f: R - R nare ca f(z) = [x] - sin? (7).

Pemreme: Mcnuraliemo npso nenpekuznoct dyuknuje f. 3uamo jga 3a cBako n € Z u x € (n,n+1)
Bazku f(z) = n, na camum tam 1 f(x) = nsin®(7z). Jaxie, f je HENpeKuIHA HA CBEM OTBODEHIM
uaTepsaauMa (n,n + 1) Kao Kommozunuja HenpekugaHux (YyHKIMja, Ia CAMUM THM U HA EUXOBO]
yHUju T1j. cKymy R\Z.

IIposepuhiemo jorr ma s je f mempekummna m y mesodbpojunM Tadkama. Heka je m € Z mpou3BoJbHO.
Buajyhu na je f(z) =n3acee x€[n,n+1)m f(z)=n-13acee z€[n-1,n) nmamo

lim f(x)= xli%l, ([«] sin2(7mc)) =(n-1)-sin®*(nw) = (n-1)-0=0,

IlirrrLlJr flx)= zlir’rl;,l+ ([=] sin2(7ms)) =n-sin®(nw) =n-0=0
u  f(n)=[n]sin?(n7)=n-0=0,

ma je f menpexkwjHa y tadku n. Jlakie, dyHknuja f je HeNpekuHA U y CBUM IEJI00POjUM TadKaMma,

a TuMe 1 Ha mnejaoMm R.

[Ipenasumo caja Ha ucnutTuBame audepennujadbuinoctn dyuknuje. IIpBo, 3a cBako n € Z 3HaMO Ja

je f(z) = nsin®(7z) ma orBopenoM unTepsany (n,n + 1), ma je
fl(z) = (nsinQ(ﬂ';z:))’ =n-2sin(wx) - (sin(nz))’ = 2nsin(7z) - cos(rz) - (rx) =
=2nsin(wx) cos(mwz) - m = 2nm sin(wa) cos(wx),

mro je pedbunucano 3a cse x € (n,n+1). Hake, 3a ceako n € Z dbyukuuja f je mudepennujadbuita Ha
orBoperoM unTepBaty (n,n+1) u upurom je f'(x) = 2nwsin(mx) cos(wx), na je f nudepenimjabunna
U Ha YHWJU OBUX WHTEpBaja Tj. Ha R\Z.
Ocrtaje jorm ma ncnmramo gudepennujabuanoct dyukimje [y memobpojunm tatkama. Heka je n € Z.
Magnonpe cmo msBesn 3akibydak ga je f'(x) = 2nmsin(mz)cos(rzr) 3a x € (n,n+1) n f'(x) =
2(n —1)7wsin(mx) cos(wz) 3a x € (n—1,n). Caga mmamo
lim f'(x)= lim 2(n - 1)7wsin(mx)cos(rz) =2(n - 1) -7 -sin(nr) cos(nw) =2(n-1)7-0-(-1)" =0,
r—=n-— r—=n-—
na je Ha ocHoy Jleme u f’(n) = 0. Ciuuno je

lim f'(z) = lim 2n7sin(nz) cos(nz) = 2n7 - sin(nm) cos(nw) = 2nm-0- (-1)" =0,

TN+ TN+
na je f1(n) =0 ma ocuosy Jleme. Ilomro je f’(n) = fi(n) =0, f je nudepennujabuina u y Tauku n,
I1a CAaMUM THM U Y CBUM IHEJOOPOJHUM TadKaMa.

Haxie, [ je nmudepennujadbuana Ha mejaom R.
Komenmap: Kopucruiau cMo y padyHy HO3HATY dnkbseHuIly Ja je cos(nm) = (=1)" 3a ce n € Z.

Bupnenu cMo y HEKOTHKO IPETXONHUX 3a1aTaKa KOIHUKO je Kopucrehu Jlemy 6miio jenHocTaBHO paty-

HaTHU JIEBU U JIECHU U3BOJ| ¥ [OjeMHAYNM Tadkama. MehyTum, Ba)KHO je HAIIOMEHYTH Ja yKOJIHMKO,

perumo, ojrosapajyhu Jgmmec gclirgr f'(z) y bopumymamuju Jleme He TOCTOjH, TO He 3HAYH 06ABE3HO
—

na He nocroju HE [, (a), Beh ra y ToM caydajy Mopamo padyHatu no gedunummjn. CIMTHO BaXKu U

sa mamec lim f'(z) u f'(a). Y HapemHoM 3aJaTKy heMo IeMOHCTPHPATH TAKBY CHTYAIH]Y.
r—a—
17. Ucnuraru nudepenrmjadmiaoct dyukiygje f: R - R nare ca

f(z) = {“

2sint, x %0,
x

0, z=0.
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OcHoBHe Teopeme JaudepeHInjaJHor
padyHa

Heka je A ¢ R wenpaszan, f: A - R dyukimja u tauka a € A. Ako nmocroju okomaa U Te Tauke TakBa

na 3a ceako x € U Baxn f(z) < f(a), kaxemo na dynknuja f uMa JIOKATHA MAKCUMYM y TAUKH d.

Comano, ykosmko nocroju okoimua U rtaduke a Taksa na je f(x) > f(a) 3a cBako x € U, Kaxkemo

Ja f nMa JIOKaJITHU MUHUMYM Yy TA4KU A. HO,H JIOKaJITHUM €KCTPEMYMOM IIO/Ipa3yMeBaMO o110 KOjI/I

JIOKAJITHU MaKCUMYM HJIX JIOKAJIHU MUHUMYM.
HapaBHo, beHKI_[I/Ija MO2K€ nMaTu U BUIIE JIOKAJITHUX MaKCUMyMa U BUII€ JIOKAJIHUX MUHUMYMa. Ha

. . . 7T
npumep, Gyukimja f(x) = sinx y cBakoj Tauku 5 +2km 3a k € Z uMa JIOKQJIHU MaKCUMyM U Y BHUMa

. T

y3UMa CBOjy MaKCHMAaJHY BPEJTHOCT 1, JOK y CBUM TadKaMa OOJIMKA ~3 +2k7 3a k € Z nma jioKaHI

MUHUMYM 7 Y IAMa Y3UMa CBOjJY MUHUMAJIHY BPEIHOCT -1.

C Te CTpaHe uxmuja g(x) = 23 je crporo pacryha ma neaom R, ma ona HeMa HE JIOKAJTHHX
b b

MaKCHMyMa HU JIOKAJTHAX MUHHMYMA.
Teopema [@Pepma]: Axo je dynkuuja f nudepeHnujabuina y TauKu a Uy TOj TAYKA MMa, JIOKAJIHH
ekcrpemyM, Taga je f'(a) = 0.

Hamomennmo s1a 0Ba Teopema Jaje caMo jeflaH ¢Mep, OJHOCHO Ja yKoauko Baxn f'(a) = 0, Tauka a
He MOpa OUTH JIOKAJHU eKcTpeMyM (dyHKIuje f.

Teopema [Pou]: Heka je f : [a,b] > R dynknuja koja je Henpexkuana Ha [a,b] u nudepennujabuina
ua (a,b) u Baxu f(a) = f(b). Taga mocroju meko c € (a,b) Takso ma je f'(c) = 0.

Jpyrum peunma, nocroju tadka ¢ € (a,b) Taksa ga je TanrenTta Ha rpaduk dyHKIuje [ y Tauku

(¢, f(€)) mapasessa ca £—0COM.
Teopema [JIarpamxk]: Heka je f : [a,b] > R dynkunja koja je menpexknana na [a,b] n qudepen-
f(®) - f(a)
b-a
Hakae, mocroju ¢ € (a,b) Taksa ja je tanrenTa Ha rpaduk dbynkuuje f y tauku (¢, f(c)) mapanenna

mujabumna Ha (a,b). Taga mocroju meko c € (a,b) Taxkso ga je f'(c) =

ca TIpaBoM Koja mpoJiasu kpo3 tauke (a, f(a)) u (b, f(b)).
Ay
re f(h)]

TeoMmeTpujcKy MHTEPIIPETAIN]Y OBUX TEOpEMa MOXKEMO BHJETH Ha ciaukaMa u3naj (Pososa — sieBo un
Jlarpam:xoBa — JIeCHO).

Hagemthemo cazga u gse nocaemqune Jlarpamkose Teopeme koje he mam 6uTr Beoma KOpUCHE Y 3aJ1a-
nuMa.

ITocimeauua: Heka je f : [a,b] > R dynxmmja koja je menpexkuana ua [a,b] n mudepennujabumna

na (a,b). Yrommxko je f'(z) = 0 3a ceako x € (a,b), Taga je f xoncranTHa dbynknuja Tj. mocroju ¢ € R



TakBo 1a je f(x) =c3a cBe x € [a,b].

ITocameauua: Heka je f : [a,b] > R dynxnmja koja je menpexnana ua [a,b] n mudepennujabuana
ua (a,b). Yromuko je f'(z) > 0 3a cako z € (a,b), Tama je f monorono pacryha dyukimja, 10K
ykomuko je f'(x) > 0 3a cBako z € (a,b), f je crporo pacryha, Canano, ako je f'(z) < 0 3a cBako
z € (a,b), f je monorono onanajyha dynkmuja, 1ok yxomuko je f’'(x) <0 3a csako x € (a,b), Taga
je f crporo onajajyha.

Hanomena: OBa TBphema Baxke W KaJla ce MHTEPBAT [a,b] 3aMEeHNMO ca HEKUM GECKOHATHUM WHTEP-
BAJIOM NOTIYT [a, +00), (—00,b] mim unrasum R, anm me Bazkm Kasa je momen GpyHKImje [ yHUja BUIIe

JIMCJYHKTHUX MHTEPBaJla y IITa NeMO ce YBEpUTH y 3a/aluMa.

. T
1. JTokazaru jia 3a cBe € [—1,1] BaxKu arcsin x + arccosx = 5
Pememwe: Younmo dbyuknujy f:[-1,1] — R. Ona je HempeknjHa Kao KOMIIO3UIUja eJIeMEHTAPHUX

dyukimja. Tpeba qokazaTu Ja je OHA KOHCTAHTHA, [1a NeMO M3padyHaTH HeH IPBU W3BOJ. 3a CBAKO

! _ 1 + _ 1 —
r@ - -2 (ﬂ_ﬁ) 0,

Ia, Ha OCHOBY jejiHe oJ rocjeauiia JlarpamKoBe TeopeMe mMaMmo Jia je f KOHCTaHTHA (DYHKIHja

z € (-1,1) mmamo na je

na unTepsasny [—1,1]. Ja 6ucmo ofpenuin Ty KOHCTaHTY, u3padyHaliemo Bpennoct dbyrkuuje fy

Tow
noronHo onabpanoj tauku. mamo na je f(0) = arcsin0 + arccos0 = 0 + 5= je zaro f(x) =

: 7
AICSINE + AICCOSE = o 3a CBAKO & € [-1,1].

. 1 _gy T < 07
2. Jlokazaru ja je arctgx + arctg — =
T %, =>0.
1
Pemteme: [ledurnmemo dynxmujy f: R\{0} - R ca f(z) = arctgz + arctg —. Ona je mempekuHa
x
Kao KOMIosunmja enemenTapanx dynkmmja. Tpeba mokasaTn fma je oHa KOHCTAHTHA HA WHTEPBAJLY

(-00,0) u ma unrepsaiy (0,+00), ma hemo m3padynarn mwen npsu u3BoA. Nmamo 1a je

1y 1 1 1 1 1
!
z) =|arctgz +arctg — | = ——+ 1\-—)=——=-——5—=03acBe ze(-00,0)u(0,+00
7@ = (wetgavares ) = e () s e (=0, 0)u(0, +e0),
Ia je Ha OCHOBY jenmHe o mocjeauia dbyHKImja f KOHCTAaHTHA Ha uHTepBasy (—oo0,0) 1 KOHCTaHTHA
na unrepsaiy (0,+00). Tpeba jomr ogpequTy Te KOHCTAHTE MITO JIAKO MOYKEMO YUMHUTH TAKO MITO
U3padyHaMO BPETHOCT (dyHKIMje f y HeKe JBe KOHKPETHE TadKe Koje eMo omabpaTn Tako Ja HaM

Oyze 1mITO JIAaKIIK padyH. Tako nuMamo ja je

1
f(l):arctg1+arctg1: + g,

)
ENE

. . 1 =
IITO 3aje[HO ca IPeTXOAHUM 3Hauu Ja je f(x) = arctgx + arctg — = 3 3a cBako z € (0,+00). Ciimano
T
je

1 s T T
1) = arctg(~1 tg— = ——+(-=)=-2
f(=1) = arctg( )+arcg_1 4+( 4) 57

. 1 T
ma je 3aro f(x) = arctgx + arctg — = ~3 38 CBAKO T € (-00,0).
x
Hanomena: Ilpumerumo na naxo je uzBoz dbyHKunuje f jenHax HyId y CBAKOj TAUKU IHEHOI JOMEHA
(=00,0)uU(0,+00), OHA MNAK HUje KOHCTAHTHA Ha IIEJIOM JIOMEHY, jep je OH YHUja JBa WHTEPBaJIa, aJu

je Ha CBaKOM O/ TUX MHTEPBaJIa KOHCTaHTHA.



Y mapeanuM 3ajannmMa dasnheMo ce ncnuTUBambeM MOHOTOHOCTH (byHKIMja, opehuBameM HBUXOBUX
(JTOKAJTHUX U TIODATHIX ) eKCTPEMYMAa, Kao W TMPUMEHOM HABEJEHOD Y JIOKASHBAKY HEjeJIHAKOCTH U
onpehuBamy Opoja peniema jeHadnHe HA HEKOM ckyly. IIpe Tora, nHaBemhemo BaxkHy HejeHaKOCT

JI0Ka3aHy Ha lipejaBambuMa Koja hie nam yOyiayhe 6uru kopucha.
Teopema: 3a cee x € R Baxkn HejeHakocT |sinz| € |z|, mpw wemy jesiHAKOCT Bayku akko je x = 0.

Cremmjanno, 3a x € (0,7] Baxku sinx < z, 10K 3a x € [-7,0) Baxku —sinx < —x, OAHOCHO Sin T > .
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8. Jlokazaru ma jemuaunua Inx = % “Ma TavyHO jeJHO pellere.

Pememe: [Ipumernmo mnpso s1a 360r aedmHUCAHOCTH M3pa3a KOjU Ce MOjaBIby]y y jeJHAaYInHU MOpa
6urn > 0 u 22 # 0, mro je exBusanenTno ca x > 0. Ilocmarpajmo dynxuujy f : (0,+00) — R
nary ca f(z) = Inx — % Tpeba mokazaTn Ja OHA MMa TA4YHO jeJHY HYJIy Ha CBOM JIOMEHY, jep
jeé TO eKBHBAJICHTHO Ca YHILEHUIIOM JIa IOJIa3HA jeJHAYMHA MMa TadHO jeJaHO pemremse. 1IpBo hemo
MOKA3aTH JIa OHA YOITIIITe UMa HYJIy U TO CTaHaapaHo paaumo kopuctehn Komu-BonamanoBy Teopemy.

QOyukinja f je HeMpeKHuIHA Kao KOMIO3HUIHja eJIeMeHTapHUX (DYHKIMja U IMaMo JIa je
li = i 1 L) 1 L =
r:rgn)ff(z)—rl}& nz-—)= n(O+)—O—+ =—00 - (+00) = —00,
na nocroju Heko a > 0 takso ga je f(a) < 0. Ciuano,
. . 1 1
lim f(z)= lim |Inz-—)=In(+0) - — =0=+00 -0 = +oo,
T—+00 T—>+00 T +00

na ouja nocroju weko b > 0 raxso jga je f(b) > 0. [To Komn—Bonnanosoj TeopemMu uMamo ja CurypHo

noctoju Heko ¢ uamehy radaka a u b Takso na je f(c) = 0.
1 1 -1

Moruu emo u apykuanje: f(1) =Inl-1=-1u f(e) =Ine - S =1-== ¢ 5— >0, jep je e?
e e e

nomrro e € (2,3), na dyukuuja f uva myay zHa uarepsaiy (1,e).

> 1

Ja ducmo j1okazasm Ja je oBa nysa jgodujena u3 Komu—-Bosmmanose TeopeMe jeuncTBeHa, ncrutahe-

Mo MoHoToHOCT hyukipje f. Umamo na je

, 1 2y 1 2

f(x)=—--—])=—+—=>0 3acsako x>0,
T 3 r x3

na je f crporo pacryha na nesom csoM jgomeny. To 3aaum ma 3a csako z € (0, ¢) Baxku f(x) < f(¢) =0,

JIOK 3a cBaKo I € (¢, +00) Baxku f(x) > f(¢) =0, na oHa uMa camo jeJHy HYJIy U TO je yIIPaBo C.



Pemmeme nperxoaHor 3a1aTkKa MOXKEMO 8 FeHEPAJIH3Y]eMO U TAKO OJIPEIMMO KOJIMKO HEKa HEIPEKH/I-
Ha GyHKIHja ©Ma HYJIa HAa CBOM JIOMeHy ucruTyjyhu mMomoronocT gpyuknuje n kKopuctehm Korrm—
Bosmanosy teopemy. Ako je dyukmmja f erporo pacryha wiu crporo onasajyha na uarepsaday [a,b],
Ha UCTH HAYUH KAO V MPETXOJAHOM 3aJIaTKy MOXKEMO [TOKa3aTH JIa Taja OHA MOXKEe MMaTH HajBHIIE
jeqHy Hysy Ha TOM MHTepBady. YKoimkKo je f(a) = 0, Ta Hy7a je ynmpaBo Tadka @, JOK YKOJHKO je
f(b) =0, myna je tauka b. Ykomuuko je f(a) >0 u f(b) >0, rana je u f(x) > 0 3a cBako x € [a,b],
jep je oBa dymukImja crporo pactyha mian crporo omamgajyha, ma ona He MoxKe HMATH HUJEIHY HYJIY
Ha oM unTepsasy. Ciauuno, ykouuko je f(a) < 0 u f(b) <0, rana je f(x) < 0 3a cBako z € [a,b],
na oBa (yHKIHja HeMa HHUjeJHy HYJIy Ha TOM umHTepBasty. Komauno, ykosmko je f(a)f(b) < 0, mo
Kommu—Bomnmanosoj Teopemn, dbyukimmja f uma Hyay Ha uHTepBaty [a,b] Koja je jenmucrsena 3060r

IIPEeTXO0/IHE JTUCKYCH]E.
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VY mapeaanm 3ajamuMa gokasusalieMo nejeqaakocTn (Tj. BpmuTH nporeHe) Kopucrehn Jlarpankosy

b) —
Teopemy. Uspaz f'(c) = w KOjU Ce jaBjba ¥ 0] NeMO 9ecTo MUCATH Y eKBUBAJIEHTHOM
-a

obmuky f(b)-f(a) = f'(c)(b—a) na koju hemo TpUMEHLUBATH ATICOIYTHY BPEJIHOCT M YKOJIUKO MOYKE-

MO Jla OrpaHuIMMO IpBU u3Boj, byHKIWmje f Ha maTepBaty (a,b), mohu hiemo oHzma 18 OrpaHUIUMO
u uspa3 f(b) - f(a).
15. JlokazaTn ma BarKu:

a) |sinz —siny| < |z -y, 3a cBe x,y € R;

1 1

6) - < |z -y, 3a cBe z,y > 0;
l+z 1+y

B) xl_ yl >|:r—y| 3a cBe T,y > 1;
l+er l+ev 4

r) |arctgx — arctgy| < |z — y|, 3a cBe z,y € R;

1 1
1) <ln(1+7)<7,3aCBea>O;
a+1 a a
x
b) In z—y < 2026|z — y|, 3a cBe x,y € [62024,62025].

Pemreme: a) Heka cy z,y € R npoussospun. IlpumeTnMo Jia yKOIMKO je & = Yy, OBa HEjeJIHAKOCT
TpuBHjaHO Baxku Kao 0 < 0, ma 3aT0 MOXKeMO IpeTrnocTaBuTu ja je x # y. Ilomro je mHejegnakocT
cuMeTpHYHa 10 T U Y (Tj. KO 3aMEHMMO MecTa & M Y JobHje ce McTa HejeJHAKOCT) MOXKEeMo 6e3
YMarbeha OIIITOCTH JIOJATHO IPETIoCTaBuTh ja je - > y. Heka je dyukuuja f: [y,x] - R gara ca
f(t) = sint. Homro nponemwyjemo m3pas |f(z) — f(y)|, mozkemo nckopucturu JlarpankoBy TeopeMmy
umje ycaose dbyHKIMja f 3a/10BOJbaBa, jep je HENPeKuaHA Ha [y, T] Kao eseMeHTapHa (ByHKIMjA U
mudepenrjabunna "a (y, ), jep je f'(t) = cost 3a cre t € (y,z). 3aTo mocroju ¢ € (y, ) TakBO 1A

je f(z) - f(y) = f'(c)(z—y) 7j. sinx —siny = cosc- (x — y). Cama nmamo ma je

|sinz —siny| = [cosc|- |z -yl <1-[w -yl =|x-yl,

jep je |cosc| < 1 3a cBako c € (y, ), MTO je U TPEOAIO TOKA3ATH.
6) Heka cy z,y > 0 nponsposbhu. CJIMYHO KA0 U MAJIONpe, MOXKEMO IIPETIIOCTABUTH Ja je & >y > 0

1
u ysectn byakunjy f : [y,z] > R ca f(t) = i3 KOja je HempekuaHa Ha [x,y] Kao KoMIosummja

1 ' 1
T U

mro je medunncano ma mesom maTepBaty (y,r) (3HAMO ma ¢y z,y > 0, ma u 3a cBako t € (y,x)

HempeKuaHNX DyHKIHja 1 mudepennujabmna Ha (y, ), jep je f'(t) =

Bakn t > (). 3aro, mo Jlarpamkosoj Teopemu noctoju ¢ € (y,x) (a camum Tum je ¢ > 0) TakBo Ja je
f@)= 1) = f'()(z-y) 1.
111
1+ 1+y  (1+¢)?

(x-y),

OIaKJIe TMaMO

Jr -yl <1z -yl =lz -yl

1 1
|z -yl <

1
l+z 1+y|‘_(1+c)2

| | 1 1
gl e 1. _
AN TSy (1+0)2

mTo je u Tpebaso gokazaru. [Ipumernmo ma cmo morym u 6e3 JlarpaH:kKoBe TeopeMe Ja JOKaYKeMO

OBy HejeJHaKOCT 3a cBe T,y > 0 Ha cinenehn HavwmH:

1 1
l+x 1+y

1+y-(1+x)
1+2)(1+y)

:‘ y-z B et P et ey
(1+z)(1+y)| (Q+z)(1+y) (1+0)-(1+0) ’




B) Heka cy x,y > 1 npoussospnn. Kao u y IpeTxoquuM JIeJ0BAMa MOMKEMO IPETIIOCTABUTH Ja je

. t .
z >y > 1 u nocmarparu dbynkiumjy f:[y,x] > R nary ca f(t) = T KOja je HeIPeKHIHa Ha [y, x]
+et
Kao KOMIo3unuja Henpekuaaux dbyHxnuja u qudepennujadbuina ua (y,x), jep je

1 1
, t Y 1'(1+et)_t'(€"(—%z)) 1+e%+%-e%
f (t) - ( l) - 1\2 - 1,2 7
L+er (1+e7) (1+e7)
mro je nedunncaHo Ha resoM uuTepBany (y,z) (3Hamo na je x,y > 1, na je u ¢ > 1 > 0). IIpumenom

JlarpanzkoBe Teopeme Ha GyHKuujy f mmamo ga nocroju ¢ € (y, ), & caMuM TUM U ¢ > 1, TaKBO Ja

saxc f(z) - f(y) = f'(¢)(z - y) 7.

1
x Y l+ec+=-ec
T~ T = 162 '(m_y)7
l+er 1+ev (1+e7)
OIAKJIE je
- —|= < |z —y| = ~ |z —y].
l+ex 1+ev (1+ev) (1+ec)

Cagia, 3uajyhu ja je ¢ > 1 mporemyjemo

1
c

lvec+doer 14eiq0 1

fee+
> = )
(1+e%)2 (1+e%)2 L+ez

1

1 1 1 .
ﬂame,ﬂ3c>1cnegﬂaaje7<I:1Hec<e = e, Ta je 3aTo
c

1 L1l
l+ee l+e 143 4
n KOHa4vYHO . )
T y 1+6f+%~ c 1
1 i 112 e -yl >~z -yl
1+ex l+ev l+ec 4

IIITO C€ U TPazKUJIO.

r) Heka cy z,y € R npoussosbuu. Iomro y ciaydajy = y HejeJHAKOCT TPUBHUJAJIHO BAYXKU, MOKEMO
HaJIa/be TIPETIIOCTABATH Ja je T > y u nocmarparu dyakmnjy f : [y,z] > R nedununcamy ca f(t) =
arctgt. Ona je HenpexuaHa Ha [y, ] Kao eaemenTapua dbyHKIHja, a u qudepennujadbunna wa (y, ),
jep je f'(t) = —— Jedunncano 3a cse t € (y,z). [Ipumenom Jlarpamzkose Teopeme Ha by, IMAMO

na 3a Heko c € (y,x) Baxu f(z) - f(y) = f'(c)(z -y) 1j.

1
arctgx —arctgy = ——(z - y),

1+c2
oJIaKJIe je
larctg x — arctg y| ! (- )| ! |z -yl < ! |z —yl =]z -yl
arctgx — arc = T = T < -z =z .
g gy 112 Y 112 y 140 Y Y

a+1

1
1) Heka je a > 0 npoussossno. ITomro je In (1 + 7) =In =In(a+1) - Ina, younhemo dyuxmmjy
a

fi[a,a+1] > R mary ca f(x) = Inx, na 6u taga uspas In (1 + 7), KOjH IIPOLEHyjeMo, 01O jeaHax
a
ymupaso f(a+1) - f(a). OBa dynkunja je HenmpeknHA Kao egeMeHTapHa U audepeHnnjabmina, jep

je f'(z) = = nedunucano 3a cse x € (a,a + 1), ma mpumenom Jlarpamzxose Teopeme 106ujaMo 1a
x



nocroju c € (a,a+ 1) rakso na je f(a+1) - f(a) = f'(c)(a+1-a) 1j.

e R
a c c

1 1 1
1<ln(1+—)<—.

. 1 1 .
Uz ce(a,a+1) TJ.a<c<a+lcnemf1—>—>—1,a3aTOJen
a a

a & a+

|4 . .
h) Heka cy x,y € [62024, 6202‘)} nponsBosbHU. [lomTo 3a = y Heje THAKOCT TPUBHjATHO BAYKU, MOYKEMO
T

HaJlaJbe IPeTIoCTaBUTH Ja je x > 1. Kako je In x_y =In(z%) -In(yY) = xInx — yIny, gedunnmemo
dyuxnujy f : (0,+00) - R ca f(t) = tint. Oma je HENPeKHIHA Ko KOMIOZHIM]a e/IeMEeHTAPHUX
dyuxuuja u mudepennujabunna, jep je 3a csako t > 0 gedunucano f'(t) = 1-Int +1¢- % =Int+1.
Mozkemo 3ato npumennTn JlarpankoBy teopemy Ha byHKIHjy f 1 uaTepsas [y, x| u 3aK/pyInTH J1a

nocroju ¢ € (y,x) rakso ma je f(x) - f(y) = f'(c)(x - y) 7.
zlnz-ylny=(lnc+1)(z-y), naoxarme n

ltlnz -ylny|=|(Inc+1)(z-y)| =|lnc+ 1| |z -yl

Kako ¢ € (y,x) u 10 yc/IoBy 3a/1aTKa je T,y € [62024,62025], TO je U ¢ € (62024,62025) 1j. 20?2 < ¢ <

2025 Qnarme maamo 2024 < In ¢ < 2025, ma 2025 < Inc+1 < 2026 u koraqro |Inc+1] = Inc+1 < 2026.
Ka/ia T0o 3aMeHNMO y TOpEbY HEjeJHAKOCT, 1001jaMo

xr
In

=lzlnz-ylny| =|lnc+1|- |z - y| < 2026|x -y,

IITO je u TpeDaIo JI0Ka3aTH.
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JlonuraJjioBa nmpaBunJja

: 0 )
Pannje cMO ce NPAIMKOM M3padyHaBaba JIIMECa 9eCTO CyCpeTasn ca HeopipeleHnM obmuimva § 1 o
u Taja cMo ux Tpancdopmuiryhn onrosapajyhe mspase n kopucrehu passoje esremenTapHux QyHK-
nuja ceojusM Ha ojapehene obiuke m jako uzpadynasasu. Cieneha TeopeMa roBOpU O jOIII jeTHOM

Ha4YMHY 3a U3padyHaBarbe JIMMeca y KOjUMa ce MOjaBjbyjy OBa JiBa HeojpeheHa 00JIMKA.

Teopema [JIonuranoBa npaBunal: Heka cy -0 < a <b <+ u f,g: (a,b) > R nudepennuja-
A

6unmne dbynkuuje, npu wemy je ¢'(z) # 0 3a cBako z € (a,b) u Heka mocroju lim (ac; =L eR.
r—a+ g
Tana, yKOIUKO je hm f(z) = hm g(:r) 0 nm hm f(x) = %00 = hm g(x), Baxkn lim % L.
Tr—>a+ g
! (90)

CJln4HO, YKOJIUKO je 111 =L, eR 1 BaKM HEKH OJ yCJIOBA liril flx) = lirilg(x) = 0 wimn
r—0— T—>0—

Haxie, kaja paaumo ca Heojpehennm m3pasuma 0OJIUKA % w22, MoxkeMo Kopucrutu Jlommra-
JIOBa IpaBWIa, JOK Kaja paaumo ca Heompehenum wmspazuma obsuka 0 - oo, +o0o — (+00), —oo —

S g(@)

hm f(x) =400 = hm g(x) MMaMO J1a je hm

(~00), 1%, (+00)° 0° u cimume, MopaMo IPBO 1a UX TPAHCGHOPMUIIEMO y HEKH Of, 00/IHKA % i

2 ma TeK OHJAa MOXKeMO npumeHuTH Jlonurasosa nmpasuia.
Inz

1. Uspagaynaru lim —.
Tr—+oo o

Pemteme: Snamvo ma je lim Inz=+oc0 u lim x = +o0o, ma

Tr—>+o00o Tr—>+oo

MoxkeMo npuMenuTH Jlomuraaoso mpasuio. oo je
1 1

I
lim M_l = lim —=— =0,
r—+00 (x)’ x—+oo ]| T—+oo I +00

\a I=

. Inx
To jem lim — =0.
r—+oo T

Yoyayhe, kako 6UCMO CKpPATUIN 3aluC, KaJa IpuMerbyjemo Jlomuramosa npasuiia, nucahemo n3Ham
3HaKa jegHakocTu JL.mm. u To hemo unraTu Kao ,JieBa cTpaHa je jeJjHaKa JIeCHO] YKOJIUKO JIECHA CTPAHA,

mocroju”’. Ha mpumep, mpeTxo/iHu 3a/1aTak OHCMO MOTJIN 3allMCATH Ha cjie/iehn HaduH:

1
Inx JI.o = 1 1
lim — "= lim £= lim —=—=0.
T—+o0 I z—>+oo | xT—+00 +00

Jlommmraosa IIpaBUjia MO2KEMO U BHUIIE IIyTa y3aCTOIIHO NPUMEHUTH — aKO HaKOH jeZ[He IIpuMeHe

JlomuramoBor mpaBmiia MMOHOBO JI00MjeMO HeKu oJ1 Heojpehenmx obimka % WA 2, MOYKEMO OIeT

npuMenuTy Jlonuranoso npasuiio. Viycrpanujy Tora MOXKeMO BUJIETH y HAPEIHOM 3aJaTKy.
el
2. Uzpagynatn lim —.

r—+o0 ¥
Pemueme: IIpumernmo npeo ja je lim 2t = 400 = lim e, ma je TpaXkeHu JuMmec obmMKa = u
r—>+00 r—>+00 )
MO2KeMO J1a mpumenumo Jlonurasnaoso npasuso. mamo na je



Kako je lim 423 = +o0 = lim €%, nmonoso npumemsyjyhu JIomuTanoso mpaBuIo MMaMo

T—+00 Tr—>+00
42’ JLo . 1227
lim =" lim ,
r—>+oco0 eT r—>+o0 el
wro je omer obmuka 2, jep je lim 122% = +00 = lim €®. Kaza ouer upumenumo Jlommuranoso
o T—+00 T—+00
MIPaBWJIO, H0OMjaMO
. 1222 JLu. . 24x
lim =" lim —,
r—+o00 % r—+oo e

a 1 Jajbe nMaMo ook = . Konauno, kaia jor jeanom npumennmo JIOmuTanoBo IpaBuio JobujamMo

. 24x JLa. .. 24 24
lim — "= lim —=——=0,
xr—+oo el xr—+oo T +00

4

na je u lim — =0 JlaxJjie, OBlie CMO HACTABHJIH Jia IPHUMeyjeMo JIonuTasoBo npaBujo cBe JOK
T—>+o00 €

Haj3a/] HICMO JIOIILIH JI0 o/ipeheHor 00JIMKa y JIMMECY ¥ MOIVIM JUPEKTHO Jia ra u3padyHamo. Yoy yhe

hemo oBo kpahe mucatu na ciaeaehu HadWH:

.2 Lo . 42 JLon. . 1227 Lo . 242 JLo. . 24 24
lim —"%" lim — "= lim — "= lim — "= lim —=—=0,
T—+o00 T r—>+oo T r—+oo T T—+00 T T—+o00 T +00

y3 0baBe3Hy IPOBEPY ¥ CBAKOM KOPaKy Jia je mpe upumene JlomurajoBor mpasmia 610 00K % iR 0%1

=)
oo *

V mperxojHa JiBa 3a/IaTKa CMO 3alPAaBO JIEMOHCTPUPAJINA U3BODebe MopeIOeHe CKaJje Tj. J1a YKOJIUKO

cy a>1, k>0 wu c>1 peanuu 6pojeBu, Bayku

k

X
log, z << 2" << ", & = +o0,

1a HaJ[aJbe MOXKEMO YIOPeJI0 KOPUCTUTHU II0PeiOeny ckasy u JlonnraioBa npaBusia y 3aBUCHOCTH O
TOTa IITa HaM Oy/e TOTOIHKje.
Hodcemnux: Y mopenadeHoj CKagad ¢MO UMaIu U Ja je ¢ << x¥, x — +00, IITO Ce jeTHOCTABHHU]e

W3BOJU AUPEKTHO, 6e3 Kopumhema JlonmnraaoBux mpasmia:

xr xT
lim < = lim (f) — 0 = 0.

r—+o0 xT  xz—+oo \
3. Uspauynatn lim (zlnz).
z—0+

Pememwe: Kaxko je lirél x=0wu lim Inz = —oc0, 0BO je u3paz obusimka 0 - oo, ma hemo ra rpancdop-
r—0+

-0+
MUCATH TaKO Ja MOZKEMO Jla IIPUMEHUMO JIOIIHT&JIOBO IpaBuJIo. ﬂa 6I/ICI\’IO OJ1 IPOM3BO/la HalIpaBUJIN

KOJIMYHKK, MOPaMO jeJaH OJI u3pa3a ,CIycTuTu y uMeHujal. Kajga 6ucMo ,cryctuin’ Jorapuram,

nobunm 6ucMo 0bJIMK 11%1 —— Koju je obiuka %, Ia ce Ha Ibera MOXKe MPUMEHHUTH JIomuTasoBo
>0+ ——
Inz

npaBusio. MehyTum, HAKOH Herose IpuMeHe, UMaJIu OMCMO

. .z Jlm. . 1

lim (zlnz) = lim — "= lim ——

-0+ =0+ — =0+ —
Inx In?

= lim (-zIn®z),
-0+

8=

T

IITO je KOMIIMKOBAHMj€ HErO MOJIA3HE JIMMec. 3aTO IeMO y OBaKBHM CHTyaljaMa M30eraBaTh Ja

JlorapuTam ,cryrmramo’ y nMmeHual, seh hemo to ypajuru ca dyarnujom z. Umamo ja je

1
x
1

. . Inz JLn .
lim (zlnx) = lim —— "= lim
-0+ =0+ = z—0+
x

= lim (-z) =0.

=0+

4. Uzpauynaru lim x”.
x

-0+



Pemreme: IIpuvernvo [ ce y 0BOM JiuMecy Tojasibyje Heoxpehern obmuk 0°, ma He MoykeMo omMax
na npumernmo Jlomuranoso npasmio. IIpeo hemo, ka0 u panuje, npebaruTu U3pa3 YUju JIAMEC

padyHaMO Ha OCHOBY e, IIa MCKOPUCTUTH HEIPEKUTHOCT eKCIoHeHnmjaaHe dyHkimje. mamo ma je

. . T .
lim 2” = lim (61”) = lim e*®,
x—0+ x—0+ x—0+

Ca/:[a jOI_H Tpe6a U3pavdyHaTu JIuMec 111’61 (1} In ZZJ) IITO CMO 3aIIPpaBO YpaJuIn y IPEeTXOIHOM 3a/JaTKY,
z—>0+

Te 3HaMO Ja je oH jeanak 0. Omatie je IILI& e®m? =0 -1 najen Ill,r& ¥ =1.
5. Ha qu ce dyukmmja f : (0,1) - R mara ca f(x) = ? MozKe nojiepMHUCATH TaKo n1a Gyme
Henpeknana Ha [0,1]7? v

Pewmeme: Ilomro je dynkuuja f cBakako Henpekujana Ha (0,1) Kao KOMIIO3UIUja €JIeMEHTAPHUX

dyuknmja, Tpebda jorn yTBPAUTH Ja JIK ITOCTOje U KOHATHU Cy :}g& fx)m zhl{l f(z). Uzpaaynahemo
T -1
mpeo lim f(x) = lim ——. Kako je Ha ocHOBY mperxomnor 3agatka lim z¥ =1, o je
x—0+ x—0+ xlnl’ x—0+
wlij&(xw -1)=1-1=0,ay3 10 jen g}ir})l+(xln x) = 0 HA OCHOBY YETBPTOI 33JATKA, Ia MOYKEMO
npuMenuTd Jlonuranoso npasuio. Mmamo

2% -1 Jli. i (l’z—l)’ . ((611190)90_1)' i (eaclnx_l), ) ezlnz-(l‘lnx)’
_ = - = = lim = - 7 =
a0+ rlnz e»0+ (zlnz)’ 20+ 1.-Inz+z-+ 220+ Inz+1 z=0+  Inz+1
= lim W = lim e®n® = &0 = 1,
=0+ Inx+1 -0+

pU YeMy CMO Ha Kpajy OIeT WCKOPUCTUIN UHILEHUILY JOKA3aHy y Ue€TBPTOM 3aJaTKy — Ja je

lim (zlnx) =0.

-0+

Hasme, kako je lim (z-1) =1'=1=0u lim (zlnz) = 1-In1 = 0, MO’KEMO  IPHIMKOM H3PAIyHABAKA
z—>1- e

lim f(z) kopucturn Jlonuranoso npasuio. VINEHTHIHAM PATyHOM Kao MAJIONpe 106ujaMo

zo1-

-1 JLu. I (= -1)

lim m-——->—-=Ilime

zlnz _ _1dnl _ 0 _
= =e =e =1.
z—1- glnx z—1- (zlnz)’ a-1-

e

Haxise, dyuknuja f ce moxe jomeduHUCATH 10 HENpeKuHe (PyHKIM]je f :[0,1] = R nmare ca

1, z=0;
f(@) =1 f(x), 2e(0,1);
1, x=1.
. 1
6. Uszpaaynaru lim (ctge — —|.
x—0 x
A . cosw 1
Pememe: Ilomro je limctga = lim — = — = £00 y 3aBHUCHOCTH OJ Tora Ja ju r — 0+ mim
) ) z—0 z-0 sinx 0O+
- 0-ulim — =— =+o00, omer, y 3aBUCHOCTH 0J] Tora ja ju ¢ — 0+ wiu x - 0—, To je 0Baj

z=0 x 0O+
JMec 06MKa +00 — (+00) M —o0o — (—00), ma ra MPBO MOPaMO TPAHCHOPMUCATH TAKO Ja MOKEMO

npumenutu Jlonmrasnoso npasuio. mamo na je

= 1m

1
lim (Ctgﬂc - 7) = lim -
z-0  zsinx

cosz 1 I rcosx —sinx
r— x x—0

sinx x
na cajja MoxeMo npuMeHnTu Jlomuranoso npasusio momto je lim(zcosz —sinz) =0-1-0=0u
z—0

lir%(x sinz) =0-0 = 0. Vmamo

. xcosx-sinz Jl.m., (xcosx-sinz) . 1l-cosz+x-(-sinz)-cosz xsinz
lim —————— =" lim = lim = lim —

x>0  xsinz z=0  (zsinz)’ z—0 1-sinz +xcosx x50 sing +xcosT




Caga, jomr jeauom hemo npumenntn JlonuTasoBo mpaBuio, jep UMaMo Jaa je lin%) (zsinz)=0-0=0m
z—>
lin(l)(sinm +xzcosz)=0+0-1=0. 3aro je
z—>
xsine  JLo (zsinz)’ . sinz + zcosz 0+0-1

lim ———— " =" lim —— =-lim — = — =0,
z=0 sinx +zxcosz =0 (sinz +zcosz)’ z—0 cosx + cosx — xsinx 1+1-0-0

1
ma je u lim (Ctg:c - 7) =0.
x—0 €T

rctgr -1

7. Uzpauynatu lim
z—0 2

x
Pewmeme: [Ipso Mmopamo BuzieTH KOT je 00JIMKa 0Baj JiuMec, 1a padyHamo lim (z ctg z). mamo na je
z—0

. . cosx )
lim(zctgx) = lim [x - — =lim [ —
z—0 z—0 sinx z=0\sinx

. 2 2 . .
au limz” = 0% = 0. Jdakse, qumec Koju Tpeba Ja U3padyHaMo je 00JInKa %, I1a MOYKEMO IIPUMEHUTH
z—=0

-cos:z:) =1-cos0=1, majesaron lin(l)(rctg:z:—l) =1-1=0,

JlonmrasoBo mipaBuyio. 3arto je

-1 cosx T coszsinz—x .
lim z Ctgl’ -1 ﬂin' lim 1 Ctgx tz sin? x = lim sinx sin? x = lim sin? x = lim cosxTsme —x
70 2 -0 2 0 2x =0 2z 2=0  2rsin’z

Cagia, momro je lir%(cos;csin;r -z)=1-0-0=0m liH(l) 2zsin?z =2-0-0? = 0, upumenulieno 10HOBO
x> T

JlonurasoBo mpaBuio. 3arTo je

. cosxsinz—x JIm. .. -—sinz-sinx+cosx-cosx—1 . —sinZ.r—(l—cos2x)

im ———— % = lim =

o0 2rsin®z 2=0 2(1-sin®z + z-2sinz - cosz) 20 2sinz(sinz + 2z cos )
—sin?z -sin’z . —2sin’z —sinx

im — - = lim — - =lim — .

x~0 2sinz(sinx + 2z cosx) =—02sinz(sinz + 2z cosxz) =-0sinz + 2z cosx

U mocnenmu aumec je obuka %, jep je lim(-sinz) =0 u lim(sinx +2x cosz) =0+2-0-1 =0, ma jom
z—0 z—0

jemHoM npuMeHoM JlomuTasoBor mpaBuia KOHAYHO UMAaMO Ja je

—sinx . —cosx —cosx -1 1

im — = lim - = lim — = =-7)
a-0sinx +2xcosx  a—0cosx +2(1-cosx+x-(-sinz)) =z-03cosx—2xsinxz 3-1-2-0-0 3

. . zctgz -1 1
IITO 3HAYH Ja je I 1111(1) = -
T

x? 3
a® —z°
8. Heka je a > 0 peasnan 6poj. Uzpaaynaru lim
z—>a T —a
Pemreme: Ilpuvernmo ga je lim(a” - 2%) = a® -a” =0 u lim = (x —a) = a—a = 0, ma MOXKEMO
r—=a r—a

npumenuTn JlonuramoBo mpasBusio. 3aTo je

a®-z% Mo .. o*lna-az®?! 1

lim = lim (az Ina- axa_l) =alna-a-a®" =alna—a® = a*(lna-1).

T>a I —a T—>a 1 T—>a

. . . a+x)’ —-a”
9. Heka je a > 0 peanan 6poj. Uzpaaynarn lim #
z—0 2
Pememe: [Ipro, npumerumo 1a je lirr(l) ((a+z)*=a") = (a+0)°-a’ =1-1 =0, kao u 1a je liH(l) 2 =0,
€Zr—> r—
ma je oBaj jmMmec 00JIMKa %, Te MOKeMo npuMmenuTn Jlonuranoso npasuiio. Mmamo 1a je
!/
o (a+2)*-d® JIm. .. a+z)* -a®
L=t (0¥ =0 ey, ((a+2)" ~a®)
-0 2 -0 (.702)

!
Ja He 6ucMo KoMILIMKOBaAIX 3amuc, uspadynaliemo ((a +x)*) mocebHo:

((CL + CE)I), _ ((eln(a+z))m) _ (ezln(a+z))’ _ ezln(a+z) . (rln(a n IIJ))/ _

1
= grin(a+a), (1-ln(a+m) +r-——- 1) = grin(a+a) (1n(a+x) T )
a+x a+x



3aro je
+2)% —ag® ern(ara)  (In(g+2)+ 2)-a%lna
L =lim 7@ 3:)2 a_JLo. lim ( ( ) ‘”I) .

x—0 X x—0 2x

Hasbe, mommro je

lim (ezln(“+m)~(ln(a+x)+ l )—amlna):60'1“”’-(1na+9)—a01na:1-lna—1~lna:0
a+x a

z—0

u lim 2z = 0, moroBo hemo npumenntn JlonuragsoBo MpaBuUiIo, jep UMaMO JMec OOJIUKA, %. Nmamo

zln(a+z) | 1 2 ) _4%1
e n(a+x)+ a®lna
L — llm ( ( ) (l+.73) H-:H-
z—0 2x
i (ezm(‘”z))’ : (ln(a +x)+ ﬁ) + erIn(arz) . (ln(a +x)+ ﬁ), -a*lna-lna
= 11_1)1(1) 2 =
:llim (emln(a+x)),-(ln(a+x)+—x )+e‘“n(“+m)- L 1+ L-(e+2)-z-1 ~a*In%al.
2 20 a+zT a+z (a+x)?

/ x
O, MaJIoIpe UMaMo U3PAIYHATO (ew ln(’”x)) = ¢?In(are) (ln(a +x)+ ) , 14 KaJia TO YBPCTUMO Y
a+zT

MPETXO/IHN U3pa3, Jo0ujamMo Ja je

1 1 T 2 1 1 a 2
L==lim [e2m(@+). (ln(a +x)+ ) +erin(ara), +——]-a"In"a]=
a+x a+z  (a+x)?

2 -0

2 1 1 2
(eo'ln“’~(lna+0) +60'1n”’-(7+%)—a0-1n2a :§(ln2a+f—ln2a):
a

N | =
IS N

a a a

N | =

2 x
10. Uspagynaru lim (f arctg x)
xr—>+oo \ T

2 . .
— - — =1, Te je oBaj smMec obsuka 1°°, ma ra
T

|3

- 2
Pememwe: [Ipumernmo upso ga je lim | —arctgz | =
™

xr—>+00

Tas10B0 mpasuio. imamo ma je

=

MOopamo TpaHchOPMUCATH TIpe Hero mTo npuMennmo Jlom

. 2 o 2 N eln( 2 arctg @
lim (7 arctg .27) - lim (eln( 2 arctg m)) - lim exln( 2 arctg a,)7

T—+o00 \ T

. 2 .
I1a, 2KeJINMO TIPBO J1a m3padaynamo L = lim (mln (f arctgx ||, mro je simmec obauka oo - 0, ma hemo
i

Tr—+oo

,,CHyCTI/ITI/I” T y uMeHuJ1al] u ,ZLO6I/ITI/I JIMec 00JINKa, % Ha KOjI/I MOZKEeMO J1a IIPUMEHNMO Jlomuraaoso

npasmwio. mamo 1a je

2 1 2, _1_
2 In (= arctgx 2Zarctgz ™ 1+a2
L= lim (zln|—arctgx|]= lim M L. lim % =
xr—+00 T T—+00 = T—>+00 -=
xr x
, z? . z? . 1 _ 12 2 2
= lim ——  =- lim - lim =— lim T —=-1-—=-—
e—too arctgw - (v2+1)  aoteo 2+ 1 aoveoarctgr  woteo 145w T ow

N 2 T2
na je lim (farctgx) =e 7.

r—+oo \ 7
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3Boau Buiier peja. TejjiopoB u
MaxkJjiopeHOB ITOJIMHOM

Heka je —co <a<b<+oou f:(a,b) > R dbyukuuja. Yromuxo je f nudepennujabuina, taga je meH
mpeu u3Box [ : (a,b) - R mobpo nedunncana dynkmuja na narepsary (a,b). Ykommko je dpyHKmja
' madepennujabunma y nekoj taukm x € (a,b), wen uzsox (') (z) y Toj Taukm mazmBaMo mpyTHM
uszBomoM dyskimje f y Tauku & (WM BEHIM U3BOJOM JPYIOr Pejia y TOj TaduKu), obesexkaBaMo
ra ca f"(r) m xaxemo ma je dbyuxmmja [ gsamyT mudepennujabunna y tadku . Jlambe, yKOIMKO
je dyuxmmja f' mudepennmjabunna na warepsany (a,b), HEH U3BOJ HAZUBAMO JIPYTUM H3BOJOM

nkiuje f, ozHadasamo ra ca f' = (f') u xaxxemo ja je dpyHknuja f apanyT qudepeHnnjaduIna,

y 3 Je Dy J Y J
Ha 0BOM nHTepBaJsy. Ha candan vaunn gedbunumemo u tpehu n3Bo dyHknuje f Kao m3Bo1 GyHKIHje
f" ykomuxko je ona mudepennujabuina u o3nadasamo ra ca f3) = f = (f") | a taxobe u n-tu u3BO
bynxmumje f,y osmamu £ 3a upoussosmsuo n € N. o myrminm u3BosoM dyHKIHje f H0IpasyMeBaMo
wy camy 1j. f(O = f.
Jaxe, 3a cee n € Ng axu f"1) = ()7
Kana kaxkemo ja je dyukimja f n mnyra audepenimjabuina (3a Heko n € N), mogpasymeBaMo Jia
[IOCTOJ! F-eH U3BOJL pejia N (& CAMUM THM ¥ CBU FbeHH U3BOJM DEJa Marber Off 7).
1. Uspauaynaru apyru usson dynkmuje f(z) = xvVz2 + 1.
Pememe: Hajupe hemo uspauynaru npsu ussog ose dyukuuje Tj. f’, a MoToM U HBeH APYrd U3BO/L
" xao usBoz npBoOr M3BOsA. Mamo n1a je
2

' 1 2h1+2%  22%2+1
f'(:r):(as\/x2+1):1-\/902+1+m-7-2$:\/x2+1+ Tt o .
W2 +1 Viz+1l Va2 +1 22 +1

Harbe je

1 (222 +1)x
dr Va2 +1- (222 +1) ——— 22  4davVa?+1-
" ( NS _ VaZ+1

(m)Q 2 +1

F1(@) = (F(@) = ( 271 )

VazZz+1

4r(2? +1) - (222 + 1)z
NI _4x3+4x—2z3—z_ 223 + 3z

z?+1 S @2+ 1)Vai+l (a2+1)3)

2. Uspaaynaru n-tu usson dhyuknmje f(z) = a®, npu 9emy je a > 0 u a # 1 peanan 6poj u n € N

[IPOU3BOJbAH NPUPOJIAH OPOJ.

Pemreme: MzpauynalieMo npBux HEKOJIMKO U3BOJA KAKO OMCMO TOKYIIAJIN J1a YTBPJAUMO HEKY Ipa-
sBustHoct. 3a n = 1 3namo ja je f'(z) = a®lna. Hamwe, 3a n =2 je f’(x) = (¢®lna)’ = a*Ina-lna =
a®*In*a. 3a n = 3 umamo ga je f"(z) = (a*In*a)’ = a*Ina-In®a = o In® a. Hacrasmajyhn obaj
MOCTYTIAK BUIUMO Ja C& CBAKUM HOBUM JU(PEPEHIUPAHEM JMCKOIN 110 jeJaH auamial lna, ma 3a-
ksbyayjemo na je £ (z) = a®In" a 3a cse n € N.

Komenmap: Cnenmjasmo, 3a a = ¢ mvmamo ma je In" e = 1" = 1, ma 3a dynkunjy f(x) = e* 3mamo ma

je () (z) = e® 3a cBako n € N.

3. Uspauynaru n-tu ussox dyuknuje f(x) = sinx 3a npoussosbHo n € N.



Pememe: Oner hemo m3patdyHnarn NpBUX HEKOJUKO M3BOJA OBe (PYHKIHje KAKO OMCMO yTBDIUIIM

HeKy mpasuiHOCT. VIMamo 1a je
f(z) =cosz, f(z) = (cosz) = —sinz, f”(z)=(-sinz)’ =-cosz,
(@) = (~cosa)' = ~(~sinz) = sinz = f(x),
11 OJIATIIE BIJIMMO I je
fO=(fO) =1 fO = () =) = 1 f D= () = =
FO= (O = = gD = 1, O = (5O = f

u Taxo masbe. dakie, y uusy nssoma { f(™M ),y Bummo ma ce wnanosu f', f”, f u f HamsmeHmdHO

[IOHABJBA]Y, 11a je OBaj HU3 Hepuognyan ca mnepuojom 4. Ojatie je je

f(x) =sinz, n=4k, keN;

f'(z) =cosz, n=4k+1, k€ Ny;
f"(x)=-sinz, n=4k+2, keNy;
fW(z)=-cosz, n=4k+3, keN,.

f (@) =

4. Uspauynaru n-tu ussox dbyukuuje f(z) = * 3a npoussosro n € N u a € R.

Pememe: Heka je a € R npoussosbHo. U1 oBJe MOXKEMO M3padyHATH IMPBUX HEKOJMKO M3BOJA W
npobaTy a M3BEJEMO 3aK/byUaK y TeHepasHoM ciydajy. Umamo ma je f'(z) = ax®™, f’(z) =
(axo‘_l), =a(a-1)2%2, f"(2) = (a(a - 1)35“’2), =a(a-1)(a-2)z%2 ura. Buamvo a ca cBakuM
HOBUM JIu(epeHIIIpPam-eM ce CTeIIeH CMAIbl 3a jeJaH U HCIpes ,,ACKOYr IO jeJaH HOBHM YMHUJIAL KOjU

je 3a jelaH Mamby Off TPETXOIHOT YNHUOIA. 3aTO MOXKEMO 3aKJBYIUTH /14 je
M @) =a(a-1)(a=2)..-(a-(n-1))z* " =af(a-1(a-2)-...- (a =n+1)z*"

3a cBako n € N. ¥V ciyuajy kaza je a € R\Np, mocsemu u3pas jabe He MOKEMO CPeJUTH (a U HeMa
norpebe), oK je y ciaydajy « € Ng uHTepecanTHO nocmarpary mra hie 6utu f () noges ox 1 = a.
Ipso, 3a « = 0 je f(z) = z° = 1 koncranraa dyskuuja, ma je f™ (z) =0 3a cse n e N.

Vromixo je a = m € N, rope mssemena dopmymta ) (z) = m(m-1)(m-2)-...- (m-n+1)z™™
HapaBHO Baskh 3a cBe n € N, amm Bummmo ma 3a n = m je f(V(x) = ™ (z) =m(m -1)(m -2)-...-
(m-m+1D)z™ ™ =m(m-1)(m-2)-...-1=m! uonma je f(™(z) =0 3a cse n>m.

1

IIpumep: 3a nommuoM P(2) = ApZ™ + Ap-12™ " + - + 412 + ag, KOJU je cTenena n, UMaMo Jia je

-1 ! —1 1—2
p'(x) = (anﬂc" +ap 1+t aT ao) =napx” " +(n-1Dap_12" ++ay,

mTo je mosuHoM crereHa n — 1. Jlakie, kaja gudepeHImpaMo MOJIMHOM CTEIeHa N, Taj CTEIeH MY
ce CMamb! 33 jejiaH, Ia MOHOBHUM JIndEpPEHINPAHEeM 3a jOIII jeJaH U TaKO, HAKOH N JudepeHIInpamba
hemo jo6utn nosimHOM crereHa O Tj. KoHCTaHTy. Ta KOHCTaHTa TTOTHYE OJ1 JindePEeHITIPabha MOHOMA,
apx™ m myTa, jep cy CBU OCTaJIM MOHOMHU Yy OBOM IIOJIMHOMY CTEIleHa Marber oi n u mocrany 0 Ha-

")(n) = nla,, na je u p{™ () = nlay,,

P (0)
n!

KoH n mudepennupama. Ha ocnoBy derBpror 3azatka je (a,z
OJIaKJIe BHJIMMO Jla ce KOeMUIMjEeHT @, MOXKe U3PA3UTU Kao Ay = . Hapasno, cBakum HOBUM

nudepeHimpameM oanHoma p(x), gobuliemMo HysIy Tj. BaxKn p(k)(ac) =0 3a cBako k > n.

Hagemnthemo cama jenay Teopemy koja he mam 6utu morogHa Kaja Tpeba /1a n3padyHaMo N-TH U3BOI,

dyuxnuje ne patdyHajyhu pesom cBe n3Boje pesia Marmber o n.



Teopema: Heka je n € N, —oo < a < b < 400, Ae Ru f,g: (a,b) > R dynxmmje koje cy n myra
mudepentjadmiae. Tana cy u dyuknuje Af, f+g u f-g Takohe n myra audepeHIjabuIHE U BaXKU:
1) (AN (@) = Af ™ (),
2) (f+9)" (@) = f™) (2) + g (2),
3) [TajouuoBa dopmysna] (f - g)(n) (z) = i (Z)f(k)(x) g (2) =

k=0

= (0)7 @@+ (1)@ 2@+ ()@ @) o (1) o)

Ha mpumep, 3a n = 1 Jlajonurosa ¢gopmysa naje IMO3HATO IPABUIO IudepeHIupamha IPOU3BOIA

(F@) 9@ = ()1 @D @) + (1) O @O @) = £@)g' @) + £ (@),

3a N = 2 ©UMaMO

(F@-9@)" = (3) 1@ @)+ (7)1 @ @)+ ()7 @)g(@) = F@)g" (@) +27 @)y’ @)+ (@)g (@)
U TaKO J1aJbe.

5. Uspauynaru mectu ussoz dyukuuje h(z) = (522 - 2z + 1)e”, a morom u f(9(0).
Pememe: @ynxuuja h je 3anpaso mpoussoxn byuxmuja f(x) = 522 -2z +1 u g(x) = €%, ma MoxKeMo

uckopuctutu JlajorunoBy dhopMysIy 3a padyHame HBEeHOT IecTor u3Boja. Jlakie, BaxKu

6
WO@) = (£@)-9@)® = ()1 @) @)

k=0
Bumnmo na HaM je 3a Taj padyH HEOMXOHO Ja 3HAMO IITa Cy U3BOAM DYHKIMja f U ¢ 3aK/bYyTHO Ca
pezom 6. Tlomro je dbynxmuja f noamsoM crenena 2 3uanmo ga je f*)(z) = 0 3a cBaxo k > 2 ma camo
Tpeba M3padyHATH IITa Cy jOj TIPBU U JpyTH W3BoJ, Te mmamo na je f'(xz) = 10x -2 u f’(x) = 10.
To 3uauum ga cy y cymu y Jlajoaumosoj dopmysu camo npsa Tpu cabupka paziamduta oj Hyse. U3
Jpyror 3a1aTKa 3HaMo Ja je ¥ (x) = e 3a craxo k € N. Kaza yspcrumo oo y JIaj6uunosy dbopmymy
“MaMo J1a je
nO@) = ()@@ @)+ ()@@ )+ (5) 9 ) -
=1-(52% =2z +1)-€"+6-(10x - 2)-e* +15-10-€” = (5% + 58z + 139)e”.

Caga, 3a z = 0 jako mobujamo ma je

FO0)=(5-0>+28-0+139) - = 139.

TejaopoB nu MakjopeHOB ITOJIMHOM

Panmje cmo meke esrementapue (pyHKIMje AITPOKCHMUPAJIH IOJTXHOMUMA IIPBOT WX JPYTOr CTEIEHA
U OIEHWIN TPElKy alpokcumanuje (Tj. oJcTylame BpeIHocTH (DYHKIHUje OJ] IIOJUHOMA) MIOMOLy

acuMmnToTcke pesanuje o. Koukperno, 3a a € R nmasnu cmo ma kag x — 0, u3mehy ocrasior, BaxKu

2
e’ =1+xz+o(x), sinz =z+o(x), coswzl—%+o(x2), In(l1+z)=xz+o(x), (1+2)* =1+ax+o(x).



[Ipupoamo ce nocrasba TmTame Ja Ju je Moryhe ose (a u apyre) dyHKIMje ATPOKCIMUPATH U IO~
JuHOMEMA BehHX cTelena Kako O ampoKCHMaIyja Onja MITo MPEIU3HIja, OJHOCHO OCTYIIAIbe IIITO
Mame. OJroBop Ha OBO NHTabE je IMOTBPJAH, & CTEIEH IOJMHOMa KOJUM MOXKEMO AllPOKCUMUPATH
dyukimjy f he 3aBucuTH 0O TOra KOJUKO IIyTa je OHA JuMEpPEHINjadHIHa HA OKOJIMHI TadKe OKO
KOje BPIINMO IbeHy allpOKCHMAIIH]y.

Heka jen e N, —co S a < f<+00 u f:(a, ) > R menpekunna dyHkuuja xoja je n nyra audepen-

nujabuiiHa HA HEKOj OKOJIMHU Tadke a € («, 3). Tazga, mosuHoM

a Ila ma (n)a
Tya@) = f(0)+ T (@m0« LD a2 LD (g 20 gy

nasuamo Tejioposum mnosmaoMoM dbyskimje [ peia (uam cremena) n ca neHTpoM y tadku a. Cre-

MIjaJIHo, YKOJIUKO je a = (), moJimaOoM
" nr i (n)

I (O) f (O)x2+ f (O)xs+"_+ f (a)x"
2! 3! n!

HaszuBaMo MaKJIOpEHOBUM IIOJMHOMOM (byHKLu/Ije f pena (wmu cremena) n.

My(x) = f(0) +

Uspas R, q(z) = f(z) - T), o (z) Hasusamo ocrarkom Tejroposor nosmuoma dyuxuuje f pexa n ca
IEHTPOM y TaduKu a, 10K je R,(x) = f(x) - M,(x) ocratax MakmoperoBor mommHOMa (DyHKIHI]je
f pema n. Hapeane teopeme roBope ympaBo O TOME KaKO C€ OBH OCTAIld MOTY 3aIlHCATH, OJIHOCHO
OIIEHUTH.

Teopema [ocrarak y IleanoBom o6usuky|: Heka je dyuknumja f n myra audepeniujabuina Ha
HEKOj OKOJIMHE Tadke a 1 Heka je gedunncan f**1) na toj okosmnu. Taga, 3a ocratax Tejioposor

nosmHOMa Baxu R, ,(z) =o((z-a)"), z - a 1j.

f() =Tha(x) +o((x-a)") =

ue "a M) (q
= f(a )+f( )( a)+f27(')(:c—a)2+fT(!)(a:—a)3+---+fT!()(x—a)n+o((1:—a)”), T —a,

a kaza je a =0, 3a ocrarak MakJsopeHoBor mojanHomMa uMamo Ry, () =o(z™), x - 0 1j.
(0) IO o F0) 5 ()
91 31 nl

Teopema [ocraTak y .J'IarpaH>KOBOM 06uKy|: Heka je dyrknuja f n nyra mudepennujabuana

f(x) = My () +0(a") = £(0) +

2" +o(z™), - 0.

HA HEKOj OKOJIMHE Tauke a u Heka je nedummcan f("*1) ma 1oj okommmn. Taza, 3a CBAKY TAuKy &

u3 Te oKoJimHe nocroju Tauka & uamehy a u x (He yribyuyjyhn ux) raksa ja 3a ocrarak Tejimoposor

D) (4 gyt g,

HOJIMHOMA BaXKu R, 4(2) = D)

(n+1)(€)
(n+1)!
f”(a) f”z;('a) (I _ a)S et f(n’r)”(a) (I _ a)n + f(n+1)(§)

@+ P -0 r L @0 RSy RGO

JIOK y ciy4ajy a = 0 3a cBaky Tauky ¢ u3 Te okosuHe noctoju £ mamehy 0 u z (He yibydyjyhu ux)

FUDE) el
(n+D)! "

f(@)=Tha(z) + —5(x - )n+1 =

f'(a)
11

TAKBO J1a 32 ocTaTak MaKJIOpeHOBOr monHOMa Baxku R, (x) =

_ T3] o+l f(o) I70) 2, [7(0) AR GO AR (9) gt
f(z) = M,(x)+ (1) = f(0)+ TR 234t s T .

JlakJie, yKOJIUKO Cy O/iroBapajyhu yCjaoBU UCIYHEHHU, Ha JJOBOJBHO MaJIOj OKOJINHU Tadke ¢ (DyHKIN]y

Tj.

J Moxkemo ampokcuMupatn mwennM Tejmoposum (mmm MakmopeHosuM 3a a = () TOJMHOMOM Ca, TIeH-

TpoM y Toj Tauku. Kaya dyHKImjy [ anpokcuMupaMo y OKOJIMHEA HEKe Tadke cBojuM TejiopoBuM min



MakJ/IOpeHOBHM TIOJIMTHOMOM, KayKeMo JIa CMO je pa3BHJIM Y eH ojrosapajyhu Tejsopos nin Makio-
PEHOB HOIHHOM. ¥ 3aJaImMa ieMo Hajuernhe IPUINKOM patdyHamba JnMeca KOpUCTUTH Makaopenos
HIOJIMHOM ca ocTaTKoM y [leaHoBOM 00/IMKY, a IIOHEKa/[ U ca OCTATKOM y Jlarpam:koBoM OOJIIKY Ka/a

2KeJIMMO J1a YTBPJIUMO KOJIMKO aHpOKCI/IMaLII/IjOM OJICTYIIaMO O/ CTBapHE BPEIHOCTHU @)yHKH‘I/Ije.

IIpe mero mro npehemo Ha 3ajarTKe, 32 TPOU3BO/BHO N € N HaBOAMMO Ha IIpeaBarbIMa H3BeEJIEHE
MaxopenoBe pa3Boje pema n HEKUX eJieMeHTapHuX (yHKIHja ca octarkoM y lleamoBom 06JHKY.

Hux HaJaJ/be CMaTpPaMO IIO3HATHM M KOPHUCTHUMO HUX U Ha KOHOKBI/ijMI/H\«Ia oe3 JIOKa3a.

2 3 n
v = L LT n
e —1+x+2!+3!+ +n!+o(9c ), x>0,
3 5 2n+1
1 = _2 ‘Tf_... _ nxf 2n+2
sinz =x 3!+5! +(-1) (2n+1)!+0(l ), z -0,
2 4 2n
= ,mi xfi — n_ T 2n+1
cosz =1 TR +(-1) (2n)!+o(ac ), x>0,
2 23 gt o
In(1 + = r—- — 4+ — = — +--+ (-1 n—17+ n , _)07
n(lrr) == T T () o)
(1+2)" = 1+(T)$+(3)9&2+~'+(a)as"Jro(sc"), -0, aeR,
n
_ala-1)(a=-2)-..-(a-(n-1))

3a cBako @ € R un e N.

. «
IIpU 4eMy je, IOJCETUMO ce, ( ) '
n n!

Takobe, namomernnmo jomr Ja ce y MakjOpeHOBOM IOJUHOMY HelapHUX (DyHKIHja jaBbajy camMo
MOHOMH Ca HEIIAPHUM CTEIIeHUMa, JIOK ce KOJI apHuX (DyHKIMja jaB/bajy caMO MOHOMU Ca ITapHUM
cTermeHnMa. 3aTO je, Ha MpUMeEpP, pa3Boj GyHKNHje sinx y MaKIOpEeHOB MOJMHOM pejia 3 UCTH Kao
. . T 3
Ib€H Pa3Boj y MakJIOpeHOB MOJIMHOM pejia 4, OJHOCHO BaXku sinx = x — 3 +o(z°), - 0, anu u
3
. x
sing =z -~ +o(z?), z 0.
Kama Ham ce y 3amanuma Tpaxku jia pa3BujeMo HeKy byHKIHjy y MaKJIOpeHOB MOJIMHOM, OOMYHO TO
MOKEeMO PaJIUTH Ha JiBa HadnHa. [IpBuU je nupekTHO padyHame n3Bojia Te (DyHKIMje 10 ojaroBapajyher
pena u ybaruBame y dopmyiay 3a MakOpeHOB IOJHHOM, JIOK je Jpyra KOpHUIINeme MPEeTXOTHO

HABEJIEHUX [IO3HATHUX Pa3BOja U HUXOBO KOMOMHOBaIE YKOJIMKO je TO Moryhe.
1. Oapenuru Tejiopos nonauaom dbyuknuje f(x) = arctgx pepa 2 y tauku a = 3.

Pemewe: Tparxkenu mosuaoMm je

1@,y 70

To3(x) = f(a) + (z-a)?=arctg3+ f'(3)- (z-3) + @(m -3)%,

1 2!
na tpeba jomr camo mspauynaru f'(3) u f"(3). Kako je f'(z) = (arctgz)’ = ﬁ, To je f'(3) =
1 1
532 = 10 Hame, nmamo na je
1 ! 1 2x
"
= = _ Y=
f@) (1+x2) (1+22)2 v (1+22)%
na je f"(3) = _ 6.3 JlaxJjie, TpaskeHu IIOJIMHOM je
102 50 ’
Ty 5(x) = arctg3 + i(;1: -3)- i(ch -3)?
2308 = A8 T 100

U 3HAMO JIa BaXK1
3

1
tgw = arctg3 + — (z - 3) -
arctgx = arctg3 + 75 (z-3) 100

(50—3)2+o((ac—3)2)7 x - 3.
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5. ol (&)@% T 00 = LalAxd) 4 Hosuspensls Tsrmsn
G. oD, . SULDILMMLeA k& Neomglos @gmua

9-‘3\ SU\CM UUWU:\MM GWQ /\'\ML% , uaﬂlmem_
Cy\wud =y, WM@ L =x*-0, /\L&% X—sO, U MDD %&dﬁ

2 4 4

’[O 2, )
[ Aax) = LA = £- £ v Srold) ==X+ £ 4 obed) 0.

Tporeiuss g de LlAed) Tpdows fosbui go 3.
e,y e b, T Ce e g fanleg
S PN Y&

Fows Suerms vyt teac, Prppie mokers encimuuiy
M@ ey | ek FRevs e Yerens G%WQMMM
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[IPUMEHHMO [TO3HATH Pa3B0oj. 3aTo je

jep 5 — 0 xag x — 0, ma cMO CMeJTH Jia KOPUCTHMO TTO3HATH Pa3BOj 34 JIOTAPHTAM.
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1
18. Passuru dbynkuujy f(z) = (1 +2z)r y MakjOpeHOB IOJUHOM JIPYTOT CTEIEHA CA OCTATKOM Y

[TeanoBoMm 00JIHKY.

Pemreme: 3anucaliemo pBo jgary OYyHKIU]Y y TOTOAHUEM OOIHUKY Tj.
1
f(ill') _ (eln(lﬂc)); - e%ln(lm).

Kao un y mperxomaom 3ajaTKy, 3a modeTak heMo pa3BUTH ,YHyTpallwy GyHKIHjy Tj. DyHKIHjY
In(1+z), ma onma u anrasy dbyukmmjy f. [loctasma ce murame 10 Kor pesga Tpeba passutu In(1+x).
Axo 6ucnmo 1pobasm 10 Apyror peaa Tj. 10 22 (¢ 0631poM J1a ce y 330aTKy TPayKu Pa3Boj 3a ByHKIT]y

f o apyror pesa), uMaau 6ueMo

f(x):e%(x—”;-ko(x?)) :el—g+o(9c)7 20,

[ITO HAM HUJje JOBOJHHO MPEIU3HO, jep UMaMo o(Z) yMecTo o (x2) (BumanMo s1a ce wiaH 2 cKpaTuo

ca % U TAKO CMO U3IyOMJIM KeJbeHy Iperu3HocT nporeHe). Passuliemo 3aro dyukuujy In(1 + )

3

A0 Tpeher cTrelreHa Tj. A0 7, IIa he HAM M HAKOH MHOXKEHHA, Ca % OCTaTU y €KCIIOHEHTY KBa/JpaTHU

THOJIMHOM U IIPEIU3HOCT OJ1 O (:1:2) Jakie, umMmamo n1a je

oy B0l 13 o) oS o) 4

. . S SR (962)
Caza ocraje 1a passujemo e 2 3 y MakJiopeHOB moJimHOM pejia 2 KopucTehu mo3HaTw
2
Pa3BOj 3a €KCIIOHEHIINjaIHy (DYHKIIN]Y U IUEHEHUILY J1a (—% +%+o0 (w2)) - 0 kagx ¢ — 0. 3aTo je
2 2
_z oy 2 2 vz’ (—%+%+0(z2))
e 2+3+0(x):1+(—2+3+0(;z:2))+ 51 +0(;1:2)7x—>0,

" P .2
IpU IeMy HaM JIa/bi WIAHOBU Y OBOM Pa3Bojy HUCY TOTPEOHM, jep TPUHOM — 5 + % +0 (x2) CTEIeHOBAH
npupoHIM OpojeM BehmM oJ1 Ba CaJIpXKU caMO MOHOME CTelleHa Belier min jeJTHAKOr OJ1 3 W 3aTO

MOTIA/Ia IO, O (;L"2) . Kako je

n KOHa4vYHO

1122 11
)= (1-5 S +o() - for Gt eo(s?) a0

19. Pazsurun dbyukuujy f(x) = (1 + 2)® y MakIopeHOB TOJUHOM IETOr CTENeHa €4 OCTATKOM Y

[TearnoBoM 00JIHKY.

Pemueme: Kao y nperxognom 3agaTky, 3anucahemo mpgo gary GyHKIHU]y Kao
f(IB) _ (eln(1+z))x _ 6zln(l-f-z)

Paszsuhemo npso dynkuujy In(1+ x) mo 9eTBpror crenena, jep ce OHA MHOXKH €a T, Ta ieMo Tako

R B
3ampaBo JOOUTH M3JI0XKUIIAL, Pa3BHjeH 10 netor crenena. Jlakme, saxu In(1+x) = 2 - e -

0(374)7 x — 0, Te je
3

: ‘ ’4 4 .3 4 .5
f(m):6I1“(1+””):ex(w_%Jr%_%*O(f )):emz_%+%‘%+o(x5)



Cajia hemo pazBuTu mocje s u3pa3 Kopucrehn mo3HaTu pa3Boj 3a eKCHOHEHIHjaaHy DYHKIUjy U

2 z z* z° 5 :
YUILEHUITY 1A (m -S+5 -5 +o(x )) - 0 kaj « — 0. 3aTo je

ZS 5

4
f(x):ex2_7+%_m +o(e®) _q g x2—§+m—4—%5+0(x5) +

Iy

(x2—£+ﬁ—”—5+o x5 )2
+ 2 32|4 ( ) nLo(:ch),gv—>07

: : . 2 z3 z? z° 5
NpH 4YeMy HaM OCTAJM YJIaHOBW y PasBojy HHCY NMOTPeOHW, jep W3pa3 x~ — & + 5 — & + o(x )

CTEIreHOBaH OWJIO KOjuM mpupogHuM Opojem BelimM o1 J1Ba cajp:Ku caMO MOHOMeE CTereHa Beher min

jemHaKor of 6, ma moTHaga Mo O (:r5) . Kako je

3 4 5 2 3 .4 .5 3ot 4P
x2_7+x7_:£‘+0($5) o, +o(a) $2_£+£_ﬁ+0(£5) -
2 3 4 2 3 4 2 3 4
4 °  2° 5 4 5 5
- _?_—Jro(z Y=a*-2®+0(a), 2 -0,
TO je
P 4_ 5 5
) , 2 ot b 5 -z +o(9c) 5\
flx)=1+|= 53 4+o(x) + 5 +o(z°) =
3 4 5
:1+{1)2—% 5%—3% o(xs),z—>0.

Ho cama cmo y 3amanuma camo Bexkbanm na passujamo dyuknuje y Tejiaopos (oxaocno Makiio-
PEHOB) MOJIMHOM, a cajia NeMo JIeMOHCTPUpATH yIoTPedy THX pa3sBoja MPUJINKOM PAUyHAbA JIAMe-
ca. ITouehemo o 3a71aTKa 3a KOju CMO paHHUje PEKJIM Ja ra He MOXKEMO YPaIUTH allPOKCUMAIIN]OM
sinxz =z +o(x), * — 0, a norom cMo ra ypaaunu nomohy Jlonuraaosor npasusa.

sinx —x

20. Nzpauynaru lim
z—0 3

T
Pememe: Pemuliemo caja oBaj 3amarak Tako mro (GyHKIujy sinz, Koja jeauHa HUje HOJUHOM O/
dbyHKIMja Koje ce IMojaBbyjy y MPETXOJHOM JiMecy, pa3sujeMo y MaksopeHos moiuHoM (Makiio-
peHoB nomTo = — 0, y cynpoTHOM O6MCMO KOPUCTHIIM T€jJI0pOB IIOJIMHOM HJIM YBEJIH CMEHY TaKO Jia
HOBa npomensbuBa t Texku 0 u oHza Kopuctuiu MaxkiopeHos nosmHoM). [locrassba ce nurame 110
kor 4iana (Tj. crernena) je Tpeba passuTu. Kama cMo panuje MOKyIamm J0 MPBOT CTEMEHa, OJJHOCHO

YBPCTWIHM Sinx = & + o(x) y JMMec KOju padyHaMO, OO CMO

i BRE =T T o(z) -z - lim o(z)

x—0 €T z—0 I3 z—0 .TS

To je mpescTaBBaIo TPOGIEM, jep CMO y UMeHnoIy uMmasn GyHKImjy >, a y 6pojuorty Heky QyHK-

nujy u3 ckyna o(z), mro 6m Moria 6uTu 6mto koja ox dynkuuja 2, x2, 1% u rako name, a cpaka

on Tux GyHKIEja IoebeHa ca o Jaje pasmduTy BpeaHocT JmMeca Kax x rexu 0. Jakie, muje
OMJIO JIOBOJPHO IIPEIM3HO PAa3BUTH (QYHKIHjY Sina 70 IPBOI YiIaHA W jaCHO HAM je Jia HOIITO je y
nMernony 2, 610 61 106PO J1a 1 GpojuIIaL, OAHOCHO (BYHKIMM]a Sin =, Gy/Ly Pa3sBUjeHH 0 wiaHa T°.
3aro, kopucrehn ja je sinx = x — g—f +o0 (1'3) , * = 0 mmamo
. z> 3 z° 3
sinx —x x—§+o(m)—x —*\+0(l’)

1
L ST T L. iy 6 O\ ) 1 _ 2
lim ST g S tim 2 i (- o(1)) = -2




1 + 1+ 2 _ 1
21. (Centembap 1 2021) Uspauynartn lirr(l) n(cosx) Z/im '
r— X

Pemreme: Kaxo je lin(l) (ln(cos:r) +V1+a2- 1) =In(1)+V1-1=0mu 1irr(1);r4 =0, To je oBaj JUMEC
xr—> xr—>
neonpehenor obsimka %. WNako 6m ce oBaj 3aaTak Morao pemasatu momohy JlonurasoBor mpasuia
(EB€roBoM y3aCTOIIHOM HPUMEHOM HEKOJIMKO IyTa), ujeja je Ja OBaj JHMMeC U3padyHaMo IOMOILy
passoja dyakmmja y Makmnopenos nommaom (jep x — 0). Ilpso Mopamo ma omryanmo kKojy hemo
byHKIHjy 10 Kor cremena passutH. Kaxo je y nuMenuony ,Hajjaun” (a u jeaumn) wian z#, mouerna
ujeja HAM je Jia u3pase y Opojuolly pa3BhjeMo JI0 YeTBPTOr crerneHa. /lakie, KeJuMo JIa 0JIpe MO
Makstopenose nmosmuoMe pesa 4 3a dyukuuje In(cosz) u V1 + a2
Kaxko cmo y 17. samarky seh oapemmin Makiopenos nosunom dbyukinuje In(cos x) mecror crenena,
He MOpPaMo ra caJia IMOHOBO padyHaTh, Beh KopumihemeM Tor pesyirara 3HaMo ja je In(cosz) =
_z?
2
22 > 0 kag & - 0 umamo 1a je

4
-5 +o (;1:4) , = 0. Hame, 3a pynxnujy V1 + x2 kopucrehin mosHaTH pa3Boj U YMI-CHUILY JIA

=1+—+2 7$4+0(m4):1+£—£+0(m4)7J;—)O,
2 2! 2 8
Opariie je
2 4 2 4
_ In(cosz) +VI+a2-1 . S -Laio(a?)+1+5 -L +o(a?)-1
lim = lim =
z—0 x4 -0 x4
=52’ +o(z%) 5 5
Slim 2 2 gy (—— N 0(1)) -2
z—0 x4 z=0\ 24 24

) cost—\/l—x2+%mtg:r
22. (Cenrtembap 1 2024) Uspauynaru L = lim > .
z—0 I2 (651' _ 1)

Pememwe: Kako je ilir(l) (cos2x ~V1-22+ gxtgx) =cos0 -1+ g -0-tg0=0m glﬁii%xQ (6512 _ 1) =
0- (60 -1) =0, To je Tpaxkenu jmmec 0OJIUKA %. Kao u y mperxomgaum 3aganuma, ujieja je jga cse
dyHKIHje Koje ce 1mojaBibyjy pa3BujeMo y muxoe Makisopenose nosuHoMe. Kpenyhemo o nmenuno-
11, jep je OH jeJHOCTaBHUjU, KAKO OUCMO OJIPEIIIN JI0 KO cTeneHa hemo passujatu dyHKIwmje. [Ipsu
WIaH y pa3Bojy DyHKIHje e’ je 1, na he ce oH CKpaTuTH KaJia ra YBPCTUMO Hazal y GyHKIHjy f

¥ 3aTO MOPaMO MMATH Oap joIr jeJlaH wiaH y pa3Bojy pyHKIM]je e’ Haxe,
-2
e’ =1+ 522 +0(5z2) =1+522 +0(x2), x =0,
ma je
=2
z? (e‘” - 1) =2*(1+52% +o0(2%) - 1) =5z + o(m4) .
Ha oBaj naunu cMo (DYHKIW]Y U3 UMEHHOIA PA3BWIN JIO YeTBPTOr CTENEHA, a eMO TO ypaJuTh u
ca dyukmnujama y 6pojuorry. Umamo ma je

(20)°  (20)* %!

4 2 4
cos2x=1- 5 1 +o((22)*)=1-2z +?+o(m)7x—>0,

Kao n

VIZ2 = (1-a) = (L (a2 = 1o 5 (o) + (3) () 4 ol (-0%)?) -

N | =



2?2 ot

=1-"=-"+o(z*), z>0.

2 8 (=)

Caga jorrn u pyHKIH]Y %xtgz Tpeba Pa3BUTH JIO Y€TBPTOr CTEIeHa, IITO 3HAYH Ja je GyHKnujy tgx
JIOBOJHHO Pa3BUTH J10 Tpeher creneHa. ¥ 15. 33/1aTKy cMO OBY (DYHKIHjY Pa3BUJIH JO IETOT CTEIEHa,

3
ma oJiaTiie 3HAMO Ja je tgx = x + % +0 (x?’)7 z — 0. Konayno, M0oxkeMO U3padyHATH U TPAYKEHU

JIIMeC
i 1—2z2+%+0(1‘4)—(1—§—1—84+0(1:4))+%1:(a;+§+0($3)) ) 3;14 +0(;1:4) )
z—0 5x% + o (z?) -0 514 + 0 (z?)
x4(§—}l +0(1)) ) 2711 +o(1) _ 31

e~0 z4(5+0(1)) =20 5+0(1) 120

23. (CenremGap 0 2021) Uspauynaru lim tate) - si.n(sinx).
-0 tgr —sinx

Pememe: 11 oBaj mmec je obimka 3, jep je }Eiir(l)(tg(tgx) —sin(sinz)) = tg(tg0) — sin(sin0) = tg0 -
sin0=0-0=0mn :lri_r)r(lJ(tg x-sinz) = tg0-sin 0 = 0-0 = 0. 3aro hemo passuTu cBe dbyHKIHje KOje ce OBIe
ojassbyjy y MakJIOpeHOB MOJIMHOM, aJid IIPBO Tpeba Ja ojpenuMo J10 Kor pefa. [locmarpajmo 3ato
u3pa3 y UMEHHUOILY, jep je oH jeHocTaBHUjH. AKO O6ucmo obe dyHKIMje tgx 1 sinx pa3Buiin JI0 MPBOT
crenena, numaian 6ucmo (kopucrelin pesynrar 15. 3amarka) ga je tgx = x + o(x) u sinz = x + o(x)
kag ¢ — 0 u 3aro je tgx —sinz = o(x), & — 0, WTO OYUIVIESHO HUjE JOBOJHHO MPEIU3HO. 3aTO
MOpPaMO pa3BUTH oBe byHKImje 6ap 10 ciaexelier wiama, mTo je 2°, ca mu/beM Ja IPUIMKOM HUXOBOT
Oy3uMarba He OCTaHe CaMo O (x3) , Beh 1 Hekn ,KoHKperHH’ cabupak (Koju Huje y OOJIMKY MaJo O
o ueke dyukumje). Kako je tgx = z + %3 +0(a:3), r - 0wusine =x- % + o(mg), z — 0, To je
tgr—sinx = % +0 (:133) , * = 0, ma cMo pa3BojeM 0 Tpeher creneHa ycnean y ¢Bojoj Hamepu. Jlakie,
monoM 23 je ,majjaun” wiaam y umenmory, 1a hiemo u dynkiuje y 6pojHoLy pa3sBHTH yHPaBo 10 z°.

3
ITommrro (m + % + 0(x3)) - 0 kag x - 0, nmamo J1a je

+0(x3), z — 0.

3
tg(tgx) :tg(ac+g;+o(x3)) :x+%+o(x3)+

3 -
Ogjie cMo crasmu ca pazsojeM, jep Kajia ce u3pas T+ % +0 (x“) cTernenyje mpupoHuM 6pojem Behnm oy
3, CBM MOHOMH KOJU Ce Yy HheMy II0jaBjbyjy he outu crerena 6ap detupu u 3aTo he 6utn obyxpahern

ca 0(:r3) . Cana, u3

HMaMO X 5 5 X
tg(tgw):x+%+0(m3)+%(x)+o(w3):;r+21+0(:c3), x = 0.
Ha ciwuan maunn gobujamo na je u
3
3 3 r-% +o(2?
sin(sinx):sin(a:—xG+0($3)):x—366+0(x3)—< u 5 ( )) +o(gc3):
3 3 3 3
:w——++0($3)—z +O(I )+0(x3):x—x—+0(x3), x — 0.



Komnauno je

223 3 3 3 . P
_ tg(tgz) - sin(sinz) . T+ +o(x )—(;r—%+o(x )) _a®+o(a?)
lim - = lim 3 3 im —; =
z—0 tgx —sinx z—0 x+%+o(qj3)—(m—%+0(x3)) @0 I +o(23)

3
LA CLLIO )N L O
z—0 IZI3(§+1) I_’0§+0(1)

1 1\*
24. NUzpauynaru lim (sin — + cos 7) .
x

xr—>+00 T

T—+00

obusimka 1°°, Te hemo u3zpas y memy TpaHcdoOpMucaT Tako Ja My ocHOBa Oyze 6poj e. Imamo 1a je

1 1
Pemrewe: Kako je lim (sinf + cos 7) =sin0+cos0 =0+1 =1, To je oBaj mumec HeonpeheHror
x x

. 1 . inlicos 1)\E . inLtcos 1
lim |sin= + cos = = lim (eln(sm ~ tcos + ) = lim €° ln(sm < +cos ) )
Tr—>+00 €T €T T—>+00 T—+00

Cajia hemo npso nponahun lim zIn (sin% + cos %) ¥ UCKOPUCTHUTY HETPEKHTHOCT €KCIIOHEHIIVjaJTHE

x—>+00
dyukIHje. 3aT0 KEIUMO J1a pa3BujeMo (DYHKIU]je sin% " COoS %7 a oHjia u In (sin% + cos %) momohy
no3naTux MakJ/iopeHOBHX pa3Boja 10 0 ( %) KaKo GHCMO HAKOH MHOKEHa ca & Nobuan pa3soj 1o o(1).
Iomro 1 - 0 xag © — +00, mMamo 14 je
x

o101 (1) 1 (1)
sin—=—+o|— nu cos—=1+o|—], x - +oo,
T x T T T

tn(sin—+cos ) <t (S +o (2 )+ 10()) = (14 (5 +0(5))) -

o))l
=—+o(|—=)+o|l=+o|—=))=—+0|—=]), x> +oo,
T T T T T T

jep (% + 0(%)) - 0 Kag & — +oo. 13 nocsiemmer je

a OHIA U

1 1 1 1
lim zln (sinf +cosf) = lim :c(f +o(7)) = lim (1+0(1))=1
€T €T r—+00 €T €T xr—+00

Tr—+oo

1 KOHAYHO

. 1 z . in L tcos L
lim (sin=+cos—) = lim e*!m(singreosz) 1 _ o
z—>+00 x b Z+o0

25. (CenremGap 2 2024) Ogpeaurn KoHCTaHTy @ € R (YKOJIMKO HOCTOjHU) TakBy Jia Oyje Hempe-
kugHa dyrkmmja f: R - R mara ca
(z+2)]z? +32+2|+a, x < 0;

fx) = 61n(1+2x2)— 1+ 1222 + cosdx

x(x - arctgx)

, x>0.

Pememe: [Ipumernmo npBo ga je dbyaknuja f 3a cBaky BpeIHOCT KOHCTAHTE @ J100PO JedUHICAHA 1
HenpekuiHa Ha uHTepBagnMa (—o00,0) u (0, +00) Kao KOMIIO3UIIM]ja HENPEKUIHUX DyHKIHI]ja, a Tpeba

jorr ucrmraru HenpekugnocT y tauku 0. Jla 6u OGusa HenmpekuaHa y B0j, Mopa Baxkutu lim f(x) =
z—0-

f(0) = 11%1 f(x). JearocTaBHEM padyHOM BHIMMO Ja je li%l f(z) = li%l ((r +2) |x2 +3x+ 2’ + a)
z—0+ 0 Z—>0—

2-12|+a=4+am gaje f(0) =2-]2|+a = 4+ a, ma ocraje jormr ga W3paTyHAMO liron f(x)
r—0+

61n(1 + 2m2) - /1 + 1222 + cos 4z

lim u u3jeaunaqumo ra ca 4 + a. Kaxo je taj simmec neogpehenor
z—0+ z(z — arctg x)




obJsinKa %, jep je zll)r(l)lJr (6ln(1+2m2) - m+cos4x) =6lnl-V1+cos0=0-1+1=0mu
ZIE& (x(x —arctgz)) = 0- (0 - arctg0) = 0, >kemmo Ja cBe DYHKIHjE KOje ce y HeMy jaBibajy pas-
BHjeMO y BuxoBe MakjiopeHose nosmmaoMe. Ha OCHOBY MMEHHOIA, KOjH je jeJJHOCTaBHUjH 0J] Opojuoria,
ozipeinhieMo JI0 Kor cTerneHa pa3sujamo dyaknuje. VI3 apyror 3a/aTka BUIUMO J1a je y pa3Bojy DyHK-
nuje arctgx UpBU WiaH T Tj. Ja BaxKwu arctgx = x + o(x), x — 0, ma Kajga 1o yBpCTUMO y (DYHKIH]Y
f, mvmasmu 6ucmo sia je x — arctgx = x — (x + o(x)) = o(x), & - 0 mITO HUje JTOBOJHHO TIPEIUZHO. 3aTO
MOpaMo pa3BuUTH (GYHKIHN]y arctgx O6ap JI0 jOoIl jeHOr YjiaHa, Te UMAMO M3 JPYror 3aJaTKa Jia je

3
arctgw = - % +O($3), x — 0 u camuM TUM

x(x—arctgx):m(m—(m—gg+0(m3))):x(a§+o(m3)):g§+o(x4), 20,

Caga npestazumo na dynkuuje y 6pojuorny. Kako 222 — 0, 1222 - 0 u 42 —» 0 kax x — 0, umMamo Ja

je
2
2y _ 2_(2952) 4\ _ 0.2 o 4 4 ,
1n(1+2x)—2x 5 +o(x)—2x 2x +0(:c)7x—>0, 3aTAM
1 1. =2
\3/1+12z2:(1+12562)% :1+é-12x2+(;)-(12x2)2+0(x4):1+4x2+%-144z4+0(1‘4):
:1+4x2716w4+o(x4)7m%0 u
2 4 2
COS4CE:1—%+%+O(‘T4):1—81’24-32%4—0(1'4), z — 0.
3aro je
i _ 6In (1 +22%) - /1+122% + cosdx
i @)= i x(z - arctg x) B
lim 6(2x2—2x4+0(x4))—(1+4x2—16x4+0(x4))+1—8x2+%+0(x4) - lim %+0($4) _
w0+ %-ko(a:‘*) z—0+ “’—;+0($4)
~ m4(%+0(1))7 . 4—;+0(1)7§:44.

a0+ g4 (% +0(1)) a0+ % +o(1) N 3
Haxue, dyaknumja f je Henpexkuaaa y Tauku 0 (& caMuM TUM U Ha 1I€JI0M CKyIly R) akko je 4+a = 44,
OJIHOCHO aKKO je a = 40.

2 .
e™2" 1 gin®x —cos?z

26. (Jyn 1 2023) Uspauaynaru lim -
z-0 cos(sinz) — cosz

- 2 . . . .
Penreme: Kaxo je u hr% (e 227 4 sin? x - cos? JJ) =e+5in?0-cos’0=1+0-1=0wu hné(cos(smx)
r— T

—cosx) = cos(sin0) —cos0 = cos0 -1 =1-1 =0, To je Tpaxkenn jumec HeoppeheHor obIMKA %.

Jla 6ucmo ra uzpadyHasm, paspuheMo cBe dyHKIHje y MaKIOPEHOB IOJUHOM, a jOIl Tpeba Ja
0JIpeJIMMO JI0 Kor crereHa hemo passujaru. llomiro ce Gpojustar; Moxe MOroHO TPAHCHOPMUICATH
Kao

2x 222

2 2
- 2 2 -2 2 2
€ +sin“x —cos“x=¢e " —(COS T —sin .17) =€ —COSQJT,

. _ 2
pasmoTpulienmo MakopeHoBe TOIMHOMe TapHUX (yHKIH]a e 2%

U COS2x M JI0 KOI' CTEeIleHA UM Ce

€BEHTYAJIHO TIOKJIAIA]Y “WIAHOBU y PA3B0jy KaKO OMCMO pa3Bmiin 6ap /10 jeanor uiana suire. Kako je
—242 24)2

e = 1+(—2x2)+0(x2) = 1—2x2+0(m2) , x —>0wmcos2r = 1—%+0(x2) = 1—2x2+0(x2) , x>0,

He MOKEeMO OBe (PYHKITHje PA3BUTH CaMO JI0 APYIOr cTereHa, Beh 6ap 10 HAPEIHOT, MITO je YeTBPTH

cTerreH 1omTo cy one napue. Mimamo na je

(227

—222 _ 9.2
e =1+ (-2z%)+ 51

+0(x4):1—2;r2+2x4+0(x4), r—>0 u



(22)*  (22)*
ST
ma momTo mpuMeliyjeMo pasinKy Ko MoHoMa !y pasBojy ose jBe dpyHKumje, Ty fiemo crarm ca

4 2 22" 4
cos2x=1- +0(x):1—2x +7+o(m),az—>07

passojeM. Casna hiemo pa3Butu u QyHKIHje U3 MMEHHUOIA JT0 YeTBPTOr cremena. [IpBo mmamo 1a je

4

3 2 3
3 - +o(a* -2 4o (2t
cos(sinz) = cos ac—w—+0(ac4) =1- (33 o O(I )> + (x 6 ol )) +o(x4), x - 0.
6 2! 4!

3
Osjie cMo cramu ca pasgojem, jep TPEHOM T — %= +0 (:L'4) CTEIeHOBAH MPUPOIHUM OpojeM Behmm of

4 caZpKU caMO IJIAHOBE KOJjU Cy O (x4) . Cajsta paayramo

(x_wg+o(m4))2:(x_””63+o(x4)).(x_l’63+o(x4)):mz_f_‘”;+o(x4):

=2

3 3
2 _at 4 4 4 2 4
*-Z-+o(x z*+o(x 5
cos(sinz) =1- 3 ( )+ ( )+0(x4):1—$—+i+0(954),m—>0.
2! 4! 2 24
Komnauno, jennocraBHo mmamo u cosx = 1 — % + % +0 (x4), ma, kopuctehu cBe 0Be pa3Boje H06MjaMo
e pgin’r-cos?z e 2" _ cos 2z
lim - = lim - =
=0 cos(sinz) - cosz z—0 cos(sinx) — cosx
1—2x2+2$4+0($4)—(1—21‘2+%+0(x4)) £+0($4)
= lim PR—— 3 1 =1i 34 =
z—=0 1—%+2—I4+0(x4)—(1—%+%+0(:r4)) =0 %= +o(2t)
~ x4(§+o(1)): %+o(1):§:8.
Pt (brom) T Evo T

[Tomohy Xajueose Teopeme MoxkeMoO ipenern’ MakyiopeHoBe pasBoje Ha HH30BE M HA Taj HAYMH

padyHaTH BuXOBe Jumece. Ako je (r,) peasaH HU3 Takas Ja je lim xz, = 0, Taga, upumepa paim,
n—oo

Bake cJjesiehu pasBoju

2 3 2 4 2 3

e’n = 1+xn+2—7+%+o(aﬁi), CcoS T, = 1——"+—"+o(xﬁ), In(1+z,) :xn—§+?"+o(mi), n —> 00.

: 3 1 2 1
27. (Jyn 2 2024) Uspauynatu lim [—2n2 +n? (sin — ln(l + 7) +1n (1 += - —))] .
n—oo n n n

Pemreme: V oBom JinMecy ce jaBiba Heompehenu uzpas oo -0, jep je lim n®=+oom
n—o00

lim (sin2ln(1+2)+In(1+2--2)) =sin0-In(1+0) +In(1+0-0) =0-0+0 = 0. Baro hemo
n—oo n n n n

HHU30BE Sin %, ln(l + %) u In (1 + % - #) pasBuTH oMONy mo3HaTux MaKJIOpEeHOBUX pa3Boja U TO
ca mperu3Honny o( 1 ) Gyayhn 1a ce cBE OHEM MHOXKe ca n° Kako 6HCMO Ha KPajy HMaJIH ONTHMAJIHY

n3

npenusaoct o7, o(1). Mmamo ja je




jep 5 — 0 kazg n — oo; 3aTuUM

112 13
1 1 = = 1 1 1 1 1
ln(1+):—(n) +(n) +O(f):7—7+7(+0(f),n—>007
n n 2 3 n3 n  2n?  3n3 n3

jep & — 0 kax n — oo u Hajzan

1n(1+3_i):(2 1)_(i—$z)2+(5—732)3+0(1)’

n n? n n2 n3

jep (% - n%) -0 KaJd 1 — o0. Y IIOCJIEJIbEM pa3Bojy CMO OWJIM CBECHHI YUmbeHuIle Jda CTEIICHOBambeM

6uHOMA % - n% npupojHuM 6pojem Behum on 3 hemo jobuTtu camo cabupke obuKa % o (n—lk) 3a

k > 3 koju cy 3amnpaso o( L ) KaJl n — oo. Jlasbe, JaKO BUIMMO JIa je

n3

(2 1)2 4 4 1 4 4+0(1)n
- - - - 4 — = - J— — 00
n n? n2 n3 nt n2 n3 n3)’

Cajta MOYXKEMO CBe OBO YBPCTUTH y MOYETHU JIMMEC U JOOUTH J1a je

1 2 1
lim [—277,2+n3 (sinﬁln(1+ f)+1n(1+———2))] =
n—>00 n n n n
= lim [72n2+n3((§7i+0(i)) (l,i+L+O(i))+g,i+£+o(i))]_
" nsoo n  2n3 n3 n  2n?  3n3 n3 n n2 3nd n3 -

_hm[_2n2+n3(i_i+0(i)+3_3+L4+0(i))]_
T nsoo n? 2n3 n3 n n? 3n3 n3 -

2 1 1 1 1 1
= lim [—2712 +n? (f + —9 +0(—))] = lim [—2712 +2n? + 19 +0(1)] = lim [—9 +0(1)] = —9
n—oo n 6n3 TLS n—>00 6 n-oo| 6 6

Ye+1
28. Nzpauynaru lim n Ve -2n.
n—>00 {‘/E -1
Ye+1 1+)+1 2
Pemreme: Ilomro je lim Ve = (1+) = — =+o0o 1 lim 2n = +00, y OBOM JIMMeCY y 3arpajiu
noeo Y/e—-1 (14)-1 0+ n-—o00
nmamo ueoppehern o6k (+00) — (+00). 3aTo hemo passurn m3pasz /e momolhy mosnaror Maksope-

HOBOT' Pa3Boja, aji hemo mpe Tora TpaHcOPMUCATH HU3 UUjU JIMMeEC ofpehyjeMo Kako OncMo JIaKiie

MIPOIICHIJIH JI0 KOT' “wiaHa hemo passujatu. VImamo ma je

Vel |, \_ o derl-2n(¥fe-1) - -(n-1)fe+2n+1
”(fl")” ve-r TN e

_-(2n?-n)Ye+2n*+n  —(2n® - n)ew +2n2+n
e-1 en —1 '
U3pas e y HMEHHOIL je JI0BOJbHO PA3BUTH JI0 APYTor Uiiana (jep ce IPBH WIaH y Pa3Bojy CKpaTh)

e%—1:1+l+o(l)—1:l+o(l)7 n — oo
n n n n

7 Taja je



TIOIITO % - 0 xaj1 n — oo. Jlakje, y UMEHHUOILY je ,Hajjadn’ djaH % U NPENU3HOCT Off 0(%)7 na je

Wb Jia 1y OPOJUOILy OCTBAPUMO TakBy curyarujy. Mehyrum, y 6pojuory ce ew MHOXKH ca 2n2 — n,

. 1
IITO je IOJIMHOM JIPYTOT CTeleHa, a heMo 3aTo Ty en pPa3BUTHU Ca MPEIU3HONINY 0(7%3). Haxue,

uckopucruheMo Ja je

3=

en =1+

S|

u JI00UTH JIa je OHJa

1 1 1 1
—(2n2—n)e% +2n? +n=—-(2n%-n) (1+—+—+—+o(—))+2n2+n:
n  2n?  6n3 n3

) 1 1 11 1 ) 1 1
=-2n —2n—1—37+07 +n+1+7+6—2+07 +2n +n:67+0* , N — 00,
7 n n n n n n

q 3 1 1) _ 1 .
LPH €My CMO UCKOPHCTHIM [ je gz + 0 (F) =0 (5) , n — oo. Konauno, cajna je

n—oo

e+ 1 —(2n2 = n)en +2n% + =+o(L
lim n Ve n|= lim (2n” - n)e nrn. lim 82 (")
Ye-1 1

n—oo e%_l n—oo 7+0(7)
n n

o 2lEo@) L dre() 1
= |lim 1 = lim ==
n—o L(110(1)) noe1+0(1) 6

29. (Jyu 2 2021) Hexka je Hu3s (x,,) mar ca x1 > 0 HIPOU3BOBHO U Tpy1 = v/ 1 + 4z, —1 3a cBako n € N.
JlokazaTu /12 je 0Baj HU3 KOHBEPreHTaH U U3PadyHATH My MPAHHYHY BPEIHOCT, 8 HOTOM U3padyHATH

u lim nz,,.

n—oo
Pemueme: VY jsieknuju Pexypenmno 3adamu Hu306u ¢MO Beh ypajuim IpBU JIe0 OBOT 3ajaTkKa. Tajia
CMO TIPBO JI0Ka3ajn Ja je Hu3 (Z,) 003710 OrpaHMYeH HYJIOM, 3aTHM U Ja je omnajajyhm momohy

Bepnynujese nejeqnakoctun n konaduo ja je lim x, = 0. Caga hemo ypajautu apyru meo 3ajaTka.

n—oo

. . 1
Y nmpy n3padynaBama guMeca lim nx, npso hemo crammapauo m3padyHaru lim —. [Ipumenom
n—o0 n—oo nxn

IITronmose Teopeme (Hu3 Yy, = n je crporo pacryliu u Texxu +00) UMaMo

1 1 1
. 1 . Tn . Tns1l  Tm . 1 1 . Tn — Tn+l . Tp — \/4 1+4x, +1
lim — = lim == = lim —“~—" = lim - — ) =lim — = lim .
n—oo NI, N N nooco N+1-n n-soo \Tp1  Tp n—oo I, Tyil n—oo g ( YT+ 4z, — 1)

[ocreamu gumec je obmka %7 jep je lim (xn— \4/1+4;rn+1) =0-vV1+4-0+1=0-1+1=0mn
lim (zn (\4/1 + 4z, - 1)) =0- (\4/1 +4-0- 1) =0-0 = 0. 3aro hiemo pazsuru HU3 /1 + 42, TOMONY
n—oo

nozuaror MakyiopeHoBor pasBoja, jep , — 0 Kag n — co. ¥ UMEHHOILy je JOBOJHLHO PA3BUTHU T'a JI0

JpyTOT 4JIaHa, jep ce IPBHU CKPATH, I1a MMaMO /13 je
1
zn (V1+4z,-1) =2, ((1 +dz,)t - 1) =z, (1 *7 Az, +o(4x,) - 1) =

2 2
=p(zn +0(2y)) = a2 + o(xn) , n = oo,
Te CMO Ha, 0Baj HAUUH U3Pa3 Y IMEHHUOILy Pa3BU/IM ca Ipelnu3Honthy o o (zi) Wneja je ga To ypagauMo

u y 6pojuory, ma hemo Ty mspas /1 + 4x,, passutn 0 Tpeher wnana Tj. 10 2. Baxn

1 1
Tn— VT dz, +1 =2, — (1 +43,)7 +1:$n—(l+4-4xn+(§)-(4xn)2+0((4xn)2))+1:

3 3
:xn7(1+xn73—2~16xi+0(x2))+1:5902+o(a:3l), n - oo.

n n



Kama yBpcTuMo oBe pe3yiTaTe y JUMeEC KOJU CMO TOPe 3aIl0ve/H Ja patdyHaMo, JT00HjaMo

2y - YT+dr, +1 . sxp+o(xr)  an(3+o(l))  E4o(l) 3
=1 = lim —=— = = lim

lim = lim

nooo i, n-e g, (Y/1+4x, - 1) " nooo 22 +o0(x2) nvee 22(1+0(1)) noee 1+0(1) T2

: : 2
na je koHauHo lim nx, = —

n—o00

IMocneamu 3a1aTak y OBOj JIEKIIUJH je caMO 3a OHe YUTAOIEe KOjH »KeJie Ja 3HAjy BHINEe W He CIIaJIa
y 3aJIaTKe KOjU MOTYy JIONW Ha WCIHUTY, aJi IPeJICTaB/ha 3aHUM/BUBY M BPJIO TIPAKTHIHY MTPUMEHY

Tejsoposor ojHocHO Mak10peHOBOI TOJIMHOMA Y AIIPOKCUMAITN]H (DYHKIIH]ja.
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KoHBeKCHOCT 1 KOHKABHOCT
dbyHKIHn]a

Ba durypy ® c R? kaxkemo 1a je KOHBEKCHa ako 3a cBake ase Tauke A m B Koje joj mpumamajy
BayKH J1a cBaKa Tadka JAyxKu AB rakohe npunasa toj durypu. Ha napenoj ciammm MoxkeMo BHeTH

NpUMepe KOHBEKCHUX U HEKOHBEKCHUX (burypa.

v O O

Ao ex ene ‘bu‘-‘“’(ﬂ\i

o & ¥y

Meacsuls eALMe tbkkrlmkg

Hedbunnuuja: 3a dyuxuujy f: (a,b) > R kaxkemo Ja je KOHBEKCHA ako 3a cse ,y € (a,b) u cBako
Ae[0,1] Baxu f((1-Nz+Ay) <(1=-A)f(z)+Af(y).

C apyre crpane, dynknuja f: (a,b) > R je konkasHa ako 3a cse z,y € (a,b) u ceako A € [0, 1] Baxnu
J(A =Nz +Ay) 2 (1-A)f(2) + Af(y)-

Ca npejaBama 3HaMO J1a KOHBEKCHa (DYHKIMja MMa TAKAB HA3UEB 3aTO MTO je (pUrypa CaaumbeHa O]
Tadaka y paBHH KOje ce Hajla3e M3HaJ| IheHor rpaduka KoHBekcHa. JIpyruM pednma, J1yzK Koja craja
OmI0 Koje jBe Tadke ca rpaduka (QYyHKIH]e ce y MeJOCTH HAJA3W W3HAJ, hera W HMJIyCTPalujy Te

YUILEHUIE BUIUMO HA HAPETHO] CJIMITH.

¥ le Asuberceria, VY=Y 'AQ
YW N STV P Uxfy»uwd Kpouduna_

Taxolhe, ¢purypa caunmeHa 071 Tadaka y PAaBHU KOje ce Haja3e UCIoJ rpadpuka KoHKapHe (DYHKIIHje
je KOHBEKCHa, OJIHOCHO JIY2K KOja craja OMJI0 Koje JBe Tauke ca rpaduKa ce v IeJJOCTH HaJa31 MUCIIOJ

bera, Kao mTo MOXKEMO BHJIETH Ha CJIWUIHU UCIION.
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Ocrarak oBe JIeKIfje Y KOMe HaBO/IMMO JEHCeHOBY HejeJHAKOCT Kao MeHepaJu3allijy HejeIHAKOCTH 13
JiebUHAUIN]e KOHKABHUX OJIHOCHO KOHBEKCHUX (DYHKIIM]a ¥ M3BOJIMMO HejeHaKocTH usMely Opojes-

HAX CpeJitHa TTOMONY The je caMo 3a OHe MHUTAOTIE KOJHU KeJje JIa 3HAjy BHUIIIE.

Teopema |[JencenoBa uejeanakoct|: Heka je f: (a,b) — R xousexcna dyuximja. Tana 3a ceaku

npupojas 6poj N u CBe Ty, T, ..., Ty € (a,b) Baxku

f(ml + T2 +"'+$n) < f(xl) +f(1'2) +"'+f($n)
n h n ’

Amnajorno, ykommko je f : (a,b) - R xoukaBna dynkimja, Tajga 3a cBakn npupogan Opoj n u cBe

T1, T2, Ty € (a,b) BazKH

f(ml +,1:2+---+:1:n) N f(x1)+f(m2)+---+f(mn)'

z
n n




[ocmarpajmo dyukimje f,g: R —» R gare ca f(z) = 22 u g(z) = €*. Kako je f"(z) = (2?)" = (2z)' =
2>0mu g"(x) =(e")" =(e*) =e” >0 3a cBe x € R, To ¢y dbyukuumje f u g KoHBeKCHE Ha CKyty R.
Ha coiunm ucrion, Mmozkemo Bujietn u mbuxose rpaduke (masom 60jom 3a GyHKIUjy f, & IpBEHOM 3a
dbyuxmjy g) u yBeputn ce na cy dburype caunibeHe oJ] Tadaka usnaj rpaduka ose jse GyHKIHje

3anuCTa KOHBEKCHE.

[Mpumenom JercenoBe HejemnakocTn Ha GyHKIMjy f mobujamo ma 3a cBe n € N u x1,Ta,...,T, € R

Bz 2 2, .2 2
(:c1 +$2+"'+$n) PRk Rt
X

n

)

n

0JIaKJIe ce KOPEHOBameM 00e crpaHe (dnMe ce He Meha 3HAK HEjeJHAKOCTH) JI001]ja

T1+Tog+:+T
|1 2 n|<

n

a Kako je 3a cBako t € R ucmymeno t < [t|, To mMamo j1a BazKu

24 22 4y 2
i+ s+ +ad

Ty +To+ o+ Ty |T1+To+ o+ Ty
< <
n n

2 2 2
1 . _ Z1+Xo+-+T, ry+xo+e+xTy ) X
OsuM cMo okazamm na je A, (z1, 7o, ...,1,) = & 2 T2 = Kp(w, 22, 05 Tn)-

ITpumenunmo caja JencenoBy HejeHakocT Ha DYHKIU]Y g 1 gobujamo ja 3a cee n € Nu xq, X, ..., Ty €

n

R Bazku
z1+Tot ety eTl 4 %2 4 ... 4 Tn
e n < ,
n
OJTHOCHO
0/ "l + €% 4. 4 etn
err.er2. .efn g .

n
VBobhemweM cmene el =y >0, €2 =yo >0,...,e"" =y, >0 gobujamo

" Yi+Ya+-+yn
YY1y Yyp $ ——————,

n



omHOCHO G (Y1,Y2, s Yn) < An(y1,Y2, ..., Yn) 38 CBe TIO3UTUBHE peastHe GPOJEBE Y1, Yo ..., Yn.-

Caga, npumenom ATl mejenakocTn Ha 6pojese 57117 %2, ey %, rae Cy 1,2, ..., Ly HO3UTUBHU PEAJIHI

6pojesu, nobujamo

mtmtts
! 2 n 1j.
n
1 RENA IRV B
x x x
! 2 n
Yx1 - ... Ty n

O6e cTpaHe OBe HEjeJHAKOCTH Cy IIO3UTHBHE, I1a KaJa Y3MEMO IUXOBE PEIUIIPOYHEe BPEIHOCTH, 3HAK

HejeTHAKOCTU e ce mpoMeHUTH U Jo6uhemo
n
YTy Ty Ty
0nHOCHO G (X1, T2y ooy Tp) 2 Hy (21,22, ..., Ty) 38 CBE TO3UTUBHE PeasHe GPOjeBe X1, ..., Lp.
Ha oBaj maunn cmo moka3asm mO3HATY HejeHaKoCT u3Mehy OpojeBHUX cpeauHa
Hn(xla X2y .eny x'n) < Gn(xly X2y .eny xn) < A»,L("L'l, T2y eeny xn) < Kn(lﬂl,ffg, “eey xn)

3a cBako 1 € N u cBe MO3UTHUBHE peasiHe OPOjeBe X1, X2, ..., Tn.



McnuruBaibe ToKa U CKUIIIPahe
rpacduka (pyHKIHnja

o caga cmo y 3amarnuma oapehuBanu goMeH OYyHKIHMjA, BUXOBE HyJIE€ U 3HAK, NCIUTUBAJIN FUXOBE

ACHMIITOTE, HUXOBY HENPEKUIHOCT U JudepeHInjabuIHOCT, Ka0 U MOHOTOHOCT M KOHBEKCHOCT OJI-

HOCHO KOHKaBHOCT (yKJby4dyjyhu onpehuBatbe JIOKAJIHUX eKCTpEMyMa U [IPEBOJHUX Tadaka). Jak cMo

Y HEKUM CI/ITyaI_II/IjaMa,, HAaKOH UCIIUTUBAaIba IIOHEKUX O/ IIPETXOMHO HAaBEJCHUX eJjIeMeHaTa, YMeJINn U

Jla OKBUPHO cKuimpaMmo rpaduk dyHkmmje. Y oBOM 0Jie/bKy hemo 3a cBaKy (DYHKINjy JeTa/bHO HC-

IINTAaTHU CBE TE €JIEMECHTE (Ka)KeMO Jla, CMO TaJla J€TaJbHO UCIIUTaJIN IbeH TOK) " IIOTOM CKHUIIMPDATH HCH

rpaduk kopucrehu mpobujene pesysnrare. Karkan hemo HakoH ckuimpaHor rpaduka ca mera Mohu

Ja ,,IIpO‘{I/ITaI\/IO” HEKe YUILEHUIE U OAI'OBOPHMMO Ha IIOCTaBJ/b€Ha IOTHHTAba BE€3aHa 3a IIOCMaTpaHy

byukumjy. I[Ipe mero mro npehemo Ha 3ajarke, HaBemheMo Kopake Koje je IMOTpeOHO ypajuTh Ia

OHCMO JIeTaJbHO UCHHUTAIN TOK (yHKIHje f U CKUIUPAJIN heH rpaduk:

1)

3)

4)

Llomen ynryuje
Oxpehyjemo momen dyHKnuje Tj. Hajselin moackym ckyna R Ha KoM ¢y JeduHUCaHT CBU U3Pa3H

KOjH Ce H0jaBJby]y ¥V Aaroj MyHKIUju.

Hyane u 3nax dynxyuge
Pemasamewm jepnaanne f(z) = 0 (kana je To Moryhe) Hamasumo Hyse oBe DyHKIHjE, a TOTOM
permasameM Hejeauaduna f(x) > 0 u f(x) < 0 oxpehyjemo ckynose Ha KojuMa je yHKIHja

IIOBUTHUBHa OJHOCHO HEraTHUBHAa.

Cneuujasna ceojemea ynryuje
Wenuryjemo jga m je dpyHKIMja MapHa, HellapHa Wik IePUOJINYHa KAKO OMCMO OJIAKIIAIN cebu

II0Ca0 y UCIIMTUBALY Jla/bUX KOPaKa.

Henpexudnocm u dugepenyujabusrnocm dyrruyuje

IIpBo ucnuryjemo nempekuHocT (BYHKIHjE HA CBOM JOMEHY HA CTAHJADHH HAYUH. 3aTUM
paaynamo f'(x) u 3akspyuyjemo na je byHkmja qudepeniujaduiHa y CBUM Ta9KaMa y KOjuMa
je oH JeduHNCaH, a IOTOM y TadKaMa y KOjuMa Huje JedUHUCAH ra padyHaMo 10 JeuHUIIjn

u yrBphyjemMo ga s je byHKnuja y muMa naudepeHIjaduHa.

Monomonocm Pymkyuje U A0KAAHU EKCTPEMYMU
Opebyjemo ckymnoBe Ha Kojuma je dyHKIHMja pactyha omHocHo onaaajyha, Hajuemntlie pema-
BameM Hejernaunna f'(z) > 0 ogrocuo f'(x) <0 y oHum Taukama y Kojuma je oHa JgudepeH-

nujabunna. [lorom yrBpanmo no gebununujn Ja au GyHKIHja IMa JOKATHE eKCTPEMYME.

Konsexcrocm u xonkasnocm dynryuge
Ompebyjemo ckymoBe Ha KojuMa je yHKINja KOHBEKCHA OJHOCHO KOHKAaBHA, Hajuerhie perra-
BameM nejequadnna f(x) > 0 omrocro f”(x) < 0 Tamo rae je ona gBamyT mudepentmjabuiHa,

a MMOTOM WCIATYjeMO 0 JePUHUINU er3nCTeHIINjy MPEeBOjHIX Tadaka (DyHKITje.

Acumnmome dynryuje

Kao u panuje, 3anucupamem jgoMeHa QyHKIIMje Kao yHUje BHUINE JIC]YHKTHAX HHTEPBAJA J10-



bujamo Kamnjmgare 3a acumnrTore dpyaknuje. [Torom menuramo BepTHKane, XOpU30HTAHE W

KOCe acHMIITOTe KopucTtehn neduHUIMje 1 paHuje JoKa3aHa TBphemba.

8) Ipagur pynryuje
CBe IpeTxoHO UCIHUTAaHe eJleMeHTe YHOCHMO Ha I'paduK Tj. y KOODJMHATHH CHCTEM W Ha Taj

HAYNH 320KPYZKYJeMO YUTAB IOCTYIIAK.

Hamnomenunmo j1a ce He MOpaMO HY2KHO JIpzKaTu OAIl OBOI PeJI0C/Ie ia; Ha IIPUMED, YeCTO Ce aCHMIITOTe
dbyHKIHje UCTIUTY]Y OJMaX HAKOH HENPEKUJIHOCTH U AudepeHnjabmIHOCTH, 11a TeK HAKOH hUX Ce
UCIIUTY]V MOHOTOHOCT, KOHBEKCHOCT UTJ. ¥ 3aBHCHOCTH OJ KOHKDPETHOT 3aJaTKa paJuheMo OHUM

peIoc/IeJHOM KOjH HaM je Hajloro/Huju.

[Ipehumo casa Ha 3a7aTKe KAKO OMCMO yBe:KOaIM ONHUCAHY TEXHHUKY.
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