





HEJEJ/bA 1

3acHUBambe peajlHUX OpojeBa

Hum oBe Jieknuje jecte ja (opMaano 3acHyjeMo Iojbe peaanux OpojeBa R. R mam je mosmar
Kao ckyn OpojeBa dmje eJleMeHTe MOXKeMO J1a cabupaMoO U MHOXKHMO, OJTHOCHO 3HAMO YeMy je jeJIHaKO
% +5, (—%) -17. Taxolje cMO MOTIH MPHOIIZKHO 2 OIPEINMO deMy je jeaHako V3 & 1, 73205080757
JIOK je IO3HATO Ja je Taj 6poj pemteme jemuadune r? = 3. Aau na 6ucMo ¢popMaiHo 3aCHOBAIE OBO
moJbe MopaMo cKym R ma oboraTuMo ITOJTaTHUM CTPYKTYpaMa.

[IpermiocTaBuhemo fa je 9uTAOIy MO3HAT CKYT npupodnur bpojesa N duje eleMeHTe 0O3HATABAMO
cal, 2,3, ...

N:={1,2,3,4,..},
Kao0 U JIa Cy My [O3HATE Olepalinje cabupama 1 MHOYKEHha Ha OBOM CKYILY. 3HAMO /13 BazKe jeIHAKOCTH
1+42=3=2+41,7-5=35=5-T.

Ome ocaukaBajy xomymamuerocm cabupamba U MHOXKEIba, OJHOCHO Ja HHje BaykKaH PeJIocell KO-
juM cabupaMo W MHOXKHUMO JBa Ipupojana Opoja. [lopen Tora, mosuaro je jga rpynucame cabupaka
U MHOXKHUOIIA, He Memha Pe3yaTaT cabupama, OJHOCHO MHOXKema. (OBa €BOjCTBa Ha3UBajy Ce GCO-
yujamusrocm cabupama W acOlUjaTUBHOCT MHOXKerma. (CBa MperxojHa CBOjCTBA OJHOCHJIA CY CE
1oje/JiMHavYHe onepanuje. JeaHakoct

8- (44+5)=T72=8-4+8-5

CIelujaial je caydaj CBOjCTBa ducmpubdbymucHocmy MHOXKEba IIpeMa, cabUpaby.
Ommcane ocobuHe omepanyja Ha CKYIy TPUPOTHUX OpojeBa MOYKEMO Ja 3aIlWIIeMO Kao OIIITa
CBOjCTBa Ha cjaeaehn HAYUH:

e m+n=n+m (KOMyTaTUBHOCT cabupama),

m-n =mn-m (KOMyTaTUBHOCT MHOZXKeIba),

m+ (n+v) =(m+n)+v (aconumjaruBHoct cabupama),
m-(n-v)=(m-n) v (AcCONUjaTHBHOCT MHOKEHHA),
m-(n+v)=m-n+m-v (QECTPUOYTUBHOCT MHOKeA TpeMa cabupamy ),

IpU Y€MY CBaKU MUCKa3 BayKu 3a CBe NpupojHe bpojese m,n, v.

[TocTynak 3amucuBara MPUPOIHUX OpojeBa y HU3 Ce He 3aBpIlaBa y KOHAYHOM OpOjy Kopaka,
OJIHOCHO He MOxKeMO Jjohu 10 Kpaja oBor mocrynka 1,2,3,4,5,6,7,8,.... AKO IpeTmocraBuMO 13
CMO Yy HEKOM KOHAQUYHOM KOPaKy 3allucaJi cBe IpupojHe OpojeBe, y Kopaky n = 14568930293 na
IpHUMeEP, JI0JaBamkeM jeJuHuIle Ha 0Baj 6poj jJobujamo npupogan 6poj n+ 1 = 14568930294 koju Huje
3allCaH Yy MPeTXOJTHUM KoparuMma. Ha Taj HaumH MOKeMO 12 3aKJBYyUHMO /12 IMOCTOJH OECKOHATHO
MHOTO npupoauux Opojesa. OBa mueja upesacka ca n Ha N + 1 Kpuje ce y NPUHIUIY MaTEMATHIKE
UHJYKIIHje, jeJIHOM O/l OCHOBHUX CBOjCTaBa CKyHa IPUPOIHUX OPOjeBa.
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2 1. Peasnu OpojeBu

[TPUHIINIT MATEMATUYKE MHIYKIINJE:
Heka je P(n) mcka3 Koju 3aBucu oJ IpUPOTHOT Opoja n. AKO BayKu

P(1) A (¥n € N) P(n) = P(n +1)

Taja je ucka3z P(n) tagan 3a cBe upupouae 6pojese.

3amarak 1. [lokazaru, kopucrehu mMareMaTuIKy WHIAYKIU]Y, Ja CYy 3a/0BO/beHN cieehu mien-
TUTETH

° 1+2+...+n:@,VnEN,

e l4+g++..+¢" =L VneN,geR\ {1},
o 12422 4 . 4 p? = 2tDEHD fyp ¢ N,

e (1+p)">1+np,VYneN,p>—1,
e (a+b)"=3 (})a"**,Vn € N,a,b e R.

[Tocneamy HAEHTUTET Ce HA3UBA OUHOMHOM (POPMYAOM A& U3pA3U OOJIUKA, (Z) Ha3UBajy ce
buromrum xoepuvyujenmuma. Hedununry ce Ha caemehn HaunH

(+)

3a npupoaHe OpojeBe n U k 3a Koje Baxku k < n.

Pewerve. [lokazahemo npBu ujeHTUTET U THME 00jaCHUTH KAKO C€ MATEMATUYKA WH/IYKIH]ja KOPUCTH
y JOKa3WBamwy WJAEHTHTETa KOJU 3aBHCe OJ] MPUPOIHUX OpojeBa. Jlakie, /b HAM je /1a MOKarXKeMo Ja
jeaHaKOCT

n(n+1) )
EE @
BaykKW 33 CBaku npupojan 6poj n. [IpBo mposepaBaMo ja i jeqHakocT Baxku 3a n = 1. OBaj kopax
y JIOKa3uBamy ce Has3uBa 6a3om mamemamuske unoykyuje. Jlepa u necHa crpana jeanakoctu (1) 3a
n = 1 majy uaeHTuTeT

1424+ ... +n=

1-2
1l=—
2
Koju je Tauan. Tume cMo mokazaan 6a3y MaTeMaTHUKe UHIYKIIH]jE.
Cutesiehu j1eo JloKaza Ha3uBa ce KOpakom mamemamuyke undykuyuje. Y OBOM KOPaKy IHOKa3y-
jemo nma Baxkm jemnakoct (1) 3a m + 1 ako 3HAMO Ja Ta jeJHAKOCT Bazku 3a n. JIpyrum pedmma,

1 .
IPeTIoCTaB/haMo Jla Baxku 1 +2 + ... +n = % (1 Ta MpernocTaBKa Ce HA3ZMBA UHOYKUUJCKOM

TUNOME30M) M FKETUMO Ja HOKaxKeMo Jga Baxkn 1 +2+ ... +n+ (n+1) = %2(”*2) [Tosrazumo ox
JIeBe CTPAHe IOCJIE/Ibe jeJHAKOCTH 1 NCKOPUCTUMO HHIYKIHJCKY XUIIOTE3Y
n(n+1
1+2+...+n+(n+1):%+(n+1):
n(n+1) N 2n+1)
== 5 =
nn+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)

2 2
Tume cMo TOOHIH jeTHAKOCT KOjy je TpeOaJsio MOKa3aTH. v

Ckyny upupoguux 6pojesa hemo npuapyzkuparu esement 0 (Hysra) a upommpenu ckyn hemo 03-
nauntu ca Ng := NU{0}. [Hmwb zam je na cabupamo u MHOKHMO ejieMenTe cKyna Ny na jgeduHuiemo
cabupare U MHOXKEIbe HYJIOM Ha cjenehn Hadmn

m+0=04+m=m,Vm € Ny,
m-0=0-m=0,Vm € N,.
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Kox 6unomue dpopmyre mpumehyjemo morpeby jia jedunnireMo demy je jeanak akTopujes HyJIe,
oxuocuo 0!. Ilo medunnnmjun yzumamo ga je 0! := 1.

On pannje Takohe 3HaMO J1a MOXKeMO Ja yropehyjemo mpupoane 6pojese, 3naMo j1a je 6poj 1 marmu
o1 6poja 2, 6poj 2 Mamu o1 OPoja 3, OAHOCHO Ja je cBakKM OPOj Maibh OJl CBOT cjenbenHuka u Behn of
CBOT TIPETXOJHUKA. 3HAMO U Ja je 6poj 6 Mamu o1 6poja 174 (0Ba HejeHAKOCT CJIAM U3 OMIITHjer
CBOjCTBA TPAH3UTHBHOCTH pejanuje). Narynrusan nmojam ynopehusarma apa npupojna 6poja Boguhe
HaC JI0 ONIITHjer 1mojMa pejaruje < Ha IeJ0M CKYIy peajHuX Opojena.

Suamo n1a je 2+7 = 9 a 0By jeJHAKOCT MOYKEMO J[a HHTEPIeTHPAMO 1 KA0 YHELeHUILY /13 jeTHAUNHE,
r+ 7 =9 uma pememe o x y ckyny N 1 TO pernemne je £ = 2. AKO MaJIO 3aKOMILIHKYjeMO CTBap Ta
IOCMaTpaMo jeTHAYUHY 49 = 7 3HaMO Jla OHa HeMa pelllelbe y CKYIy Npupoaanx opojesa. [lorpeda
Jla pelraBaMo jeTHAYUHE OBOT OOJMKa OWO je je/laH OJ pasJora Ja HPOIHPHMO CKYT TPUPOTHUX
OpojeBa JI0 CKYIIa yesur bpojesa KOju O3HAYABAMO ca Z a IHeroBe eJleMeHTe ca

Z:=-NU{0}UN={.—5-4,-3,-2-1,0,1,2,3,4,5,6,7...}.

Cabupame 1 MHOXKEHe MOYKeMO Jia TPOIUPUMO U Ha CKYTI [eJuX 6pojeBa (MojaM npowupumo 3HaIH
Ja gedpuHUIIEMO 30UpP JABa eJleMeHTa M3 CKyIa Z TakKo Jia Kajla Cleldjaano cabupaMo JBa eJeMeHTa
u3 N pesysarar Gyje jeJHAK OHOME IITO 3HAMO OJI DAHH]E).

PemaBame jejnaunna y KOjuMa ce II0jaB/byje oliepaliija MHOXKEba J0BeJa je J0 1norpede ja
HPOIIUPUMO CKyT Teaux OpojeBa. Jemuaumua (—6) - © = 3 Hema pelema y CKyIy Ieamx Opojesa,
OJTHOCHO HU jeJiaH 1eo Opoj x He 3a710BOJbaBa TOpmy jeaHadwnHy. lIpommpuBame cKyma meanx 6po-
jeBa 1o ckyma payuorasnur bpojesa Q omoryhmiao Ham je pemraBame W jeaHaYMHA OBOT OOJIHMKA.
Hedopmasrao pedeno cKyn paruoHaJHEX OpojeBa jeIHAK je CKYIy pa3/ioMaka, OJIHOCHO

m
Q:= {g

[Tocmarpajyhu 6pojesty npasy parmoHaIHUM OpOjeBHMa MOXKEMO JIa JaMO U T'€OMETPHUjCKY HH-
reprperanujy. Ha npasoj hiemo uzasojurn nBe tauke koje fiemo o3unaantu 6pojesuva 0 n 1 (Bugern
Cnuky 1). Ha taj nauwn ayzkuna cermenta u3mehy 0 u 1 mocraje Hamia jeuHUIA Ty 2KUHE.

mEZ,nGN}.

0 1

CaukA 1. Bpojesna npasa ca oznadennm tagkama 0 u 1

AKo ce KopamuMma jeqMHHYHe Iy:KuHe Kpehemo mecHo on Ttauke 1 momajemMo mpupomne d6pojese 2, 3,
4, ... Kpehyhu ce jieBo o1 Tauke Koja je o3Hadena opojem 0 Ha OpojeBHY LpaBy j10/1ajeMO HeraTHBHE
meste 6pojeBe Kao 1mTo je npukasano Ha Commm 2.

—‘5 —‘4 —‘3 —‘2 -1 0 1 2 3 4

CaukA 2. Bpojesna npasa
[IomesrmMo cBakW cerMeHT ayzKWHe 1 Ha m jeHaKWX JleJioBa. ladke y OBOj MOJAEIW OJITOBapajy

panuoHaIHUM OpOjeBHMa Yhju je MMeHual jegHak 6pojy n (Bugeru Cauky 3 3a n = 4).

—‘5 —‘4 —‘3 —‘2 -1 0 1 2 3 4

CJiMKA 3. BpojeBHa mpaBa ca 03HaYEHUM PAIMOHAJIHEM TadKaMa

Onucanu mocTymak cajia ypaJnMo 3a cBe MpupojaHe O6pojeBe n. Ha Taj HAYWH cBaKOM parmoOHATHOM
Opojy MpUIAPYKYyjeMo Tauky Ha OpojeBHoj paBoj. [loBehapamem 6poja n mosehasa ce 6poj MOIELOHUX



4 1. Peasnu OpojeBu

TadyakKa Ha CBAKOM CEI'MEHTY U OoHe Ioctajy rymhe pacrnopehene. Vnak, He oaroapa cBakoj TauKH Ca
OpojeBHe MpaBe HeKu palnuoHasan O0poj. Hamprajmo usnas O6pojeBHe IpaBe je THOKPAKH IPABOYTJIN
Tpoyrao 4mja je KaTeTa jelHaKa MepHOj jeaununn 1. Tpoyrao je mocTaB/beH TaKO Ja ce HeroBa
XUIIOTEeHY3a HATa3u Ha OpojeBHO] mpaBoj (mosioxkaj Tpoyria je npukasan ua Coaunum 4). Kako ce

A

0 1 B

CnukA 4. IlpaBoyriu Tpoyrao u3na 6pojeBHE IIpaBe

Tauyka B HajasW ca JecHe cTpaHe Tadke () KOOpAWHATY Tauke I Ha 0BOj OpOjeBHOj MPaBO] MOXKEMO
Jla BUIIMO W Kao HeHO pacTojame of Tauke (). To pacTojame je 3ampaBo JIyzKWHA XUMOTEHY3€ OBOT
mpaBoyryior Tpoyria. [luraropuna TeopeMa HaMm Kazke J1a je KBaJIpaT Iy:KUHE OBe XUMOTEHY3e jeTHAK
30upy KpajapaTa JyxKHHa KaTeTa, ognocHo 12 4+ 12 = 2. Haxon caeneher 3agarka he 6urn jacuo aa
KOOpJMHATA Tayke B, OJIHOCHO JyzKWHA XUIMOTeHy3e, He MOxKe OUTH HU jeJlaH palnuoHaJ an 0poj.

3amarak 2. [lokazatu ja je KBaJpaT panuoHaJHOT Opoja YBeK pa3auduT oj 6poja 2.
Pewerve. [Ipemnocmasumo CynpoTHO, NOCMOJU PAUUOHAAGH OPO] T = 15” € Q maxas da sasicu x° = 2.
1

[IpeTmiocTaBuMO JIa Cy p U ¢ MO3UTUBHHE IeJIH GPOjeBH KOjU Cy IPU TOMe y3ajaMHo mpoctu (p, q)
OJTHOCHO HeMajy 3ajeITHHIKNX JeuTeshba. Taga je

(2) =

pQ — 2q2

bl

Opapze MOKeMO Jia 3aK/by9nMO Ja je 6poj p® mapan ognocHo ga 2|p?. Tama je u cam 6Gpoj p mapan
(jep ako 6u on Guo Hemapan oHja 6u u p® GUO Hemapau) 1a je ob/uKa p = 2p; 3a HEKHU IIPUPOJAH
6poj p1. Kaza cse To BpatnMo y jeanakoct p? = 2¢* mobujamo

2 2
dpy = 2q°.
Jle/pemeM JieBe U JIeCHEe CTpaHe IMOCJIe e jeIHaKOCTH OpojeM 2 J10/1a3uMO /10
2 2
2p1 =q".
To 3maun fga je 6poj ¢° mapam, ma je TMMe M Opoj ¢ mapaH. 3akJbydak je ma 2|p m 2|¢ mTo Hac je
JIOBEJIO /IO KOHTPaJIUKIIHje jep ¢y OpojeBu p U ¢ y3ajaMHO HPOCTH & HAIILIN CMO HbUXOBOI 3aj€ THUIKOr

JleJIuTeba, Opoj 2. 3ak/bydak je Ja HaIla npemnocmaska He 84U, OJHOCHO He TIOCTOJH PAIlMOHAIAH
Opoj uuju je KkBaApaT jeaHax opojy 2. v

Onncana KOHCTPYKIWja ca TPaBOYTJINM TPOYTJIOM HaM MOKa3yje j1a Ha OpojeBHO] MpaBoj MOCToje
Tayke KOjuUMa He MOKEMO Jia JIOJAEJIUMO pallloOHAJIHE KOOpJIMHATE, OJHOCHO Jla HHje Ieja OpojeBHA
IIpaBa CacTaB/bEHA O] paIlMOHAJHHX Tadaka, Tadke Koje ce Hajta3e m3Mely panuoHaJHUX Tadaka
OJITOBAPAjy UpauuoHasHum opojesuma. JomaBarmeM HpaIMOHAJTHUX OpojeBa Ha CKYI pAIlHOHATHHUX
OpojeBa J10/1a3UMO JI0 cKyna peaanur b6pojesa R. Kao mro cmo omnepanuje cabuparba U MHOXKEHA
nporupusasn ca ckyna N ma ckyn Ny ma onjia u Ha Z 10 UCTO MOYKEMO J1a YPaIUMO U Ca PeIaIujoM
<. Ax0 Ha TOpe ONUCAHW HAYUH CBAaKy TAYKy HA OPOjeBHO] MPAaBOj TMOUCTOBETHMO Ca €JIEMEHTOM
ckyna R onja MoxKeMO ja KazkKeMo Ja je peajan Opoj r Marmbu OJI peajHor Opoja s ako ce HaJIa3u ca
EbEerOBe JIeBe CTpaHe Ha MpaBoj. Y TOM ciaydajy mumemo r < s. Kaxemo ma je r < s (1 amramo r je
cmpozo marve o1 ) ako Baxku aa je r < s ur # s. Cbu enemenTr (0JHOCHO GPOjeBH) KOjU Ce Hajaze
u3Mel)y r 1 s uuHe MHTEpBaJI ca KpajeBuMa r u S. Mnrepsase u3asajamo ciexehoM medbuHumjom.
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Hedbununuja 3. Unumepsasu y R cy ckymnosu ciegeher obiuka

e omeopen unmepsan (r,s) ={x e R |r <z < s},
o sameopen unmepsas [r,s] ={r € R|r <z < s},
o noayomeopenu unmepsaau [r,s) ={z € R|r <z <s}, (rs]={reR|r <z <s}.

O

Tauka B ca OpojeBHe 1paBe HEje jeuHa TAYKA €A UPAIUOHAJIHUM KOODIUHATAMA, TAKBUX TAYAKA,
nma Oeckonauno. [lopes Tora m pamuoHajHuX OpojeBa ,mMa MHOro” y ckymny R, OJHOCHO ako
y3MeMO JiBa MPOW3BOJbHA peasHa Opoja 11,7y € R TakBa jga Baxku ry < 7y Tajga MoxKemMo Hahwm
HeKM panuonanan 6poj ¢ = 7 usmehy wnx, r; < ¢ < rp. OBO CBOJCTBO Ce Ha3MBa 2YCMUHOM CKyla
Q y ckyny R. Uzneja mokaza je ga moehaBameM MMEHHOIA 1y OPOjy ¢ 100MjaMO CBe CHUTHH]Y MOIETY
OpojeBHe mpaBe. AKO je mojesa J0BO/BHO CUTHA CHTYPHO fie HeKu panuoHaaaH Opoj U3 Te IMojese 13
ce nabe y uarepsainy (r1,79). To 3Ha4n 72 U y OKOJUHH HyJIe MOCTOjU GECKOHAYTHO MHOTO PAITHOHAJI-
HUX 6pojeBa. OJHOCHO, aKO y3MeMO HeKH Maju 6poj £ (mase BesqmunHe hieMo 0GUIHO O3HAYABATH Ca
e) Taga Moxkemo Ja Hahemo paruonanan 6poj usmelly myse u . Koauko rof ja cMamyjeMo € yBeK
MOKeMO Jia Hahemo joir mamwu panuonaJian opoj.

OBe ocobune nopesyje ApxumeaoBa aKCHOMA.

APXNME/TIOBA AKCIOMA
Va>0)(Vb)(IneN)n-a>b.

Akcnmoma Kazke 1a KOJHKO rox 6mo peaukn Opoj b ako moBosbaH Opoj myTa cabepemo Opoj a ca
camnM coboM onia hemo y HekoM TpeHyTKy npeckounti 6poj b (Bumern Cauky 5).

b

0 @ 2 3a 4a (n—1)ana 7

CnuKA 5. 3a vHeku npupogan Opoj n BpemHoct n - a 6uhe Beha ox 6poja b

Hakon 1mro cMo pasymesin morpedy 3a yBohemeM upanuoHaIHuX OpojeBa MOXKeMO ja 00jacHUMO
7 HUXOBY T€OMETPHjCKY WHTePIPeTaIn]y.

[Tocmarpajmo ciiesiehe 3aTBOpeHe WHTEPBaJe Ha PEATHO] TPaBOj

4 8 7 13 24 44 41 75
I = 17371 = |5 F 7[ = |y~ 7[ = | 357 57 7[ = |aar 0| s
1= 13 L {351 ’ {5 9} ! {17311 ° {2953}

Koju cy npukasanu wa Chunm 6.
Habpojanu mHTEpBaIN Cy €0 HU3a WHTepBaja obauka I, = [a,,b,] upu demy je
2a, + 2 2b, + 2
— b=, (2)
ap + 2 b, + 2
na =1, by = 3. Moxkemo ja IpUMETHMO Jia je CBaKW HapeJIHW WHTePBaJ Cajp:KaH y ciegehem

unrepsany, I, C [,,1, 1 Jla ce HUXOBA NMUPUHA CMarbyje U MOCTaje MPOU3BO/HHO MaJia KaKo pacTe
ungekc n. Ca cyimke MOKe Jia ce youn (a KacHUje U pauyHCKH [OKayKe) JIa ce caMo HpAaIlHOHATaH 6pOj

Apy1 =

V2 nanasu y ¢BUM OBMM mHTepBaanMa. OBaj 3aK/bydak, KOjU je HaMa T€OMETPHjCKHU jacaH, MOYKe W
Jla ce IOCTYJIMPa Kao MPAaBUJIO Koje YBeK BaxKu. lIpe Hero To mckazkeMo Kao akCHOMY MOTpeOHa HaM
je cneneha medunuimja.

Hedunnnuja 4. Heka je 1ar HU3 HENPA3HUX 3aTBOPEeHUX WHTepBaJa I, = [a,,b,], n € N. Onaj
HU3 HA3UBAMO HU3OM YMEMHYMUL UHMEPBAAG AKO BaXKU

]n+1 g ]n7

3a cBako n € N. O
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6 I
0 2
6 : Iy
0 T
0

6 —
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CJIMKA 6. Hus 3aTBOpeHmx MHTepBAIa KOjH OKPYKYjy HpaImoHagan 6poj v/2

[Ipecek jenre opakBe DecokoHauHe paMuinje CKynoBa JedUHHAIIE ce KA0 1 KOHAYAH ITPeceK

(I.={zr€R|[(VneN)z eI}

neN

(KAH) KAHTOPOBA AKCHOMA

Craku HI3 3aTBOPEHUX YMETHYTHX WHTEDBAIA WMa, HEMPa3aH IMPeCcekK.

1. TTome peanunux G6pojeBa

Cana hemMo MHTYUTHBHY CIMKY W3 YBOJHOL Jejia OBe TJiaBe (pOPMAJM30BATH Y IHJbY 3aCHUBAHA
[I0Jba peaHux Opojena.

Hedununmja 5. Ypehena mecropka (R, +, -, <,0, 1) xoja 3amoBopasa ciemehe akcnome

(A1) (z+y)+2z=ax+ (y+ 2) (acommjaTmBHOCT Cabupama)
(A2) x4+ 0 =0+ 2z =z (enement 0 je HEyTpas 3a cabupame)
(A3) V2)(Fy) x+y =y+ 2z =0 (nocrojarbe ungepsnoz eaeMeHTa 3a cabupare, WHBEP3 OJ T
O3HAYABAMO Ca —I)
4) x4+ y =y + x (KOMyTaTHUBHOCT cabupama)
5) (z-y)-z=xz-(y-2) (acorujaTHBHOCT MHOXKeIHA )
6) z-1=1-2 =2z (erement 1 je HEyTpaJ 32 MHOKEHHE)
Nax-(y+z2)=z-y+z-z, (r+y) - z=x-2+y-2z (AUcTpuOYyTHBHOCT MHOYKEHHA Y OJJHOCY HA
cabuparbe)
(A8) = -y =y - (KOMyTATHBHOCT MHOKCIbA)
(A9) V2 #£0)(Fy)z-y=y- -z =1 (cBaku eeMeHT Pa3IHYUT O HYJe UM UHBEP3 Y 0OHOCY Ha
MHOJICEIbE, Ta] HHBEP3 O3HATABAMO ca T ')
(A10) 0 # 1 (meTpuBHjaTHOCT)
(Al1l) z <=z



1.2. Cynpemym un nadumym ckynoa y R 7

(A12) s <yANy<z=z<z
A3y e <yANy<z=x=y
(Ald) e <yvy<uz

(Al5) z<y=a+z2<y+z
(A16) 2 >0Ay>0=2-y>0
(APX)

(KAH)

Ha3UBa Ce NOHeM PEaIHUT OPOjesa. O

Hagseene akcnome cy 3aHUM/bUBE U MOjeINHATHO, HE CaMO Kao 1enHa. (OHe KapaKTepuIrny pas3He
CTPYKType Koje cMo Beh mmanum npuimke ga ymo3uamo. AKo Ha HeKOM ckymy (G moctoje cabupambe
(omrHOCHO Omepanmja +) u ucrakuyTH ejaement 0 TakBu Jga rTpojka (G, +,0) 3am0BObaBa AKCHOME
(A1), (A2) u (A3) omma ce Ta cTpyKTypa HazuBa rpymoM. Axo mogarno Baxku u (A4d) omma ce Ta
CTPYKTYpa Ha3uBa KomyTaTuBHOM uian AbesoBom rpynoM. Ckyn E Ha Kome mocroje omnepaiuje + u
- mcrakuyTh esqeMentn 0 u 1 Taksu na Baxe akcuome (Al)-(A8) u (A10) HasuBa ce KOMyTATHBHHM
IPCTEHOM ca jenuHuoM. AKo Baxku u akcnoma (A9) onma kaxemo na je (E,+,-,0,1) mosse.

Ckyn Q 3amoBosbasa akcuome (Al)-(A16) na uma cTpyKTypy mosba. Y HeMy Baxku 0 Apxume0Ba
akcuoma. Ono y yemy ce Q u R paznukyjy jecre mro y nmo/by Q He Baxkm Kanroposa akcumoma. To
ce jelHOCTABHO BU/M HocMaTpareMm uHTepBana [, N Q rme cy [, waTepBasm KoHCTpyucanu y (2) u
npuka3anu xa Courn 6.

Hakon yBohema mosba peasiHux OpojeBa u oluca CBOjCTaBa onepaluja -+, - U pejainje < MOKeMO
J1a nokazkeMo bepuysmjeBy Hejeqnakoct. /lokas TBphema HaM MOKa3yje 1a MaTeMaTHIKy UHIYKIIH]Y
MOZKEMO J1a, KCKOPUCTUMO U MPHU JIOKAZHBAILY HejeTHAKOCTH.

Tephemwe 6. (Bepuynujea Hejemuakoct) 3a cBe npupojne 6pojese n u peajne 6pojese o >
—1 Baxku coeneha mejeanakoct:

(14+a)">1+na.

Hoxka3. 3a n = 1 HejeHAKOCT TPUBUjATHO BAaXKU jep Ce CBOIAW HA TBPherbe
(1+a)>1+1-a.

Tuwme cmo nokazasm 6a3y MHIYKIHjE.

Kopak unjyKiuje nam Kazxe jia nposepumo ja i saxu (1+a)" ™ > 14 (n+1)a ako 3uamo jna
HEjeIHOCT BazKW 3a mpupojan 6poj n. KpenuMmo o1 Heje JHAKOCTH KOja BaXKU U MOMHOYKUMO JIEBY
U JICCHY CTPAHy Te HejeJHAKOCTU MO3UTUBHUM Opojem 1 + «

(1+a)" > 1+na/-(1—|—a).
Jlobujemo HejeHAKOCT

14+a)"™ >0 +na)(14+a)=1+(n+1)a+na®>>1+(n+1a,

YUMe CMO TOKAa3aJi U WHAYKIN]CKA KOPaK. U

2. CynpemyM n nHpuMyM ckynoBa y R

[Tocmarpamem pesanuje < Ha CKYIy peaqHUX OPojeBa MOYKEMO J1a 3aK/by YUMo j1a je oHa ped.iex-
CHWBHA, TPAH3UTHBHA W aHTHCHMETPHUYHA, MTo ciaean n3 akcnoma (All), (A12) u (A13). 3a takse
CKYTIOBe KayKeMo J1a ¢y ypeheHH. Y OBOM MHOTJIaB/by hemo jgedWHUCATH MOJMOBE CYIIPEMyMa W WH-
dbuMyMa MOJACKYIOBa CKYIla PeaJHuX OpojeBa W 0OjaCHUTH 3a KOjy KJacy IMOJCKYIIOBAa IIOCTOje OBU
TOjMOBH.
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Hedunnnuja 7. Heka je S C R. Kaxemo ja je © € R wmajopanma (wiu 2opree ozpanuuerse)
ckyma S aKo BaXKu
(VselS)s<u.
Cryn eoproux ozpanuyerva ckyna S oznagasamo ca S=. Kawxemo 1a je ckyn S oepanuuen 000320
ako Baxku S= # () (omnocno axko S uma Gap jeaHo ropme orpanuderse). Kazxemo ja je v makcumym
exyna S axo Baxu x € SS u x € S. Taga numemo

T = max.S.

Kaxemo 1a je a € R munoparma (wmu dore ozpanuuerse) ckyna S ako BaKn
(VseS)a<s.

Cryn dowuz ozpanuversa ckyna S ozHadasamo ca S=. Kaxemo aa je cxkyn S oepanuuen 000300 axko
Baxku S= # () (omHocHo ako S uma 6ap jesHo Jome orpanudeme). KaxkeMmo ja je a Munumym ckyna
S ako Baxku a € SZ u a € S. Taza numemo

a=min S.
O

[IpuMeTnMo Ja ce MAKCHMYM CKyIa S, aKo II0CTOjH, HaJa3u y mpeceKy cKynosa S u S=. Caudmo,
aKO II0CTOjH MHHEMYM OHJa Baxki min S € SN SZ. Ca apyre cTpaHe TOpmbe H J0He OrpaHHYere
CKyTIa He MOPajy OUTH eJIeMEeHTH CAMOT CKYTIA.

AKko je namm ckyn S konadan u obauka S = {s1, Sg, ..., S } Taga heMo BHeroB MakCUMyM 3aIIUCHBATH
u y obiuky max{sy, Sa, ..., Sk}, OHOCHO TO he 6urn HajBehn o HaBeseHuX k Gpojesa.

IIpumep 8. ITocmarpajmo S; = [0,2] € R u Sy = (0,2) € R. Taza je S = [2,+00), ST =
(—00,0], maxS; = 2 uw minS; = 0. Ckyn S; uma uCTa TOpHA U JI0a OrPAHWYeha Kao CKyl Si,
Sy = [2,400) m S5 = (—00,0] amm ckym S, HeMa MAKCHMYyM W MEHEMYM. HemocTojame oBHx

. < >
eJleMeHaTa ey u3 dnbennna aa je So NSy =0 u Sy N S5 = (). i

Y IperxolHOM HPUMEPY €y CKYIOBH S7 U Sy Pa3IUUYUTH aJd UMajy OCOOMHY Ja YUM ce KpeHe
JeBO 01 6poja 2 (KOJIMKO 1ol GO MaJIi HAI KOPAK) HAWIA3MMO HA eJIEMEHTe HAIMX CKYTIOBa, 0K Ca
JlecHe cTpaHe Opoja 2 He MOCTOJH HE jeJdaH eJeMeHT Tux cKynoBa. CamdaHo 3a 6poj 0, mecHo ox Hyse
UMaMO ejIeMEeHTe CKYIIOBa JOK MX HEMa ca JieBe crpane nyse. Takse ejeMente u3jaBajamo cjiejpehom
JiebUHUATIIjOM.

Hedbunumnuja 9. Heka je S C R. Cynpemym cxyna S je, aKO MOCTOjU, HajMaFhe TOPHE OTPAHINYEHhe
ckymna S. CynpeMyM cKyTia o3HadaBa ce ca

sup S := min S=.

Hngpumym cxyna S je, ako moctoju, HajBehe T0me orpanndeme ckyna S. adumym ckymna o3HavgaBa
ce ca
inf S := max S=.

O

[Ipumernmo ga ako sup S € S OHJA je TO U HeroB MaKCUMyM (aKO CKyT S UMa MAKCHMYM TaJa
nMa u cynpemyM). Candno, ako inf S € S oHJIa je TO U HeroB MUHUMYM.

IMpumep 10. 3a ckyn S = (5,7] Baxku S= = [7,4+00), SZ = (—00, 5] ma HoCTOjE U CYUPEMYM U
nadumym ckyma, sup S =7 u inf S = 5. i
IIpumep 11. Ilocmarpamo ckym S = [0,400). Axo y3memo 6mI0 Koju peanan 6poj T Taja
je 6poj max{0,z + 1} exement ckyna S koju je Behu o & 1ITO 3HAYM Ja T HE MOYKE OHTH IODHE

orpanmderse ckyna S. 3axsyuyjemo ga je S = () ma cynpemym cxyma S #e moctoju. CAHYHO, CKYII
T = (—o0, —3) HEje OrpAHHYEH Ca JOe CTPaHe Ma 0Baj CKYI HeMa MHOUMYM. i

3amarak 12. Hahu cynpemyme n undumyme ciaeiehux ckymnoBa:
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051:<5,7),

052:[5,7),

053:[5,7]7

¢ S =[0,V2INQ={reQ|r>0,r* <2}
e S5={L|meN},

e S¢={5—+|meN},

OcraB/pbamMo duTaoIy /1a mokazxe y ciaegehe kapakrepusamnuje cynpemyma u nHduMyma.

3amarak 13. Heka je S C R. Tazga Bakn

B (VseS)s<M
M—Sups‘:*{ (Ve>0)3speS) M—e < s,

. (VseS)m<s
m—1nfS<:>{ (Ve>0)(dsp€S)so<m+e.

Y Ilpumepy 11 cMo Bujenn jga MOCTOJH MOJACKYI CKYTa peajHuX OpojeBa KOju HeMa CYIIPeMyM.
Kiracy ckymoBa 3a KOjy 3HaMO Jia KMajy CYIpeMyM u3jBajaMo cjiegehoM akcuomMoM.

(CYII) AKCUOMA CYIIPEMYMA

CBaku HempasaH, 0JI03T0 OTPAHUYEH MOACKYI UMa CYIPEMYM.
Y nospy peasHEX O6pojeBa he BaXKUTH aKCHOMa CyIpEMyMa.

Teopema 14. Csaxu nenpaszan u 000320 o2paruder nodckyn ckyna peasHur bpojesa uma cynpe-
MYM.

oka3z osor TBphema hiemo octaBuTH 4UTAOIY KAo 3a/aTaK Ca U3/IBOJeHUM KOpaluMa.

3anarak 15. Heka je S C R menpasan u 0103r0 orpanunded ckymn. O3HAUYMMO Ca S €JIEMEHT
cKyma S, 3a KOjH 3HAMO J1a, IIOCTOJH, a Ca X jeJHO FHerOBO FOPHE OrPpAHHYIEHE.

e [lokazaru ja mocroju npupojaan 6poj k Takas Ja je s + 2% ropib-e orpaHuverbe ckymna S.
e [locmarpajmo Hu3 OpojeBa a, u b, gedunEcan Ha caegaehu HAUYWH: a1 := S, by := x. CBaknu

crepehn enement ce pedpunume xao b, = s + G A€ je m, HajMamu OpUpojgaH 6poj k
3a KOjU BaxKd Ja je S + 2% ropm-e orpannuere ckyna S; a, := s + m2—;1 [TokazaTu ma je

[an, by] NS # D
e Ilokazaru je [a,,b,], n € N, HU3 yMeTHYTHX HHTEpBAJA.
o Ilokazarn na ce y mpeceky [, cy [@n, bn) HaNA3M TAYHO jeqaH eleMeHT so.
e Ilokasatu 1a je sy cympeMyM cKyma S.

[Iposaszehn kpo3 oBaj 3ajarak nokaszaau cmo jga u3 Apxumegose akcuome (APX) u Kanropose
akcmome (KAH) ciaequ Akcmoma cynpemyma (CVII). Baxuhe u 06pHyTOo, n3 Akcuome cynpemyma
crene Apxumvenosa u Kantopoa akcmoma. 10 3HAYH Ja CMO Yy aKCHOMATCKOM 3aCHUBAILY I10JhA
peannux Opojesa y Jedununuju 5 Morim Ja KazkeMo Ja je TO CTPYKTypa Koja 3a1oBosbaBa (Al)-

(A16), (CVII).

CBojcTBO aHAIOTHO AKCHOME CYNIpEMyMa BayKd H 38 HHMOUMYM.
Teopema 16. Csakxu nenpaszar u 0dosdo oeparuyver nodekyn T' C R uma ungpumym y R.

Casa Moxkemo opmasno ja jgedpuHuIIeMo Opoj € KOju HaM je oI paHuje MOo3HAT caMo Kao 6poj
ca MyHO JIeluMaJia Yuja je TpuOIu:KHA BPEIHOCT

e~ 2.71828.

Hexka je
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e-{(1)

Ckyn FE je nenpasan jep 2 € F u orpanunded je 0/103ro 6pojeM 3 jep 3a npousBo/bHo n € N Baxkn

(1"‘%)”:1_’_2”:(2)%:1—’_(711)%4_2”:”(”_1)“7;’5”_]{—'—1)%

k=1 k=2

neN}gR.

& 1
§1+1+Zm
k=2

Y 1pBoj jeHAKOCTH CMO UCKOPUCTHIM OMHOMHY (DOPMYJIY JIOK [IPBa HEJETHAKOCT CJIeU U3
nn—1)---(n—k+1)
nk

<1ukl>k(k—1).

Axkcmoma cympemMyMma HaM KaxKe 713 CKyl F nMa cyopeMyM y CKyIy peajJHHxX OpojeBa. Hberos cympe-
MyM je Ojaepos 6poj

e:=sup k.
OBaj 6poj je upanuoHanan u mparcyedenman’.

[TosnaBame mojma cynpemyma omoryhapa nam ja GopMasHo JedWHUIEMO YeMy je jeTHaKO 25
win 2V3. Jlo caga ¢Mo, KAo 1 3a 6poj €, OBO MOIMIH 4 PAa3yMeMO CAMO KAO IMPUOTHZKHY BPETHOCT
KOJy padyHaMoO Ha JUTHTPOHY

2V3 217320908 3 391997,

Mu 3HaMO J1a cTereHyjeMo npupogHuM OpojeM OMJIO Koju peasiaH O6poj, Ha IpUMep

20=92.2.2.2.2,

.ol . .
Bpoj 25 Moxkemo ja JedpUHUIIEMO Kao jeJIMHCTBEHO IO3UTHBHO pelleibe jejHadnHe 1° = 2 aJju

IIOCTAaBJba, C& MUTAHE 3AIITO OBAKBO PelIehe MocToju. Jlo 0AroBopa Ha TO MHTAHE J0JIA3UMO IOMONY
cymnpeMmyMma oarosapajyher ckyma.
YomrireHno, Heka je a > 0 Ipou3Bo/baH peasan OPoj U n MPOU3BOBHAH MpUpoIan 6poj. Xohemo 1a
1
nedununemo {/a ogrocHo an. [Tocmarpamo ckyn

A={z|z>0, 2" <a} CR.

Osaj ckyu je neupaszan jep 0 € A u orpanuven je on03ro 6pojem max{1l,a}. Ako je a > 1 raja
a € AS aako jea <1 rama 1 € AS. I3 akcmoMe cynpeMyMa CJIejid Ja MOCTOju CylpeMyM cKyma A
u Taj cynpemyM he 6utn

{/a := sup A.
Crenehu 3amarak vam Kazke ja he a (mojam koju je neduHUCAH KAO CYNPEMYM CKYTa) 3aUCTa
OuTu pemiere jejHaqune r"” = a.

Bamarak 17. [lokasatu na Baxu ({/a)" = a.
Caza 3HAMO & CTeIeHyjeMOo MO3UTHBHE peajHe OpojeBe OWI0 KOJUM pAIlMOHATIHAX OpOjeM

P 1\P
aq:<QQ) s

1Bpoj je rpancuenenTan ako Huje Hy/la HE jeIHOT IOMMHOMA €A HEA00POjHUM KoedHIIjeHTHMA.
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mpu uemy je 2P = (z7')Pl ako je p merarmsam meo 6poj. Ilpeocrano mam je jomr ga opmaIHO
JjecbuHuUIIeMO cTEleHOBambe upanuonaanum opojem. ljeja je cimuna Kao Kaji CMO CTEIIEHOBAJIHU Ca,
L nocmarpa ce cympemym onrosapajyhier ckyma. Ha mpumep, pedunumuja 6poja 2V3 6u Guna

23 = sup{2" | r € Q, r < V3}.

3. Ilpommpenn ckyn peadnux O6pojeBa
IIpowuperve cxyna R je ckyn
R:=RU {—o00} U {+0c0}.

Xoliemo na npommpumo onepanuje a u ypeheme Ha R. Penanuja < u jajbe ocTaje pesalyja TOTAIHOT
noperka Ha R mpu 4eMy MOCTYIUpaMo Ja BayKH

-0 < x < +00

3a cBako r € R. Omepalyje npomupyjemMo 1o caegehumM npaBHInMa

(1) 2 + (+00) = 400 3a cBako —oc0 < < +00,
2) z+ (—00) = —00 3a cBakO —00 < & < +00,
3) 7% = =% = 0zacBako v € R,

(
(
(4) x - (£o00) = £o00 3a cBako 0 < x < 400,
(

Uspasu obsmka 0 - (+00), 8, (—1), (+00) — (+00), +00 + (—00), i%, octajy Heonpeljenu ma R
HeMma cTpyKTypy nosba Kao R. Heoxapehenoct opux obsmka 6whe maso jacHuja mocse jeduHucamba
nojMa jumMeca (PyHKIHI]ja.

[IpumeTumo J1a MPONTUPUBAHLEM CKyTa peaaHux OpojeBa nMa cMUc/a Je(PUHUCATH OTBOPEHU HH-
TepBa (r, §) WIK MOJYOTBOPEHH HHTEpBaJ (T, S| U KaJia je BeroB JIeBH Kpaj I jelHaK BPETHOCTH — 00,
aMd U Jajbe MHTepBain, nedUHICAHA Ha 0Baj HAYMH, ocTajy nogckymnosu y R. Camdano, MOXKeMO 1a
nedburAIIEMO U WHTEpBaJe obauKa (1, +00) u [r,+00). AKO y jedUHHIHI]H 3aTBOPEHOT HHTEPBAIA
JIOIYCTHMO JIa FheroBH ojrosapajylinm Kpajesu 6yry +00 I —00 OHJa CKYH R MOKEMO J1a 3aIIIeMOo

1 Kao [—o0, +00].

Hamomena 18. MurepBas [ y cKyny peaJHuX OpojeBa MOXKe Ja ce KapaKTepHIIe Kao CKYII €a
craenehum cBojetBoM: AKo a,b € I Taja u cBaKo ¢ 3a Koje je a < ¢ < b Baxu ¢ € [. o

4. Sagann
Bagarak 19. I[TokasaTu jga 3a CBaKH IPUPOAAH OPOj 1 BazKn % + \/Ai +...+ \/iﬁ >2(v/n+1-1).

3anarak 20. Ilokazatu 1a je Hu3 uHTepBaJta U, = (O, %) C R yMeTHYT U Jia je BHUXOB IIPeCceK
mpasaH ckyn. OBaj 3aJaTak TOKa3yje Ja MPeTIoCTaBKa O 3aTBOPEHOCTH WHTepBasa y KaHTOpPOBO]
aKCHOMa He MOXKe Jla ce ocJiabu.

3amarak 21. [locmarpajMo HU3 3aTBOPEHUX YMETHYTUX UHTEDPBAJIA
1 1
g, = [\f——,\/ﬂ—} NQCQ, neN.
n n

[TokazaTn 7a je OBO HH3 3aTBOPEHWX YMETHYTUX WHTEpBa/da UHju je Tpecek mpasaH ckym. (OBaj
3a/laTaK HaM IOKa3yje Jla y MoJby pallMoHAJHEX OpojeBa He Baxku KaHTOopoBa akcmoMma.

3anarak 22. llokazaTu ma, ako MOCTOjU, MAKCUMYM CKYyTIa je jefunHCcTBeH. CJIMYHO 34 MHHUMYM,
aKO TIOCTOJM MUHUMYM CKYIa OH/Ia je OH jeJIMHCTBEH.
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Saparak 23. Heka je S C R. Jledununemo ckyn
—S:={-s|seS}CR.
[Tokasarn ga Bazkn sup(—S) = —inf S u inf(—S) = —sup S.



OBJIACT 2

HuzoBu

3HaMO OJ1 paHHje Ja je HU3 peaJTHUX OpojeBa 00jeKaT KOju 3amuCyjeMo Kao

r={1,2,3,8,...,59,678, ...}
WIn
11111 1 . &7
ap = {?, PRI sin 50, e’ ..., cos 900, In 150, } .
Tpu Tauke o3HATABAjY J1a ce OBa] MOCTYIAK 3alHCHBAHA YIAHOBA HU3a HUKAIA He 3aBpIlaBa, IPYTHM
pednmMa TO je OeCKOHAYaH CKYII €JIeMEeHATa.
Hekajia vu3 3ajgajemo u y ciaejehem 00Ky

n

Tp=—, n€N.
n!
To je HU3 uMju cy YIAHOBH JIaTU CA T, = {3, %, 2—677 %, }

Huz moxxemo fa 3a7aMo u pexypermuo. AKO 3a7aMO TMPBU YIaH HU3A & CBAKU HAPETHHU “IAH
3aBHUCH O] MPETXOIHOT WIaHA OH/A KayKeMO Jia je Taj HU3 33JaT PEeKYyPEeHTHO. AKO CBAaKM €JIEMEHT
HHW3a 3aBUCH O] MPETXOJHA JABa YjaHa HMU3a OHJa MOPAMO /a 3a/JaMO TpBa JIBA eJeMeHTa HU3A.
[Ipumepn peKypeHTHUX HU30BA Cy

3a, + 2

3 , n €N,

a1 = 55, Apt1 =
bl = 37 bg = 57 bn+2 = Gbn -+ cos bn+1, n € N.
Jlahemo n bopmasiny nedunnuimjy HU3a Majga heMo WHTYUTHBHY NPEJICTaBy O HU30BUMA KOPWC-

TUTH U KaCHH]e.

Hedbuaunuja 1. Hus peannux 6pojeBa je npecaukasame x : N — R. Bpeanoctu
z(1),2(2),2(3),...,2(54), z(55), ...

Ha3uBaMo wiaHoBuMa Hu3a. C/mKy npupogHor 6poja m mpH Ipec/uKaBary T 03HAYaBaMo ca x(n)
win x,. Huz o3nagaBamo ca (Ty,)nen, {Tntnen, (T,) nam {z,}. O

Kana xkaxkemo nar je Hu3 (,)nen MOAPA3YMEBAMO Jia je 3ampaBo IaTo npecankabame @ N — R
U J1a 3HAMO 4eMy je jeaHako x(n) oJHOCHO x, 3a cBako n € N.

C 0063upoM Ha TO Ja PaJInMO ca peaJTHIM HH30BAMA WIAHOBE TAKBUX HM30BA MOYKEMO Jla HAIPTaMo
Ha OpOjeBHOj mpaBoj. AKO HaM je JaT HEKH HHU3 TaJa CBAKOM eJeMeHTY MOXKEMO [1a HPHIPYKAMO
Tauyky Ha OpojeBHOj mpaBoj. Hac 3anuma Kaxo cy Te Tauke pacrnopelhene Ha oBoj mpanoj. Heka je mam

1



2 2. Huzosm

3aJIaTaK Ja CIPOBEIeMO HEKU (DU3HMIKHU eKIIEPUMEHT, Ha PUMEP MEPUMO 3a KOJMKO BpeMeHa KyTJIHIA
cube HU3 jeIHY UCTY CTPMY paBaH a 3HAMO JIa TEOPHUjCKa Meperba KaxKy Ja O Kyriuia Tpedasia 1a
cube 3a BpeMe o1 3s. Bpeme cuiacka t mocmarpamMo Kao HEKH peasaH Opoj M y IPBOM Meperby
JIOOMjeHO BpeMe CHJIACKa O3HAUMMO ca tq, caegehie Mepeme HaM 14 BpeMe to, 3aTHM t3 U Kajga OUCMO
MOLJIM OBaj MOCTYHAK Ja PAaJUMO J0 y OeCKOHAYHOCT j100uain O6ucMo Hu3 peajsnux 6pojeBa (ty,)nen-
Cpaku eylemMeHT HU3 t, O3HAYaBA BpeMe JO0MjEHO Yy N—TOM Mepemy. ¥ MOYeTKY CMO HECUTYDPHHU Ca
IITOTIEPUTIOM T1a, HAM PyKa He pearyje Ha BpeMe Kaja Kyriura johe mo kpaja crpme paBau. Kako
nopehaBaMo Opoj Mepema TO W MU TOCTajeMO CUTYPHHjU W uU3MepeHO Bpeme t, Omhe cBe Osmke
BpeHocTu o1 3s. To 3Haym j1a ce BpeaHocTu t,, HaHeTe Ha OPOjeBHY IIPaBy, TOMUJIAjy OKO Opoja 3, u
KaKO MHJEKC n pacte Opoj t, mocraje cBe OJIMKe BPEJIHOCTH 3, HEKAJIa JaK MOKe U Ja Oyjie jeJIHaKo
BpegHoctu 3. OmHUcaHO IMOHAINAIbE HU3A, IJE Ce HeroBe BPEeIHOCTH TOMHJIAJY OKO jeJHor Opoja,
JKeauMo OJmzke J1a onumieMo. TaxBa IpaBHJIHOCT y MOHAINAIbYy HaM oMoryhaBa ga KOHTPOJIHIIEMO
pacropes eleMeHaTa HI3a Ha OPOjeBHO] MPaBoj.

[Tocmarpajmo caja KOHKpeTaH HU3 T, = % Heku esemenTn Husza npukazanu cy Ha Coannm 1.
Kana morienamo OpojeBHY TIpaBy U3 JajIeKa, MOYXKEMO Jia IIPUMETHMO J1a Cy €JIeMEHTH HU3a HATOMU-
JaHu ca jgecHe crpane tadke 0. Axo yeehamo jeo mpaBe OkKo Tauke Hysda Kpos Jymny (ysehanu
PaBOYTAOHWK Ha CJAWIM) mpuMeTnhieMo Jla Cy eJeMeHTH Hu3a rycro pacrnopeljeHn oko Tauke Hysa a
TO ce jorur 6osbe BUM Kajia jorn jeganoMm yseliamo ciauky (yeehanu Kpyr Ha caumm).

W=
[N

CrukA 1. Hus peasnux 6pojeBa % Ha peasiHoj IpaBoj

1. 'parmyHa BpegJHOCT HU3a

1.1. Jedununuja. Y oBoj rmasu hemo JaTh MPenu3aH MaTeMaTHIKH OMHUC MOHAIIAHA HA30BA
M3 YBOJHOT JIejIa OBOT MOTJIAB/ba.

Hedunnnuja 2. Kaxkemo jJa Hu3 peannux 6pojesa (x,) uMa epanuyny epednocm (WIu aumec)
Too QKO BAYKHU
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)n > ng = |z, — 2o < €. (1)
Tana nuiemo

Too = lim x,,
n—-400
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W
Ty — Too, N —> +00.

AKOo HM3 MMa IPAaHMYHY BPEIHOCT KazkKeMoO Ia je OH KoHeepzeHmaH. Y CYHPOTHOM, KazkKeMo 1a HHU3
dueepaupa. O

Hedopwmasnan onmc nckasa (1) emo seh Bugenn. Kako jorr ga pazymemo oBaj uckas? OH HaM Kazxke
Jla KaJla y3MeMo MPOM3BOJhaH MO3UTHBAH Opoj (To je meo nckasa Ve > 0) onga he 6ecKOHAYHO MHOTO
YIAHOBA HAIer Hu3a OUTH y WHTePBALY 00JNKA (Lo — €, Too + €) (MHTEPBAIN OBOI OOJIMKA HA3WBA]Y
Ce OTBOPEHHM OKOJMHAMA TAYKe T., WJIH E-OKOJIMHAMA TadKe T, ). MU He 3HAMO Te ce Hajase
WIAHOBH HU3Q L1, T, T3, - - -y Lng—2, Lng—1 JOK CY CBH OCTATH WIAHOBHU Tpy, Tngt1, Lngt2, - (KOJHX HMA
GECKOHAYHO MHOIO) Y £-OKOJHHHU TAYKE T oo

Cana hemo maTu nmpuMmepe KOHBEPIeHTHUX HHU30BA.

ITpumep 3. Cpaku xoncrantan uu3 z, = C, n € N, je KOHBEPreHTaH U HErOBa I'DAHUYHA
BpPEHOCT jegHaka je Toj koucrautu (. i

Hamomennmo jomr jenny 6uTHY 0cOOMHY KOHBEPI€HTHHX HH30Ba. AKO MPOMEHHMO KOHAYHO MHOT'O
IAHOBA HHU3a, KOHBEPTeHIINja W TPAaHNYHA BPeHOCT TOT HHU3a ce He Memajy. Hus

z, ={0,0,0,13,0,-46,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...}

CBH OCTAJIH WIAHOBH jegHaku cy 0

je M00HjeH Tako IITO CMO y KOHCTAHTHOM HH3Y YHjH Cy CBH YWIAHOBH jeJIHAKH HYJIU ITPOMEHUIN
JeTBPTH W MMIECTH WiaH. TWMe HECMO NPOMEHWJH KOHBEPreHIHWjy, W O0Baj HU3 je KOHBEPreHTaH |
BberoBa TPaHUYHA BPeJHOCT jegHaka je (.

ITpumep 4. Bparumo ce na nus x,, = % 3a ce n € N. Beh cmo pekiin j1a ce ejieMenTH OBOI' HU3a,
roMmmiajy ca jecHe crpane tadke (0 Ha OpojeBHO] mpaBoj. /lakse odekyjemo ja je HysJa rpaHHYIHA
BpeHOCT OBOr Hu3a. 1o hemo nmokasatu u 1o JieUHATIH]H.

Axo je € = 10 onza ce cBE 4iaHOBH HEH3a Hamaze y oxommun (—10,10). Axo je ¢ = 5= oHma je

(—Zio L) e
2007 200

ce HAJIA3UTH eJIEMEHTH Xog1, L202, L£203, - - - BPEJTHOCTH £ = ﬁ oarosapa ng = 1001. Ha oBom mpumepy

BHINMO JIa KAKO CMambyjeMO BPEIHOCT IMapaMeTpa € HHIEKC Ny pacte. Ako je € > 0 mpousBosbaH OpOj

ouzma ng = [1] + 1 sagoposmasa ycaose nckasa (1) (oBue 2] osrauaba neo 6poj Takap Ja ce T HATA3M

y ToJiyoToBopeHoM mHTepBagy [[z], [x] + 1) u HasuBa ce yeaum desom 6poja x). laxie
1

lim — =0.
n—+oo N

onrosapajyhie ng u3 uckasa (1) jennako ppegnoctu 201, 0JHOCHO Y OTBOPEHO] OKOJIMHE

Cajsia hemo JaT U npuMepe HH30Ba KOjH HUCY KOHBEPreHTHH.

ITpumep 5. Ilokazaliemo ga vu3 a, = (—1)", n € N, auseprupa. Kaja pacuumemo npsux
HEKOJIMKO YJIaHOBa HU3a BUIUMO Jla je OBO HU3 KOJU CaapKu caMo Bpeanoctn 1 m —1

an = {_17 1? _13 17 _17 17 _17 17 _17 17 _17 17 .. -}a

U BPEJIHOCTH C€ He IPYIHMINY HU OKO jejHe Tadke Beh y CBAKOM KOPaKy MMaMO CKOK eJIEMEHATa HU3a
3a BpeHOCT 2.

[IpermocTaBuMO Ja HU3 a, KOHBEPIHUpa U Ja je Heropa IPAHUYHA BPEIHOCT HEKO do, € R. Pas-
smkoBaheMo nBa caydaja, deo = 1 U ay # 1.

AKko je as = 1 onga y3memo € = % n Haljemo ng € N TakBo 1a je |a, — o] < % 3a CBE N > ny.
Kana manuiemMo oBy HejeJHaKOCT 3a n = 2ng + 1 Koju je Hemapan 0poj Behu o ng J0Ja3UMO J10

caeneher
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OJIHOCHO 2 < % a To je KoHTpajuknuja. /lakme Bpeanoct 1 He MoxKe ga Oyje rpaHHYHA BPEIHOCT
OBOI' HU3A.

OcTao HaM je c1yuaj as # 1. Tanaza e = |a°°—2_1| > 0 nahemo ng € N 1akBo J1a BaxKu |a, —as| < €
3a CBe n > ng. PacnummemMo mpeTXOmHY jeIHAKOCT 3a BPEIHOCT WHAEKCa n = 2ng KOju je TapaH u
Behu ox ng

2n,
| — Goo| = |A2ny — Goo| = [(—1)"° — a0o| = |1 —ano| < €.
Jobuau cMo Heje 1— lace 1] j j j 1
jenmakoct |1 —aq| < #%5— mro je kourpasuxiuja. [Jaxie Hu jeqHa BPEIHOCT (o, 7
He MO¥Ke J1a Oy/ie TPaHUYHA BPEIHOCT OBOI' HU3A.
Harma mpernocraBka 0 KOHBEpreHIMji He Baxku na je Hu3 (—1)" auBepreHTaH. il

IIpumep 6. [locmaTpajmo HU3 x, = n, n € N. Kajga samumeMo TpBUX HEKOJIHUKO YJIaHOBA HU3A
r, ={1,2,3,4,5,6,7,...}

BHIUMO Ja je cBaku ciaenehm egemeHnT HU3a Ha pacTojamy 1 01 OHOT MPETXOAHOI. 3HAYH Y CBAKOM
KOPaKy MW HAIPaBUMO CKOK 3a BPEIHOCT 1 Ha JEeCHY CTpaHy. JacHO je Ja OBlIe He MOYKEMO OYeKH-
BaTH IOMHJIAIGE UJAHOBA OKO HEKe TadKe, OJHOCHO OYeKyjeMO [1a 0Baj Hu3 guBeprupa. Mwn hemo
IPETIIOCTABUMO I8 HHA3 KOHBEPTHPa Ka HEKOj 'PAHMYHO] BPETHOCTH T, € R a onma hiemo mohu 10
KoHTpajukiuje. ledununnja Konpepretiuje kazxe jaa he 3a € = % noctojatu ng € N TakBO 11a je 3a
CBe N > ng 33J0BOJbEHA HEJEJIHAKOCT | Ty — Too| < % Hanucahemo oBy HejeaHAKOCT 3a JABE BPEIHOCTH

UHAEKCA N = Ng U N = Ng + 2:

1 1
—g<$n0—l‘oo<g,

1 1
— = < Tpg42 — Too < T

) )

% — T JIOK W3 JIPYTE HEjeTHAKOCTH

MOZKEMO J1a 3aK/bYUHUMO J1a je Tp,42 < % + Zo. Kaja cabepemo oBe HejeITHAKOCTH JOJA3UMO JI0

13 npse mejennaxoctu hemo mcxopuctutn cinexehe —z,, <

2
Tno+2 — Tny < ¢
)
a 3HAMO Ja je Tpy42 — Tpy = No + 2 — no = 2. Jlakie monum cMo a0 KoHTpaaukiuje. Harmra

IIpeTIoCcTaBKa He BayKH 1A je HU3 T, = n AuBepreHTad. [IpmmermMo 1a T0Ka3 TpoJasud U 3a JIpyTe

BPEJIHOCTU KOHCTAHTE €, MA CMO OBJIe O/Ia0paJIu % a JIOKa3 MpoJa3u 1 3a % u 3a %5 3alpaBo 10Ka3

nposiasu 3a 6uio koje € € (0, 1). i

AKO ce BpaTHMO Ha MPETXOJHU MPHMED BUIMMO Jla WIAHOBH HU3a PACTY Kaja n pacte (jep cy u
je/IHAKH BPEJHOCTH n) U Ja Uiy y GeckoHadnocT. Tume fosrazumMo 10 moTpebe a IpOoImpuMo Hojam
TpaHUYHE BPEJHOCTU TAKO Jla T'PAaHUYHA BPEJHOCT MOKe Ja MPHUIa/ia NPOIMUPEeHOM CKYIY pPeaHUX
OpojeBa, OJHOCHO Ja MOXKE JIa Y3Me BPeJIHOCTH +00 WU —O00.

Hedununmja 7. Heka je nar uuz peannux 6pojesa (r,). Kaxemo ga je lim z, = 400 ako

n—-+o0o

BazKH

(VM € R)(Ing e N)(Vn e N) n > ng = x, > M.
Kaxewmo na je lim x, = —00 ako Baxun

n—-+00

(VM € R)(Inp e N)(Vn e N)n > ng = x, < M.

Axo je lim z, = +oo wmm lim =z, = —oo onma Kaxkemo na uu3 (x,) odpeherno dueepeupa wan
n—-+o0o n—-+o00o

KOHBEP2UPA Y NPOULUPEHOM CMUCAY. O

CaJia MO2KeMO J1a 3aK/byIuMO J1a Hu3 u3 [IpuMepa 7 uMa rpaHudHy BpeIHOCT —+00.
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1.2. CsojcrBa. Popmysmcahemo u jgokazahemMo HeKa CBOjCTBa KOHBEPreHTHHX HH30Ba. AKO
eJleMeHTe HU3a MOYKEeMO J1a JIOIMPaMO Ha HEKOM OIPaHHYEHOM Jlefy OpojeBHe IpaBe OHJIA KarKeMo
Jla je Taj HU3 OTpaHWYeH. Y TOM CJIydajy MOYKeMO JIaKIle J1a HCIUTYjeMO KOHBepreHmujy Hu3za. Cama
hemo u dbopmaino HedUHACATH 0jaM OrPAHUICHOCTH.

Hedunununmja 8. Kaxemo na je uus (z,) oepanudern ako mocroju koucranta M € R raksa ja
je |xn| < M 3a cBe n € N. Bpoj M nasuBamo ozparuuervem nusa (x,). Hns koju Huje orpanntden
HA3UBAMO HEOZPAHUMEHUM HU3OM. O

ITpumep 9. Hus x,, = sin(n+9) je orpanuden speauontiy 1, 10K je Hu3 y, = 5n+17 Heorpannden
(To cienu w3 ApXumeaoBe aKCHOME). i

Tsphemwe 10. CBaku KOHBEpTeHTAH HU3 je OTPAHUYECH.

Jokas. Hexa je (1,) KOHBepreHTaH HU3 U HEKa je HeroBa rPAHNYTHa BPEIHOCT To, € R. 3a & = 2

2
nocrojahe nyg € N TakBo 12 je |z, — Too| < % 3a cBe n > ng. Jakie caepehn enemenTn Husa

LTngs Tng+1s Tng+2s Lng+3; Tng+4, - - -

HaJla3e ce y OrPAHNIEHOM MHTEPBAIY (Too — %, Too + %) Hexka je

1 1
Mlzmax xoo—§,xoo—¢—§
Taga je |z,,| < M 3a cBe n > ng. Ilpeoctasno HaM je joir KOHAYHO MHOTO Y4JIAHOBA HU3a KOJH MOKIA
HUCy orpanudenu BpejgHomihy M;. Kako ux mMa KOHAYHO MHOI'O 3HAMO IITA je IbUXOB MaKCHMYM,
na gedUHAIIEMO
M = max{|x1]|, |xa|, ... |Tny_1|, M1}

Osaxo gedunncano M je jeano orpanumderse Husa (). O

IIperxomHo TBpheme HaM KaxKe jla U3 KOHBEDPTEHIIHje HU3a CJIeJd BHheroBa orpanmdeHoct. e
He BaxXKM UMILTHKAIMja y cynpoTHOM cMepy. (IHOCHO, TIOCTOjU HU3 KOjU je OTpaHWYeH a KOju He
KOHBeprupa. Jeman Takas Hu3 je a, = (—1)". OBaj uu3 je orpanuden Bpegnonrhy 1 u quBepreHTan
je xao mTo cMo nokazanu y [Ipumepy 6.

Kaxemo ja je (o, )nen HYAG HU3 aKO je Taj HU3 KOHBEPIeHTAH U aKO je HeroBa 'PAHuIHA BPEIHOCT
jennaka myau. Creneha jlemMa HaAM Kayke J1a je HEKW HU3 HYJIa HU3 aKO U CAMO aKO je HU3 HberOBHUX
AIICOJTYTHUX BPEIHOCTHU HYJIa HHU3.

Jlema 11. Hexa je (Ty)nen HU3 peannuz 6pojesa. Tada je lirf r, = 0 axo u camo axo je
n—-+0oo

lim |z,| = 0.
n—-+00

Hoxka3z. Jloka3, Koju je BpJIO jeJHOCTaBaH, OCTaB/baMO YHTAOILY y3 CyTecTujy jga ciejgehu wmiaen-
THTET UMa MEeHTPATHO MECTO § JTOKA3Y:

|2 = 0] = [[zn] = 0].

Kopucrehu nperxomny Jjemy u IIpumep 4 jeanoctaBHO 3aKJ/bydyjeMo Jia je HU3 Y, =
BepPreHTaH U JIa je U IHeroB JJUMeC jeJHaK HYIU
—1)"
=),

lim —— =
n—-+oo n

Tepheme Koje ciiein oIUCyje KaKo ce JIMMEeC HH3a, CJIazKe ca 30HpOM, TPOU3BOJIOM U KOJUIHUKOM
HH30BA.

Tephemwe 12. Heka ¢y (,)neny ¥ (Yn)nen KoHBepreuTau nuzosu. Tama Baxku cieznehe
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e (JImneapuocr smmeca) Hus (A\x,, + 1y, )nen je KOHBepreHTaH 3a CBe peasiHe OGpojeBe A U
[l ¥ BaxKn

Ot o) =Xl o, 1 e

n—400
(IpyTuM pedmMa JIMMec HU3a MPOJIa3d Kpo3 30U U MHOYXKEHE PEeATHOM KOHCTAHTOM );
e Hu3s (%, * Yn)nen je KOHBEPIEHTAH U BAXKU

lim (z,-y,) = lim z,- lim y,,
n—-+4o00 n—-+4o0o n—-+4o0o

(mMMec HE3a TPOJIA3N KPOo3 MPOU3BOM);

e AKO ¢y wianoBu HU3A (Yy, )pen PASTUYUTH O[] HyJIE U aKo je lim  y, # 0 Tazga je nu3 (?)
n—+o00 "/ neN
KOHBEPreHTaH U BayKN

lim =z,
. Tn n—-+4oo
lim —=——"—,
n—+00 1Yy, lim vy,
n—-+oo

(aKo je JmMec MMEHHOIA PA3JIHIuT O/ HyJle OHJIA JIUMEC IIPOJIa3u KPO3 KOJUIHUK ).

Hoxka3z. Ilokazahemo cBOjCcTBO JIMHEAPHOCTH JIOK JOKa3 OCTaJe JiBe 0OCOOUHE OCTaB/baMO THTAOILY

Kao BexkOy. ['panmdHe BpeIHOCTH HU30BAa NEMO O3HAUYUTH €A Lo = LM T, H Yo = lim y,.
n——+o0o n—-+00

¥Yamumo npousBosbHo € > (. I[Ipermocrasufiemo fa je A # 0 u p # 0. Ha ocHOBY KoHBepreHiuje
HH30Ba MOXKEMO J1a 3aK/By4nMO Ja he moctojatu nq € N TakBo 1a je

[Ty — Too| < =
3a cBe n > ny u nocrojahe ny, € N TakBo 1a je

e
’yn - yoo’ <z
2|p

3a CBe N > ny. AKO ca ng 03HAYNMO MAKCHMyM OpojeBa ni U no Tajga uMamo ciaefehn nms nejen-
HAKOCTH 3a CBE N > Ng

(%)
Ay + 1y — (AToo + Yoo )| < [ATn = AToo| + |10 — 1Yoo] =
= Al 2n = Zoo| + [l - |yn — Yool <
£ £
< g+ bl g
2|l 2|p
Y KOpaky (*) ¢MO HMCKOPHCTHJIM HEjeHAKOCT TPOYT/Ia Koja Kaxe aa je |x + y| < |z| + |y| 3a cBe
peasHe OpojeBe x U Y.
Y cayuajy ga je A # 0 u g = 0 nocrojahe ng € N rakBo ja je |r, — To| <
Baxn

£

N 3a cse n > ns.

ATy + 1Y — (AToo + [Woo)| = [ A2y — AToo| =
€
A
3a cBe n > ng. Cawano ce pasmarpa ciaydaj A = 0 u p # 0, g0k ce caydaj A = p = 0 ¢Bojgu HA
JIMMEC KOHCTaHTHOI' HyJIa HH3a.

Ha ocHoBy oBora 3ak/eydyjemo Ja je HU3 AT, + [y, KOHBEpreHTaH U Ja je Heropa IpaHndYHa
BPEJIHOCT JeTHAKA Aoy + Yoo O

= (Al fan = 2oo| < [A]- g,

I[Ipumep 13. Vcnurarn KOHBeprennmjy Husa /a rae je a > 0 dukcupan peasan 6poj.
[IpBo pasmarpamo ciaydaj Kaga je a > 1. ¥Y3mumo € > 0 npumo3po/bHO. Ha ocHOBY Apxumenobe
akcuoMme nocrojahe ng € N Tako j1a Baxku nge > a — 1. Tama 3a cBe n > ng BaxKu

(I4+¢)">14ne>14nee > a.
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[IpBa HejeHOKOCT cieau U3 bepHysmjeBe HejeHAKOCTH. Y3UMamkeM N-TOI KODeHa JieBe U JleCHe
crpane mobujamo Hejeanakoct {/a < 1+ e. Kako je /a > 1 3ak/mbydyjeMo 1a BazKu

l—e<l<a<l+e,

3a cBe N > Nng. 3aKIBYUyjeMo

lim /a=1.

n——+o0o
Axo je a = 1 taga je Hu3 {/a KOHCTaHTAH U jeJHAK jeJMHUIN 1A je U IHEroB JuMec jennak 1. Axo je
0<a<1Ta;Laje%>1naje

lim /a= lim ¢

n—-4o00 n—-4o00

Q= =
|
|
—_

lim /=
n—-+oo

3akspydax je 7a 3a cBe a > 0 Baxkn

lim Va=1.

n—-+0o

Cireneha jBa HcKa3a HaM NOBOPE O TOME KaKO ce JIUMeC HU3a cJaxKe ca pejanugjoM <.

Tsphemwe 14. Heka ¢y (2,)nen U (Yn)nen KOHBEPIeHTHU HH30BU TAKBH 1A j€
Tn < Yn

3a cBe n € N. Tana Bakn
lim z, < lim y,.

n—-+o00 n—-+o00

[Ipumerumo 1a he mperxomuo TBpheme BaxKuT n ako lim z,, lim y, € R. OBo TBpheme Ham
n—-+00 n——+oo

Kayke Jia JIMMeC 1poJia3u Kpo3 pesanujy < Mehy numsoBuma. Hamomenumo jia ce pesanmja < meby

HU30BHMa HE 9yBa IPH IPOJACKY Jumeca. [Ipumep 3a TO cy HU30BH X, = % vy, = % 3a oBa aBa

HU3a BaXKH X, < Y, 32 CBe HHJIEKCe N TOK Meljy inMecuMa BazKu jeJJHAKOCT (a He cTpora HejeJHAKOCT )

jepje lim =z, = 0= lim y,. lakne, ako Baxu z, < ¥y, Je/ITHO MOYKEMO Jia 3aKbYUYUMO J1a je
n—-+00 n—-+o0o
lim z, < lim w,.
n—-+0o n—-+0o00
Jokaz. IlpermoctaBuMo CympoTHO T = lim x, > lim y, =: y,. Heka je ¢ = *=z¥=. 3a

n—+oo n—+oo
oBako onabpano & Hahumo n; € N TakBo Ja je |z, — Too| < € 3a cBe n > ny u Habumo ny € N 3a
KOje je |Un — Yoo| < € 3a cBe n > ny. O3mHaumMoO ca ng Behn o oBa nBa omabpana npupoaHa 6poja
ni M ng, ng = max{ni,ns}. 3a cBaKM WHIEKC N Koju je Belim o MHIEKCA Ny BayKe HejeJHAKOCTH

Too —E<L Ty < Too + €,
Yoo — € < Yn < Yoo T €.
HouxoBum KOMOMHOBaMEM J01a3UMO 10 HEjeIHAKOCTH
Un < Yoo T < Too — € < Ty,
KOja je y KOHTPAIUKIMjU Ca yCJOBOM TBphema T, < ¥, 3a cBe mpupogHe OpojeBe n. 3aK/bydyjemMo

Jla TPETIIOCTABKA He BayKd, OJIHOCHO 3aK/bydyjemo ja je lim z, < lim y,. U
n—-+00 n—-+o0o

Teopema 15. (Teopema o Tpu aumeca 3a Huzose) Hexa cy damu nusosu (ay,), (by) u (¢p)
makeu da easicu

an < by, < oy (2)

3a cee n € N. Axo nuzosu (a,) u (c,) Koneepeupajy xa ucmoj epanushoj spedrocmu dy, mada je u

nus (by,) Konsepzenman u KOHEEP2UPQ KA UCTMOJ 2PAHUYHO] PedHOCU, Erf b, = ds.
n e.)
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Hoxka3z. V¥smumo € > 0 npousBosbHO. 113 KoHBeprenumje nusosa (a,) u (b,) caean ma mocroje
npupoHu OPOjEeBU Ny U Ng TAKBU J1a je

la, —ds| < &, Yn > ny,
len — do| < €, VN > no.
Tama 3a cBe n > max{ni,ns} Bakn doo — € < a, U ¢, < do + &. KombunoBameMm oBe jBe
HEjeIHAKOCTH Ca YCJIOBOM (2) J0Ia3UMO JI0 POIEHE
oo — €< a, <b, <c, <ds +e.

Onapre 3ak/byayjeMo Ja je Hu3 (b,) KOHBEPreHTaH U Ja KOHBEPTHPA Ka TPAHUIHO] BPETHOCTH oy .

O

Hanomena 16. IIpumernmo na 3ak/bydak TeopeMe BazKi M aKo je HejeJHaKoCT (2) 3a10BO/beHA
[OYeB OJl HEKOT MH/IEKCa, OJHOCHO aKO He BayKd 3a KOHAYHO MHOTO ejeMeHaTa Hu30Ba (a,), (b,) u
(¢n). OBO coienyn u3 YueHHIE a8 NPOMEHa KOHATHO MHOIO YJIAHOBA HU3A HE yTHYe HU HA HHErOBY
KOHBEPIreHIIN]y HU Ha FHeTOBY I'PAHUYHY BPEJTHOCT. o

Kopucrehu Teopemy o Tpu JiuMeca 3a HU30Be jeIHOCTaBHO ce JoKa3yje cieselie TBpheme Koje HaMm
Kazke 74 je MPOU3BO/I OIPAHUICHOT HU3A U HyJIa HU3 OHET HyJIa HU3.

Tephemwe 17. Heka je uus (,),en KOHBEPTEHTAH MPH YeMy je meros aumec lim x, = 0 u Heka
n—-+00

je (Yn)nen orpammuen uu3. Tama je uu3 (z, - Yn)neny KOHBEPIEHTAH U BAXKH

lim (z,-y,) =0.

n—-+o00

Cuteiehu ipumep ce perraBa IPUMEHOM TeOpeMe O TPH JIMMeca.

IMpumep 18. TMokazatn ga Baxkm lim /n = 1.

n——+00

Osnaunmo ca x, = Yn — 1> 0. Tazna je

n= =3 ()2 ()ar - M,

i=0
IIpH 9eMy HejeTHAKOCT BazKH jep je Iejia cyMa Beha oJ1 4iaHa Koju ojroBapa uHjekcy ¢ = 2. lobunn

CMO IPOLEHY
2
0<mz, <4/ .
n—1

Teopema 0 Tpu JUMeCa 33 HA30BE Kazke HaM Ja je lim z, =0 naje lim {/n=1. il
n—-+oo n—-+oo

Cana hemo BueTH Kako ce JIMMeC HU3a y TMPOITHPEHOM CMUCJIY CJIayKe Ca, OlepalujaMa cabuparma,
MHOYKEHha 1 J1e/beHa.

Tsphemwe 19. Heka je uu3 (x,)nen oapeheno nuseprenran, lim x, = 0o, u HeKa je HU3 (Yn )nen

n——+0o
KOHBepreHTaH mpu 4emy je lim vy, = Y € R. Taga Baxku ciaenehe
n—-+o0o
e lim (z,+ = 00
n—H—oo( n yn) ’
e lim & =0,
n—»+oo Tn

® aKo je Yo 7# 0 Taua je hI_P (T * Yn) = (SN Yoo ) OO.
n—-+0oo

[Ipumernmo fa y NpeTxoIHOj TEOPeMHU 03HAKA, OO MOApa3yMeBa j1a TBPheme BaXKW Uy Caydajy aa
je auMec jeqHak +00 My Caydajy Ja je JUMec —oo.
. . O .
Y HpeTxojHoM TBphemy ce He mojapbyjy m3pasu obamKa oo — 0o, 0- 00, 2, &, 1%, 0°,... Kojm
cy neonpehenn. Crenehu npumep HaM mokasyje 3amrTo Tepheme 19 He MoXKeMO Ja IPUMEHHMO Ha
Heoapehene obmke.
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IIpumep 20. Vcnutatyn KOHBEpPreHIU)Y W aKO KOBEHPTHUPAJy O/IPeIUTH T'PAHUYHE BPETHOCTU
3

n

n+5 _
T n+3°

n2+3 _
= WFt70 An

caenehux unsosa: x,, =

= Ea2tn+10 Yn . .
AKo OMCMO TPOILIM JUMECOM KPO3 KOJMYHHK OBHX HH30Ba y CBa TPH CJIydaja 00HjeMo 00K
2. Nnak 3uamo Ja TBpheme He MOZKeMO Jia IPUMEHUMO Ha HU30Be TOT 00JIMKa 1a heMo npBO HU30BE

oo
3anucaTy y JApyradnjeM obJINKY.
TTomeanvo 6pojuIal 1 IMEHNIALL O Z,, ca N’ W J0Ja3uMo 10 ciaeneher obamka
3
Ty, = —1 e
n = 1, 10"
S+ -+ 3

—0u & — 400 Kama n — +00 3aK/byUyjeMO /1a UMEHUJIAIL O] X, Te:KH Ka 5 Ia MOZKeMO

Kako =
n

. 1

lim z, = -.

n—-+o0o 5

1
n
Jla IpoheMo JIMMEecOM KpOo3 pas3JjioMadky IpTy y &,. Kako O6pojuial oj x, Texku Ka 1 3aK/bydyjeMo

Ja 6ucMo W3padyHaIH JUMeC o1 Y, IoJeJUMo Opojusiall 1 uMeHmIall ca n’. TumMe 1061ujaMo

1 5
W+n3

Yn = 7
1+ %
[pU 9eMy WMEHU/IAT] TeKU Ka 1 Ta MOYKeMO J1a TTpoheMo JTUMecOoM KPo3 KOJUIHUK. Kako # + n% —0

3aKJbydyjeMo
lim y, =0.
n—-+0o

[Ipeoctao mam je HuU3 2z, Koju hemo TpanchopmucaTu Tako ImTo hemo Opojusialn U UMEHHIAI

nofenuTn ca n. Jlobujamo ciaenehn obmk
2

KOjW je jeIHOCTaBaH 3a padyH jep je mmeHmsjarn 1 + % 7 OH TeXKW Ka BpeaHocTn 1 xKama n — —+00.

Kaxko 6pojunalr Teku Ka BPeTHOCTH 400 3aKJbydyjeMo Ja je
lim z, = +o0.
n—+00
!

ITpumep 21. YV oBoM mpumepy heMo ucnuTaTH Kaja KOHBeprupa HuU3 T, = ¢, n € N, nupn
JeMy je ¢ HeKu peaJsiaH (puKcupaH nmapamerap. PaziaumkoBahemo Buille ciaydajeBa y 3aBHCHOCTH O/

BPEJHOCTHU lapaMerpa q.
e Axo je ¢ = 0 onga je (r,) KOHCTAHTAH HU3 YUjU CY CBH YJIAHOBH je/THAKU BDPEJIHOCTH HYJIA,

1a je M HeroBa rpaHuYHa BPEJHOCT jeTHaKa HYJIH.
e Ako je ¢ =1 onga je (x,) OmeT KOHCTAHTAH HU3 jeTHAK BPEIHOCTH 1 mMa je U JMMec TOT HU3a

jeaHaK jeJIMHUIIN.
e Ako je ¢ > 1 onzma he BaxkuTm
g=149¢

rje je 6 > 0. Kopucrehn BepryiunjeBy HejeHAKOCT MOXKEMO J1a 3aKJ/by YUMO 13, je
" =(14+6)">1+nd.

=+oo onjyia je u lim ¢" = 4o00.
n——+oo

Kako je lim (1 + nd)
n—
> 1 ma je Ha OCHOBY HpeTXoJHe Taduke lim - = 400 a omjia
n—+oo 4

+00
1

e Axo je 0 < ¢ < 1 Tana je
Ha OCHOBY TOTa KaKO JIMMeC MPOoJa3u KPo3 00 3aKJ/bydyjeMo Ja je

1 1
lim ¢" = lim —+ =,, 7 =0.
n——+o0o q_” —+00
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e Ako je —1 < ¢ < 0 onga je |¢| € (0,1) ma u3 mperxomue Tadke 3aK/pydyjemo mga |g|" — 0
Kajga n — +oo a ouga us Jleme 12 ciaenn ma u ¢" — 0 Kaga n — +00.

e Ako je ¢ = —1 onga umamo nu3 x,, = (—1)" 3a koju cmo y Ilpumepy 6 Bugenn ga quBeprupa.

e [locnenmu cayuaj koju Ham je mpeoctao je ¢ < —1. Tazma je |¢| > 1 ma |¢|" — +oo kazma
n — +oo. To 3Haum ma 3a cBaky koHcTaHTy M Moxkemo na Habemo wiam Husa |g|"” Tako
aa je |g|™ > M. Jpyrum peduma, uu3 |¢"| = |¢|" je Heorpanuuen na me Moxke Hu ¢" OuTH
KOHBEpreuTaln HHU3.

Bakpyudak je

0, -l1<g<l1
: n_ ) 1 qg=1

He mocToju, q < —1.
i

Cneneha Teopema HAM TIOMazke Jla Y HEKUM CJIy4ajeBUMa OJIpEIUMO 9eMy je je/THaK JIUMeC aKo je
oH 00J1uKa ,,0110 mTa Kpo3 pactyhy 6eckonaunoct”. IIpe Tora hemo medunucaru nojmose pactyhux
u omaajyhux HU30Ba.

Hedunnunmja 22. Kaxemo ga je uus (r,) pacmyhu ako Baxu , < T,y 3a cBe n € N 10K je
uu3 (x,) onadajyhiu ako Baxku T, > T, 3a cee n € N. Kaxkemo ja je Huz monomon axo je pacryhu
miim oraajyhu. O

IMpumep 23. Hus x, = n? + 5n je pacryhn g0k je x, = % npumep omnajajyher nusa. il

Teopema 24. (IITtosoBa Teopema) Heka cy damu pearnu nu3osu (T,) u (Y,) npu wemy
je (yn) pacmyhu nus peasnur 6pojesa maras da eadcu y, — +00 Kada n — +0o. Axo nocmoju

. Tp4+1 — Tp = . . Tp
lim ———— € R onda nocmoju u lim — wu sasicu
n—-+0o0o Yn+1 — Yn n—-+oo Yn
. Tn, i Tn41 — Tn
lim — = lim ———

n—-+o0o yn n—-+o0o yn—l—l — yn )

Hoxa3z. Ineja nokasza je 1a ce Tp,y1 — T, OTPAHUYH OJ03/I0 U OJ03I'0 KOHCTAHTOM IMOMHOZKEHOM
Ca Ypi1 — Yn, 1A JIA CE HEJeTHAKOCTU CYMUpPajy 1o oapehenom ckymny wHiekca.
[IpBO MOKa3yjemMo caydaj Kaja je JuMec KOHAYaH.

Osnauynmo ca L = lim =" ¢ R u Heka je ¢ > 0 upousso/bHO. IlocTojahe n; € N TakBo
n—s+oo Yn+17Yn

J1a je 3a cBe n > Ny
Tp4+1 — Tp N L
Yn+1 — YUn

<<
3

Tana je
£  Tpy1— X €
L - < ntl ™ on < L+=
3 Yn+1 — Un 3
3a CBe m > np a Kako je Hu3 (y,) pacryhum oHIA je Yni1 — ¥, > 0 ma THMe MOMHOXKHMO IETy
HejeITHAKOCT

€ 15
(1) s ) < st 0 < (245) s — ).

Hanumemo nperxopny HejeHAKOCT IMOMONY HHJEKCA ¢ IIa OHJA CyYMHpPAMO Te HejeIHaKOCTH O/l
t=nya01=n-—1
n—1 n—1 n—1

Z (L - g) (Yit1 — yi) < Z(fﬂiﬂ — ;) < Z <L + %) (Y1 — vi)-

1=n1 1=n1 1=n1
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n—1

Kako je Y. (zj41 — x;) = T, — Tp, a ucta GopMyIa BazkH KaJa CYMHPAMO MO Y J0JA3UMO JI0
1=n1

Heje THAKOCTH

(2=2) o= o) <0 =2 < (245 (0 = o)

KOja BaskH 3a cBe n > n;. Caja nojeanMo cBe ca MO3UTHBHUM OpojeM ¥, — Y, U Jobujamo

g Tp — X g
L—- <M <L+ -,

3 Yn — Ynq 3
OJHOCHO
n - 4n €
In =T o E
Yn — Yny 3

CaJia poriemyjeMo pasinKy KOJUIHUKA Ty, /Y, U BPETHOCTH L

n ny L n n Tp — Tn .
Tn_pf = |t = By <1 - L) (—1 — L) // HejenHAKOCT TpOyTIa
Yn Un Yn Yn — Yny
Yn Un Yn — Yny
Tn, — Ly, 3|z, — Tn )
< | Yna| 4 2 L — L‘ //kako je y, pacryhu Husz u y,, — 400
Un 2 Yn — Yny
// xaga n — 400 onga he nocrojatu ny € N
1 Ynq 3
//TaKBO,HaJe5§1——§§33CBGTLZH2
Yn
e 3 ¢ . .
< 5 - 5 3=¢ //upBH cabupak je MpOU3BOJEHO MaJHd jep Yy, — +00, 1ma
Ly — Lyn1
// y— — 0 kaga n — +oo a Mz hemo ogabparu nz € N
. T, — Lyn, €
//TaxBo sna je 3a cBe M > ng 3a/0BOJbEHO | ———| < 5
Yn

3a cBe n > max{nj, ng,n3}. 3akmydyjemo na je lim = = L.
n—-+oo Yn

Cana hemo mpoauckyroBaT ciydaj kaga je lim “2H—" = 400, Tana je z,41 — o, Behe ox
n—-+o0o Yn+1—Yn

17(Yn+1 — yn) > 0 3a goBOsBHO Bestuko 1 1a he u Hu3 (,) 6utn pactyhn U TeKUTH Ka 400 Ha OHJA

IMoCMaTpPpaMO PEIUIIPOYHY BPEAHOCT lim zni—:zn =0mu IPpUMEHHUMO OHO HITO CMO JOKa3a.JIH. Tag:La
n——+oo N m

he BaxxuTn lim % = () a Kako je 0BO KOJIMYHHK IO3UTHBHHX BEIMYMHA OHZA je lim 2 = 4oo.
n—+oo ¥n n—-+oo Yn
Akoje lim Z2=%n — oo opnaje lim SZm)=Cn) — 4 o0 1ra can peMennMo oHO 01 MasIo
n——+oo Yn+1=Yn n——+oo Yn+1—Yn
npe u 3ak/byuyjemo ga he askuru lim 2 = 400 oanocno lim £ = —oo. O
n—+oo Yn n—-+oo Yn

IMocnemuna 25. (KomujeBa Treopema 3a Husose) Heka je (a,) KoHeepeenman Hu3 u HeKa je
1E206a 2PANUNHA 6PEOHOCTN, Uoo. TUOQ KONGEP2UPA U HU3 APUMMEMUNKUL CPEOUNHA

a+as+ ...+ ay,
n

A, =

Ka ucmoj epanuvtoj epednocmu, lim A, = a.
n——+0o0

Hokaz. lokas caeau u3 ITosose TeopeMe Kajia je MPUMEHUMO Ha HU30BE Ty = a1 +do+. ..+ ay,
Yy, =n. U
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IMocnemuua 26. Heka nus (a,) KoHep2upa ka (. Tada kousepzupa u HU3 TAPMOHUJCKUL

cpedura
n
Hp = ) 1
P + . +...+ a
u eaoicy lim H, = a.
n——+00
Hokaz. Ilpumennmo nperxojHy MOC/JAeanIy Ha HU3 HL 0

ITocnemuna 27. Hexa je (a,) konsepzenman nu3 maxas da je a, > 0 sa cee n € N. Hus

2C0MEMPUICKUT CPEOUNQ
Gn = {/a1a2 - Ay

je makxohe konsepeenman Hu3 u eaxcu lim G, = lim a,.
n—-+00 n—-+o0o

Hoxka3. Ilpumennmo Iltonmosy Teopemy Ha Hu3 In G, = Bartinot.tiha O

2. MoHOTOHU HU30BU
[Toxcernmo ce j1a je HU3 MOHOTOH aKo je pactyhu mium onajgajyhu.

Teopema 28. Hexa je mu3 (T,)nen Monwomon. Tada je on kousepzewman axo u camo axo je
oeparunen. Axo je nus neozpanuyven onda je on odpeheno dusepzenman.

oxa3s.
— : OBaj cMep je TpUBHjaIaH jep 3HAMO /A je CBAKM KOHBEPTeHTAH HU3 OIPAHUIECH.
[TpumeTnmo 1a HAM 32 0Baj CMep IMPETIOCTABKA O MOHOTOHOCTH HEje Oma moTpedHa.
< : Heka je cama (Z,),eny MOHOTOH M OrpaHMYeH HH3. XolieMo ja mokazKeMo
na oH KouBeprupa. IIpernocrasufiemo na je Hu3 pacryhu (ako je omamajyhin
OHJ/Ia MOCMATPAMO HU3 (—Zy,)neny KOju he 6utn pactyliv ma Ha mera mIpUMEeHIMO
nokazano). Ckym
X ={z,|neN}
je orpaHUYeH W Hempa3aH I1a Ha OCHOBY aKCHOME CylIpeMyMa mMma cynpemym. O3-
HAYUMO T Ca
Too = sup X.
ITokazahemo 7a je 0BO X, IPAHHYHA BPEIHOCT HAIIET HU3A (Tp)neN -

Heka je € > 0 mpousBosbno. edununumja cynpemyma Ham kKazke jga he mocTo-
jaru esiement ckyna X koju je Behu o1 T4 — €, optHoCHO 11ocrojahe ng € N rakBo
a2 je

Too — € < Ty
Kako je nu3 pactyhu onjia hie 3a cBakKo n > ng BayKUTH
Ty < Tn.

Kama crojumo mperxosHe JBe HejeTHAKOCTH 3aK/bydyjeMo J1a 3a CBAKO N > Ny
BaK1

Too — € < Ty,
a KaKo je Ty, CympeMyM ckyna X oHja he BaxKuTu u

Ty < Too-
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Jakse 3a10BO/bEHA je HejeTHAKOCT
|z, — 2] < €,
3a CBe M > Ny, Ma 1Mo aedWHUINjH TPAHNYHE BPEIHOCTH 3aKJbyIyjeMO

Too = lim xz,.
n—-+o0o

Axo je uu3z (x,) onazajyhu onua je lirf x, = inf{z, |n € N}.
n——+oo

Axo je pactyhu Hu3 Heorpanm4en To 3uaqn jaa he 3a cBakm peasian 6poj M € R mocrojatu Hexn
eJIeMeHT HU3a T, KOoju je Behu oy Tor peanHor 0poja, x,, > M. Hus je pacryhn na je x,, > x,, kaaa

je n > ng, omHOCHO T, > M. [akne lim x, = +oo. Ako je nu3 (z,) omanajyhu u Heorpanuven
n—-+oo
oHna je (—x,) pacryhn u Heorpanwden nu3 na je lim (—xz,) = +oo, ogrocuo lim x, = —oco. O
n—-+0oo n—-+0oo

Cana hemo ce BpaTtuTn Ha Opoj € Koju cMO JedpUHHCATH Ka0 € = Sup {(1 + %)n neN } . O3-

HAYAMO Ca @, = (1 + %)n HU3 peaaHux Opojesa. zKeammo j1a mokakeMo Ja je oBaj HU3 pacTyhu u
OrpaHWYeH 114 Ha OCHOBY TPETXOJHe TeopeMe (Miu 60J/be PeUeHO HheHOT JOKa3a) cJeau jaa fie merosa
rpaHUYHA BPEIHOCT OUTH DAl e.

Y MaTepujagnMa ol MPoIILIe HeJle/be CMO MOKA3AIH JIa je HU3 (a,,) orpanuder (MOKa3aIl CMO J1a
je 3 jemno orpannuere Hu3a). Cama hemo nokaszaru jna je nu3 pacryhu.

n+1 n
ann (14 55) __m+mwww:{Mn+m]“n+1

T e (R Vol
B n2+on 1" n+1
S n242n+1 n
. 1 1"+t / 5 . :
= |1— caJT KOPUCTUMO BepHV/IHjeBY Heje THAKOCT
CEENE - JLKOp pHyJHjeBy Hejes
1 n+1
> (1-— 1 =1
—< n+ )(n+1)2) n

U OBO BaxkKh 3a ¢Be n € N,
OBuUM 10/1283UMO 10 OUTHOI' JIIMECa,

1 n
e = lim (1 + —) .
n—-+0o n

3. Iloaun30BU, TAaYKe HATOMUNJIABAaha, TOPHU U JOHU JUMEC

Hedunnnuja 29. IMoanus musa (T,)pen je Hu3 (Tyk))ren rie je k — n(k) nexo crporo pacryhe

upecankasame ckyna N y cebe. O
Ako je (zp)nen = {1,292, T3, ..., Te0, Te1, Te2, T63, - - -} HEKM HU3 OHJAA je jeJlaH FHErOB TOJHU3
{3, 17, T18, T19, - - - , T57, T76, T100, - - - }+ JIPYTHM PeUHMA MOJHU3 C€ KOHCTPYHITIE TAKO MITO U3BOJUMO

HeKe ejieMeHTe HPBOOUTHOI HU3a HMPH Y€MY HaM HMHJIEKCH H3/BOJEHHX ejeMeHaTa pacTy.
Jenan nomuus HU3A G, = (—1)" je HOMHWU3 ca HAPHUM WHIEKCHMA

{QQ, a4, dg, Ag, . . ., A80, A2, - - . , A268, A270, - - }

n To he OWUTH KOHCTAHTAH HU3 YUjH Cy CBU eJleMeHTH jemqHaku 1. JoIl jeJlaH MOAHHU3 MOXKe Ja ce
M3/IBOjU TAKO MITO MOCMATPAaMO CaMO eJleMeHTe ca HeMapHUM WHIEKCUMAa

{ah as, as, a7, ...,a37,a39, ..., a9907, 49909, - - }

OsBaj nmoanus he Takohe 6GUTHM KOHCTAaHTAH U CBU eJIeMeHTH he OUTH jeHAKH BpeaHoCTH —1.
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okas ciejehe Jjieme cjeu JUPEKTHO U3 JepUHUITje IPDAHKYHE BPEIHOCTH KOHBEPreHTHOT HU3A.

Jlema 30. Hexa je (T,)nen KOHGED2EHMAN HU3 U HEKA je Too 1062064, 2paruyna epeduocm. Tada
je c6axu 1e206 NooHU3 (Tn(k) )keN KOHGEP2EHMAN HU3 U KOHGEPRUPA KO Too = kEIEOO T (k)-

Ha npumepy Huza (—1)" BEAuMO 1a aKO HU3 HHje KOHBEPrEHTAH OHJA MOYKEMO Ja H3BOJIMO
MIO/ITHU30BE KOJU KOHBEPTHUPA]y Ka pa3/IuduTUM BpejHocTuUMa. [loaHU3 ca nmapHuM WHIEKCUMa, KOH-
Beprupa kKa 1 JIOK MOJHU3 ca HEeNapHUM WHJIEKCMMa Konpeprupa ka —1. Ha Taj mauwn mgosrazumo 10
ciaenehe nedpununuje.

Hedunununnmja 31. Kaxkemo na je z € R mawka nazomusrasarea nusa (x,),en AKO MOCTOJH TOTHA3
(T (k) )ken KOju KOHBeprupa Ka x. Hajsehy Tauky marommiapama peaaHoT HH3a Ha3HBAMO HHETOBHM

20PHOUM AUMECOM TIH AUMECOM CYNEPUOPOM M O3HaYaBaMo ca limz, waa limsup x,. Hajmamy
TAYKy HATOMUJIABaHha PEAJHOT HI3a HA3UBAMO IETOBUM JOHUM AUMECOM HITH AUMECOM UHBEPUOPOM
¥ O3HaYaBaMoO ca lim x, uwin liminf z,,. O

U3 Jleme 30 cireyim jla KOHBEPreHTaH HU3 UMa CaMO je/IHY TaYKy HaroMUJIaBarbhba U Jia Cy T'OPIbU U
JIOFbHU JIUMECH je/THAKW TPAHWYHO] BPEHOCTH TOT KOHBEPTEHTHOT HU3A.

Y nedunuju cMo peksaM ja Tavyka HaroMuJjiaBarba Npunaja ckyny R, OJHOCHO jia je TO Heka
KOHAYHA BPEIHOCT. AKO YKeJMMO Jla TTPOBEPUMO & JIH HEKW MOHNU3 KOHBEpPrupa Ka +0oo ouga hemo
HAIJIACHTH Ja ce Haljy Tadyke HATOMIIABama y R.

ITpumep 32. Halin Tauke Harommitasama y ckyny R cieneher nuza z, = n(-D",
Oszae nam dakrop (—1)" maje uaejy Jda riegamMo MOAHU3 €A MAPHUM W HENAPHUM HHICKCHMA.
[Toanu3s ca napuum unjgekcuma ojipeheno auBeprupa

Top = (Qn)(_l)% = (2n)' = 2n — +o0, n — +00,

AOK IIOJHU3 Ca HEIlapHUM MH/ACKCHMa KOHBEPIUDA

Tons1 = (2n+ 1)V = (2 4+ 1) — 0, n — 400.

T o+ 1

laxne, oBaj HU3 WMa caMO jJeqHY Ta4dykKy HaromMmiaBama y R, tauky 0. Buanmo ma oBaj HU3 Huje
KOHBEPTEHTAH MaKO UMa CaMO jeTHY TauKy HArOMHJIaBamba. i

nm
ITpumep 33. Hahu tauke narommiapama y ckyny R #Huza b, = cos (?)’ n € N.

Kocunycua ¢yukiuja je 27 nepuoanyuna na heMo uMaTu nmoHaB/bamba ejgemMenarta nusa. Moxkemo
Jla CpadyHaMO HEKOJUKO IPBUX YJIAHOBA

T 1 2 1 37

b= cos (3) = 5t —cos (5) = =G = s () =1
4 1 1

by = cos hall = ——, by = cos 5—7T = —, bg = cos 6—7T =1.
3 2 3 2 3

Hakon mpBux 1mecT 4IaHOBa CBU eJIeMEHTH ce MOHaBbajy jep je

s 1 8 1
b?—COS<?) —bl—ﬁ,bg—COS<€) _b2_—§,_,,

Jakie riemaMo IMOJHU30BE ca WHIEKCHMa KOju mpu jesberby ca 6 najy ucre ocratke, (bgk)ren
(ber+1)ken, (ber2)ren, (Dor+s)ken, (Dor+a)ken, (Dorts)ken. Casa padynamo demy cy MM jeJHaKH
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LIAHOBHU
k k+1 1
ber, = cos <6T7T) = cos(2km) = 1, bgry1 = cos (W) = cos (g) =
k+ 2 2 1 k
b2 = cos <w> = cos <§) =5 b3 = cos <@) =cosm = —1,
bores — cos [(SORFDTN (AN Ly e (R ERTY (o) L
6k+4 — 3 - 3 - 27 6k+5 — 3 - 3 - 27

U CBe IpeTxojHe jegHakocTu Baxke 3a cBe k € N. To 3nHaum ja je cBakW IOJHU3 KOHCTAHTAH U
jesiHAaK HaBejeHUM OpojeBHMa. 3aK/bydyjeMo Jia je CKyIll Tavaka HaroMujiaBara Huza (b,) jegHax

11
{_17_57571}' ﬂ
TeopeMa 34. (BonuaHo—BajemepaCOBa TeopeMa) Csaku oeparuMerH HU3 peaasHux 6p0j660,
UMA MAYKY HA20MUAABAMA.

Hoxkas. Heka je M jeano orpannderse Hu3a (T )nen, —M < x, < M 3a cBe n € N. Tlocmarpamo
ckyn Bpennoctu opor Huza X = {z,|n € N}. Ako je oBaj ckyn KoHauaH oHja fie mocrojarn
HOJIHU3 YUjH CY CBU WIAHOBHU jeJIHAKH HEKOj KOHCTAHTHO] BPEJIHOCTH, U Ta BpeaIHOCT he 6GUTH Tavyka
HATOMHJIABAIbA, HU3A.

Axo je ckyn Bpeanoctn X GeckoHAYAH OHIA MOAETUMO nHTepBas [— M, M| na aBa jeqnaka mesa.
Y jeanom ox tux uaTepBada, [—M, 0] nim [0, M], Mopa nocrojarn GECKOHAYHO MHOTO €JIeMEHATa
ckyma X, o3HaunMo Taj unrepsaJ ca ;. Caga maTepBas [ mogemMo HaA JIBA je/IHAKA jeJia, U Ca
15 o3HAaYMMO OHY TOJIOBUHY y KOjOj ce HaJa3u OeCKOHAYHO MHOTO ejieMeHara cKyna X. Hacrasuwmo
OBaj MOCTYNaK W Ha Taj HAYMH (POPMUPAMO HU3 YMETHYTHUX 3aTBOPEHUX HUHTEpBasaa [, KOju HA

+00 +00

ocHOBY KanTopose akcuome mma Henpasan npecek, (| I, # (). Heka je x € () I, HeKu ejieMeHT.
n=1 n=1

3a cBako ¢ > 0 moxemo ga Hahemo n € N TakBo 1a je 22—]7”11 < ¢. Ilupuna uarepnana I, je 22—]\f a

OBaj MHTePBAJ caJpzKu ¥ 1a he [, OUTH y €-OKOJUHA TadKe . 3aKJ/bydyjeMO [a y CBAKOj OKOJIIHH
TavKe T MOCTOjU GECKOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa Hu3a (I,). To 3Ha4Yu 1a je & Tauka HATOMIJIABAHha
au3a (z,). O

4. KormiujeB KpuTepujyM KOHBEPTEHIIHjE
Hedbunaunuja 35. Kaxemo ga je nu3 Kowujes ako
(Ve > 0)(3no € N)(VYm,n € Nym,n > nyg = |z, — | <e. (3)
¢

[Ipumerunmo ga w3 a, = (—1)" nuje Komujes. Cpaka jiBa y3acTomHa WiaHa ce MO ANCOJYTHO]
BPEJIHOCTU PA3IUKYjy 3a 2 Ta pa3jnuka JBa WiIaHA €A MPOW3BOJHHO BEIUKUM HHIEKCHMAa HE MOKe
OUTU 1IPOU3BOJ/HHO MaJIA.

Teopema 36. (Komujes kpurepujyMm kKouBepreHmuje Hu30Ba) Hus (T,)neny Koneepzupa
axo u camo axo je Kowujes.

okas.

= : Heka je ¢ > 0 mpousBosbHO. KaKo je HU3 KOHBepreHTaH OHJA hie MOCTOjaTH
[

ng € N taxBo ga je |z, — 2| < § 3a cBe n > ng. Tama je 3a ce m,n > ng
3a710B0OJbeHa caeselia HejegHaKOCT

e €
|xm—xn|:\xm—xoo+xoo—xn|g]xm—xoo]+|xn—xoo\<§+§:€,




16 2. Huzosm

OJIHOCHO HU3 (T, )nen je Komujes.

< : Heka je caga (z,)neny Kommjes Hus, ognocHo Heka Baxku (3). 3a & = %
onabepemo ng € N Tako 1a Bayku

| T — x| < 5

3a ¢Be M, N > Ng. AKO y3MeM0O m = ny BIIAMO Ja 33 CBe 1 > Ny BaXKH —%—i—xno <
Ty < T, + % na je uu3 (r,) orpannden. Ha ocmoBy Bosnmamno-Bajeprrpacose
TeopeMe OTPaHUYeH HU3 (X, ) IMa TAYKy HATOMHUJIaBamba. Heka je (2, )ren MOTHES
KOjH KOHBEPIHpPa Ka BPEJIHOCTH T .

[Tokazahemo ma 1meo HEU3 KOHBEPrupa Ka TOj 'PAHUYHOj] BPEJIHOCTH To. Heka
je € > 0 npoussospHo. Kaxko je uu3 (x,),eny Kommjes mocrojahe meko ny € N

TAaKBO /I3 je

€
| T — x| < =

2
3a cBe m,n > ny. lonsuus (z,, )ren KoHBeprupa ma he mocrojatu ng, € N Takso
Ja je
€
|xnk x00| < 5

3a CBe Ny > Ny,. Jedununmemo
nog = max{n, ng, }

U HeKa je n > ng TMpon3BosbHO. Kako je (ng)ren crTporo pactyhm uus onga he
OCTOjaTH HEKH IPUPOAaH Opoj ng Koju je Behu ox n. 3a Tako ogabpaHo Ny BaxKu
HejeTHAKOCT

|xn_x00| - |$n — Ty, +xnk _x<>0| < |'rn_’rnk| + |x00 _’rnk| <ég,

upu gemy je |z, — x,, | Mame ox § 360r Kommujesocru Husa jep 3a HHIEKCE BaXKU
ng >n >ng > ny. ok je pasmmka [T, — Ty, | Malba 071 § Ha OCHOBY KOHBEpTeH-
Hje HOoMHU3a. 3aKbydyjeMo Ja HUu3 (T, ),en KOHBEPIHPA KA Too. O

Osa Teopema HaM jiaje jOIII jeJlaH HAYKH J1a 3aK/by 1Mo Ja Hu3 (—1)" He KoHBeprupa jep cMo eh
pexJin jia Hu3 HHuje Korrmjes.

[Tpumernvo ga y Kommujesom kpurepujymy Koupeprerimje (3) me dburypuine cama rpaHHYHA
BPEHOCT, OJJTHOCHO MU He 3HaMO Y€MY je jJeJIHAKO To, aJd 3HaMO Ja IOCTOjH.

IIpumep 37. a nu xkoHBeprupa Hus r, = 1 + % + % +...+ %, neN?
[Tokazaliemo 1a oBaj nu3 muje Kommujes ma camuMm tuM Hehe 6utn Hu KonBeprentan. Heka je n
IpOU3BO/baH Mpupoaan 6poj. Tamza je

i1 Lo, . +1 - 1+1+ +1 1
Top — Tp = - = et —=—> — 4+ —+ . — ==
2 i:n—i—ll n-+1 n-+2 2n gn 2n 2n 2

Vo
UMa YKYIHO N IJIaHOBA

Jlakie pa3iuka JIBa 4iIaHA Ca MPO3BOJHPHO BEJTUKUM MHIEKCHMAa He MOXKe OUTH Marba O] % (ma Hu
IPOM3BOJbHO MaJsia) U Hu3 Huje Komujes ma Huje HU KOHBEPTeHTAH. i



OBJIACT 3

JImmecu m HenmpeKuJHOCT (pYyHKIHja

Y oBoj riiaBu hemo jjebuHACATH OCHOBHE TOjMOBE MaTeMaTHIKe aHAIU3e, HEIPEKUTHOCT U TPAHUIHY
BpeaHoct pyukiuje. Kako je mojam HelnpeKuIHOCTH JIAKIIIEe pa3yMeTH nocMaTpajyhu rpaduk dyHKImje
npBo hemo geduHACATH Taj I0jaM a 3aTUM IojaM rpaHuvne Bpeanoctn ¢pyuknuje. Hakon Tora hemo
MOKa3aTH 0COOMHE OBUX TOjMOBA.

1. ®yHKIUje

Hedbununmja 1. IIpecaurasare je tpojra (f, X,Y) rme cy X n Y ckymosu a f penamuja n3 X
y Y ca ¢BojcTBOM Ja je ¢cBaka Tadka u3 cKymna X y pejganuju f ca TAIHO jeJHOM TAYKOM W3 CKyIa Y .
Ckyn X ce HasuBa domenom npecaukasarsa f 10K ce Y Ha3upa kodomeHom npeciurasarva. Jomen
hemo osnagasatu u ca D(f). Pemammja f koja je mogckyn mpomssoma X X Y Moxke na ce BUIH U
kao rpaduk mpecankaBamwa, Graph(f) := {(z,y) | y = f(x), * € X}. Hecro ce 3a npecankaparme
Kopucth o3Haka f: X — Y. O

Kao mro je pedyeno y jedunuiuju, cBako LpeC/IUKaBarmbe je pejalija, ajd He 3a/iaje CBaKa
peJialuja HEKO IpecjaukaBame. 1o MOXKeMO BUJIETH Ha IPUMEDPY pejaluje p Koja je 3ajara Ha
Cannu 1. Tauka x = a je y penanuju ca aBe pasjaundure Tadyke, by u bs.

Ya P

IS
g

CimmkA 1. Kpupa koja He MmoxKe Outn rpaduk dyHKIIje

Crenehom meduHHIITjOM U3ABajaMO IIpecIHKaBaiba KOja 3a10BO/baBajy JT0aTHA CBOjCTBA.

1



2 3. Oyuxkiwyje

Hedbunaunnja 2. Kaxemo ja je npeciukapame f: X — Y unjexyuje nam ,1 — 17 ako 3a cBaxo
1, To € X BaxKW UMILTUKAIN]A

f([El) = f(J]Q) = T1 = T2.
Kazxemo na je upecaukaBame f : X — Y cypjexyuja nim ,HA” ako Baxku

VyeY)FzeX) f(x) =y

VIHjeKTUBHO U CYPjeKTHBHO MpeCIUKAaBambe HAa3UBaMO bujekuujom. AKo je f OHjeKTHBHO IIpeCc/IMKa-
Bambe TaJla MOYKEMO Ja TeMUHUIIEMO UHBEP3HO NMPECTUKABAIHE, Y O3HAIH

1Yy = X,

Koje je 3a cako y € Y nmedunmcano ca f!(y) := x tae je € X jeJHUCTBEH eJeMEHT 32 KOJU BaKH
flx) =y O

[Ipumernmo Ja mocrojame eneMenta  (y jgedUHUIUjU WHBEp3a) CJIeJU U3 YUbEHUIE jaa je f
CypjeKIfja a HeroBa jeIMHCTBEHOCT U3 UhibeHue ga je f ,1—17.

Dynryujama hemMo HA3MBATU LIPECJIUKaBaba YUjU CY JIOMEH M KOJOMEH IOJACKYIIOBH CKyIla peaJi-
nux 6pojesa.

IMTpumep 3. Qyukruja ancosymua epednocm | - | : R — R nedbunucana je ca (Bumern rpadux
wa Counn 2)
] = x, >0
1 —x, z<O.

Y

y = |z|

g

CnukA 2. T'paduk dyHKIHje ancoyTHa BPeIHOCT

ITpumep 4. Oyuknuja 3nax 6poja, KOjy o3HaYaBaMo ca sgn, jgeduHumeMo Ha ciejgehu Haumn
(Bumeru rpaduk na Coum 3)

1, x>0
sgn(z) =< 0, z=0
-1, =z <0.

f

Y moryiaB/by 0 HU30BHMa cMO JeUHUCAIN [I0jaM OIPAaHUYeHOT Hu3a. Bumean cMo 1a je TO HU3
YHjU Cy €JIeMEeHTHU paciopeleHn Ha orpaHudenoM Jiejry opojeste npase. CAUYHO, MOXKEMO Ja JedhuH-
UIIEeMO TI0jaM orpaHudene pyHKIUje duju he rpadpuk OUTH y HEKOj OIPAHHYEHO] TPAIU HapaJIeIHO]
2-OCH.



3.1. Oyuknuje 3

Y
1 y = sgn (x)
0 o
—1

CnukA 3. I'pacduk dyukiuje 3uak 6poja

Hedunnnuja 5. Heka je X = D(f) C R. Kaxkemo na je dyukuuja f : X — R oepanuuena
0doszzo Ha ckyny A C X ako nocroju M € R rakso na Baxu f(x) < M 3a cee x € A. Oynknuja f
je oepanuuena 0dozdo ma ckymy A axo moctoju m € R takso na je f(x) > m 3a cse v € A. Kaxemo
na je dyuknuja f oepanuvena Ha ckymy A ako je oHa OorpaHHYeHa OJ03T0 W O703J10 Ha CKymy A.

Kazxkemo s1a je dyHKIMja orpaHuveHa ako je orpaHudyeHa Ha CBOM JOMEHY. O
ITpumep 6. ['pacduk orpanndene GpyHKIEje HATA3HU ce udMely /Be Xopuzonraine Junuje, y = m
uy = M (ro cy ucnpekujgane aunuje Ha Coaunu 4). Oynknuja f(x) = |z| je orpanudena 010310
(jenmo mome orpanmuerse je 0) mok je dyukuuja f(z) = —x? + 10 orpanndena ogo3ro (jeaHO TOpHEe
orpanuueme je 13). i
Ya
,,,,,,,,,,,,,,,,, M L
y=f()
T
,,,,,,,,,,,,,,,,, e

CnukA 4. Tlpumep orpanutdene QyHKITHIje

Hedbununuja 7. Cynpemym dyukmuje f: X — R ma ckyny A C X je penwawna
Sugf(a:) =sup{f(x)|z € A}.
fAS

Kopuctuhemo u o3uaky sup f. Ungpumym dyHKIHje HA CKyny A je BeIUInHA
A

;relgf(m) = inf{f(z) |z € A}.



4 3. Oyuxkiwyje

Nuadumym dyHKIHje HA CKYyITy heMo 03HAaYaBaTH U Ca i%f f. Axko 3a Heko xy € A Baxu f(r9) = sup f
A

(omuoCcHO f(20) = ir}‘f f) ouna ce f(xg) HazmBa wmakcumymom (OTHOCHO Munumymom) dbyHkImje f
Ha ckymy A m o3HauaBa ce ca max f (ommocHO mjn f). Tana kaxemo na dyuknuja f goctuxe cBoj

MaKCUMYM (OJJHOCHO MUHHMYM) Ha CKyIy A. O
Ipumep 8. Axo je f(z) = 2° u A = (0,5) Tana je sup f = 125 u oH ce He JOCTHKE HA CKYILY
A

A na dyukmuja f nema makcumywm Ha ckyny A. Candno, i%ff = 0 u uHbDUMYM ce He TOCTHZKE Ta

dyukmmja f mema MuauMyMm Ha ckymy A. Ako je g(z) = % u B = (0,1] tana je supg = +o0 a
B

i%fg =1=g(1) na dynkuuja g Ha ckyny B He JOCTHZKE MAKCUMYM a JIOCTUXKE MUHUMYM y TAYKU
=1 i

Hedunuaunuja 9. Heka je X = D(f) C R. Kaxewmo ga je ynknuja f: X — R
e pacmyhia ako je f(x1) < f(x2) 3a cBe enemente w1, xo € X 3a Koje BaXu T < Ty,
e onadajyhia ako je f(x1) > f(x2) 3a cBe enemente x1,rs € X 3a Koje BaXu T < T,
e cmpoeo pacmyha axo je f(x1) < f(x2) 3a cBe esemenre x1, T € X 3a Koje Baxku Ty < T,
e cmpozo onadajyha ako je f(xq1) > f(x2) 3a cBe exemente xq1,x2 € X 3a Koje Baxku r7 < Ta.
Kazxemo na je dyunmja f monomona ako je ona pacryha wiam omnagajyha, JI0K je cmpozo MoHOMOHG
aKo je crporo pacryha uau crporo onasajyha. O

ITpumep 10. @ynkuumja sgnx je pacryha amu uuje crporo pacryha (Baxu f(—3) = f(—5) a
—5 < —=3). ®yukmuja f(x) = —x je crporo onazaajyha. i

1.1. EnemenTtapae dpynkmuuje. Pyunkmuje f : R — R obuka
fl®)=ay+a1x+ ...+ a,z"

Ipu 4eMy dag,di,...,a, € R Ha3HBA]y ce NOAUHOMCKUM @GUHKUUJAMG TIA NOAUHOMUMG. PeaHn
opojeBu ag, ay, ..., a, Ha3UBajy ce KoedunujeHTnMa moaumaoMa. CHenujajgaH cjaydaj MOJTHHOMA CY
koncrautue dynkuuje, f(r) = ap 3a cBako z € R. CBako MoJHHOM WMa HAJBHUINE 1 PEATHUX HYJIA
(peasna HyJa je peasan 6poj xo 3a koju Baxu f(xg) = 0).

Koanunuk gBa moamHomMa aeUuHALIE PayuoHaAHY OYHKUUIY
Cagt+ a4 ... +a,

R(x)

Homen panuonasse dbyukiwmje je ckyn {x € R | ag+a; x+...+a, 2" # 0}. lakie, u3 cKyna peasHuX
OpojeBa HCKJ/bYUYjeMO HAjBHIIE n eJieMeHaTa Ipu ojapeluBarby jgoMeHa paluoHasne GpyHKIH]je.

Bagarak 11. Oupejpuru peanue nyie nojunoma f(r) = 2% + 1 a 3aTuM OJpeJUTUT JOMEH
. 5 _
dbyuxumje g(r) = %ﬁ”. v

Cuerjasian ciydaj moanHOMCKEX DyHKIHja cy cmenene gynkyuje, f: R — Ry f(x) = 2" tue je
n ¢ukcupan npupogan 6poj. Ha Chaunu 5 npukazanu cy rpacdurm Hexkwmx cremeHnx QyHKIHja. AKO
je n mHemapan 6poj Tazxa je dyuknuja f ,, 1 —17 u ,HA” ma mocroju men nunpep3. upepsHa dyHKINja
f~' R — R masusa ce xoperom @dynxyujom. Kaga cMo 3aCHUBAIN TOJbe PEATHUX OpOjeBa BUIC/IH
cMo Kako ce gedunuire /a xkajga je a > 0. Bpeanoct kopene dyHKImje y HeraruBHUM Tadkama T < 0
necdumume ce ca {/z = —{/—z u V0 := 0. Kaza je cremen n napan 6poj crenena dynxmuja f nuje
L1 =17 (f(—=1) = f(1) = 1) u auje ,HA” (Bpeasoct y = —1 ce He JOCTHKE HU Y jeJJHO] TauKu). AKO
CY3WMO JIOMEH U KOJIOMEH, 113, TIOCMATPAMO ITPECINKABAHE

g: [07+OO) — [07+OO)7 g(ZE) =",

J006mjaMo OMjeKTHUBHO IIPEC/IMKaBalbe YWjU Cce HHBEP3 Takohe HazumBa KopeHoM ¢dyHknujom. Ha
Chaunu 6 npukazanu cy rpaduiid HeKUX KOPeHHX (PYHKIHja.



3.1. Oyuknuje

g

CJMKA 5. Tlpumepnu cremennx QpyHKIHja

y,\

g

CnukA 6. Ilpumepn KopeHux hpyHKIIHja

Oynkuuja f: R — (0, +00) nedunncana jegaakornthy
f(z) = a”,

re je a > 0 Ha3mBa ce eKcnoxneryujastom Gynryujom. Bumenn cMo Kako ce neduHMITe BpeIHOCT a”

3a cBako x € R. OBako nedunncana QyHKIN]a je WHjeKTHBHA W IheH HHBEP3 HABUBAMO A020PUMAM-
CcKOM PYHKUUJOM T O3HATABAMO Ca

f~(z) =log, .
Kana je ocuoBa a jennaka 6pojy e ouma hemo kKopucTuTn o3HaKky Inz nnm logx ymecto log, .
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CunycHa u KocuHycHa (QyHIHja
sin: R — [-1,1], cos:R—[-1,1],
IPHUIIAIAJy KJIacu mpuzonomempujcrkux dynruyuje. Ilosnaro je na cy oBe pyHKIMje 27 —ImepuoIudne

u jna mucy ,,1-17. CyzKaBameM JOMeHa MOXKeMo Jia 100ujeMo (byHKIHje Koje Cy HHjeKTUBHE U FbUXOBH
UHBEP3H CY uneepsne mpuzonomempujere dgynkyuje. 1lo morosopy, cunycHy GpyHKIH]Y CyKaBamo

Ha MHTEepPBaJ [—g, %} U heHa MHBep3Ha (DYHKIHja ce 03HAYABA Ca
) T
arcsin : [—1,1] = |—=, =] .
2°2

Kana xocunycny dbyuxujy cysumo Ha uareppai [0, 7] gobujemo dyuknujy xoja je ,1 — 17 u ;HA”
91ju WHBEP3 03HAYABAMO Ca
arccos : [—1,1] — [0, 7].

Hedbuaunuja 12. Kiaca esemenmaprux gynkyuje je HajMama Kaaca peaJnnx (QyHKIHja pe-
aJIHe TTPOMEH/bUBE KOja CAIPIKU MOJTMHOMCKE, KOPEeHEe, eKCIIOHEHIINjaTHe, JIOTAPUTAMCKE, TPUTOHOME-
TPHUjCKE W MHBEP3HE TPUTOHOMETpHUjcKe (DYHKIMje W 3aTBOPEHA je 3a cabUparhe, MHOMXKEHEe, JIe/heHhe
U KOMIIO3UIH]Y (DYyHKIIH]A. O

Cana hemo mokasaTu BayKHY HejeIHAKOCT U3Mel)y TPUTOHOMETPHjCKUX (PYHKIIH]A.

Tsphemwe 13. Baxu
sing < < tgp (1)
3a ce ¢ € [0, 7).
Hoxkaz. Jlahemo jeman reomerpujcku moka3 koju je mormyHo jacan ca Camke 7. ITlocmarpamo
jeIMHUYIHY KPYZKHUILY Yy PABHH Ca IEHTPOM y KOOPJIUHATHOM MOYETKY W MOJYIPaBy p KOja rpajiu
yrao  ca r—ocoM. llomympasa ceue KpyzKHUIY v Tauku B 10K hemo mpecek Kpy:KHHUIE U TO3U-
THUBHOT jiesia z-oce o3HaunTu TaukoMm A. Tauka D ce manasu Ha r—ocu Tako ja je tpoyrao AODB
npasoyrin (mpas yrao je koj temena D). Tauka C' ce HAJa3u Ha MOJYIpaBoj p Tako jaa je AOAC
HPABOYIJIK TPOYTAO Ca MPABUM yIJIOM KO Temena A.
Hejennaxocr (1) rpusujanno saxu ako je ¢ = 0. Heka je 0 < ¢ < 7. Tazna je

Proas < P,oap < Proac, (2)

rae je Prnoap = Si% noppimuHa Tpoyria NAOAB, P,oag = % je TTIOBPIIMHA, KPYXKHOT HCeYKa KOju
ofaroBapa yriy ¢ u Proac = t%*—’ je mospmuaa Tpoyria AOAC. MuoxkemeMm HejegHaKoCTH (2)
opojem 2 mobujamo Hejemnakoctu (1) . O

Jloka3 nperxoaHor TBphema HaM Jiaje ciaejaeny Mmoceuiny.

IMocnenuna 14. 3a csaxo x € R saorcu |sinz| < |z|.

2. OCHOBHO O MOjMy HEIIPEKUTHOCTU

[lojaM HempeKHIHOCTH je HajJakIme HCKa3aTh moMohy rpaduka dyHKiumje. AKO HaM je mgara
Henpexudna dyrryuje Koja je nedpuHucaHa Ha UHTEPBATIY OHIA IpHU HpTamby rpaduka Te PyHKIH]je
HE IIOJIUKEMO OJIOBKY ca namnupa. ['pacdux he 6urum JmHUja, KpUBa WM H3JIOMJ/bEHA, KOja HEMa
HUKAaKBUX Tpekuga. OBO je caMO MHTYUTHBHA MPEACTaBa a MAJO MPENU3HUjH OMHC KaxKe 1a je
dynryuja nenpexudna y mawky a ako je Bpeanoct f(x) nponsBosbHO 6sm3y BpeaHocTH f(a) Kas rox
je aprymeHT x OamM3y Taudke a, OMI0 ca JeBe OWI0 ca mwerose jgecHe crpane. Ha Cowmu 8 Buanmo
rpacduke Henpexkuauux dyuknuja. Ha Counm 9 Buaumo npumep yHKIHje Koja HEje HENPEKHTHA,
MPUMETHUMO JIa ce MpHU IpTamy rpaduka ope dYHKIHje OJOBKA MOIHUZKE €a Manupa y TAaYKH a = O.

Cana hemo patu dopmanany maedUHUIT]Y TOjMa HEMPEKAIHOCTH Y TATKH.



3.2. OCHOBHO O TIOjMY HEMPEKUTHOCTH

Ya
1
p
C
777777777777 B\
sin ¢ l\l }tggp
© | ,
O DA *

CHuKA 7. TpuroHomMerpujcKku Kpyr

N

N \

CnukA 8. I'padunu HenpekuaHux pyHKIHja

Hedunumnuja 15. [Mocmarpamo dyukmujy f: A — R rae je A C R gomen dyuknuje f u Hexa
je a € A Ttauka gomena. Kaxkemo na je dyHknuja f nenpexudna y maywky a aKO W CaMO aKO BaXKM

Ve>0)(Fd>0)VzeA)|lx—a <d=|f(x)— fla)] <e. (3)

Oyuknymja [ uma npexud y mavku a aKO HUje HENPEKUIHA y Tadku a. Kaxkemo na je QyHKIHja
HEnpPexudHa ako je HEeIpPeKHJHA y CBAaKOj TAYKH CBOI JOMEHA. O

[Ipumerumo 1@ CMO 110jaM HENPEeKUIHOCTU Jie(PUHUCAIN CaMO Y TauKaMa JIOMEHA U CaMO y TUM
TayKaMa UMa CMUCJIA UCIUTUBATHU Ja JIM je HeKa (PYHKIUja HEIPEKUIHA WU ITPEKU/IHA.

[ITra nam kaxke umiukanuja (3) y Jdedbunumujun 157 3a 6uno koje € > 0 moxkemo 1a vahemo &
(Koje MozKe GUTH jaKO MaJsio) Tako Ja jeo rpaduka dyHKIHje KOju oAroBapa Taykama u3 HHTepBaJia
(a — d0,a+ §) ynagne y e—rpaky oko Bpeqanoctu f(a) (3esena rpaka wa Coaunm 10).

Cana hemo Buaeru npumep dyHKIHje KOja MMa IPEKUJ V TAYKK a HA oBaj mpumep hemo ce
BPATUTH U HAKOH JedUHHUIK]e T0jMa TPAHUIHE BPeIHOCTH (DYHKIIH]E.
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CnukA 9. I'paduk dynKHuje Koja HUje HETPEKWITHA

Y 72777

I

CnukA 10. I'paduuku npruKas HEIPEKUIHOCTH (PYHKIHMjE YV TAUYKH

IMpumep 16. /lara je dyukmuja f: R — R wa ciaenehn nauwn

r+1, <0
flz)=¢9 1=z, >0
3, x=0,

quju je rpaduk npukazan Ha Coumu 11 (conka jgeso). OBa dbyHKumja nMa npeku y Tadku x = 0
U TO 3aKJby4dyjeMo Ha ciefelnm HAYWH. Y3MHMO Ja je € = % W IPOBEPUMO J1a Jid HCKa3 (3) BaxKu 3a
Ty BpeanocT napaverpa . Ha Counu 11 (mecHa cimka) BHAMMO J1a OCEHYEHa TPaKa OKO BPETHOCTH
f(0) = 3, cem Tauke (0,3), He cagp:ku HEU jenaH Apyru jneo rpaduka dbyskiuje. lakae He MOKeMO
1a Haljemo TakBo 0 > 0 mpu deMmy 6m BaxkuIIo (3) Ma 3aKkJbydyjeMo 1a DyHKIHMja UMa TPEKUJT y TATKN
x = 0. il



3.3. 'pannyna BpeHOCT 9
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CaukA 11. Ilpumep dynkmumje Koja uMa npeku1 y Tauku = ()

3. I'panuyma BpeaHOCT

3.1. Hedunumuja. VY jeay 0 HU30BHMA CIOMEHYJIH CMO £-Okojuue Tadke. Cana hemo Te moj-
MOBE /[1a ITPOITHPUMO.

Hedunaunnuja 17. Unrepann obiuka (a — d,a + J) (rge je § Heku mosuruBaH peajan 6poj)
HA3WBAjy ce okoAuHaMma Wi )-okoaunnama tadke a € R. Okonune hemo oznauasatu ca U, mwin ca
U,(d) kama keauMo J1a HCTaKHEMO Koja je mmpuHa nareppana. Ckynosu obmuka U, \ {a} Hasusajy
ce npobywenum okosunama Tadke a. LpoGymene okosmHe o3HadaBaMo ca U,. OKoJIIHA Tauke 00
je unrepsas obmuka (M, +oo) 3a neko M € R. [lpoGymiena okosmaa Tadke 400 je HCTOT OOJIHKA.
Oxounaa Tavke —oo je unrepsas obsauka (—oo, C') 3a neko C' € R. Ilpobyiena okonHa Tadke —00
je meror obJIMKa Kao M OOMIHA OKOJIUHA. O

[Ipumernmo 11a je mpecek jpe (mpobyiiere) okoJauHe Tadke a € R (mpobyineHa) OKOJIMHA TavKe a.

Tedununuja 18. Heka je A C R. Kaxkemo 1a je © € R mauka naeomurasarsa cxyna A axo 3a
CBaKy MpoOyIeHy OKOJNHY TauKe T BarKu

U, NA#0.
Ckym Tagaka HaroMmiaBama ckyna A o3nagaamo ca A’ O

Jpyrum pednma x je KOHa4YHA TadKa HaroMHujIaBamba cKyrna A ako BaxKn
(V3>0) (z—082+0)\{z})NA#D.

[Ipumernmo ma camo x He Mopa Ja Oyae egemeHT ckyna A a gedwHUIM]a JOMYIITa 18 T Y3UMa,
BpeaHOCTH +00 1 —oo. (OHO MTO je OCHOBHA OCOOWHA TadKe HAOMUJIABAFha JeCTe J1a Ce Y CBaKOj
EbeHOj OKOJIMHE HaJa3u ODECKOHAYHO MHOrO ejleMeHaTa ckyna A (nako, Kao mro cMo Behl Hariacuim,
OHA caMa He MOopa Ja Ipumajia ckymy A).

Bamarak 19. Ozpenntu Tayke Harommaabama ciaenehux ckynosa: A; = (0,1), Ay = (0,1],
A3 =1[0,1], Ay = (0,400), A5 = {1}, A = {1 |n e N}, A; =R\ {1}. v

Hedunumnuja 20. Heka je mara pynkmuja f : A — R e je A C R u meka je a € R Tauxa
HarommnaBama ckyna A. Kaxemo na je L € R epanuuna spednocm (nnm aumec) dynkyuje [y
MaYKU @ aKO BaYKK

VMe>0)(Fd>0)(VeeA)O<|zr—al<d=|f(zx)—L|<e. (4)
Tama muiemo

L = lim f(x).

r—a
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O

Kao 1m1ro ¢Mo pekJin Tavuka a, y K0joj TParkKuMO JUMEC, He MOPa MPHUIAIaTH JoMeHy MOYHKITHje aan
Mopa OUTH TauKa HaroMHuaaBama J0MeHa, OJITHOCHO y CBaKO] FheHOj OKOJIMHU MMaMO OECKOHAYHO MHOTO
Tayaka jgoMeHa. Ha Taj HaumH mMaMO JOBOJHPHO TadaKa y KOJEMa MOXKEMO JIa YTBP/UMO MOHAIIAHE
bYHKIIHje KOJHUKO Tojl ce MPUOIMKIIN Ta9K a. OBO je OUTHA pa3inKa y OJHOCY Ha TOjaM HemPeKu/I-
noctu. IloaceTnmo ce 1a je Tauka y K0joj HCIHUTYjeMO HEeIPeKUIHOCT DYHKIHje OUIa Y CAMOM JIOMEHY
dyHKIIje TOK KO MojMa JInMeca He MOpa MpUNaJaTH. ¥ CIyYajy Ja a MPUIaja JToMeHY (DYHKIH]je
IbeH JIMMEC Y TOj TAYKM 3aBUCH CAMO OJI lIOHallatba (PYHKIMje y IPOOYIIEHO] OKOJUMHUA TadKe a U
HE 3aBUCHU O] BpeJHOCTH (DYHKIHje y camoj Tauku a. To hemo BujeTn Ha KOHKPETHO] (PYHKIUjU U3
[Ipumepa 16 3a KOjy cMO yTBpAM/IK ja UMa npekus y Tadku xr = (0 a caja hemMo BugeTu ga oHa uMa
JUMeC W Ja ce Taj auMec pasankyje ox f(0).

ITpumep 21. /lara je dyukmuja f : R — R wa ciaegehn nauwmn

r+1, <0
fle)=¢9 1=z, >0
3, x=0.

[Tokazahemo ga je 1iII(1) f(z) = 1, omnocuo ma Baxku ucka3s (4) 3a spexuoct L = 1. 3a mpom3BOJHHO
T—

e > 0 uckas (4) 3a10BosbeH je 3a 0 = £ jep y npobymenoj okoaunu (—¢,¢) \ {0} Baxn

r+1)—1, —6<x<0
|f<x)_L|:{ }El—x%—li 0ca<s —lHI<I=e
i
Y
3
2

CauKA 12. e-Tpaka oko Bpeianoctu L = 1 cagap:ku Jeo rpaduka

Bamarak 22. Vcnurarn ga au dbyskiuja f(r) = x nma auMec y Taduku a = 5. v
Bamarak 23. [lokazaru na dbyuxnmja f(r) = sgnx Hema jgumec y Tadku a = 0. v

3amartak 24. Heka je mara ¢ymxnmja f : A — R u Tauka gomeHa a € A Koja je yjenHo u
Tauka HaromuaaBarma ckyna A. [Tokasaru ja je dpyHKImja f HEIPEKHUIHA Y TAYKH ¢ KO U CAMO aKO
dbyuknuja f uma aumvec y taukn ¢ u Baxku lim f(z) = f(a). v

T—a

Y nperxoaHoj JedUHUIAJH CMO JOIYCTHIN Jla IPAHUYHA BPEJIHOCT (DYHKIIHjE Y3UMa BPEIHOCTH
y ckyny R, oaHocHO TO je OMO HeKH KOHavaH peaJsiaH 6poj. ledpuHUNH]y MOKEMO Jia IPOIIAPUMO
ponyiTajyhu j1a rpanndHa BpegHOCT Oyjie DEeCKOHATHA.
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Hedunnnuja 25. (Beckonaunu smmmecu) Kaxenmo na dyskiuja f : A — R nva umec jeanak
BPEHOCTH +00 ¥ Tauku a € R Koja je Tauka HaroMmiaBama ckyna A u nuiemo lim f(x) = 400 ako
T—a
U CaMO aKO BaxKu

VMeR)(Fi>0)(VeeA)O<|r—al<d= f(x)> M.

CamaHo, KaXKeMo [1a je TpaHudHa BpeJHOCT (PYHKIHje [ y TauKd @ jeJHAKA BPETHOCTH —OO0 aKO 1
€caMO aKO BayKu

VCeR)(Fo>0)(VeeA)O<|z—a|<d= f(z)<C.

Tana numemo lim f(z) = —oc. 9
T—a

1
] ||
ckyn R\ {0} u 1a je 0 meroBa Tauka HArOMUJIaBaka ajld He NPUIAJIA CAMOM JoMeHy. IMa cmucia
UCTIUTUBATH TOCTOjarbe TuMeca MyHKIHje y Toj Taukn. OcTaB/haMo 33 BeKOY J1a ce MOKazKe /1a BayKu

lim f(x) = —o0. !

IIpumep 26. Ilocmarpajmo byuknujy f(x) = [Ipumerumo 1a je goMeH oBe (DyHKIIH]je

Hedbunnunja 27. (Jlumec y 6eckonauanoctu) Heka je nara dbyuknuja f: A — R npu gemy
je +00 Tauka HaromuiaBama ckyna A. Kaxkemo ga je L € R jiumec dyuknuje f y 66CKOHAYHOCTH U

mumemo L = lim  f(z) ako u camo ako Baxku
T——+00

Ve>0)(IMeR)(VexeA)z>M=|f(x)-L|<e.

CmaHOo, aKo je —0O TavkKa HaroMujaaBama ckyma A onpa kaxkemo ma QyHKIHja f mMa TpaHUIHY

Bpeanoct |y —oo u mumemo [ = lim f(x) ako n camMo axo BaxKu
T—r—00

Ve>0)FCeR)(VeeA)z<C=|f(x)-I <e.

¢
ITpumep 28. Ilpumernmo ga 3a GyEKnHjy f(r) = arctanz Bazkn lim f(z) = —Fu lim f(x) =

T——00 r—-+00

Hamomena 29. Moxkemo Ja mokaxkemo Ja je lim % = ( mpu 4yemy OBJIe IOCMATPAMO JIUMEC Y
r—r+00

OECKOHAYHOCTH akmmie f(x) = L. Kopucrehn oBaj auMec MODIH CMO j€IHOCTABHE]E 13 3aK/bY IAMO
X

naje lim 1 =0 jep hie 3a cBaxo € > 0 noues oz neke speanoctu C 3a cse © > C Baxutn | f(z)| < €.
n—-+o0o

. . 1 . .
To 3nauu jia he u 3a cse upuposue 6pojese n koju cy sehu o1 C' Baxuru - < € a 10 je 10 jJedununuju

oy

eKBHBAJICHTHO TOMe 1a je lim 1 = 0.
n—+oo "

Ha ocnoBy oBora momasumo g0 ciaegeher cBojerBa. Ako je dyHknuja f geduHHCaHA ¥ HEKO]
OKOJIMHU GECKOHAYHOCTH U aKO TocToju uMmec dhyuukuje lim f(x) = L taga fie nocrojatu u umec
r—r+00

HU3a nl_lﬂloo f(n) n Baxkuhe nl—lgloo f(n) = L. o

[perxoany nedbuHUIAjY MOXKEMO /T8 TPOITUPUMO JOMYIITAjyhu Ja caMa IpaHuIHA BPETHOCT OyIe
OeckoHadHa a HE caMO HEKM KOHadaH peasan Opoj. /Jledpunmcahemo camo jegan mojam a ocraJie
OCTaB/HAMO YUTAOILY JIa camMu Johy j10 jgeduHuImje.

Hedbunnunja 30. (Beckonauan aumec y 6eckonaunoctu) lara je dynkumja f : A — R
IpHU 9eMy je —oo Taduka HarommiaaBamba ckyma A. Kaxkemo jga yHKIHja UMa TPAHUYHY BPETHOCT
+o00 y —oo u numemo  lim  f(x) = 400 ako u caMo ako BaxKu

T—r—00

VMeRICeR)(VereA)xz<C= f(z)> M.
O

Vaumajyhin y 063up Jedunnmuje o6MIHNX U IPOGYIICHUX OKOJIMHA TadaKa CKyHa R IPeTxoHe
JeTHupH AepHHUITje MOKEMO JIa CIIOJUMO V jeJIHY.
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Hedumannmja 31. Tara je dynkumja [ A — R taksa na je a € R rauka HaroMmIaBaEba
nomena A. Kaxkemo na je L € R rpanngna ppennoct dynkuuje f y Tauku a u numemo L = lim f(x)
Tr—a

aKo M caMoO aKo 3a cBaky okosiuny Uy tauke L nocroju npoOyiieHa okosmHa U, Tadke a TakBa Jia 3a
cBako € U, BayKu UMILTUKAIIH])a
reU,= f(x) € UL (5)

Bparumo ce va agarax 23. 3agaTak HaMm Kazke ga PyHKIMja sgn Hema gumec y Tadkn a = 0. OHo
IIITO MOXKEMO 13 3aKJ/byduMO ocMaTpajyhu rpaduk oe pyHKIHMje jecTe 7a je ca jeBe CTpaHe Taduke
Hy/1a PYHKINja KOHCTAHTHA W jeJIHaKa BPEIHOCTHU -1 JIOK je ca JecHe cTpaHe Tavyke HyJ1a KOHCTaHTHO
jennaka 1. Pazymauro nonamame GpyHKIHEje ca JieBe U JecHe cTpaHe HeKe TadKe MOTHBHIINY Hac Ja
JIe(PUHUAIITAMO TIOJMOBE JEOHOCMPAHUL AUMECT.

Hedbuaunuja 32. Kaxemo ga je D € R decru aumec dyakiuje [y Tauku a aKO BaxKu
Ve>0)3Fd>0)(VeeA)a<z<a+d=|f(x)—D|<e.

Taga mumemo D = lim f(x).
r—a+

L € R je snesu aumec dbyukumje f y taukn a, u numemo L = lim f(z), ako Baxu
T—a—

Ve>0)(Fd>0)(VereAa—-d<z<a=|f(x)—L|<e.
9

ITpumep 33. JeanocTaBHO 3aK/byUyjeMO Jla BazKu 111%14r sgnr =1mu lirél sgnx = —1. i
— z—0—

ITpumep 34. Oyuknuja yeo deo, KOjy 03HAUABAMO ca [T], 3a peajiHO ¥ jeJHAKa je HajoamzKeMm
mesioM Opojy Koju ce HaJlasm ca Jiepe crpane Opoja x. I'paduk dynknuje nar je na Coumu 13. Oa

dyHKIMja UMa PAa3/IUYUT JIEBU U JIECHU JIUMEC y CBaKo] 1e100pojuoj rauku. Hup. lirg:_[x] = 2 710K
z—

je 111%1 [x] = 1. ¥V ocranum Taukama peasHe mpase (Koje HUCY 1esin OpojeBr) (DYHKIMja MMa jeTHAK
52—

JIEBU W JIECHU JIUMeC, U TO jeJHak BpegHoctu [z|. IlpuMeTunMo ia y THM TadykaMa MOCTOjU U 0OUYaH

smumec dyuknuje. To caean u u3 ciaeneher ommnrujer TBphema. i
, —
1 _—
1 —_—
3 -2 |
1 t 5 Y
—,
—
—_— 3

CimkA 13. T'paduk dpyHKIHEje 10 10

Tsphemwe 35. Heka je nara dyakmmja f : A — R u a € R koja je Tauka HaroMuaaBama CKyIa
A. Taga dyukiuja f uMma JmMec y TAUKH @ aKO U CAMO aKO IIOCTOje JIEBH U JIeCHU JIAMEC Y TOj TaUKK
1 aKO CYy OHU jeTHAKU. Y TOM CJIY4Yajy Cy jeJHOCTPAHW JUMECH jeTHAKA OOMIHOM JIUMECY Y TAUKH a.
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Mozkemo j1a mpomupuMo JeUHUIIA]Y jeTHOCTPAHUX JuMeca JonyinTajyhu 1a onu uMajy OecCKoHaTHe
BPEIHOCTH.

Hednannuja 36. Kaxewmo ma Bakn lim f(x) = —oco ako u caMo ako je 3aJ10BOJbEHO
r—ra+

VCeR)(Fo>0)(VeeAda<zr<a+d= f(z)<C.
Canvno

lim f(z)=4c0c VM eR)(FI>0)(VereA)a<z<a+= f(x)> M.

r—a+

[Ipeoctase pedununmje ocraB/baMo YUTAONLY Ja CaM 3allHIIE.

ITpumep 37. [Mocmarpamo dbyukiujy f(x) = i qnju je rpacduk gar va Coauru 14. JemroctaBHO
3aK/bydyjeMO JIa BaxKu

1
lim — = +o0
z—0+ 2
JIOK je
) 1
lim — = —o0
r—0— g

U3 Tora mTo Ccy JIeBE W JIeCHU JUMECH PA3IUIUTH MOYKEMO Ja 3aK/bydnMo na dyHKIuja f Hema
rpaHAYHy BpegHOCT y Tadyku (.

CiukA 14. I'pacduk dpyaximje i
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3.2. CBojcTBa rpanuune Bpegnoctu. Cana hemo mokazaru cBojcTBa (byHKIHja Koje UMajy
IPAHUYHY BPEJHOCT y TAYKH HATOMUJIaBama jJoMeHa. Kana kaxkemo Ja byHKIHja uMa Jumec (Wim
IPAHUYHY BPEIHOCT) y HEKOj TAYKM mojpasymeBalieMo Ja je Ta Tavka Tayka HATOMEJIABAbA JTOMEHA
dbyuknuje. Ocobune Koje Baxke y HEKOj OKOJIMHU TayKe HATOMHJIABaMba (& He 0DABE3HO HA HEJIOM
JOMEHY ) HA3UBAjy C€ A0KAAHUM c80jcmeuma DYHKIH]A.

Tepheme 38. ['panununa Bpeanoct QyHKIUjE je, aKO TOCTOjU, jeIMUHCTBEHA.

Hamomena 39. V TBphemy jonymramMo jga caMa IpaHH4YHa BpeaHocT Oyje GecKOHa4YHA a U Ja
Tadyka y KOjOj IOCTOju JiuMec Oyjie jelHaKa +00 HId —Oo0. o

Hoxkaz. Tspheme hemo mokazaru y ciaydajy kaga dyskimmja f @ A — R mma konadHy rpanudny
BPEIHOCT Y KOHAYHO] Tauku ¢ € R Koja je Tauka marommnaBama ckyma A. Ocrane ciaydajese
(kaza je Tauka HArOMUJIaBara GECKOHAYHA WM KaJa je JTuMec DeCKOHAYaH OCTAB/haMO YUTAOLY /A
cam mokaxke). IIpeTnocraBuMo Ja HeKe JiBe pasjimduTe peajHe BpeaHocTH L1 n Lo 3a10B0o/baBajy
ycaose Hedununuje 20. Ha oBaj HauMmH MU IpeTHOCTaB/HAMO CYIPOTHO OJ OHOT'a IITO KazKe TBP-
herbe, 0IHOCHO MPETIOCTaB/HAMO Ja FPAHUYHA BPEJIHOCT HUje jeIMHCTBEeHa. XoheMmo ja johemMo 10
KOHTPAJIUKIIje YUMe TI0Ka3YjeMo Jia Hallla MPeTIOoCTaBKa Huje 100pa, OJHOCHO JIa je UCKa3 TBphema
TavaH.

OsnaunMo pacrojame OpojeBa Ly u Ly Opojem €, € =
opojeBu onja je € > 0.

N3 aumennne ga je L, rpaHuvdHa BpeJHOCT (PYHKIMAjE CJIeau Ja 3a rope oaabpaHo € 1MOCTOju
41 > 0 rako ga 3a cee x € AN (a— 01,a+ 1) \ {a} Bazkn

|L1—Lo|

3 Kako cy Ly u Lo pazjimmmunru

|f(z) = Li| <e. (6)
Ca gpyre ctpane u Lo 3aj0BosbaBa uMminkaujy (4) na he 3a veko dy > 0 Bazkuru 1a je
|f(x) — Lo| < (7)

kagrogjer € Au 0 < |z —al < ds.
Heka je § = min{dy,d2}. Cana he

Ul(6) := (a — 0,a+0)
GuTH Marba OJl JBe NpeTxoaHo nponabherme NpobyIIere OKOIMIE TauKe d. 3a CBE TauKe JIOMEeHa T
Koje Koje ce nanaze y U,(0) Baxku u (6) u (7) u THMe T0Ma3UMO 0 KOHTPAJIUKIIHjE jep je Taja
f(x) € (L1 —¢e,L1 +¢)u f(x) € (Ly — &, Ly + €). Kourpaaukuuja cjeju u3 tora mro je nupecex
unarepBana (L1 —e, Ly +¢) u (Ly — €, Ly + €) npasan 3a ogabpaHy BPeJIHOCT TapaMerpa . O

Tsphemwe 40. OyHknuja Koja ©Ma KOHAUHY I'PAHUYHY BPEJIHOCT V TAUKH je OrpaHUYEHa ¥ HEKO]
mpOOYIITeHO] OKOJIUHU Te TavKe.

Hoxka3z. Tlocmarpamo dpyuknujy f : A — R xoja nma xorauan jmvec L y Ta9KW HATOMUIABAHA

a € R. Tlomro xequmo jga jg0Ka3 MOKPHUje CIydaj Kaja je Tauyka HArOMUJIaBamba KOHAYHA & W

cIydaj KaJia je TauKka HaroMmIaBama OeckoHadHa Kopuctuhemo ledununujy 31. Y3memMo oKOTUHY
_ 1 1 1 . . :

Up = (L—15, L+7;) Tauke L 'u u3 nedunnnuje 3axpyayjemo aa fie mocrojaTu mpobynrena OKoIMHA

Tauke a, y o3nanu U,, TakBa /1a BaXKd

f(x) e U
kag rox je x € U, N A. JennocraBHO 3aK/bydayjemo 1a je L — %7 Jobe orpaHnverse (pyHKIHje f Ha
ckyny U, N A 10k je L + 1—17 jeJTHO HEeHO TOPHhe OTPAHNYEe Ha NCTOM CKYTY. 0

[Tope Tora mTo MOYXKEMO Jla 3aK/by4uMO Jia je (PyHKIMja ca KOHAYHOM TPAHUYHOM BpeaHorihy
JIOKAJTHO OpaHuYeHa MOZKEeMO joIl D0Jbe Ja je MPOIEeHUMO JIOKAJTHO aKO 3HAMO J1a je KOHAYaH JIIMeC
DPA3JIMYHT O] HYJIE.

HIpumernvo na je okomHa KOHAUHE TAadKe 3aMCTa OBOI OGJIHKA, OBIE je GUTAH KOPAK Ja JIAMEC Oy1e KOHAUAH.
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Tsphewe 41. Heka dynkmuja f : A — R uma KoOHaYHY I'DAHHYHY BPEIHOCT L Pa3IHUATy O
nyse y Tadkn a € R. Taja mocroju mpoGylena oKOJIMHA TaYKe a TAKBA 1a je (PYHKIMja Pa3IHuHTa
OJ1 HyJle Y CBAKO] TAYKW Te MPODOYIIeHe OKOJHHE U JOJaTHO, 3HAK (DYHKIHje V¥ THM TadKaMa je UCTH
Kao 1 3HAK T'DAHUYHE BPeIHOCTH L.

Hanomena 42. Tlocmarpajyhu dyuxuuje (r — 1)? u (z — 1)% y okosunu tauke a = 1 Moxkemo
Jla 3aKJbY 9MMO J[a TeopeMa He MOKe Jla Ce NMPHMEeHH KaJa je TPAaHuYHA BPeJHOCT L jenHaka Hyam.

Hoxka3. Ilpumenuhemo ledununujy 31 wa okomuny Uy = (L — |L| L+ ‘L‘) KOja ja MHTepBaJI
OKO L mwupune @ [Ipumerumo ga je L # 0 ma je | L > 0. /Z[e(bHHHLu/IJa Kake 7a he moctojarn
npoGyirena okoinua U, Takpa ja BaxKu f (x) € Up Ka;La z € ANU,. Unrepsan Uy je onaGpam
Tako Ja ce Te0 HaJa3W ca WCTe CTpaHe HyJe Kao W peajaH Opoj L jep kaxa je L > 0 tama je
L — % = % >0 a kana je L <0 rtama je L + % = % < 0. To 3naunm ja je MyHKIHMja Pa3InIHTa

ox Hysie u ga je sgn f = sgn L wa ANU,. O

Cnenehe TBpheme HAM TIOKa3yje KaKO ce JUMECH CJIaZKy ca aarebapcKuM omepanujama.

Tepheme 43. Heka cy nare dynkimje f, g : A — R u nexa je a € R tauka HaroMmiaparmba CKyIa
A. Tlpernocrasuhemo na yHKIMje nMajy KOHAYHE rDaHUYHE BPEAHOCTH y Tauku a, L1 = lim f(z)
Tr—a

u Ly = lim g(z). Tana:
Tr—a

a) mocroju JmmMec 36upa oe ase Gyuknuje u Baxu lim(f + g)(z) = Ly + Lo;
T—a

)
6)
)
)

MOCTOj¥ JINMEC MPOU3BOIa OBe JBe (DYHKINjE U BaXKN lim(f ~g)(z) = Ly - Lo

B) Ako je Ly # 0 Taja mocToju IMMeC KOJIMYHHKA 0oBe ABe (pyHKIHje? 1 Baxku lim Ilo) L1

g(z)
w—}CL

r) AKO IOCTOjH TMpobyIeHa OKOIMHA Tauke a, y o3mamu U,, Taksa 1a je f(x) < g(x) 3a cBe
r €U, tana je Ly < Ls.

okas.

a) Heka je £ > 0 mpoussospro. 13 qumbenune fga f u g uMajy TpaHUYIHE BPEIHOCTH CJIETH /A
nocroje npobymene okomune UJ u UJ takse jia Bazku

F@) =Ll <5,z € UL N A,

19(z) — Lo| < f, zeUin A

Taja na upeceky oBux HPOOYIIEHUX OKOJIMHA, WTO je Takohe npobyliena OKoJMHa Of a,
U, = U N U 9 BaxKH
[f (@) +g9(z) = (L1 + La)| = [(f (z) — L1) + (9(z) — Ls)| <
g €
< |f(@) = Lo[ +lg(x) = Le| < 5 + 5 =¢
IIpBa Heje THAKOCT CJIeaH U3 HEjeIHAKOCTH TPOYIVIA. 3aK/bydyjeMo Aa JuMec 30upa (pyHKIIN]ja
MoCTOju U 72 je jeanak 30upy Li + Lo. Jlokas y oBoM 00JMKY NMpoJia3d Uy CAydajy Kajaa
je a HeKa KOHAYHA TadyKa a U Y CJAy4ajy ja je a OeCKoHaYHA TadKa.
6) Onabepumo mpousBo/bHO ¢ > 0 u Haljumo mpobyiieHy OKOJMHY Tadyke a Ha KOjoOj je
bynknuja g orpanmena. Oxomuny hemo ozmaumTu ca U]l n Ha T0j okonmam Baxn |g(z)| <
M upu gemy je M > 0 koHCcraHTa. 3a 0BAKO oipeheHy KOHCTAHTY IHOCTOjU HPOOYIIeHa,

2Ipumernmo na u3 Tephema 41 cnemn na je GyHKIHja ¢ PA3INIATA O Hy/Ie HA HEKO] IPOOYIICHO] OKOIHHI TAUKe
a 1a je kosuuHuk f/g nedbuHucan Ha TOj NPOOYIIEHO] OKOJIMHHU.
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OKOJINHa 1;a2 TaKBa IJa je
— L

3a cBe T € Uf N A. U3 uumenune na je Lo rpanmana BpemgHocT (yHKIHMje g mocTojahe
npoGymena okosinHa U3 Ha K0joj BazKu

£
|9(x) — Laf <

2(|L1| + 1)
Ha npeceky npobyiiene okojnne
U,=U'n0U2nU3
u cKymna A Baykn
|f(2)g(x) = LiLo| = | f(2)g(x) — Lag(x) + Lig(x) — L1 Ls| <
<lg(@)| - |f(x) = La| + |La] - [g(x) — Lao| <

£ g
<M -— + (L + 1) =,
oag (Il )2(|L1| +1)
AKO KOTMYHHIK g BUUMO Kao mpom3Bof f(x)- ﬁ OHJIa je JIOBOJHHO JIa MOKAXKEeMO J1a BayK1
1 1
m = (8)

i

T—a g(x) Lo
u Kopucrehn mperxomHo cjioBo y TBphemy gonazumMo 0 JoKaza ocobune B). Jlakie,
nokasyjemo fa Baxku (8). Kako mocroju smmec dbyHKIMje ¢ KOjU je DasJInduT Of HyJIe,
Ly # 0, onya hie nocrojaru nupobyinena okoJinHa Tauke a, U!, taksa ja je

L
ole) — L] < 121
sacee € ANUL. Ako je Ly > 0 taza je g(x) > Ly — |L2‘ 252 > 0 a ako je Ly < 0 Tajia

je g(x) < Ly + ‘LZ‘

2L .
=52 < 0. Y oba crydaja Baxu 1a Je
2
l9(2)] > 5|Lo|

3a cse & € AN UL, Ba mpoussosno € > 0 pasziuky |g(x) — Ly| MOKeMO ja TpOmeHmMo
0710310 ca 2| Lo|*e Ha HEKO] MPOGYIIEHO] OKOIMHE U2. Cagna ma npeceky ANUNNU? Bazkn

L 1| lgla) =L _Jo(e) ~ I
g(@)  La|  |g(@)|-[Le] 3 Lo|?
1 2
< g 2|LyPe = €.
%\L2|2 3| d
[IpernocraBumo cynpotuo, Ly > Lo. Heka je € = . Kaxo je lim f(z) = Ly Tana he

r—a
nocrojaru 1pobyinena okosuna Ul Taksa ja Baxu

|f(z) = L] <e.
U3 aumennne na je lim g(z) = Ly cieam na Baxu
r—a

|g9(x) — Lo < ¢
Ha AN Uf 3a HEKY MpoOyIIeHy OKOJIUHY Uf [locmarpajyhu mpobyIeny oKOJIHHY

U, = Ul N0
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JIOJIA3UMO JIa 3a CBe TadKe JIOMEeHa KOje ce Haja3e Y OBOj OKOJIMHY BayKu
g(xr) < Ly+e < Ly —e < f(x)

a To je y KOHTpaauKiuju ca tum ga Baxn f(x) < g(r) Ha HEKOj MPOOYITEHO] OKOJNHI
tauke a. /lakie, npermnocTaBka He BaxKH IIa 3aK/bydyjemo na je Ly < Ls.

0

13 nperxomHor TBphema jeTHOCTABHO 3aK/bydyjeMO 7a 3a CBe peajHe OpojeBe o u [ BaxKmu
lim(af + Bg)(z) = alim f(z) 4 §lim g(z)
r—a r—a r—a

ako yHKImje f 1 g nMajy HaBeeHe rpanndae BpegHocTr. OBa je JHAKOCT, Kao U MPETXOIHO TBPhembe,
Ba)YkKM W y CAyYajy Kaja je TauKa ¢ KOHAYHa & JUMECH KOje TocMaTpaMo jeJITHOCTPaHMU.

Caenehe TBpheme HaAM TIOKa3yje KakKo ce ODECKOHAYHH JIMMECH CJIaYKy Cca aaredapCKuM orepalin-
jama. Kako cy jgoKasm oBux ocobuHa BpJO caumdHE 10Ka3y T'Bphema 43 ocTaB/haMO HX IUTAOILY.

Tepheme 44. Heka cy nare dynkiumje f,g: A — R upu demy je ¢ € R tauka HaroMuIaBarma
ckymna A. Taga Baxu:

T—a

a) ako je lim f(z) = +oou lim g(x) = L rae je —oo < L < +oo taga je im(f(x)+g(z)) = +o0;
r—a Tr—a
)= —oou lim g(z) = Lrue je —oo < L < o0 tazxa je lim(f(z)+g(x)) = —o0;
T—a T—a

6) ako je glﬂl_rg f(x
) axo jo lim f(x) = 00 u i g(o) = L € B\ {0} raza o lin /(o) () = (sgn ) - (00);
) (

r) ako je lim f(z) = £oo Ttaga je lim ﬁ = 0.
Tr—a r—a

[TpumeTnmo j1a cMO 0BO TBphemwe Morau ja jJogamMo Tphemy 43 ako 103BOJMMO J1a JIMMECH Oy/1y
y CKyITy R u 1a Cy omeparyje + W - IPOITUPEHe Ha R xao y JEKIUjA O MPOITUPEHOM CKYIIY PeaTHuX
6pojeBa. Kao mro cmo y Tom mortasby Beh maBenm Hekm m3pasu, HOp. (+00) + (—00), ocrajy
Hegedunncann. OMHOCHO, omeparyje + u - He MOXKEeMO J1a TIPOITUPUMO TaKo Ja Oyay omeparuje Ha
nesom R. Crezein mpuvep fie Ham oGjacHuT 3am1To (+00) + (—00) He MOKeMO J1a JehHHIITIEMO.

ITpumep 45. Heka cy nmare ciaenehe ¢gpyHKImje
file) = 2° 4+ 22, gi(2) = — (2% + ),
o) = Va2, gola) = —VaT ¥ 7
[Ipumernmo pa Baxu fi(z) — +oo, fo(x) = 400, ¢1(x) = —00 u go(z) — —o0 Kaja r — +00.
Axko xesmmmo 1a Hahemo mumec dbyaknuja fi + g1 1 fo + go TPOJTACKOM JUMECOM KPO3 30D JI0TA3HMO

10 obmuka (+00) + (—o0) 3a Koju cMmo Beli Buzesn jna Huje nokpuser Tephemem 44. dakie, qumec
30mpa Mopamo Ja Hahemo Ha apyraumju HaunHn. CpehuBameMm u3pasa mgosa3uMo JI0 caeiaeher

fi(x) + g1(z) = (22 + 22) — (2* +2) = 2 — +o00,  — +00,

Vil +2r +Val +a

Fa@) + g2(2) = Va? + 20 = Va? + 2 = (Va? + 20 — Va? + 1) V22t +Vai o

22+ 2z — (22 + ) x 1
= — =, ¥ — +00.

VRVt 1+242/1+1 2

Hakme, y oba caydaja MpoJacKOM JHMECOM KpO3 30Hp J0Ja3uMo 110 0banKa (+00) + (—oo). Pauy-
HabeM JIIMECa JT0JIa3UMO J0 TOTA Ja je Y IIPBOM CIyUajy JuMec OeCKOHAYAH JOK je Y APYTOM CJIyUa]y
JuMec Konadan 6poj. Ha oBaj mauun BuuMo na He MozKeMO u3pady (+00) + (—00) J0JejuTn HeKu
efeMeHT U3 R Tako fa aarebapcka omepamnuja + u lim Gyny ycariameHn. i

Bagarak 46. Jlare cy dynkumje fi(z) = 1, fo(z) = &, fi(z) = &, q1(@) = &, go(2) = 2

u gs(x) = % Hahu xginoo % 3a 1 € {1,2,3}. [Ipumernmo jga ce y cBa Tpu ciydaja MpoJaCKOM
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JIIMeca Kpo3 KOJUIHUK J00uja 00TUK % 3a KOju 3HaMoO ja Huje gedunucan. /laxse, To HEje HAYUH

Jla ce Pellld OBaj 3a1aTakK. v

Tepheme 47. /lare cy dyuknmje f,g: A — R u a € R tauxka nmaromutasama ckyna A. Taza
Baxku ciaenelie:
a) aKo je glﬂl_rg f(z) = 0 n dyskmja g je orpaHmueHa Ha HEKO] MPOOYIIEHO] OKOJINHH TavKe «
rana je lim(f(z) - g(z)) = 0;
6) y cnyqacj; aKa,ua je a KOHaYHa TadvKa, xlggr f(z) = 0 u dbyukuuja g orpaHuyueHa Ha HEKO]
JIECHO] OKOJIMHU Taduke a, (a,a + §) N A, Taza je xl;rg(f(x) -g(z)) =05
B) y CJydajy Kaja je a KOHAYHA TadKa, xli)rgl_ f(z) = 0 u dbyHKIMja g OrpaHUYeHA HA HEKO]

JIeBOj OKOJIMHE Tadke a, (a — d,a) N A, taxa je lim (f(z) - g(x)) = 0.
T—a—

Hoxka3. /lokazahemo TBpheme Koje ce Hajas3W IOJ IPBHM CJOBOM a OCTaJja JiBa Ce JO0Ka3yjy
CAMIHO. 300T jeTHOCTaBHHU]jer 3aluca NOKpuheMo ciIydaj Kaja je Tauyka ¢ KOHAYHA.

Vamumo € > 0 npoumssosbno. Heka je Ua(dl) = (a — 01,a + 1) npoOyIeHa OKOJHHA TaYKe
taxsa ga je |g(z)| < M 3a cee x € ANU,(6). Osae je 1 > 0 u M > 0 je HEKO OrpaHHYUCHe
dbyuknuje g. Kako je mumec dynknuje f jennak 0 onyma he mocrojatu o > 0 TaKO /1a BaxKu

7(@) =0l < 37

3a cee & € ANU,(8,). Heka je
0= min{51, (52}

Caza 3a cse 2 € AN U,(5) Bazke mpouene

@) < 57 lg@)| < M.
[a Ha TOM CKYILy BaXKu U
@) - gla) < 57 M =<
Onarie 3aK/byIyjemMo aljgré(f(x) -g(z)) =0. O

Hamomena 48. Ocobuna uckazana y oBOM TBphemy HaM Kaxke 1a je ITPOM3BOJI OrpaHHYEHEe
dyukImje n HyJ1a pyunuje Takohe Hysaa pynkmnuja. Kaxkemo ma je Heka dyrruuja Hyaa aKo je mHeH
oaropapajyhu juMec jeHaK HYJIH. o

3a,z|aTaK 49. HOKaSaTI/I Jd BazKN hm sinz = O 41 hm xX - sin 1 = O \/
r—+oo T z—0 x

Kopucrehu nojam nysna ¢dpyunkiuje koju cmo cnomenyan y Hamomenu 48 nokazahemo na je meka
dbyuknuja Hysa QYyHKIHja aKOo U CaMO aKO je IheHa alCcoJyTHa BPeJIHOCT Takohe Hy/a QpyHKIM]jA.
[TogceTnmo ce j1a cMO UMaJIM CJAUYHO TBPheme 3a HU30Be.

Tsphewe 50. 3a byukiujy f: A — R Baxn
lim f(z) =0 < lim |f(z)| = 0.
Tr—a Tr—a

[TocTojame jeHor 0OJ HABEACHUX JIMMECA UMILIUINPA TTOCTOjabe U OHOT JPYTOr.
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Hoxka3z. /loka3 iemo u3BecTu HU30M €KBUBAJICHIIM]a P Y€MY CY IIPBA U IOCJIe/IHha eKBUBAJICHITN]ja,
JeduHuIgje JJuMeca JI0K Cy eKBUBaJIeHInje u3Mely obudno cpehuBame ajredapckux u3pasa.

lim f(z) = 0 (Ve > 0)(3 U)NVzeAnU,) |f(x)—0| <e
e Ve>03U)NVze ANU,) |f(z)] <e
e Ve>03U)Yze ANT,) ||f(x)] -0 <e
o lim |f(2)] = 0

r—a

O

Axo je Tauka HaroMuIaBamba KOHAYHA OHJIA IIPETXOJHO TBPhEHEe BAXKU U 33 jJeJIHOCTPAHE JINMECE.
Y 1Bphemy je ONTHO Ja je rpaHuyYHa BPEIHOCT HYJIA M HE MOCTOju TBphEeme Koje MmoBe3yje rpaHuydny
BPEJHOCT aIlCOJyTHE BPeAHOCTH (hYyHKIMje U IPAHUYHY BPEJHOCT caMe (DYHKIMje aKo je rpaHuvHa
BPEJIHOCT HeKM JpyrH Henysa 6poj. To ce jeamocrasno Buan na npumepy dyukmmje f(z) = (—1)F
3a KOjy Baxku na je |f(z)] =1 ma je u xkgloo |f(x)] = 1 nok numec came dbyukuuje f(x) He mocroju
Kajga r — 400.

Teopema 51. (Teopema o Tpu sumeca) Hexa dynxuuje f,g,h: A — R 3adosonasajy nejeod-
HaKoCmu

f(z) < h(z) < g(x)
Ha Heko] npobyuwenoj oxosunu U, mavke a Koja je mavwka wazomusasara ckyna A. Axo nocmoje
lim f(x) u lim g(z) u jednaru cy, mada nocmoju lim h(zx) u easrcu
r—a r—a T—a

. o o .
lis /() = lim h(z) = lim (o)
Hoxaz. Osznaunmo ca L := lim f(z) = lim ¢g(z) u nmexa je € > 0 upoussossHo. 13 nedununuje
r—ra Tr—a
JIIMECa, CJIed Ja MOCToje MpodyIIeHe OKOJIUHE U({ u UJ takse ja BaxKu
‘f(l’)—L‘ <§g, QZ’EU({7
H .
lg(z) = L| <e, x € UY.
Tana Ha npeceky mpobyIeHnX OKOJIMHA U, = UC{ N Ug Bayke HejeIHaKOCTU
L—e<f(zr)<L+e L—e<g(x)<L+e, f(r)<h(z)<gx),
OJIHOCHO
L—e< f(zr)<h(x)<g(x)<L+e.
Jakie, Hamam Mo mpobyIieHy OKOJTMHY Tadke a Ha Kojoj Baxku L — e < h(z) < L + . To 3naqm
na je L = lim h(z). O
T—a

Teopema 52. Hewa je a € R mauka nazomunasarsa cxyna A u f : A — R dynwuuje xoja uma
epanunny epednocm y mavku a, L = lim f(x) € R. Axo je dynruuja ¢ : R — R nenpexudna y
r—a
mauku L mada easrcu
lim oo f(z) = (lim f(x)) = (D).

T—a

[IperxoaHa TeopeMa HaM Kaxke J1a HempeKuaHa (hyHKIHja U JUMeC MOTY JIa 3aMeHe MeCTa.

Teopema 53. (Teopema o cmenu npomenssuBe y jgumecy) Hexa dynruyuje [ : (a,b) — R
UMG 2PaHUNHY 8pednocm Y mauky xg € |a,b] u neka je ¢ : [, 5] — [a, b] Henpexudno npecaukasare
Koje je bujexuuja wuju je uneeps Y1 maxobe nenpexudna gynxyuja. Tada je

lim f() = lm  fou(r)

T—rT0
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Hamomena 54. Ako je xg = a win o = b OHJA Cy JIUMECH KOjU C€ CIOMHIbY Y TEOPEMHU OJI0-
Bapajyhu jegHoctpanu jumecn. AKo je, Ha mpumep, o = a u ¥ (f) = a taga Baxu lim f(x)
Tr—r

. n
Jim fou(t).

Jlokaze mperxojaHe aBe TeopeMme heMo HM30CTaBHTU a yMecTO Tora hemo y ciaeiaeheM ofie/bKy Ha
HEKOJIMKO IPUMEPaA IMOKA3ATH KAKO Ce TEOPEMa IPUMeEmbY]e.

o

3.3. Jlumecu enemMeHTapHUX (PYHKIHja U OCHOBHU JIUMECH.
ITpumep 55. (JTumec moamnomcke dbyukinumje y beckonaunocrn) Heka je mar moamHOM
P, (x)=ay+a1x+ ...+ a,x" 9)
rjie Ccy ag,dq, ..., d, PeaTHn KOeMUIUJeHTH OBOT IMOJUHOMA. AKO je MOJUHOM KOHCTAHTAH, OJHOCHO

ako cy ceu Koedunujentu y3 x, % ..., 2" 2" jennakn nyu raja je P,(r) = ag 3a cse v € R. Jlumec
KOHCTaHTHE (PYHKIAjE je camMa Ta KOHCTAHTa 1a je Y TOM CJaydajy

lim P,(z) = ap.

T—+00
[IperniocTaBuMo 12 OJIMHOM HUje jeJHaK KOHCTaHTH, Tj. jga je obiuka (9) upu 4yemy je a, # 0 (ko-
ebunujent a, ce nazupa Bojgehum koedunmjerrom) u n > 1 (6poj n ce HA3MBA CTEIEHOM ITOJHHOMA).
Tana je

. . ap aq Ap—1
lim P,(z)= lim | _z" — + Fo+ ——+ a, =
T—+00 400 | N~~~ xn xzn—1 T ~—
S 4o \ M~ —~—  a,
— 0 — 0 — 0
L H(;n,r#o A
] H4oo, a, >0
] —oo, a, <0

f

ITpumep 56. (JTumec pannonanue dyuknuje y 6eckonaqnoctn) [Togacernmo ce na je panmoHaina
dyHKIMja KOJTIHAK JIBE TTOJMHOMCKE W Yy OIIITeM CIy4ajy je 00auKa
R(z) ag+arr—+ ... —l—an:p".
Jla 6ucmo w3bersin TpuBHjasHE ciaydajeBe mpermnoctaBuhemo nga je a, # 0 u b, # 0. Jlumec
paruona/ine (GpyHKIHUje Y OECKOHAYHOCTH 3aBHUCH OJI OJIHOCA CTEIEeHa IIOJHHOMA Y OpOjHOIy U HMe-
HHUOILY .
Axko je n < m Taza je

an

x_l + Cln)

o (R 4+ +

lim R(z)

r—r—+00

lim

Tr——+00 bo

R bm>

i a oy
2+,
" x ,

1 TV
= lim | —— ”b" =0.

r—+oo | & _
by,
-0 xm x P
i — b |

Ako je n = m Tama je

W4+l ta a
lim R(z) = lim =& — ===
T—s+00 T—s+00 9521 4+ o+ mT—l + b, b,
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lIpeoctao HaM je caydaj kaja je n > m. Vckopuctuhemo nperxoine TpancdopMmaniyje OyHKIH]je
R(z) u monasumo o ciaemehier 3akbydaka

ag Ap—1
i “— +a,
. ) _ yan a
lim R(z)= lim [z2"™ —° = sgn — - (+00).
T—+00 z—=+oo | S~~~ bo bi—1 b,
T x
! — b |
Hostazumo 10 caegeher 3ak/bydka
0, n<m
. ap+arxr+ ...+ a, " a
lim P ) o = he m=m
T—+400 0+ 1JZ+...—|— m L (+oo)-sgn%,n>m.

f

ITpumep 57. ¥V oBoM npumepy KeJauMo Jia Hal)eMo rpannydne BPeJHOCTU CUHYCHE U KOCHHYCHE
dyuKnuje y Tauku a = 0.
Kopucrehu TpuronoMeTpujcKu UaeHTUTET
o+yY . o=

_ — 94
coSs ¢ — cos Y sin 5 sin 5

JIOJIA3AMO JI0 jeTHAKOCTH
. T . x
cosx —1 =cosx —cosO = —281n§sm§,

OJHOCHO

T2 |z|?
0< —1:2“{ <o. L
< |cosz | sin 5| < 1

IIpH YeMy TOCHaeIrba HejeanakocT caemd u3 [Hocaemune 14. Kako je lim |z]? = 0 u3 Teopeme o Tpu
x—0

JUMeca Caein

lim |cosz — 1] =0,
z—0
noroMm, Kopucrehu ITociaeamnity 50 moxkemo 1a ce 0ca000 MO ATCOJIyTHE BPEIHOCTH
lim(cosz — 1) =0,
z—0
1 Ha Kpajy U3 CBOJCTBA CJarama JIIMeca U onepanuje + J100ujamo

lim cosz = 1.
x—0

[Tpumernmo 1a je liH(l) cosx = cos( ma oaMax MOXKEMO Jia 3aK/by9MMO Ja je KOCHHYCHa (PYHKIIHja
HeNpeKu/Ha Y T&‘H?I/? a=0.
Kopucrehu nejegnakoctu
0 < |sinz| < |z|

u Teopemy 0 Tpu JiMMeca jeTHOCTABHO 3aKJ/bydyjeMO

lim sinx = 0.

z—0
Kaxko je sin(0 = 0 3akspyuyjemo na je cuaycHa yHKIMja Hempekugaa y Tadku a = 0. Hempexwui-
HOCT CUHYCHE W KOCHHYCHe (DYHKIHje y OCTaJuM TadyKama NeMo MOKa3aTh Y JIeJy O HOPEKUIHOCTH
eJleMeHTapHUX (pyHKIH]a. i
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Y Tephemwy 13 cmo Bujen ja 3a cBe T € [0, %) BazKu

sin x

sine <z <tgr= .
cos &
sin x
X

2KesimMo 712 OrpaHuaIuMO KOJHINK y HpOOYIIIeHO] OKOJIMHI HYJIe Ta J0JIa3UMO JI0 HejeHAKOCTH

sinx

<1, (10)

cosx <
T

3a CBe T € (0, %) Ako je r € (—%,O) Tajga —r € (O, g) na je
cos(—z) < @ < 1.

VICKOpUCTUMO YUILCHHUILY I3 jeé KOCHHYC IIapHa a CHHYC HemapHa (pyHKIUja [a J0JIa3UMO JIO HCTOT
: ) : o
HH3A Heje/InaKocTH (10) Ha nesoj HpO6yI:IleHOJ OKOJINHU (—5, 5) \ {0} rauke Hysma. Bumenn cmo na
je hH(l) cosx = 1, ckpo3 JecHa crpana Hejeqnakoctu (10) koja je jenqnaka xkoHcranTH 1 Takohe Texu
r—r

jeauHuIM na u3 Teopeme o TpW JUMeca JI0JA3UMO JI0 OCHOBHOT JINMECa

lim 20 = 1. (11)
x—0
ITpumep 58. Hahu lir% 1_;#
z—
[Togcernmo ce aa je
x x x x
COS T = COS (2 . 5) = cos® 5~ sin? 5= 1 — 25sin? 5

a je

1 —cosx 2sin?

z
2

2 2
Haxkue, keauMo 1a u3padyHamo ciaegehn aumec

2 lim {Smi} .

z—0 x
Oyuknuja ¢(r) = z° je menpekuaua gyuxuuja na kopucrehu Teopemy 52 MOKEMO J1a 3aK/byIUMO
Ja je

lim —— =2 |lim
x—0 ,132 z—0 I

1 —rcoszx 2{ sinﬂ2

inZ
SlIl2

aKo MOCTOjU lirr(l) . OBaj muMec ce MoxKe m3padyHaTu Kopucrehu Teopemy o cMeHU MpOMEHIbUBE Y
T—r

x
JuMecy 1 ocHoBHH JuMmec (11). Apryment cunyca je 5 M JKeJIMMO Jla HaM TO Oy/ie HOBa IIPOMEH/bUBA
T

Kojy hemo osnaunTu ca ¢ = 3. JacHo je Ja Kaja T TeKW HyJU OHJIa M 5 TeXKHU HyJH, OJHOCHO KaJa

je * mpom3BOJBPHO MaJla BeJIMYHHA Ja he Taja n ¢ OuTH TpPon3BO/bHO MaJja BeanunHa. [Iperackom Ha
HOBY ITPOMEH/BUBY HAII JINMEC TIOCTaje

) sin% . sint 1. . sint 1
lim =lim — = = lim =,
z—=0 t—0 2t 2t—0 t 2

IpPU 9eMy CMO y TOCTeIheM Kopaky uckopuctuan ocHopan aumec (11). Ha kpajy mobujamo

. 1—cosz 1
lim —— = —.
x—0 [L‘Q 2
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Kama cmo 3acauBasiu nmosbe R nedunucann cmo Ojaepos 6poj e Kao e = sup { (1 + %)n |n € N}

. . n
a 3aTHM CMO Y JieJly O HU30BHMa IOKa3aJId Jia je e = lim (1 + %) . Cajma hemo mokasaru ja he e
n—-+o00

OUTH BPEJIHOCT jOIII jeIHOI OCHOBHOI' JIUMECA.
[IpumeTumo na je

1 [z]+1 1 n+1 1\" 1
lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim {(1 + —) (1 + —>} =e (12)
T——+00 [[E] n—+4o00 n n— 0o n n

jep je [x| mpuponan 6poj Kama x uae y GeCKOHAYHOCT a 3a JuMec mo n cMo Beh mokaszanu demy je
jennak. buhe nam nmorpeban u ciemehn immec
1 n+1 n 4+ 1
1+
n—+1 n—+ 2

) 1 " .
lim (1 + ) = lim
n—+oo n+ 1 n—+oo

OBge JimMec MoxKe Ja mpohe Kpo3 IPOU3BOJL jep MOCTOJH U JIUMEC O, (1 + L)Wr1 u auMmec o H
It Ja 1p po3 Tp 71 jep ] 7 i o

(UpBU JIIMeEC je 3alpaBo JIMMeC HI3a, (1 + %) KOME je caMo MHJICKC IIOMEPEH 34 jeJlaH).
Heka je caga x peanan nosutuBan 0poj. 3HaAMO 1a je

[z] < < z]+1,

o) < (o <o)

Ckpo3 JieBa CTpaHa TexKH Ka BPEIHOCTH e Kaja T — 400 (To ciaenn u3 jennauube (13)) mok ckpos
JleCHA CTpaHa TeXKU HCTOj] BPEIHOCTH a To cieau u3 jegnaqdune (12). Ha ocuoBy Teopeme o Tpu
JmMeca 3a bYyHKIHIje J00ujaMo caegein OCHOBHU JIMMEC:

e= lim <1+1)$. (14)

Tr——+00 X

=e. (13)

ma je

ITpumep 59. M3pauynaru ciaenehu mmec lim (1 + %)I

Tr—r—00
Nneja je ga ce npehe Ha HOBY IIPOMEHJbUBY t = —x LpU YeMy BaxkKu ja t — +00 Kaja r — —oQ.

Jakie
1\ 1\ £\’
im (14-) 9 hm (1-2) = 1im (=) =
T——00 €T t——4o00 t t>+oo \t — 1
1\ 1 \"! 1
Ztkﬂo(”m) = <1+m> '(”m)IZ

(b) 1\ 1

; 1\*
9 Jim (1+—) S(1+0) =e.
z

Z—+00

—

—

Jennakocr (a) ce mobuje yBoljemem cvene t = —x, (b) ce mobuja MPOJACKOM JHMeEca KPO3 TPOU3BO/T
JIOK CMO KOpak (c¢) pobummu yBohemem cmene z = t — 1. Ilpumernmo ga z — +oo xaga t — +00.
[Tocieimba jeTHAKOCT cJiejid KopulinfieseM OCHOBHOT JiuMeca (14). i

3amarak 60. Kopucrehu ogrosapajyhe cmene mokazartu ciiejehe jelHaKOCTH:
a) lim(1 + z)s =e,
z—0
6) lim 20t —

z—0

. T __
B) lim ©2 =1,
z—0 T

)
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v

3.4. Jlumec moHoToHe dbyHKuuje. Y ledbununuju 9 cmo jgedunucanu Monorone pyHKIIHje,
0K cMo v [ledbununuju 7 nedunmncasn mojam cynpeMyMa u nHGUMyMa (PYHKIAje HA HEKOM CKYIY.
Omnn he Ham 6uTH OTpeOHH 3a cJre/lehy TeopeMy Koja OHCYje KaJa OCTOj! JTUMeC MOHOTOHe (DYHKIIH]e.

Teopema 61. Hexa je f : (a,b) = R pacmyha ¢gynruuja wuju je domen unmepsan (a,b). Bascu
caedehe:

a) axo je Pynkyuja oepanuvera 000320 Mmada NOCMOJU KOHGHAH lirgl f(z) u sascu
T—b—
lim f(z) = sup f();
T—b— z€(a,b)
6) akxo Pynkyuja nuje ozparuvena odozeo mada je
lim f(x) = +o0;
z—b—

B) ako je pynryuja ozpanuvera 0003do mada nocmoju konaswar lim f(x) u saswcu
r—a+

lim f(z) = inf)f(x);

z—a+ z€(a,b
r) ako Pynryuja Huje oepanuvena 000300 onda je
li = —00.
i, fr) = —oc
Hoka3z. Tlokazaliemo seo a) u 6) a ocrasna JBa cJI0Ba e TOKA3Yjy aHATOTHO.
a) Heka je dynknuja orpanndena o103ro, Hekom KoHcrantom M. To 3Haum na Baxu
(V€ (a,0)) fz) < M.
Taja ckyn BpeanocTu
V={f(x) |z e(ab)}
KOjU je Helpa3aH CKYI WMa jeTHO TOpIbe orpaHmdeme, KoHcTaHTy M. llogcetmmo ce na
y ckyny R Baxku AkcrmomMa cynpeMyMma ra CBaKW Helpa3aH U 0JI03r0 OrPAHUYECH CKYI UMa
CYTIpeMyM. 3akKJbyuyjeMmo fa ckyn V mMma cynpemyM y ckyny R, L = sup V. To je 3ampaso
JIpyradnja o3Haka UCTor mojma sup V = sup f(z).
z€(a,b)
Caza HaM je mpeocTaJsIo jia mokazkemo Ja je L srepu quMec dynkimje v Tauku b. Heka
je € > 0 nmpousBosbHO. zKenumo ga Hahemo 6 > 0 TaKBO J1a BarKu
[f(z) = L| <&

zace x € (b—9,b). Kako je L —e 6poj koju je cTporo mamu of, L, a L je HajMarbe TOpIHe
orpaHnyeme ckyma V', To 3Haun ga L — ¢ Hehe OuTu ropime orpannvemne ckyna V. lakie
nocrojahe esement ckyna V koju je Behm o L — €

(Fzo € (a,b))f(xg) > L —e.
Ca apyre crpatne Kako je f pacryha dyHKIuja oHIa je

(o) < f()
3a CBe BPEJIHOCTH X U3 uHTepBata (a,b) Koje cy Belie on xo. 3uamo ga f(x) € V na je u
f(x) < L 3a rakse Bpeanocru x. Opabpahemo

§:b—l'0.
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Homn cMo 710 Heje THAKOCTH
L—c< flzo) < fla) < L
Koja Baxkm 3a cBe T € (b— d,b) = (x9,b). OBuM cMO nokazanm ja je L = xlg})lﬁ f(z).
6) Cana monasumo of (byHKIHje Koja HEje OrpaHHYeHa 010370, OJHOCHO 3a KOjy BAKU
- (3CeR) (Ve ((ad) flx)<C.
Kajia npohjemo HerarujoM Kpo3 NpeTXOIHHE U3Pa3 J0JA3UMO JI0 TOTA Ja BaXKH
(VC eR) (T € (a,,b)) f(zo) > C.
Oyurnuja f je pacryha ma he 3a cBe x > x( BaKUTH
f(x) = flxo) > C.
Bak/pyuyjemo ciaegehe
VCeR)(Fo=b—x0>0) Vz e (b—450b) = (x,b)) f(z)>C,
OJTHOCHO zlgili f(z) = +o0.

O

OcraB/bamMo unTaoly ga caM QOPMYJIUIIe aHAJOTHY TeopeMy y3 MPeTHOCTaBKYy Ma je (YHKIMja
omnasajyha.

3.5. AcumnroTrcke peaanmuje m acumnrTore dynkmuje. Cana Kaga HaM je MO3HAT IOjaM
JimMeca (pyHKIMje MOZKeMO Jia JedpruHuneMo paste pejaiuje mehy dpynkiujama Koje he nam Ha HeKu
nauynn ynopehusaru pyunknuje.

Jedunumnuja 62. Hexa cy gare dyukmuje f : A —+Ru g: B — Rua € R 1ako 1a je a tauka
HAroMmaaBama M ckymna A u ckyma B. Kaxkemo ma Baxku
f=o(g) mm f < g kama r — a

aKoO M caMo ako mocToju dyukumja «(x) meduHucaHa Ha HEKO] MTPOOYIIEHOj OKOIUHE Tauke a, Uy,
TaKBa Ja BazK1

f(z) = alz)-g(x), Vo € U,NANB,

u

glcl_rg a(z) =0.
Kana cy aBe dyuknuje f u g y 0BaKBO] pesialujn oH1a KakeMo pyrkuuja [ je sanemapasuea iy 00Hocy
Ha pyrrxyuly g wina [ je beckonauno mana GyHruuja y 00Hocy wa g Wik f je mano o 0d g. O

Ucraxkammo ga gomenn (pyHkiuja f u ¢ He MOpajy OUTH jeJHAKYN ajin MOPAjy UMATH 3ajeTHUIKY
TauKy HaroMuJaBama U Pejalija KOojy cMo AedUHUCAIA THYE Ce JIOKAJTHOT TMoHallama (MYHKIje Y
POOYIIIEHO] OKOJIMHU TaYKe HATOMUJIABAIbA.

OBy nedunuiujy MoxkeMo J1a (GOPMYJIUIIEMO U Ha £-0 je3UKY

f<g rx—=ae Vex>0)3F0>0)0<|z—a|<d=|f(z)] <e-]|g(x).
Axko je ¢byrkuja ¢ pazauduTa o HyJIe HA HEKOj MPOOYIEHO] OKOJHWHU TAYKe ( OHJIA TeJHerheM

jemHakocTH [ = (- ¢ ca g W MPOJACKOM JIIMECOM Kajla & — a J0Ja3uMO 10 Tora ja Baxku [ < g
KaJa T — a aKO W caMO aKo je

. x x

L f@) @)

z—a g(x)  z—a g(x)
Ipumep 63. [Tokazaru jna Baxku 12 = o(z?) kaga r — 0.
Oyuknuja g(r) = 22 je pazauunra o Hyje Ha npodyienoj okounu nyne (—1,1)\ {0}, na camo
Tpeba Hahu Jmmec

3

lim — = limx = 0.
z—0 z—0



26 3. Oyuxkiwyje

Ommruje, Bazkuhe ¢ = o(2”), 2 — 0, Kaz rox Mely peaaHuM HapaMeTpPHMa BaxKH HejeTHAKOCT
a > f. t

ITpumep 64. 2Kenumo ga ynopeauMo pact crereHuX yHKIUja V OKOJIUHK Tauke +0o. [lokazaTn
ma Baxku T = o(x?) Kaga r — +00.
®yuxumnja g(z) = x? je pazauuura o Hyse Ha (1, +00) mTo je npobylneHa OKoJMHA TauKe +00 1
JIOBOJHHO je Hahu JimMec KOJIMIHUKA,
x 1

lim — = lim —=0.
T—+00 $2 r—+00 I

Ommrruje, azkuhe 1@ = o(z”),  — 400, Kaa rox Mehy peaaHEM HapaMeTpUMa BarxKi HejeTHAKOCT

a < f. i

ITpumep 65. [Mokazaru ga Baxku sinz = o(z) Kaga x — +oo.

Y Tephemwy 47 cMmo Buesn J1a je JIUMec TPOU3Bo/ia OrpaHndeHe u HyJa GYHKINAje Takohe jeaHak
nysu. Tako jga heMo KOJHYIHUK % BHJIETH Ka0 IPOU3BOJ CUHYCHE (PYHKIIHje Koja je orpaHudeHa U
dyukmnumje % KOja TeXKW HYIU Kajla T — +00 0JaKje jeJJHOCTABHO 3aKJ/bydyjeMo Jia je

sinx

lim =0.

r—+oo I
i

3a pas3uKy o1 MPeTXOIHOT IPpUMepa Kaga cMo yropehuBaan pyHKITje Y OKOJIHHE O€CKOHAYHOCTH
y OKOJINHU HyJIe BayKu JIpyraduja peJaiuja.

ITpumep 66. [okazatu ga Baxku sinz — x = o(x) kKaga x — 0.
OBo cBojcTBO ce ToKasyje momohy ocHoBHOD JuMeca (11).
sinx —x sin x

lim — = lim
r—0 x z—0 X

—1=1-1=0.

Tspheme 67. [lokazaru na Baxku

a) o(f) + o(f) = o(f);

)
B) o(f)-o(g) = o(f - g);
; VCGR\{N)OOU)ZOUE

T—a

0.

Hoxka3z. llokazahemo camo Heke ocobume JOK OcTaje OCTaB/haMO YHUTAOIY 3a BexkOy. Kajga y
Jety a) KaxeMo na Baxku jeanakoct o f) + o(f) = o(f) To 3ampaBo 3maun Ja Kajga y3MeMO HEKY
bYHKIMjY Koja je 3aHeMap/bUBa y OJAHOCY Ha f Kaja T — a, O3HAYUMO je ca hy, U HeKy IApyry
dyHKIH]Y Koja je Takohe 3aHeMap/bUBa y ONHOCY Ha f Kaja & — a, O3HAYUMO je ca ho, OHJIA he u
BUXOB 30up hi + hy Outn dyHkimja Koja je 3anemapsbuBa y oanocy na f kajga r — a. [lokaxnmo
OBO CBOJCTBO.

Ako je hy = o(f) u hy = o(f) onzga he mocrojaru dyHKIMje v U (g TAKBe 1A je

hy = aa () - f(2), lim oy () =0

hy = as(z) - f(x), alzlg}z as(z) =0.
Taga 3a Gynkunjy a(x) = oy (z) + az(x) Baxku na je
hi(z) + ha(z) = a(z) - f(2),
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IpH deMy je

lim a(x) = lim(aq (x) + az(x)) = lim oy (z) 4+ lim ag(x) = 0.
r—a T—a rT—a T—a

Y mocsemeM CBOJCTBY ce TojaBibyje jenunnna y geny uckada f = o(1). Ta jequnnna o3nadasa
KOHCTaHTHY (DYHKIH]Yy KOja je cByxa jeanaka Bpeanoctu 1. Tako jga je joka3 Tor jejia TBphema
TPUBHUjaJIAH jep

f(x)

fzo(l),x—>a<:>aljl_r>r(11T:O.

O

Jedunnmnuja 68. Hexa cy gare dyuxnuje f : A — Rug: B — Rua € R tauka HaroMuiaBama
ckynosa A u B. Kaxemo ja je dyxnyuja f cauuna gynxyuju g xada x — a ako mocToju GpyHKImja
B : U, — R nedunncana Ha HEKO] MPOOYIITEHO] OKOJUHI TAYKe @ TAKBa 12 je

f(z) = B(z) - g(x), « € UuNAN B,

1 BazKH

lim B(z) = 1.

r—a
Y ToM cjiydajy HuiemMo
f~g x—a.

O

Ha oBaj maunn cmo pedunncain jeany penanujy Mehy dbyHKIHjaMa, U jeTHOCTABHO ce MOKa3yje
J1a je peJianyja ~ peJalyja eKBUBaJEeHIU]e.
Ako je g(z) # 0 Ha HeKO] MPOOYITEHO] OKOJIMHK TAYKe ¢ OHJAA Ce MpoBepa Ja Jiu ¢y Ape GyHKIuje
y PeJAIHji ~ CBOJIN HA TParkeme JIMMeCa KOJUIHUKA jep BaXKH
x
f~aq, x%a@limmzl.
v—a g(x)
Buajyhu ocHosau smmec (11), Ipumep 58 u Bagarak 60 gonazumo no ciaenehux Gynkuuja mehy
KOJUMa, BaykKW peJialinja CInIHOCTH

sinex ~z, z — 0,

In(l+2x)~x, x—0,

L 5
1—cosx~§x,x—>0,

(15)
e"—1~uz, x—0,
a*"—1~Ina- -z, x =0 (a>0),
l+z2)*—=1~a- -z, z—0.
3amarak 69. [lokazaTu ga Baxke caenehe pesanmje:
a) ¥+ 22 +20 —T~2a3 x— +oo,
6) 23+ a2 +20—T~ -7, 20,
B) 7 + 25+ 322 ~ 27, 2 — +oo,
r) 27 + 2% + 322 ~ 322, © — 0,
1) 28+ 2t +sinal” ~ 28 x — +oo,
2448 ~ -
) ifﬂigomsf/%x—}l ?07
Q)WNZZ'§_E,Q?—>O. \/

Hapeano TBpheme nosesyje penaryje CIUIHOCTH U 3aHeMap/buBocTH n3dMely nse dpynkimje.

Tepheme 70. Heka cy nare nBe dyHKIMje f U ¢ TaKBe 1a je Tauka a € R TadKa HATOMHIJIABAIbHA
UXOBUX JoMena. Tama Baxkwu ciemehe:
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a) ako je f ~ g kama r — a ouga je o(f) = o(g) Kaga r — a;
6) f ~ g, T — a ako u camo ako Baxku f — g = o(g), © — a.

Hoxka3z. V neny a) jeqnaxocr o( f) = o(g) kaxe ga caka dyHKIHja KOja je 3aHEeMapIbUBaA Y OTHOCY
Ha f Mopa OuTH 3aHEeMap/bUBa y OJHOCY Ha ¢ W, OOPHYTO, CBaKa (PpyHKIHja KOja je 3aHEeMapP/hbHBA Y
OJTHOCY Ha, g MOpa OuTh 3aHemMap/buBa y ofaHocy Ha f. CBe 0BO HAPaBHO BAayKMU IOJI TIPETIOCTABKOM
naje [~ g kama r — a. Hakie, yamumo dyuknujy h 3a kojy Baxu Ja je h = o( f) kaga © — a.
Xohemo ma mokazkemo jga Baxu h = o(g). Kako je f ~ g omma moctoju dhyuknmja [ Taksa /1a BaKu
f(z) = B(z) - g(z) u B(x) — 1 kama x — a. Hame, kako je h = o(f) omma mocroju pyHKIMja
TaKBa Ja Cy 3a710Bo/beHn yeaosn h(x) = a(z) - f(z) n a(x) — 0 kaga © — a. 3akspydyjemMo
h(z) = a(z) - B(x) - g(x),
u a(x) - f(z) — 0 kama x — a. DPyHKIHjy h cMO TPEACTABUIM KAO MPOU3BOI DYHKIHjE g U
dbyuknmje Koja Texu myau y tauku a. V3 gedbununumje crenu ma je h = o(g) kama r — a. 3a
3aBpIIETAK J0Ka3a HOTPEOHO je y3ern DYHKIM]Y h Koja je 3aHeMap/buBa y OJHOCY Ha g, h = o(g),
u nokazaTn ja Baxu h = o(f). OBaj jeo j0Ka3a je MCTH K0 W HNPETXOIHM JICO TIPH UeMy je
norpebHO 3aMeHnTH MecTa (PyHKIHja f 1 g.
[IIto ce mena 6) Twde HU30M eKBUBaJeHIHja, monazehu ox meduHUNMje caAMIHUX DYHKIH]A,
noaasuMo 1o caeneher:
frg z—=ae f(z)=0() g(z), f(z) =1, 2 —a
& f(2) - g(z) = (Bx) — 1) - g(x), Blz) —1 -0, = a
s f—g=o0(9), r— a.
O

Kopucrehn penanuje (15) u nperxonto Tepheme A0ma3umMo 10 caegaelinx jeHAaKOCTH Koje Ha3h-
BAMO JOIII U PA3BOJEM EAEMEHMAPHUT PYHKUUIG

o sinx =z + o(x), v — 0;
e ln(l+z)=x+o0(x), x— 0

. 1—COS$:§+O<%2>:%+O(ZL‘2),ZL‘—>0;

e’ —1=x+o(x), r — 0;
a®* —1=Ina-z+ o(x), z =0 (a > 0);
(14+2)*—1=a-2+o(z), v —0.

3amarak 71. Kopucrehu nperxojne pasBoje uzpadynatu cieaehe aumece:
: sin17x
a) il{)r[l] sinzv/3’

6) lim Sz v

20 In(cosz)

Cana HaM je mpeocTaso Aa JedUHUIIEMO TOjMOBE KOCHX, XOPH30HTATHAX U BEPTUKATHUX ACHMII-
tora dyuknuje. To he Gutn mpaBe (ako mocroje) Koje ¢y Mpon3Bo/bHO O6au3y rpaduka QyKHIHje y
TaYKaMa Koje cy OeCKOHaYHe MM HeKHM TadKaMa Koje Cy pyIle JOMeHa.

Hedunumnuja 72. [lpasa y = a-x+ b, a # 0 HazmBa ce kocom acumnmomom gynkuyuje f y +00
ako Baxn f(x) =a-x+b+ o(1), r — +oo.

Comrano, mpaBa y = ¢+ = + d, a # 0 Ha3WBa Ce KOCOM acuMNMomom gyrryuje [ y —o0 aKO BaxKH
flx)=c-z+d+o(l), 2 - —c0. O

Ako je f(z) =a-z+ b+ o(l) kaga r — 400 Tajga je

b 1
®:a+—+0(—),x—>+oo,
x x x
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ma je
- f(=) ,
lim ——=, b= lim r)—a-x).
r—+o0o0 I ’ z—>+oo(f( ) )
OBo cy dopmyse mo Kojuma ce padyHajy KoedUIHjeHTH ¢ U b KOju ce MOjaBby]y vV jeTHAUYHHE KOce
acumrTore. AKO HEKH OJ OBa JiBa JuMeca He mocroju oujaa dyHkiuja nehe mmarn kocy acmmir-
ToTy y +00. CAMYHO, y OKOJMHHU TadKe —OO0 70 jeJIHAYNHE KOCe aCHMIITOTe J0JIa3UMO padyHajyhu
KoedurujerTe ¢ u d mo ciaegehum dopmynama
. X .
c= lim &, d= lim (f(x)—c-x).

r——00 I T——00

a =

Hedununuja 73. [IlpaBa y = b HaszuBa ce xopuzonmasnom acumnmomom gynkuuje f y +0oo
ako Baxku f(x) = b+ o(1) kaga x — +o0.

[IpaBa y = d Ha3UBa Ce TOPUBOHMAAHOM acumnmomom Pynryuje [ y —oo ako Baxku f(x) =
d+ o(1) kama r — —o0. 9

BuanMo 5a ¢y XOpH30HTAJIHE aCHMITOTE CIeljajaH CJIydaj KOCHUX acuMITOTa Kaja je a = 0
onuocuo ¢ = 0. Axo rpaduk dyHknuje uma npasy kocy acumnrory (a # 0) Kajga £ — 400 OHJA OH
He MOYKe UMATH U XOPU3OHTAJIHY aCUMITOTY Y +00.

Oyuknuja f(r) = arctan z auju je rpaduk npukazan va Coanry 15 nMa XOPU30HTATHY aCHMITOTY

Yy =73 Kajla T — +00 u Yy = —5 KaJa T —» —00.

Cnuka 15. I'paduk dyukmuje f(xr) = arctanz u ogarosapajylie XOpu30HTAIHE ACUMIITOTE

Oyuknuja f(x) = cosz HEMa HU XOPU3OHTAJIHUX HU KOCHX acUMNTOTa. Vako je lirin 2L = (0 He
T—r=00
moctoju  lim cosx ma caMuM THM He TMOCTOje HUKAKBE aCUMITOTE Y OKOJUHU GECKOHAYHUX Tadaka.

T—7F00
Kana morsenamo rpaduk KocuuycHe bYHKINje BUAUMO /18 OHA CTAJTHO OCIUINpa u3Mel)y BpemgHocTn
1 u —1 (jep je nepuojguuna) na rpaduk HU y jeJHOM TPEHYTKY HE MOYHIbE Ja ce UPUO/IMKABA HEKO]
IpaBoj.

Kpaaparna dyuxnuja f(x) = x /()

HeMa acUMITOTa y 0o jep je lim £ = 4o0.
z—+oo T

2

Excnonennumjanna dyuknuja f(x) = e* nma xopusonranny acumnrory y = 0 Kajga x — —oo jep je

. . . . x
lim e* =0 70K y OKOJIMHU +00 HEMa HU KOCY HU XOPU30HTAJIHY acUMITOTY jep je lim < = +o0.
Z——00 z—4o0 ¥

Baucra Kaja morsiegaMo rpaduK eKCcoHeHnjaaae (hpyHKIHje BUARMO Ja Ce OHA Y +00 MOHAIIa jade
Hero 610 KOja JuHeapHa QPYHKIH]A.

Hedunnumnuja 74. Ilpasa r = C HazuBa ce epmukaAsHoM acumnmomom gynruuje f ako Baxku

i [f(2)] = oo man lim |f(2)] = +oc,
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Beprukasne acuMITore, ako IOCTOje, jaB/bajy ce y TadkaMa JioMeHa rje je byHKIuja JobujeHa
JelJbeeM Heke JiBe hYHKIHje WiIn y TadkaMa Koje cy usbadene u3 gomeHa (,pymaMa’ JTOMeHA).

1
ITpumep 75. O;Lpe;LHTI/I ce acumurore gyukuuje f(z) = |xr + 3|e”=.
AKO pasBHjeMO € KaJa je T IPOM3BOJ/GHO BEJIUKO, OJIHOCHO 1 IIPOM3BOJBHO MAJIO TONA3HMO JI0
caesiehux jeTHAKOCTH

f(x):(:c+3)(1—%+0(l

>) =x+2+0(1), 2 = +o0,
T

T

fz) = (-2 — 3) (1—é+0(1)) = —2-2+0(1), T — —oo.

To 3naum ja PpyHKIMja UMa XOPU3OHTAJIHE ACHMIITOTE U TO T + 2 Kaja r — +00 U —& — 2 KaJa
xr — —oo. Tauka x = 0 He mpunaga gomMeny (GpyHkIuje ¥ BUIAMO Ja je

lim f(z) =400

x—0—
ma je x = 0 BeprukaiaHa acuMmnTora obe (yHkmmje. Acummnrore m cam rpadux QyHKIHje Cy
npuka3anu xa Coaurnm 16.

X | va
\ | /
N\ |-

\ N/
\\\\\ r“ ///
A\ I //
\ | /)
\\ / /
\\\\\v // /
, A SR
/
/N
/TN
/ A
/ \
/ \
/ \
// \

CaukA 16. I'padux byskmmje f(x) = |z + 3|e*% u ojgroapajyhe acummrore

4. HenpexkugHoct dpyHKIAja

llomceTnmo ce mojmMa HenmpekuaAHOCTH BYyHKIHje y Tadukn Koju je gaT y Jedununumju 15. Kaxemo
na je dyuknuja f : A — R HempekmaHa y Taukud a € A aKO U caMO aKO BayKu

Ve>0)Fd<0)(VexeA)|r—a|l<d=|f(z)— fla)| <e.

WNcrakaumMo jour jefHOM Jia CMO MOjaM HeIPEeKUJIHOCTH JeUHUCATIN CAMO y TadyKaMma J0MeHa U Jia ce
3aT0 y € — 0 JeUHUIMJN jaBJba YCIOB |x — a| < 0 W caMa HeNmpeKuIHOCT je 3aBHCHIA Ol BPEIHOCTH
dyukImje y T0oj Tauku. /oK cMO mmojam rpaHudHe BpeIHOCTH JIepUHUCATN Y TaYKaMa HarOMIIaBarba
JoMeHa, y € — 0 geduHunmjn nMamo yeiaos 0 < |x —a| < § u cama rpaHUYHA BPEJHOCT HE 3aBHCH OJT
BPEIHOCTH (DYHKIHje y TOj TAYKK (aKO je a YOIIITe TauyKa JOMEHA).

ITpumep 76. [Tokazatu ja je auneapHa dbyukuja f(x) = ax + b HempekuIHA y CBAKOj TAYKH
JoMeHa (3a TpOU3BOJbHE KOHCTAHTE a ¥ b).
Heka je ¢y € R mpousBo/pHa Tauka u Heka je € > () nmpousBosbHO. Paznamka

() = fwo)| = la(z — w0)|
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6uhie marma ox € 3a cBako x € R 3a koje Baxku |z — x| < 0 e je

= 0
_ae#
d {1, a=0.

Tume cMo TOKa3aJM HENPEKUTHOCT JUHeapHe (PYHKIMje Ha TeJ0M JTOMEHY. i

13 oBOr mpuMepa BUINMO J1a CY KOHCTaHTa GhyHKIMja i iuHeapHa GbyHKIuja f(r) = x HempeKuiHe.
Cnenehu npumep maje GpyHKIUjy KOja nMa MPEKHJe Y HEKUM Ta9KaMa JOMEHa.

ITpumep 77. [okazaru na dynknuja f(x) = sgnx uma npekun y tauku ¢ = 0.

[IpernocraBuMo cynpoTHo, byHKIMja 3HaK Opoja je nenpekuana y tauku a = 0. Y3ehemo na je €
KOje ce jaB/ba y AePpUHUIU]H HEITPEKUIHOCTH Y TAYKH jeTHAKO % Hedununuja kazxe na he nocrojaru
0 > 0 TakBO Ja BayKh

1
(@) = f(0)] = [sgna — O] < 5 (16)

3a cBe T 3a Koje je |z — 0| = || < 8. Yamumo koukperto x1 = 3. Taza je 21 y unrepsany (—6,0) na
KOM Bazku TporieHa (16) aau padyHoM moa3umo 1o caepeher

[F(w1) = (0)] = |sgnay — 0] =1 > %

mTo je KoHTpaaukimja ca (16). Tume cMo mokaszaam na MpeTHocTaBka He Baxku na (DyHKIHja sgn
nMa npeku y Tauka v = (.

TpazkeHO CBOJCTBO CMO MOIJIH Jla TIOKAXKeMO U Ha JIpyradnju HauwH. Beh cMo criomenysnn panuje
J1a je pYHKIMja HEIpPeKUHa Yy TAYKH JOMEHA aKO W CaMO aKO je IeH JIMMeC YV TOj TAUKH jeJHaK
BpegHocTn dbyuknuje y toj tauku (3agarak 24). Kako oa dbyHKIHja HeMa JuMec y Tadkd a = 0
3aKJbydyjeMo Ja Ty He MOYKe OUTH HelMpeKUTHA. i

Tsphemwe 78. Heka je pynuknuja f: A — R menpekuana y tauku a € A. Taja nocroju okosinna
U, Tauke a Ha KOjOj je (PYHKIMja OrpAHUICHA.

Anasnorno tBpheme 3a smmmece je Tepheme 40. Paznuka je y Tome mITo KOJ JUMECA MOYKEMO
Jla TOBOPUMO O OTPAHWYEHOCTH (PYHKIIAje Ha MPOOYIIEHO] OKOJWHU JIOK KOJ HEMPEeKHTHOCTH WMaMO
OrpaHUYeHOCT (PYHKIHje Ha 1es10j okoanau. Jlokasz hemMo m3ocTaBuTH jep ce j1o0Hja jeTHOCTaBHOM
MOIUMUKAIIIJOM CIIOMEHYTOT TBPhema Koje ce OTHOCU Ha JIIMece.

Anastorao cojerBo mckazano y Tephemy 41 3a smmece je ciaenehe TBpheme Koje HaMm Kaxke na
rpacuk HenmpexkugHe PYHKIHje MOKEMO Ja OJBOJUMO OJ T—OCe Yy HEKOj OKOJIMHU TadKe y KOjoj je
dyHKIIMja HENPEKUIHA U PA3JIMYUTA, O] HYJIE.

Tsephewe 79. Axo je dyukmuja f : A — R menpekunna y tTauku a € A u ako Baxku f(a) # 0
OHJIA TIOCTOjM OKOJIMHA TadKe a Ha KO0joj je (pbyHKIMja pa3jmunTa O HyJe U 3HAK (PYHKIHje je UCTH
Kao ¥ 3HaK 6poja f(a).

CabupameM, MHOXKEHeM U JIe/beheM HellpeKiaHuX (GyHKnuja (Kajaa je peduHUCAHO) OeT J106u-
jamo HempekujHe GpyHKIHje.

Tsphemwe 80. Heka cy marte dyukiuje f,g: A — R koje cy menpekunane y tauku a € A. Tanma
cy dyukmuje a- f +-gu f-g Henpekuane GyHKIHje Y TAYKA @, 38 TPOU3IBObHE peaTHe KOHCTAHTE
au . Axko je, mogatuo, g(a) # 0 onga je u dbyHkmuja 5 HEIIPEKNTHA Y TAYKH .

[TperxomHo TBpheme HaM je MOKa3aJ/i0 Ja Ce 10jaM HeNMPEeKHTHOCTHU JIeIO Cjazke ca ajaredbapCKum
onepanujama. HempekuIHOCT ce ouyBaBa U TIPU KOMIIO3UIIH]U.

Tsphemwe 81. Heka cy mare dynkmuje f : A — B u g : B — R takse na je dpyaknmja f
HempekuHa y Tauku a € A a dyHkuuja g je menpexkuana y tauku b = f(a). Taga je dynknuja
go f: A— R HempekujHa y TaYKH a.
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Hoxkaz. ¥Y3mumMmo mpousBo/bHO € > 0. Kako je dynknuja g Hempeknmaa y Taukn b onja he
ocTojaTn HeKo 01 > () Tako Ja BaxKu

l9(y) — g(b)] < e (17)
KaJ rox je |y — b| < §;. 3a oBako Haljeno d; mocrojalie Heko 0 > 0 Tako jna BaxKu
|f(x) = f(a)] <6 (18)

KaJl 1071 je |z — a| < § (oBo cieau u3 ummenure na je [ HempekugHa y Tadku a). Cama croajamo
nporene (17) u (18) u 3ak/bydyjemMo ma Kaj rox je |z — a| < 0 omma je

| f(z) —fla)] =]y —b] < b

~
y = f(x)
na je
g o f(x) —go fla) = lg(f(x)) —g(f(a)] = lg(y) — g(b)| <e.
[lo nedpununuju caean na je pyHkuja g o f HEIPEKUIHA Y TAYKH @. 0

[Toacernmo ce j1a je HEKa Tadka JIOMeHa OW/Ia Tadyka NpeKujga ako PYHKIHja Y TO] TAYKH HHje
HenpekuHa. MozKeMo J0/aTHO Jia KJacU(pHUKYjeMO Tadke IIpeKuja IocMaTpajyhu JieBH U JIeCHU
JmuMec (PYHKIH]e ¥ TOj TAYKH.

Hedunumnuja 82. /lara je dpyukmuja f: A — R u a € A Tauka gomena y k0joj pyHKIIHja TMA
mpekn. Kaxkemo fa f uma omraorbue npexud iy mavwky a aKo MOoCToje JI€BU U JTeCHH JTUMecH (hyHKITHje
y Ta9KU @ U aKO CY jeJTHAKH. Y CYIPOTHOM, MIPEKHT HABUBAMO HEOMKAOUSUM. HEOTKITOmUB MIPEeKu]
HA3UBaMO npexudom npee épcme ako (byHKIHja UMa JIEBH M JECHU JIUMEC Y TOj Ta4Kd W JIUMECH
cy pasanyuTi. HeoTKIOWmHB NMpeKu Ha3uBaMoO npekudom dpyze epeme ako Oap jeJlaH Ol JIUMeca

lim f(z) m lim f(x) me mocroju. O
r—a+ r—a—

ITpumep 83. IIpumerumo na dpyukiuja g : R — R garta ca

sine - £ )
oo ={ 8

uMa OTKJIOHmUB mpeku y Tauku a = 0. JleBu u jecuu jyimmec pyuknuje g y Tauku a = 0 jeaHaxu cy

ocuoBHOM JuMmecy (11)
sin x
=1

lim ¢(z) = lim ¢(z) = lim
:rHOJrg( ) xﬁofg( ) x—0
[Tpekujie oBe BpcTe HA3UBAMO OTKJIOLUBUM jEP MU MOXKEMO Jla IIPOMEHMMO BpeHOCT PYHKIHjE g V

Tadky ¢ = 0 Tako JIa OHJIa TOCTAHEe HEITPEKWIHA. i

Y Ilpumepy 77 cmo Bujeau ma je a = 0 Tauka mpekujaa dbyHKOHje sgnz. Kako je jeBu Jaumec
byHKITje ¥ TO] TaYKM jeJHAK BPEIHOCTH —1 a JeCHU JUMecC jeJHaK jeTUHUIN 3aK/bydyjeMo Ja je
rauka a = 0 Tauka npekua npse Bpere PyHKIMje Sgn .

4.1. T'nobanua cBojcTBa HenpeKuaHUX (PYHKIHja. Y HPETXOTHOM eIy CMO ce OaBuIn
JIOKAJTHUM CBOjCTBAMA HETPEKWTHUX (DYHKIHja, OJHOCHO MOHAINAmeM (PYHKIHje y OKOJUHU HEKe
tauke. Caza hemo ce 6aBuTH ri1obaTHIM CBOjCTBAMA HEPEKMIHUX (DYHKIIH]jA KOja OMKUCY]Y MOHAITAHE
dYHKIHje HA HEKOM CKYIIY.

Teopema 84. (Kommu-Boamanosa teopema) Hexa je f : [a,b] — R nenpexudua dynryuja
maxea da je f(a)- f(b) < 0. Tada je f(c) =0 3a nexo ¢ € (a,b).

Hoxa3z. Ilocmarpamo Tadky Koja ce HaJa3W Ha [OJOBHHE MHTEPBaJa [a, b, TO je Tavuka aT*b Axko

“TJ“b 3810BOJ/bABA yCI0BE TeopeMe. AKO je f(aTer) £ 0
onna nmamo age Moryhnocrn, f(44%) > 0 mm f(%5%) < 0. Cama nocmarpamo uurepsant Iy y jun

KpajeBuMa byHKIM]a f MMa Pa3jInduT 3HaK, TO je [a, QTH’] uiau [“TH’, b]. TlonoBumo 0Baj mocTymaK

je f(aTer) = 0 #0oKa3 je 3aBpIIEH, TAYKa ¢ =
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y=H(x)

CrnukA 17. llpumep dynknuje Koja 3a10B0sbaBa mnmocraske Kormru-bBosnanose Teopeme

ca uHTEepBaIOM [; Unje KpajeBe iemo ozHauuTH ca [aq, by| (mpumeTnMo n1a je mupuHa HHTEpBaTa |
jenHaka b_T“) [Togenumo ra TavKOM % Ha JBa dena. Ako je dyHImja f jeIHaka HYJIH Y TAIKH
% oHJia he TO OMTH TavyKa € KOja 3a/J0BOJ/baBa 3aK/bydakK TeopemMe. ¥ CYIPOTHOM, AePUHUIIEMO

uHTepBa Io y uujuM KpajeBuMa GyHKIHUja f UMa pas3auduT 3HaK, T0 e Guru uHTEpBAT |01, %Lbl]
b—a

uiu [‘“;rbl,bl]. O3naunmo KpajeBe mHTEpBasa ca [ag, bs]. Ilupuna murepsasna je bl*Tal =
HacraBumo moctynax gaspe. AKO y HEKOM TPEHYTKY HamheMo Ha Ta9Ky y K0joj je DyHKIrja jeiHaka
HYJIU JIOKa3 ce 3aBpimaBa. AKO He Hal)eMO TakBy Taduky OHa CMO jaedWHUCAIN HU3 3aTBOPEHUX

YMETHYTHUX WHTEpBaJa

In = [aru bn] 2 In+1 = [anJrlu anrl]

y 9MjUM KpajeBuMa (pyHKIHja [ UMa pa3IuyduT 3HAK U Ydja je IMHPHHA
+00
13 Kanropose Teopeme ciean ja he npecek maTepasa [ [, 6utu Hempasan. Cana hemo
n=1
nokasaTu Ja he mpecek OUTH jeJIHAK je/IHO] TAUKH ¥ ja he BpeaHOCT (pYHKIHje Yy TOj TAYKA OUTH

jeqHaka Hyau. AKO O ce y mpeceky HaJa3wie JIBe PA3IHIUTE TAUKe ¢| M Cy OHJA OM HAa OCHOBY

b—a
AL

. . . b_a
ApxmMmesoBe TeopeMe IOCTOjao HPHPOJaH Opoj ny Takasb Ja je ¢ < |cp — ci|. pyrmm pedmma
TauKe €] U Cy Cy Ha pacrojamy Koje je Belie ox mumpune unrepsaja [,, Ia He MOry obe Tauke 13
+oo +oo
ce Hal)y y unrepsany I,, a camum tum Hu y npeceky () I,. Haxne, () I, = {c}. Ilpeocraje

n=1 n=1
HaM Ja mokaxkemo jga je f(c) = 0. TlpermocraBumo cymporuo, f(c) # 0. Kaxko je f nempexumna
dbyukuja onga he mocrojaTw HeKH WHTEPBAJ OKO Tadke ¢, obuuka J. = (¢ — &,¢ + €), Ha KOM je
dyukuja craasor 3Haka. Omner, u3 ApxumMemoBe akcrmoMe cjenn 1a hie mocrojaTn npupoaad 6poj
ng TakaB Ja je ’;_Tg < ¢. 'To 3na4un na he meo natepsan [,, 6utn cagpxan y J.. Tume cmo mormumm
710 KOHTpaJuKIje jep dyHKIHMja [ MMa pPa3IndIdT 3HAK Ha KpajeBHMa HHTepBanta [, MoK je f
CTAJIHOI 3HAKA HAa uHTepBady J.. U

Bagarak 85. Ilokazaru na nomunom p(z) = x° + 172% + 20 uma 6ap jeany peaany Hy.y.
Pewewe. llpumernmo na je p(2) = 120 > 0 u p(—3) = —70 < 0 na he na ocnoBy Teopeme 84
MOCTOjATH HYJIa MOJTMHOMA p y HHTepBaty (—3,2). v

Hamomena 86. Baxku u omiruje cBOjcTBO, CBaKH IOJMHOM HEIAPHOI CTelleHa uMa Oap jeHy
peasiny HyJIy. OBO ce jeTHOCTABHO JI0OKa3yje KOpPUCTehW YWHEHUIY Ja 3a CBAKU MOJHHOM HEHApHOT
crenena p(r) = a,x" + ap12" ' + ... + a1x + ag Baxxu lim p(z) = +oo mwmu lim p(z) = Foo

r—+oo z—+o0

(3HAK JMMeca y GeCKOHAYHOCTH 3aBUCH OJ1 3HaKa Bojehier koeduumjenTa a, Kao MITO CMO BUJIEIU Y
[Ipumepy 55). o
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Baparak 87. /lokasaru jga cBaka Henpekugaa ¢yukuuja f : [0,1] — [0, 1] uma duxcHy Tauky
(dukcna Tauka je Tauka o 3a Kojy Baxu f(rg) = o).
Pewewe. Tedunnmmmvo woBy dyukuujy F : [0,1] — R ca

F(z) = f(z) — x.
[Ipumerumo na puKcHe Tauke IpecjnKaBamba [ ojropapajy nyiaama ¢gpyukmnuje F u obpayro. OyHKIH]ja
F' je Hemmpekuina Kao pa3/inka HeIPeKUIHUX (PYHKIHjA U Y KPAJIbUM TauyKaMa HHTEPBAJIA UMa BpPeI-
woctn F'(0) = f(0) —0 = f(0) > 0mu F(1) = f(1) — 1 < 0. Ilocneame aBe HEjeTHAKOCTH CJIeje
u3 yumenuie Ja je kogomen dyunknuje f rakohe mnrepsas [0,1]. Axko je F(0) = 0 nom F(1) =0
taja je xg = 0, oaHocHO To = 1, dukcHa Tauka upecaukasawa f. [Ipernocrasumo xa je F(0) # 0
u F(1) # 0. Tazma je F(0) > 0 uw F(1) < 0 na dbysknuja F nma pasauduT 3HaK Ha KpajeBuMa
uareppaia [0, 1]. 13 Teopeme 84 caenn ma nocroju nyna ¢ € (0,1) ose dbyukiuje, F'(c) = 0, a To he
ouTn (pUKCHA TAUKa MPECTUKABAHa f. v

Hanomena 88. IIpumerumo ja nenpekuana dynknuja f(z) = 22 canka uarepsan (0,1) y (0,1)
a wnak Hema durcHunx Tadaka Ha (0,1). Tlperxognm 3agarak He MOKe Jla Ce IPHUMEHH Ha OBaj
KOHKDEeTaH IpuMep jep AoMen (pyHKIUje f HUje 3aTBOPEH WHTEPBAJI. o

Teopema 89. (Teopema o mehyspenanoctu) Axo je [ : [a,b] — R nenpexudna dynryuja 3a
kojy je f(a) = A u f(b) = B, onda 3a ceaxo C xoje je usmehy A u B nocmoju ¢ € (a,b) maxeo da
je fle) =C.

‘ Hoka3z. Jlokas cienn U3 mpeTxoHe TeopeMe Kaja ce nocmarpa dyukmnuja f(x) — C. 0

AKo ce momceTnMo KapaKTepH3allije HHTepBaIa J0Ia3uMO 10 caenehe mocaemuie.
ITocaenuiia 90. Henpexudha cauka unmepsaia je unmepsan.
ITpumep 91. Oyukmuja f : [0,5] — R nedunucana ca

z, 0<z<1

f(x)={07 1<a<5,

cauka uarepsad [0, 5] y [0, 1] anu dbynknuja f nuje nenpekuana na [0, 5] (uMa npekuy Taduku © = 1).
OBaj mpuMep HaM TOBODH JIa He BayKH OOPHYTA UMILIHKAIM]A Y IPETXOHO] MOCJIE THITH. i

Teopema 92. (BajepurrpacoBa teopema) Henpexudha @ynkyuje Ha 3ameoperom U 02paHu-
YEHOM UHMEPBAAY J€ 02PAHUEHE U DOCTNUNCE MAKCUMYM U MUHUMYM.

Hoxaz. Heka je f : [a,b] — R menpeknna dbyHkimja.

[IpBo hemo mokaszaru ja je f orpanmdena. [IpermocraBumo cynporno, f HEje orpanudena Ha
la,b]. Tana dyHKnuja HUje orpaHnveHa Ha JE€BOj WM JECHO] MOJOBHHU OBOI MHTEPBAJA jep aKo
6u Guia orpanwdeHa Ha oOe MOJOBHHE OHjaa On OHira OrpaHHYeHa W HAa FUXOBOj YHHjH (TODHe
orpaHmIerme O OUI0 MAKCHMYM TOPHUX OIPAHUYEHHha HA TOJTOBHHAMA & JOHhe OTPAHNYIEHHE je MUH-

HMYM JIObMX OIpaHHYerha Ha mojoBuHaMa). O3HAaIMMO ca [; HHTepBaJ HA KOM (DYHKIMja HHje

orpaHuyeHa (CIMYHO Kao y jgoka3y Teopeme 84 wHTepBasn [; je mupune b_—“) Caza mHTepBas

2

I, momenuMo Ha ABa Jeja W O3HAYMMO ca [o MHTepBaJ IMHPUHE 172_—2“ Ha KoM dyHknumja f Huje

orpannvena. HactaBumo mocrynak. Ha oBaj maumn medunumieMo HH3 omajajyhmx mHTepBasa

I, O I,y KOju cy mupune b;—n“ u [ je meorpanmueHa na cBakom oj mux. [Ipema KanToposoj

TEOPEMH FHhUXOB IIPECEK je Hellpa3aH W CJAUYHO Kao u y Joka3y Teopeme 84 cajpzkahe camo jemmy

rauky, (| I, = {c}. Tlpema mpernocrasiu Teopeme f je HEIPEKHJHA Ha CBOM JOMEHY Ha je
neN

HeTpeKWTHA U Y Ta4YKu c. JIOKaJIHO CBOjCTBO HeMpeKUIHUX (DYHKIMja HAM Karke J1a hie mocTojarn

okommua J. = (¢ — g,¢ + €) Ha Kojoj je dbynkumja f orpammuena. Ha ocnoBy ApxumesnoBe ak-
a

CHOME IIOCTOjU IIPUPOJIaH OpPOj Ny Takas Ja je g%o < € na he unrepsan I,, burn nojackyn ox J..
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OBo je KOHTpaJHUKIUja jep je ca jejne crpaHe [ HeorpaHudeHa Ha [,, a ca jJpyre crpaHe cMo J.
KOHCTPYHCaJId Tako Ja f Gyje orpaHuYeHa Ha TOj OKOJMHHU TAadKe C.
Cana fiemo nokazatu jga [ J10CTHzKe MUHUMYM Ha [a,b] (Ha caudyaH HaduH ce jJokasyje ga f

JOCTHKE MakcumyM). IIpermocraBumo cympoTHo, Heka je m = inf f anu weka je f(x) # m,
a,b]

onuocuo f(x) > m, 3a cBe x € [a,b]. Jedunumumo byuxnujy g(z) = f(+m Kaxko je umenuai

x)
HenpeKkuHa GYHKIHja pa3auduTa of] HyJe 3a cBe = € [a, b] onja hie dyHknuja g GuTn HenmpekuIHA
Ha [a,b]. TIpema mpeTxoaHOM ety J0Ka3a (byHKIHja ¢ je orpaHHyYeHa ma fie mocTojaTn KOHCTAHTA

C > 0 TakBa 71a je

3a cBe = € [a,b]. Tana je
1
x)=>m+ —
fe)zm+ o
3a cBe = € [a,b]. OBo je KoHTpamuKIHja jep fie onga m + % OUTH jeHO JOEe OTpaHUYeHe CKyIa
{f(z)|z € [a,b]} anju je nudumym m mawmu o1 Te BpeAHOCTH (HOACETHUMO ce 12 je nHMUMYM CKyTa
weropo Hajeehe jome orpanmuerme). akspydyjemo fa je m = f(xg) 3a HeKo xy € [a, b]. d

Bamarak 93. Haliu ciuke ckynosa A = (—1,1), B = (—1,1], C = [-3,5] u D = [4,+00) npu
npecaukaBamwy f(x) = 22,
Pewerve. @yuxnuja f je menpekuana a ckynosu A, B,C' u D cy unreppaiu na hie u muxoBe ciuke
outn uaTepBasau. Ilpumerumo na je 22 > 0 u ga je 2 < 1 3a cBe |z| < 1. Kaga y3MeMo Ipou3Bo/ban
nosurusan 6poj s mamwu o4 1 onga je /s € Au f(y/s) = s. To 3naun na je f(A) = [0,1). Jlako
3ak/pydyjemo faje f(B) = [0,1]. Ca npyre crpane f(5) = 25 naje f(C) = [0, 25]. Jlako ce 3aksbyqyje
ma je f(D) = [16,400). IIpumernmo na cmo wa ckyn C' Morim ja npuMeHEMO BajeprirpacoBy
Teopemy jep je C' 3aTBOpeH W OTpaHUYEH WHTEPBAJ JOK Ha wHTepBaje A, B u D HucMO Morim 1a

IPUMEHHMO HCTY Teopemy. VuTepBaiu A u B Hucy 3aTrBopeHu oK [ HHje OrpaHUYeH. v

4.2. Henpeknauoct monotoHux (dyuknuja. [logcernmvo ce aa je dyukimja (cTporo) Mono-
ToHa ako je oHa (crporo) pacryha wim (ctporo) omamajyha.

Tsphewme 94. Monorona GyHKIHja MOXKe UMATH CaMO IIPEKHUIE IIPBe BPCTE.

Hoxka3. Heka f: X — R u npermocraBumo, 6e3 ymMamema ONIITOCTH, Ja je (pyHKIHja pactyha.
Heka je o € X tauka npekuga dpyukiuje f. Cama hemo nmokasaTu ja IMocToje JIeBU U JECHU JITMEC
dyuKIuje y Taukn ro. [locmaTrpaMo ckymose

A={f(z)|r <wo}, B={f(x)|x>wo}.

Dyukmuja je pactyha nma je ckym A orpanumden of03ro Bpeanomthy f(xzg) 10K je ckyn B orpanunden

07103710 HCTHM OpojeM. AKcmoMa cympeMyMa HaM Kazke 1a he mocrojaTu cympeMym ckymna A, ag =

sup A, u uapumym ckyua B, by = inf B. [Tokazahemo ga je lim f(x) = ag, ogHoCHO 112 je ag JieBu
T—To—

jqumec pyHKIUje y Tauku ro. Heka je € > 0 npouszBosbHo. Ha ocunoBy pedunumuje cympemyma

nocrojahe x. € A 3a koje je ag—e < f(z.) < ap. Kako je dynknnja pacryha saxuhe f(x.) < f(x)

3a cBe T 3a Koje je r. < x < xo. Jakie ag—e < f(x) < ag ako je |z —z,| < d rae je d = xo—z.. Axo

ce MoJCeTHMO Jie(PUHUIIH]e JIEBOT JIMMECA y TaYKHU 3aKJ/by4dyjeMo Ja je ag = Em f(z). Aunamoruo
T—xr0—

ce Jokasyje ja je by mecum jsmmec pyuknuje f y Taukm xrg. THMe cMO J0Ka3aad Ja MOHOTOHA
dbyHKIMja UMa JIEBU W JIECHU JUMEC Yy CBAKO] TAYKU. JOTI jegaH 3aK/bydaK MOYKEMO Ja U3BYUYEMO
U3 JloKa3a oBOr TBphema. JelHo ropmwe orpanuderme ckyna A je f(z) a mweros cyupemym je ag na
3aK/bydyjeMo aa Baxu ag < f(xg). Ckyn B uma jesHo 1ome orpanudemne f(zg) a nHOUMYM CKyna
B je by. HMaxae f(xq) < by. Ox nBe HejeHAKOCTH
lim f(z) =ao < f(zo) <bp= lim f(z)
r—x0—

T—x0+
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‘ jeaHa je crpora jep je xo Tadyka Ipekuja (pyHKImje. 0

ITpumep 95. Ha Chunu 18 nanasu ce npumep ¢dbynknmje Koja je pacryha. Ilpumerumo na

dyHKIHja y TAYKH © = 2 UMa TPeKW]I IPBe BPCTe U Ja BaXKU lilél =4, lirgl =6 10K je f(2) = 5.
r—2— T—2+

Ha Cnumu 19 manasu ce rpaduk dyHKImje Koja Huje MOHOTOHA. [IpmMernmo fa je ona omamajyha
JIEBO OJl TaukKe T = 2, 3aTHM HUMa CKOK y = = 2 a OHJa HacTaB/ba jJa omnaaa. llpumernmo na je

lim =3, lim = 2 g0k ce BpeanocT dbyHKIuje y camoj tauku x = 2, f(2) = 4 we nanasu uzmehy
T—2— T—24

JEBOI' U JIECHOT JILMEeCA. i

x

CnaukA 18. Tlpumep pactyhe dpyaKImje

CnukA 19. Tlpumep dyHKIMje KOja HIje MOHOTOHA

Teopema 96. Monomona dynryuja f : (a,b) — R je nenpexudna axo u camo axo je f((a,b))
UHMEPEAN.

Hanomena 97. V uckasy teopeme f((a,b)) o3HauaBa cJUKy WHTepBaja MpHU IpeCcIUKaBamy f,

f((a;0)) ={f(x) [z € (a,0)} CR.

Hoxkaz. Jeman cvep (ca aese Ha JecHy crpany) cvo Beh Bugean kao IMocaemniy 90, Ty Ham

IPETIoCTaBKa 0 MOHOTOHOCTH (byHKIHje Huje morpebHa. Heka je cama f((a,b)) unrepsan u f

mMoHoToHa dyHKuja. IIpermoctaBuMo Ja je Heko xo € (a,b) Tauka npekuna byukuuje f. Tana

je ag = xgin fx) # ngjruf(x) = by u Bpeanoct f(xg) ce namasu usmely oBux GpojeBa. Heka
0— 0
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je Iy orBOpeH mHTepBas ca KpajeBuma ag u by (ako je f pacryha onga je Iy = (ag,by) a ako je
f omamajyha ouma je In = (by,ap)). Kako cy 6pojeBu ag u by paznauauru Iy je mpaBu MHTEPBAT
(auje mpasan Beh cajpku GeckoHAYHO MHOTO Tadaka). ¥ joka3y Tephema 94 cMmo Bugenu ja je
f(xg) m3meliy ag u by mpu demy je jemna mejennakoct crpora. Ako je f(xg) crporo msmely osa
nBa Opoja ouma je f(zg) € Iy a Moxke ma ce mecu ma je f(xg) jeaHako HeKoM o7 OpojeBa ag W
bop u y Tom ciyuajy f(xg) He npunaga uarepsaiy ly. Ha ocHOBY oBe aHa/inze BUAMMO Ja CJIUKA
f((a,b)) nma npaBy "pymy” Iy y Kojoj he ce moxkia Hamasuru Tadka f(xg) aju HUIITA BUIIE CEM
tora. JIpyrum peunma f((a,b)) nuje maTepBan. OBa KOHTpaJuKIMja HaM Kaxke na f He MOXKe
MMATH TavKe MPEeKU/1a, OJIHOCHO Ja je f HempekuHa (DYHKIH]jA. 0

3amarak 98. [lokazaTu 1a je cBaka cTpOoro MOHOTOHA (DYHKIIH]a MHjEeKTHBHA.
Pewerve. Heka je f : X — R crporo pacryha dbyuknnja u neka je f(x1) = f(x2). Axko je z1 # x9
OHJIa je 1 < To WM X1 > To. U3 wumenune ja je f crporo pacryha sakspyuyjemo ja je f(z1) < f(2)
win f(xy) > f(xz2). YV cBakoMm ciayuajy He mMoxke Ja Baxku f(zq) = f(x2). Jenuuo upeocraje xq = xo.
Axo je f omamajyha dyukImja Moxkemo aa mocmarpamo (pyHKIMjy — f Koja je y ToMm ciydajy pactyha
Ta Ha Y TPUMEHNMO JOKAa3aHO CBOJCTBO WHjeKTHBHOCTH. v

Tephemwe 99. Axo je [ : (a,b) — R crporo Monorona u Henmpeknana (GpyHKnuja Tajga je m [
(ca omrosapajylium momenom) Henpexujna byHKIHjA.

Hoxka3z. Kako je [ meupexkujua dyukiuja onga he ciuka unarpsaja (a,b) upu npecjiukasamwy [
outu Heku uHTepBas («, 5). 3agzarak 98 Ham Kaxke Ja he f OUTH UHjEKTUBHO IIDECIMKABAE, 112
he nocrojaru weros unseps ! : (a, ) — (a,b). Tpeocraje nam jna nokaxkemo ja he u unBepsHa
dyukumja 6utu crporo MoHoroHa. Jla 6mecMO oJaKImagM 3aMUC MPETIOCTABUMO Ja je f CTporo
pactyha. Heka cy y; < ys npousBosbHE ejeMenTd u3 («, 3). 3mamo ma je y; = f(x;), i = 1,2
3a HeKe T1,Te € (a,b). OuurienHo je x; # . Ako je 1 > xo taga je f(x1) > f(x2) jep je f
crporo pactyha, omnocno y; > ys a TO je Y CYHPOTHOCTH Ca TOYETHUM OJa0UPOM eJieMeHATa U
v yp. Jakne, Baxkm 17 < To. llpumernmo ma je z; = fH(y;), i = 1,2. 3ak/bydyjeMo 1a BaxkKu
fH 1) < f7'(y2) ako je y1 <y, Tj. mmBep3na bymkmija f~! je crporo pactyha. f'((a, B)) je
unTepsas, f ! je Monorona ¢pyHKnmja na Ham Teopema 96 xaxke ga he n f~! GuTm Henmpexkumna
dyuximja. 0

4.3. Henpekuanoct eaeMenTapHux ¢pyHkmuja. ¥ [lpumepy 76 cmo mokasanu j1a jia je JinH-
eapHa byHkimja f(r) = z Henmpeku HA. 3HAMO Ja je TPOU3BO/] HEIPEKNIHUX (DYHKIMja HENPEeKHIHA
dbyuxmmja na he n pynkmuje 22, 23, ... 6utn Takohe Henpexuane. Kaxo je 30up u KOIMIHUK HEMPeKH -
HUX (QPYHKIZja HempeKugHa (DYHKIHMja MOYKEMO /14 3aKJByIUMO JIa CY TOJUHOMCKE W paIliOHATHEe
bYHKIHje HEeIPEeKHTHE.

Ksanparua ¢dbyHkmja ©° uHjeKTHBHO cauka ckyn [0,4+00) y [0,400), npu ToMe je u CTPOro
pactyhie n cimka gomena je takohe [0, +00). VuBepsna, ogaoCHO KopeHa dbyHKImja /7 : [0, +00) —
[0, +00) je Takohe mempekmana. Pymkmmja x je cTporo pactyhia W HeNpeKHIHA Ha CBOM JOMEHY
u KogoMeH je jeanak ckymy R. Fben unpeps je menpekmpan u canka /2 : R — R. U youmrre,
crerrena dynknnja x2* rie je k € N numa HenpexkuaH HHBEP3 KaJa IOCMATPAMO HeHY PeCTPHKIN]Y
na [0, +00) a0k crenene dbynxmmje obmmka r2*t! nmajy wenpeknman unseps wa negsom R. JIpyrum
peunMa, KopeHe (hyHKIHje Cy HEIPeKwTHe.

llomceTnmo ce ma cMO TOKa3au HEPEKUTHOCT CHHYCHE W KOCHHYCHe (hyHKIHje v Tauku a = ()
y llpumepy 57. ZKenmmo jga mokazkeMO HENPEKUJIHOCT OBHUX (PYHKIIMja Y CBUM TadyKaMa JOMeHA.
Bramo Ja 3a Baxu |sinz| < |z] 3a cBe € R. Heka je xy € R npoussBosbia tauka. Tazga je

2

T — X T+ Zo
- COS
2 2

T — 2o

|sinz — sinxo| = |2 - sin < |z — x|

<2 ’sin
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Kana npohemo umecoMm 1o x — xy J00ujeMo Jia CKpO3 JecHa CTpaHa TeXKU HyJIH Ia he U pasyimka

sin x — sin xo TexkuTu Hyau. Ipyrum peauma lim sinxg = sinx. Caudno, Kopuctehn TPUrOHOMETPH-
T—T0

jCKe HJeHTHTeTe J100MjaMo HU3 HejeIHAKOCTH

r—Ty . T+
- sin
2 2

. T — o
sin

|cosz — coszg| = |—2 - sin <2 < |z — o,

Ia je U KOCMHyCHa (DYHKIMja HENPEKHHA y ITPOU3BO/HHO)] TAUYKH (.
M 3 T T
HpI/IMeTI/IMO.,ZLa Je sinz crporo pacryha ma unrepsany [—7, 7] u menpexuina ia he u IHEHA MH-
Bep3Ha PyHKIHM]ja arcsin outn Takohe HenpekugHa. CANYHO Baykn U 3a KOCHHYC. Kajga pecTpukyjemo

kocuuyc Ha [0, 7] (rme oH omaja) A0Ja3uMO 10 HelpeKuIHe WHBep3He (DYHKITH]je
arccos : [—1,1] — [0, 7].
[opma auckycuja je mokasaja jieo uckasa ciaesehe Teopeme.

Teopema 100. Eaemenmapne dynkuuje cy nenpexudme.

Hokaz. 3ramo ja je 36up, NIpOU3BOJ, KOJIHIHUK (Kaja je JehUHUCAH) U KOMIIO3UIINjA HEITPEKH/I-
Hux GyHKIHja HenpekuaHa (pyuknuja. [Ipeocranso HaMm je camo ja IMOKaxKeMo Jia Cy HEIpeKHIHe
eKCIIOHEHIIWjaTHa U JoTapuUTaMcKa (DYHKIIH]a.

[Tokazyjemo HenpekuHOCT eKcioHeHiujasHe dyHknuje y taukm r = 0. Heka je ¢ > 0
npon3Bo/bHO. Kako je e > 1 onma he 6utu e — 1 > 0 ma he ma ocHoBy ApxmmenoBe akcumome
MOCTOjaTH MPHUPOIaH OPOj N TaKas Jla BayKh

n-e>e—1,

onHocHO 1 + n - € > e. Kopucrehn BepuyujeBy HejeHaKOCT 3aK/bydyjeMo Jia je
(14+e)">14n-e>e.
Kana y3amemo n—r1u KopeH JieBe u jiecHe crpaHe j100MjaMo HejeIHAKOCT
14e>en.
Kana 1Heje;maKOCT zanuiemMo y ciaeaehem o0uKy en —1 < ema JIEBY U JIECHY CTPaHy ITOMHOYKAMO
ca e n 10OHMjeMO HejeTHAKOCT
l—en<en-c<e

. . . _1 . .
IpU 4eMy HOCJIemba HejeJHakocT Bazxku jep je 0 < e™n < 1. Ako je x y caenehoj oxkonuHn Tadke
0, (- %) (rae cMo n omabpasy Tako Ja Bayke CBe FOPHe HejeJIHAKOCTH) OHJA je

"
eTn < ¥ < e%,
ma je Jasbe
—e<en—l<e —l<en—1<e.

Hakne y (—1, 1) oxomnun Tadke 0 Bazku

e’ — 1] < e.
3ak/bydyjeMo liir(l) e® = 1 a znamo 12 je € = 1 ma je ekcrnoHenmujasHa (DYHKIIja HENPEKIHA Y
x=0. 3a HpOIﬁSBomHy Tadyky zo € R npumernmo 1a je

lim (" — ™) = lim (" (e" ™ — 1)) = €™ lim ("™ — 1) = €™ lim(e" — 1) = €™ - 0 = 0,
T—T0 T—T0 T—T0 h—0

OJIHOCHO lim e” = €™ 1a je eKcIoHeHIHjaaHa (PYHKIHja HEIPEKHUJIHA Y CBAKO] TAUKH CBOI' JIOMEHA.
T—xQ

Excnonenmnujanna GpyHKIIja je cTporo pactyha u Hempekuana na he ma ocaoBy TBphema 99 u
0] MHBEP3HA JIorapuTaMcka pyHKIUja OUTH HEellPeKuHa. U
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5. XajueoBa u KoImiujeBa Kapakrepu3aiuja JuMeca

[lojam rpanuune BpegHOCTH cMO JecdbuHuca u Ha € — § je3uky u 1o je Kommujea medunurmja.
['panmuny BpegHocT yHKIHje MOXKeMO Ja Aedunuiiemo kopucrehu nuzose. Ty gedunuimjy je mao
Xajue, ekBuBajeHTHa je Komujeoj nedununuju u Mmu hemo To popMyaIncaT Kao Teopemy.

Teopema 101. (XajueoBa kapakrtepusanuja gumeca) Heka je dama dyrryuja f: X — R
u Heka je xg € R mauka naeomunasara ckyna X. Tada je lim f(z) = L € R ako u camo axo 3a
T—rT0

c6aru Hu3 T, € X \ Ty 842CU UMNAUKGULIQ

lim z, =2y = lim f(x,)= L.

n—-+00 n—-+0o0o

oxka3s.
="

Heka je L rpanuuna spejnoct dyHkuuje f y Tauku ro u Heka je (x,) uu3y X \ zo

3a Koju Baxku lim x, = xg. Xohemo ja mokaxkemo ga je lim f(z,) = L.
n—-4o00 n—-400

Heka je € > 0 upoussosbho. Taga fie nocrojaru § > 0 rakso jaje |f(x)—L| < &
Kag rof je 0 < |z — xo| < 6. Kaga nedunnmemo opakso 6 > 0 onja he mocrojaru
no € N 3a koje je |z, — xo| < 0 3a cBe n > ny. Ha ocHOBY oBora 3akspydyjemMo na
3a cBe n > ng Baxu |f(x,) — L| < €, ogrocHO nl—lgloof(x") = L.

f

[IpermocraBumo ma we Baxku lim f(x) = L. To 3uaun na
T—TQ

(Fe>0)(Vd>0)(Fr e X)0 < |z —xo| <0 A |f(z)— L] > e

Osaj seo Vo > 0 mu hemo 3amenutu ca Vn € N jep KeauMo j1a KOHCTPYHUIIEMO
Hu3, a y3ehemo ga je § = % Hakse 3a cBaku npupojan 6poj n mocroju x, € X
raxko ga Baxu 0 < |2, — 29| < = u |f(z,) — L] > e. Ha osaj naunn cmo
KoHCcTpyucann Hu3 (2, )nen w3 X \ {20} 3a Koju Baku x,, — xo Kajga n — 400
a ca apyre crpaue je |f(z,) — L| > ¢ na ne moxe na Baxu f(x,) — L kazna
n — +oo. Tume cMmo moman 10 KOHTPAJAWKIIMje Ma MPETHOCTABKA He BazKH,

OJIHOCHO 3aJ10BOJbeHa je jeanakocr lim f(x) = L.
T—T0

OBaj noka3 nmojpasymena Jia ¢y o U L KOHAUHe BPEJHOCTH W CIAUYAH je JOKa3y Kaja cy To UIn
L GeckoHauHe BpeIHOCTH. O

ITpumep 102. Ilokazaru ja ne nocroju lim sin .
T——+00

[IpeTocTaBuMO J1a IOCTOjU OBaj JJUMeC U 12 je jeaHak Hekoj Bpeanoctn L. Ilocmarpamo nBa HU3A,
Ty = 20T U Y, = 2n7 + 5. Ouurneano ga oba HE3a MMAjy MPAHHIHY BpegHocT +oo. Hus peamoctn
f(z,) = sin(2nm) = 0 je koHCcTaHTaH Ma Baxku f(z,) — 0 kKaga n — +oo. XajHeoBa KapakTepusaiuja
kaxe ja je L = 0. Jlpyrn un3 spennocrn f(y,) = sin (2nm + %) — 1 kaga n — +00, na oner n3

XajueoBor npuanuna cienn ga je L = 1. OBo je KOHTpa UKIMja A HE TOCTOjU li]in sin . il
T—r+00

[Iperxoana ocobrHa je moc/IeIuIa OMIITHjer ¢BojcTBa. AKo je f mepuomwasa (hyHKIHja U aKO HHje
KOHCTAHTHA OHJA OHA HeMa JnuMmec y beckonaunoctu. Heka cy a,b € Dom(f) nBe tauke y xojuma f
UMa pa3JmduTe BpeIHOCTH (OBe Tadke nocroje jep f Huje koncranTHa (dbyHKImja) n Heka je T > 0
nepuoy ¢pyukiuje. [Mocmarpamo auzose a, = a +nl u b, = b+ nT. Oba Hu3a Texke Ka +00 Kaaa
n — +o00. Bpennocru dyHKnnje Ha 0BUM HH30BHMAa cy KOHCTaHTHe jep je f(a,) = f(a+nT) = f(a)
oK je f(b,) = f(b). dakie rpanndane Bpegnoctu Hu30Ba f(a,) u f(b,) cy paszimaure ma He MOCTOjU

lim f(z). Ha ocHoBY oBOTa 3aKk/bydyjeMo /a nepuoudaa (hbyHKIMja He MOZKe UMATH XOPH3OHTATHY
Tr—r+00

aCHMIITOTY. A He MOXKe HMaTH HH KOCY aCHMITOTY INTO CJIeId M3 YHIbeHHIe A3 [ MMa KOHAYHEe
BPEJHOCTH KaJIa je apryMeHT ITPOU3BOJHHO BEJIUK.
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Kao mocnenuiry XajHeoBe KapaKTepH3allje MOXKeMO Ja JaMO KapaKTepru3allujy HempeKuTHOCTH
dyuxkiuje momohy Hu3oBa.

ITocaemumna 103. Qynruyuja f : X — R je nenpexudna y mavwku rog € X axo u camo arxo 3a
ceaKy HuU3 T, € X 6asci
lim z, =2y = lm f(z,) = f(zo).

n—-+00 n—-+0o0o
Cneneha Teopema HaM Haje moTpedaH U JOBOJbAH YCJIOB MIOCTOjalba KOHAYHE TPAHHIHE BPEIHOCTH
dyHkKIHje.
Teopema 104. (Kommujes kpurepujym nmocrojama Jumeca y Tadku) Heka je dama dynrxyuja

f:A—= R npuvemy je A C R u a € R mauka nazomunrasara ckyna A. Tada nocmoju epanuvna
epedrnocm ynrkyuje f y mauku a aKo U CamMo Ko 8aHCU

Ve>0)(Fo>0)(Vs,te A)0<|s—al<INO<|t—a|l|<d=|f(s)— f(t)| <e. (19)

Hamomena 105. Bbutno je uctahu jna y KommjeBoMm Kpurepujymy He bUrypuiie cama IpaHuIHa
BpeaHocT L Koja ce rmojassbyje y JebuHHIEjH IpaHndHe BpetHocTH. JlaKiie oBaj KpUTEPHUjyM MOKa3yje
Jla JIU JTAMeC TOCTOJH WU He 6e3 003Mpa Ha TO IITO MOXKJIa He 3HAMO KOja je BPEIHOCT JIUMeca.  <©

oxka3s.

~—:
Hexka dyurnuja f mMa rpaHuIHY BpeIHOCT, KOjy hemo o3HaumTH ca L, y Tauku
a u Heka je € > 0 upoussosbuo. Taja nocroju § > 0 raxso xa je |f(z) — L] < §

kaJ rox je 0 < |r — al < . 3a Tako ogabpano O BaxKu
5

7() = F = 17() = L+ (L= )] L 176~ L+ 170 — L < S +

kag rog je 0 < s —a|] < 0mw 0 < |t—a|l < § (y kopaky (%) cMO HCKOpHC-
THJI HejeJHAKOCT TPoyTia). TuMe ¢MO JoKa3aam HejeJHAKOCT Ca JECHe CTPAHE
uMiunkaimje (19).

:E’

f

Jlokaz oBOT cMepa, KOju KOPUCTU XajHEeOBY KapaKTepu3allnjy, /1ajeMo y JIBa KO-
paxa.

1. xopak. Heka je (z,)neny npousBosban Hu3y X \{zo} 3a Koju Baxu x, — Ty
Kaga n — +00. Heka je ¢ > 0 npoussosbuo u nahumo § > 0 rako na Baxu (19).
Taga he mocrojatu ng € N mako ja je 3a cBe n > ng 330BOBEHO |T,, — To| < J.
Cama 3a cBe m,n > ng Baxu 0 < |z, —xo| < 0 u 0 < |z, — x| < § ma je
na ocuoBy (19) 3amoBosbena nejennaxoct |f(zy,) — f(x,)] < e. To 3maum ga je
au3 (f(2,))neny Kommujes, na fie 6utu u KOHBEPreHTaH, OJHOCHO MOCTOJH KOHAYHO

lim f(z,).

n——+0o0o
Caja je muTarbe 3aITo je 3a CBaKM HU3 KOjU TEXKU Ka T( OBA TPAHUYIHA, BPEJI-

HOCT ucTa. To hiemMo mokasaTu y ApyroM KOpaky.
2. kopak. Hexka je z, € X \ {x¢} jeman mpousBo/ban HE3 KOJU TEXKHU Ka T

u o3naunmo ca L = lim f(z,). Heka je y, € X \ {x¢} nmpousBopan nu3 Koju
n—-+00

TeXKWU Ka Ty U Heka je € > 0 npousBosbHo. [edbunumemo 6 > 0 u3 (19) u nahemo
ny € N TakBo na je |y, — xo| < g 3a cBe n > ny. U neka je ny € N Takso ja je
|z, — mo| < £ 3a cBe n > ny. edbunumreno

ns = max{ny,na}.
Taga je 3a cBe n > ng 3a/10BOBEHO

|xn_yn|:|xn_x0+x0_yn| S |l’n—l’0|+|l’o—yn| <5'
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Huz f(x,) texu ka L na nocroju ny € N Tako ma je
o) — L] <
3a cBe n > ny. Ha xpajy y3zmemo
ng = max{ng, n4}.
Tazma je 3a cBe n > ng 3a/10BO/beHA HEjETHAKOCT
Fy) = LI < [F () = Fla)| + | fa) — L] < =+,

npu gemy Baxku |f(y,) — f(x,)| < € jep cy aprymeHTH x, u Y, Ha pacrojarby
mambem oft 0. To 3Haum ma je lim  f(y,) = L.
n—-+0oo
Cana mHa ocHOBY XajHeoBe KapaKTepu3alldje 3aKJ/bydyjeMO J1a je TpDaHWYHA

BpeanocT dbyHknuje f y TaUKN T je/IHaKa TOj KOHAYHO] BPEeIHOCTH L, OTHOCHO
13 TTOCTOjH.

OJ

ITpumep 106. /lara je dyukiumja h: R — R ca

1

sin=, x#0
— T
h(z) { 0, z=0.
[lokazarw fa je Tauka a = 0 Tauka OpeKuJa JApyre BpcTe dyHKIHje h.

Y mpom3BOFHO MAJO] JECHOj OKOJUHU Tadke a = () mMocToje Tayke JOMeHa OOJIUKA T = ﬁ n

_ 1 :
Yk = Zemiz k € N, 3a Koje Baxku

f (k) = fyw)| =

Tume BUAUMO 1a HUje 3a70BObeH KoIlmjeB yc/I0B MOCTOjarba JUMeca ITa He TOCTOJH JIeCHU JUMeC
dyuknuje h y rauku a = 0. i

sin (2k7) — sin <2k7r n g)’ ~ 1.

6. 3amamm



OBJIACT 4

HudepenmnujabuiaHoct pyHKIIIja

Heka je f : (a,b) — R nenpekugna dynkuuja. [Tocmarpajmo e tauke ca rpaduka dyHKIHje
A(xg, f(xo)) m B(xo + h, f(xg + h)). Jeanaunma npase Koja IPOTa3d KPO3 OBE JBE TAUKE je

p ey S+ TN

Hyx AB nasusa ce u memusom rpacduka dyuknuje. Koedurnujenr npasia ose mpase (Koju je jeJHaK
TAHIeHCY yriia « u3Mel)y mpase p U MO3UTHBHOL Jiejia T-0ce) je w (Bumern Couky 1). Ako
moMepaMo Taduky B mo rpaduky (yHKITje n npubiankabamo je Taukun A Buammo na he ce Terusa
upubsmzkasaru maneewmu t va rpaduk dyuxmuje y rauku A (Bugern Cuuxy 2). Koedwunujenr

npagia Taurenra t he ourn

. fzo+h) — f(zo)
lim
h—0 h
aKo oBaj Jiumec nocroju. Ilocrojame 0BOT JiMMeca €eKBUBAJIEHTHO je AudepeHIinjabuHoCTH.

1. U3Boa dbyHKIHTjE
Hedunrunuja 1. Heka je f: (a,b) — R u neka je zg € (a,b). Axo nocroju
h) —
lim f(xo + })L (o) (1)

h—0

e e oL ;

CnukA 1. Terusa rpaduka dyHKIHje

1
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CaukA 2. Terusa dyHKnuje ce npubiamkapa TaHreHTH rpaduka y Tadka A

KazkeMo Ja je pyHumja dudepenyujobuina y mauku ro. OBaj JUMEC ce HA3UBA U36000M pynruuje f

y mauku o 1 o3HadaBa ca f'(xg), %(mo) WK %f(xo). Kaxkemo na je dbyukumja dudepenyujabuiria

aKo je jaudpepennujabuiHa y CBaKOj TAYKHU CBOI' JIOMEHA. O

[IpBo muTame Koje ce MPUPOIHO MOCTaB/ba jecTe Koja je Be3a u3Mmely HEmpPeKuJHOCTH Y Ta4Ku U
nudepennujabunnoctu y tauku. O ToMme HaMm ropopu ciejeha Teopema.

Teopema 2. Axo je gynrxyuja f : (a,b) — R dupepenyujabuina y mavwwu xo € (a,b) onda je ona
Y MOj MaAKU U HENPEKUIHa.

Hoxa3z. Ilpumerumo na je

. o f(xo + 1) — f(x0)
}lgr%](f(xo—kh)—f(xo))—%g% h- h

JIumec mozke j1a 1ipohe Kpo3 IMPOU3BOJL jep JIMMeCH U jejHe u Jpyre PyHKIHje 1OoCToje 11a je
;lbii% (f(zo+h) = fx0)) = 0- f'(z) = 0.

3akspyuayjeMo ja je flLimO f(zo+ h) = f(xo), onrocHo dbyHKIMja f je HENPEKHIHA Y TAUKU Ig. 0
%

Huje cBaka nenpexujHa pyHkinuja audepenijabuina y Tauku, IPpyruM pednMa He Baxku 00p-
HyTa UMILIMKAIUja Y nperxoanoj reopemu. To hemo Bugern y ciejgehem npumepy.

ITpumep 3. Qyukiuja ancosryTae Bpeaaoctu f(x) = |x| je nenpekunna y tauku = 0 anu Huje
nudepeHNujaduIHA ¥ TOj TAYKU. 3ancTa, He MOCTOjU Illir%w jep cy nmmecn kKajga h — 0+ n
ﬁ
h — 0— pasmnuntu. Jlumec kaga Tauku 0 IpuaasuMo ca Jese crpade (rie je dbyHKIHja jeHAKA
f(z) = —x) jeama je
h) — f(0 —h
o S0 =10
h—0— h h—0— h
JOK ca jiecHe crpade tadke 0 (rue je dyuknuja jennaka f(r) = x) gobujamo numec
h) — f(0 h
L f) ~ (0)

h—0+ h - hlg& h L

Ako ce moacernmo rpaduka Te QyHKIUje BHAUMO na y Tadkn r = ( mMaMO MH/bAK, Ka0 Jia Ce
rpacduk GyHKIHUje TOMU HA TOM MECTy. il

Beli Ha 0BOM MecTy BEIHMO MOTPEOY Jla pa3MaTpaMo CJIyvajeBe Kaja MoCToje JIEBU U JIeCHU JIIMeCH
u3pasza (1).



4.1. UzBox dpyukImje 3

Hedunnuuja 4. Heka f : (a,b) — R u veka je zg € (a,b). Axo mocroju

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0— h

OH Ce Ha3MBa Le8UM Uu3sodom dynryuje [ y mauku xo n o3Havasa ca f’ (xg). Jecnu ussod dynryuje
f y mauru xo jeqnak je sumecy (ako mocToju)
B) —
lim f(zo + ;i f(x0)

h—0+

1 o3HagaBa ce ca [’ (x). O

3BHajyhu cBOjcTBa JIEBOT M JIECHOT JIMMeca MOXKeMO Jla 3aK/byInMO na je byHKIHja audepeHuja-
OMJIHA Y TAYKHU T KO B CAMO aKO MOCTOje JIEBU U JECHU JIUMeC Y TOj TAUKH U jeTHAKH CY.

Y Ilpumepy 3 cmo mokazanu ga GyHKImja || y Tauku © = (0 uMa JeBU U3BOJ U jefHAK je —1 mok
je JecHu u3BOJ jejiHak 1.

Cana hemo uctmratn audepeHujabnIHOCT HEKUX eJIeMeHTapHuX (DYHKIIN]A.

ITpumep 5. Koncranrna dyukuuja f(x) = C je qudepeniujabuiina y cBaKoj TAYKU U HEH U3BO/|
je jeJiHak HyJau jep je

h) — c-C
lim f(zo +h) — f(z0) —him 2 —Y ¢
h—0 h h—0 h
3ak/pydyjeMo: M3BOA, KOHCTAaHTHEe (DYHKIIUje jeTHAK je HYJIU. i

ITpumep 6. Cana hemo nahu uszsoj crenene dynkuuje f(xr) = 2" rue je n € N duxcupan
npupojan 0poj. Heka je z € R npousso/bua Tauka. Tajga je

i (”.’)x”*j Y —i

fle+h) = f@) (@) —a" o 5"

h h h
I e R O R L e
B h
_ hn-a" '+ (J)a" 2 h+..+h"")
B h

=n-z" 1+ (Z)x”_2 “h+ ...+ A"

rae je jenHakoct (%) mobujema mpumenom Gmromme dopmyne. Kama mpohemo mumecom mo h — 0
3aksbydyjeMo ga je f'(z) = nz" L i

ITpumep 7. VY oBoM mpuMepy UCOUTYjeMO AudePeHInjadUIHOCT €KCIIOHEHIIM)ATHEe | JOTaphTa-
McCKe (pyHKIIHje.

Heka je f(z) = a” vue je a > 0 dukcupano. 3HaMo Ja je J0OMeH eKCloHeHujaine hyHKIuje CKyIl
R. Tlokazahemo na je f audepennujabuina y ¢BaKOj TauKd JOMEHA. 3a MPOU3BOBHO & € R Bakn

z+h _ @ h_1
f/(x)ZIimu:hm {ax-a N }:ax-lncb

h—0 h h—0

jep je flLin% % = Ina. [Ipumehyjemo na je d%ex = €” OJIHOCHO U3BOJI, eKCIIOHeHIInja/iHe (PYHKIHje e’
—
je omeT ekclioHeHnujaHa GYHKIHja €.
Heka je g(z) = Inz. 3mamo ga je momen soraputamcke dbyuknuje (0,400) ma mMa CMECTA

UCTIUTHBATH JTUDepeHnjaduanocT HyHKIMje g caMo y TUM Tadkama. OneT TpUMeHOM OCHOBHHX
JiMeca J00ujamo

R NCET
In(z +h) —Inz 1 In(1+ 2 In(1+2%) 1 1
! — i - lim—-—  — lim—-—— /| N S /A
g(w) = im h =am R A E x|
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1n(1+t) h

jep je hm =1la? — 0xaza h — 0. Buaehemo jom jeran HauuH Ja U3padyHAMO H3BOJ

JIOFapI/ITaMCKe dbyuknmje kajga oyaemo dbopmyaucanan TeopeMmy 0 U3Boy HHBEp3HE (DYHKITH]E. i

ITpumep 8. Heka je € R durcupan 6poj n nmocmarpamo Gyakuujy f : (0, +00) — R nedun-
ucany ca f(z) = z* ZKemmmo ga uctmramo nudepennujabusianoct ope dbynkuuje. Heka je x > 0
npousBosbHO. Taja moctoju u3sox dbyukiwmje f'(r) u jegHak je

« h\« « h\o
, L (:L“+h)a—l‘a__ $(1+;) - o (1+E) -1 1 B a1
] A
o e Ty AFDO=1
jep je lim —5— = a. i

ITpumep 9. ZKenumo ja nahemo u3Boj| CHHYCHE U KOCHHYCHE (DYHKIIH]E.
M3Bom KocuHyCa je

d cos(x + h) — cos (s« —2sin 2&thgin & h\ sinZ
— cosx = lim (z+7) ) lim 2 2 — lim | —sin (a:+—) . 2| = —sinz,

dx h—0 h h—0 h h—0 2 b
rae je jeanaxoct (k) dopmysa 3a pasiauKy KOCHHYCA a MOCIe/ha jeTHAKOCT je 100UujeHa MPUMEHOM

OCHOBHOT JiuMeca lim Sli‘t =1.
t—0

AHaJOrHE KOpally HaM J1ajy H3BOJI, CHHYCHE (DYHKIIH]je

d sin(z +h) —sinz  2cos 2 ginl h\ sinZ
—sinz = lim = lim = lim |cos [z + = | - = CoS .
dx h—0 h h—0 h h—s0 2 i_2z

Bpatumo ce caga na medunuiujy uzsoga. Heka je dyuknuja f gudepennujabuina y TauKu .
To 3naum ja je

/(a0) = lim flzo + h]z — f(zo)
O/ITHOCHO
foot hf)b —S@0) _ pian) +0(1), B 0
Kana cBe momuoxkumo ca h gobujaMo jeHakocT
f(zo+h) = f(zo) = f'(xo) - h+o(h), h — 0. (2)

[Tpumernmo caja j1a cMo audepeHiinjabuIHOCT MOTUIH j1a JedUHHUIIIEMO Ha, jOIIT jeJiaH HaunH, PYHKITH]a
f je nudpepennujabuina y Tauku ry ako moctoju 0poj A Takap ma BayKn

flzo+h) = f(xo) + A-h+o(h), h — 0.

Y ToMm caaydajy Kazkemo ja je 6poj A uzon dyukimje fy raukm xg, A = f'(xo). Oba qedununmja je
3TOJHUjA 32 YOIINTEeke N3B0a Kaaa je dyHknuja [ neduHNCAHA HA BUITEINMEH3UOHUM IPOCTOPUMA,
amp. R? wim R® a mama he 6uTm 3romHa 7 3a 10Ka3 TeopeMe O qudpepeHIUpany KOMIO3UITje
dyuKIH]A.

Vcraknumo joIn jeany Jieny ocoouny mudepeniujabuine dyHKIHje KOjy MOXKEMO J1a YOUUMO U3
jemmakoctu (2). TIpumeTnMo J1a 3ampaBo BasKy allPOKCUMAITH]a

f(zo+h) = f(xo) + f'(x0) - h
KaJa je h JI0BOJGHO Maso. AKO jecHY CTpaHy BHJIMMO K0 jeIHAYMHY IpaBe IJie HAM IIpupamTaj h
UTpa yIO0ry pa3iuke x — Xo BUIAMO Ja je TO jeITHaYNHA TaHTeHTe ¢ Ha rpaduk GyHKIHje y TAYKA Xg.
Jennaunna (2) kaxe na ce rpaduk gudepennujabuine GyHKIMje y Mai0j OKOJIMHA TaYKe To HATA3H
pou3BO/bHO Oiu3y Tanrente. Jomn jeanom hemo narjmacuTu 7@ je jeJlHaynHa TaHreHTe Ha rpadux
dyuxnuje f y Taukm xg y K0joj je dbyuknuja nudepenmnujabHa

t oy = f(xo) + f'(xo)(x — 20).
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CnukA 3. I'paduk dyukuuje f(z) =z

Koedurmujent npasiia oBe mpase KOju je 1aT H3BOI0M (hYHKIHje Y TAUKu Zo, f'(xg), jeIHAK je TAHTeHCY
yIJia KOjU TAHIEHTa I'PAJIA Ca MO3UTHUBHUM JIEJIOM T-0Ce.

Hanomennmo na audpepenujabuaHocT MozKe fa ce JeduHUINe U Y MPOITHPEeHoM cMucay (1 32 jeBe
W JlecHe U3Bojie) aKo A03B0nMO Ja jumec y (1) ysuma speanoctu y R. Ha KoHKperHum npuvepuma
fieMo BHETH T1ITa TEOMETPHUJCKM 3HAYH Ja je M3BOJ Y TAYKW (MM jeJHOCTPAHH H3BOJ) jeJHAK +00
Wi —oQ.

ITpumep 10. Tlocmarpajmo dyuxmujy f(z) = /z unju je gomen R. 2Keaumo na ucuramo meHy
juepennujabuinoct y Tauku r = 0. Tpaxkumo

fh)—f0) . Vh 1

li =lim — = lim —= = .
hs0 h B0 h hs0 NI oo
Bumnmo na je dyuknuja /z audepennujabuana y mpommpenoM cmuceay y tadkn = 0. Ako

norsiegamo rpaduk ose dbyukiuje (Cnuka 3) Buaumo na je rpadux dbyHKmje npubyb/beH y3 y-
ocy y okomHE Tadke r = (), 3ampaBo TanrenTa na rpaduk dyHknuje y Toj Tauku je npasa r = 0
(omHOCHO Yy—o0ca). 3HAMO JIa je TAHTEHC YIJia KOjU I'Pajie TAHTeHTA U MO3UTUBAH JIe0 £—oce (KOju je y
OBOM CJTIy4ajy jeJHaK BPeJHOCTH 5) jeqHax m3Bomy dyHKIEje. AKo ce MOACeTHMO 0COOMHA TaHTeHCa,
112 IPUMETHMO JIa HeroBa BPEJHOCTH TeXKU Ka +00 Kaja yrao TeKHU Ka 5— MOMKEeMO Ja BUJAUMO
Jia ce oBa audepeHnujabuaIHOCT y HPOITUPEHOM CMHECJY CJaKe Ca NeOMeTPHjCKOM CJIUKOM OOMIHe

JudepeHnnjabuIHOCTH KOjy CMO MU3IPaJIAId 10 Cajla. i

IMpumep 11. Y oom npumepy hiemo pasmarparn dbynknujy f(x) = Va2, Jomen dbyHnkmmje je
R a nac 3anuma meHa judepennujabuianoct y tauku r = 0,

h) — f(0 / h? 1
limM:hm—:hm .
h—0 h h—0 h h—0 /3
. . . . . 1 — _ . . 1 —
[IpumeTnMo 7a ce jeTHOCTpaHW JUMECU Pa3JuKYyjy jep je hlggl_ s 00 JIOK Je hll>r(r)1+ Vs —+00.

To 3Haum 13 J1eBU U JeCHU U3BOMA Vv Tadku r = () OCTOje y MPOIIHPEHOM CMHUCIY. AKO IOIJIemzaMo
rpaduk ose byuknuje (Ciauka 4) MoxkeMo Ja npuMerumo ja je rpaduk QyHKIHEje ca JeBe crpaHe
tauke ¥ = 0 npusbybsben y3 y—ocy u jga QyHKIHja onajia J0K je rpaduk ca JecHe cTpaHe Tadke
x = 0 rmakohe npusbyOsbeH y3 y—ocy anm da Ty dyHKIEja pacte (KacHuje HeMO BUIAETH KAKO HAM
3HaK n3BoJa oapelyje monoronoct dbyukumje). Buaumo ga dynkumja muje nudepennmjabuina y
MPOTUPEHOM CMUCTY ¥ Tadku T = (). i



6 4. JIndepennujaduanoct

CnukA 4. I'pabux bynxmmje f(z) = Va2

2. CrojcTBa mudepennunjabuaanx GyHKIAja

Y oBOM JlesTy OKa3yjeMo KaKO ce W3BOJ MOHAIA Y OJHOCY Ha OCHOBHE Ollepallije U KOMIIO3UITU]Y.
Takobhe hemo nokazaru kako ce jiudepennupa nHBep3Ha yHKIEja.

Teopema 12. (JIuneapuoct uzBona) Hexa cy dynrxuuje f, g : (a,b) — R dugepenyujabunne
y mawky T € (a,b) u o, f € R. Tada je dynrxyuja af + Bg dudepenyujaburna y mauku To U 6aHcy

(af + Bg) (x0) = af'(20) + By (o).

Hoxa3z. Jloxas ciein u3 mo3HaTe JUHEAPHOCTH JINMEC,

(af + Bg)(wo + h) — (af + Bg)(wo) af(zo+h) + Bg(wo + h) — af(xe) — Bg(wo)

lim = lim

h—0 h h—0 h
- h) — h) —
(=) lim f(zo +h) — f(xo) + Blim g(wo + h) — g(wo)
h—0 h h—0 h
= af'(zo) + B9 (20).
IIPU 9eMy CMO Y jeJIHAKOCTH (% % %) MOrau ja upohjeMo JjimMecom Kpo3 36up jep JIMMecu ca JecHe
CTpaHe IOCTOje. O

Creneha TeopemMa HaM Kaxke Kako ce audepeHIupa Tpou3Bo audepeHnujaduInux pyHKIMja 1
mo3HaTa je Kao JIajOHUIIOBO MpaBHIIO.

Teopema 13. (JIajoaunoBo npasuio) Axo cy gynkyuje f,g : (a,b) — R dudepenyujabunne
y mavwku xo € (a,b) mada je u gynryuja f - g dudepenyujabuana y mauku ro U 6aAHCY

(f - 9)(w0) = f'(x0) - g(20) + f(20) - ¢ (o).

Hoxka3z. J[lokas TeopeMe cjeu u3 cjiegeinx jeJHAKOCTH

iy @0+ 1) - g(wo + k) = f(z0) - g(wo)
h—0 h

— }131)% Flzo+h) - g(xo + h})l — g(x0) + (o) - f(zo+ h})l — flxo)

= f(x0) - g'(x0) + g(0) - f'(w0).
Y nocsieamoj je THAKOCTH JIUMEC TPOoJIa3u KPo3 CyMy M IIPOW3BOJL jep CBU JIMMECH €a, JeCHe CTpaHe
nocroje a ¢gyukuuja f je Henpeku Ha 1a he BaxkuTH ,131% f(zo + h) = f(xo). O
—

Cajia hemo mokasaTn Kako ce audpepeHnupa KOIUIHEK JiBe (byHKIHje.
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Teopema 14. Hexa cy dyrxuuge f,g : (a,b) — R dudepenyujaburne y mauru xo € (a,b) npu
uemy eaotcu g(xg) # 0. Tada je u % dugpepenyujabuina y o U 8aNHCU
AN _ f'(wo) - g(wo) — f(x0) - g'(20)
— (Io) = 3 .
9 (9(20))

1 g'(xo)
(5) =2,
g (9(0))
a oHyia he jeHakocT (3) cieIuTH MPUMEHOM OBe jeJJHAKOCTH U JIajOHUIIOBOT TPABUIIA HA TPOU3BO/T
g = f - =. Tlocmarpamo npuparmraj pyHKIH]je é

(3)

Hokaz. Ilokazahemo ja Baxku

Q =

1 1 L _ !
(@t M) —5lm) . imm s

h—0 h h—0 h
_ g(x0) — g(xo + h)
h—=0 g(zo + h) - g(xo) - h

— _lim g(@o + h) — g(zo) 1 1
h—0 h 9(350 + h) g(xo)
g' (o)

(9 (950))2

Jlmmec Ha Kpajy MozKe J1a mpohe Kpo3 TPOU3BOJ jep CBU JIIMECH OCTOje a PYHKIH]A ¢ je HeMPeKNIHA
y TauKd Tg. [Ipmmernmo na uma cmucsa genutu ca g(zo+h) jep cMo pekJm 1a ako je Heka (hpyHKImja
HETTPeKWTHA ¥ To W PA3JUUNATA ON HYyJIe y TOj TAYKH OHJa he MOCTOjaTw HeKa OKOJIWHA OJ T( Ha
K0jOj je PyHKIMja pasjmauTa oJ1 HyJIe. 0]

Cana MoxkeMo j1a HahleMo W3BO/I jOII HEKUX TPUTOHOMETPUjCKUX (DYHKIIH]A.

ITpumep 15. Kopucrehn mpapuio audepeHnupama KOJHIHAKA ABe (DYHKIHEjEe MOXKEMO J1a 3a-
KJbYYMMO JIa Cy TaHI'€HCHA W KoTaHreHcHa dyHkiuja judepeHiujabu/ine Ha CBOM JIOMEHY U Jia je
IHUXOB M3BOJI jeJIHAK

d to g — d (sinz\ (sinz) -cosz —sinz-(cosx) 1

de o0 T da <cosx) B (cos x)? ~ cos2z’
d d [cosx (cosz) -sinx — cosz - (sinz)’ 1
@Ctgx:@<sinx> - (sinz)? T sin?a

f

Komnosunuja nudepennnjadbunanx dynknuja he ourn audepennujadmina dyuknuja. Ciemxeha
TeopeMa HaM 00jalllibaBa KaKo ce JudepeHImpa KOMIO3uInja aBe (pyHKIje.

Teopema 16. (I3Box cioxkene dynkumje) Heka je dynruuja f : (a,b) — (o, 5) dugepen-
yujabuara y mauku xo € (a,b) a gynryuja g : (a, B) — R dudepenyujaburna y mawru yo = f(xo).
Tada je gynryuja go f: (a,b) = R dupepenyujaburna y mauku To u 6axrcu

(go f)(wo) =g (f(20)) - f/(%)- (4)

Hoxka3. 3anmnma Hac na Jjm nocroju caefehu jmmvec
. g(f(zo+h)) — g(f(20))
lim . (5)
h—0 h
Hajsromuuje 6u 6mro Kajia GHCMO H3pa3 Mol JUMEeCOM MOJeTHIH U ToMHOKIIH ca f(zo+h) — f(xg)
aJIl TO HeKaJa Moxke Ja Oyie jeqHaKo Hy/Iu. 3aTO HaM je 3TOJHUje /1a 3a UCIUTUBAHE MPUPATITaja




8 4. JIndepennujaduanoct

g(f(xo+h))—g(f(xg)) KOpucTEMO anTepHATUBHY JeDUHUII]Y U3BOAA KOjY CMO paHUje 00jaCHUIH.
Osmaunmo cat = f(xg+h)— f(xog) = f(zo+h) —yo. 3Hamo ja je bynkuuja f audepennujadbuana
y TQYKHN To 1a he OMTH U HEIPEKUIHA OJaKje 3ak/bydyjeMo ga t — 0 kaga h — 0.

9(f(xo +h)) — g(f(0)) = g(yo +1) — g(y0) = g'(30) - t + o(t)
=g'(yo) - (f(zo + h) — f(x0)) + o(f(xo + h) — f(x0))
=9'(y0) - (f'(z0) - b+ o(h)) + o f'(wo) - h 4 o(h))
g (yo) - f'(xo) - h+o(h), h — 0.

Y nocsenmem Kopaky Mo u3pas ¢ (yo)-o(h)+o( f'(xg)-h+o(h)) usjeanaummm ca o(h) (To cy ocobune
pestanyje o(-) Koje ¢cMO paHuje nokazasin). 3akpydyjemo ja je dyuknuja go f aqudepennujabuina
y TauKW To U Ja je HeH U3BOoj aar jennaxomhy (4). O

Caza hemo opmysiucaru u JoKka3aru TeopeMy KOja HaM I10Ka3yje KaKo M3IJIe/la U3BO/J| NHBEP3HE
dyuKIHje.

Teopema 17. (I3Box unBep3ue dbyukuuje) Hexa je dynruuja [ : (a,b) = («, 5) dudepen-
yujabusna y mavwku ro € (a,b) npu wemy je f'(ro) # 0 u nexa nocmoju 1woj uneepsna GynruUja
1 (a,8) = (a,b) xoja je dudepernyujabuina y mauxu yo = f(xg). Tada je

—1\/ o 1
U0 w) = F 0y

Hoxasz. Teopema ce mokasyje mudepenmupameM koMuosumuje f o f~1. Ilpmmernmo 1a je oba
KOMITO3UTIHja UAEHTUIKO TPECTHKABATHE

fof™:(a,8) = (. B)
3a Koje y cBakoj Tauku y € (a, 3) Baxu (f o f~1)(y) = y. Ako ce noucerumo [Ipumepa 6 Mozkemo
118, 3aKJBYIHMO 1A, J€ U3BOJ, MICHTHIKOr IIPECINKABAIbA JeIHAK ¢ JUHUII, OTHOCHO

d _
d—y(fo ) =1
[Ipumenom Teopeme 16 y Taukm y = Yy 3aK/bydyjeMO

PO o) - (F7) (o) = 1,

mTo je u Tpebajo moxkasaTu. O

Hamomena 18. [Iperxona Teopema BazKu U MoJ1, cJ1abujuM ycjioBuMa. /l0BOJBHO je MPeTIoCTaBUTH
na je dynkmja f~1 Henpeku Ha y TauKH . Laja he ona 6urn u audepennujadbuina. Jokas y oBom
OOJINKY He IPOoJIa3u 3a TEOPEMY ca CJaOUjUM IPETIOCTaABKAMA. o

IMpumep 19. Canxa hemo nHa jomr jeman HauwmH Hahm m3Box jorapuramcke dyHkimje. Heka je
f(xz) = €*. 3Bnamo mTa je woj unsepsna dynknuja, f~(y) = Iny a Bugeau cMo U Aa je U3BOJL
ekcrioneHnnjatae dyukipje cama ta dbyukmmja, f'(x) = e*. Tlpuvenom Teopeme 17 gonazumo 10

JeTHAKOCTHU
IV 1 1 1
W = P T ) ey

a oBo cMo Beh Bumenn y [Ipumepy 7. i

3. OcHoBHe TeopeMe AU(PEPEHINJATTHOT padyHa

Y oBoM morsnaBpy hemo mocmarpajyhu m3Boj (pyHKIHje MCIUTUBATH HEKa CBOjCTBA (PYHKIH]A.

[TpBo hiemo nedurECcaTH 1IITA TO 3HAYH A je HEKA TadKa JOMeHa TadKa JOKATHOT eKCTpeMyM (hyHKITHje
f: X =R



4.3. OcHoBHe Teopeme AU epPEeHINjaTHOT padyHa 9

Hedbununuja 20. Kaxemo ja je Tauka o € X Tadka

o Jlokananoz makcumyma dbyuximje f ako moctoju 6 > 0 Tako ma 3a csako z € X N(xg—0, xo+9)
pacn f(x) < f(ro),
o Jlokannoe munumymae dbyukuuje f axo nocroju § > 0 rako ja 3a cako r € X N(xo—3, r9g+9)
sacn f(z0) < (2),
e Umpozoe aokanrnoe makcumyma dyakomje [ ako mocroju 0 > 0 Tako ga 3a CBAKO T €
X N (2o — 0,20 +0) \ {zo} Baxu f(z) < f(zo),
o Cmpozoz sokarnoz murumyma pyakmuje f ako mocroju 0 > 0 Tako ja 3a cBako r € X N
(2o — 0,20 + 0) \ {zo} Bazu f(zo) < f(2).
Kaxemo 1a je zg € X Tauka mauka (cmpozoz) A0kaAH02 eKcmpemyma ako je Ty Tadka (cTporor)
JIOKAJIHOI MAaKCHMyMa WM Ta9Ka (CTPOror) JIOKAJIHOI MUHUMYMA. O

Teopema 21. (PepmaoBa teopema) Axo dynxyuja f : [a,b] — R y mawku zo € (a,b) uma
AOKGAHY EKCMPEMYM U aKO je ona dudepenyujaburna y moj mauku mada je f'(xq) = 0.

Hokaz. He ymamyyhu onmroct MoxKeMO MPETIHOCTaBUTH 14 jé T TadKa JIOKAJHOT MaKCIMyMa,
(ako je xo JIOKATHM MWHEMYM OHJa mocmarpamo yHkuujy —f koja hie y zo umaTu JIOKaJIHW
mMakcumyM). Axko je npupamTaj h > 0 onjga he BaxkuTn

f(wo + 1) = fxo)
h

y HEKO]j JIeCHOj OKOJIMHU TavyKe To. SHaMO ja je f mudepeHnujabuina y Tauku r, ma he mocrojatn
u jgecun u3Boj. Kana wejennaxkoct (6) mamaaunemo qumecoM mo h — 04 Bugumo jga he Bakutn

fi(xo) <0.
3a "eratupan npupamraj h < 0 he BaxkuTn

<0 (6)

y HEKOj JIeBOj OKOJIMHH Tauke To. Calxa OBy HejeIHAKOCT HamaJHemMo ca jumecomM h — 0— u
3aKJbydyjeMo J1a BayKu

fL(20) 2 0.
N3 nudepennujabuanocTu GpyHKIHEje Y TAYKHA Ty 3HAMO Ja CYy JIEBU U JECHH H3BOJI jeIHAKU IIa je
fL(w0) = fi(z0) =0,

onHocHO f'(z9) = 0 a To je Tpebasio MOKA3aTH. O

McrakHEMO 7@ ce 0Ba TeopeMa OJHOCH Ha YHYTPAIlihe TauKe TOMeHa. BHUIuMO 11a je mpeTIocTaBKa
Ja je TaYKa Ty Y OTBOPEHOM uHTEepBay (a,b). Taj ycios je Beoma Guran a To ce Buam Ha ciaegehem
IPAMEDY.

IMpumep 22. Oynknuja [ : [0,1] — R gara ca f(x) = 323 + 72 uMa JOKaJIHE MUHYMYM Y TauKH
r = 0 a JOKaIHM MaKCHMyM y Tauku = = 1, naxo je f'(r) = 922 + 7 # 0 3a cBe T u3 JoMeHa
dbyukuyje. i

Kao nocaeauny @epmaoBe TeopeMe MOXKEMO J1a H3By4YeMo ciaegehn 3ak/pydak. [la om dynknmja
f i ]a,b] — R nmama JIOKATHA €KCTpEMYM y Tauku o € (a,b) (oTBOpeHOr MHTepBaa) MOTPEGHO je
Ja Oyny ucIymeHa jemaH o caefeha jaBa ycaoBa: wian f Huje audepeHnnjabuaHa y TaUKl Ty WA je
[ mudepennujabuana y xo u Baxu f'(z9) = 0.

IMpumep 23. Onwucanu ycaoB Huje noBosban. OMHOCHO, aKO je HEKA TAYKa HYyJa MPBOT H3BOMAA
oHa He Mopa Ja Oyjie JioKajHu ekcTpemyM. [lpumep 3a To je dyukmuja f(z) = 23, f: [-1,1] — R.
Tauka x = 0 je HyJa IPBOT U3BOJIA AJIM HE U TAYKA JIOKAJIHOT ekcTpeMyMa. [Ipumerumo aa je f(0) = 0
u 71a je PYHKIHja MO3UTHBHA €A JleCHE CTpaHe TadKe HyJa a HeraTHBHA ca JieBe cTpaHe Hyse. 10
3HAYM Ja BPeJHOCT HyJa HH HajBeha Hu HajMama Kojy dbyHknmja f MoxKe 1a y3Mme. i
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y=£(x)

fa)=£(b)

| . |
| i
Qa Qo b

CrnukA 5. Ilpumep dynkiuje Koja 3aj0BosbaBa MocTaBke PojioBe Teopeme

Teopema 24. (PosoBa teopema) Hexa je ¢ynruuja f : [a,b] — R nenpexudna na [a,b] u
dugpepernyujabuana wa (a,b) npu wemy sascu f(a) = f(b). Tada he nocmojamu mauxa xy € (a,b)
maxea da je f'(xg) = 0.

[Ipe mero mpebemo Ha j0Ka3 Teopeme jahemMo jegHy reOMeTPHjCKY HHTEPIPETAInjy Koja Ham
(ra HEBOY camka) omoryhama Ja 6osbe pasdymeMmo caMy Teopemy. PoJjioBa TeopeMa HaM Kayke J1a
he mocrojaTn Tauka y Kojoj je TaHreHTa Ha rpaduk (QyHKIH]je mapajesHa ca r—OCOM a YjeJIHO U ca
IPaBoOM Koja craja ase tadke ca rpaduka (a, f(a)) u (b, f(b)) (Bumeru Cauky 5). Y 0BOM KOHKPETHOM
IpHUMEPY Ca CJAUKe BHIUMO Ja hie To OMTH Tadka JIOKAJHOI MHHHMyMa & KaJa ImpoheMo Kpo3 JI0Ka3
TeopeMe BHAeheMo J1a je TO IIaBHA Heja.

Hoxkaz. Kako je dyuknuja f menpexnana 1o 3ua4u ga he na ocaoBy Bajepmrrpacose Teopeme ona
JOCTH3ATH CBOj MAKCHMYM M MUHEMYM Ha [a, b], MakcumyMm y Hekoj Tauku M € [a,b] a Muanmym y
HEKOj Tauku m € [a,b]. JacHo je ma caja keJamMo Jia 3aBpuiuMo joka3 Kopucrehn ce PepmaoBom
teopemoM. Mopahemo 1npe Tora mocebHo Ja pasMarpaMo Cay4daj Kajia OBU eKCTPEMYMH HUCY Y
OTBOPEHOM HHTEPBAJY.

Jlakje ako ce eKCTpeMyMH JOCTUKY V TaYKaMa @ WId b, OJHOCHO aKO ©MAMO jeIHAKOCT CKYTIOBa
{m, M} = {a, b} Taga je Mmakcumaina BpeaHOCT (DYHKIHjE jeTHAKA HEHO] MUHUMAJHO] BPEJIHOCTH
jep je f(a) = f(b). To 3naunm na je pyHKIMja KOHCTAHTHA HA TEJIOM HHTEPBAJIY a he meH n3BOI
cByJ@ OMTH jeJIHK HyJIU, OJHOCHO 3a Ta4Ky Ty MOYKEMO JIa y3MeMO Ouji0 Kojy tauky u3 (a,b).

Ako je 6ap jemna tauka m wiau M y orBopenom mHTepBany (a,b) tama he ona Gurm Tadka
JIOKATTHOT eKCTpeMyMa, y 1oj je f mudepennujabuina jep je mudepennujabunna csyaa ua (a,b) na
he na ocnoBy @epmaoBe TeopeMe TO OUTHU HYJIA IPBOT U3BOJA. 10 je TpaykeHa TavKa Xg. 0

Teopema 25. (KommujeBa Teopema) Hexa cy dame dse dynruyuje f,g : [a,b] = R xoje cy
nenpexuone na [a,b] u dugepernyujabuane na (a,b) npu wemy je g'(z) # 0 3a cee x € (a,b). Tada he
nocmojamu mauka xo € (a,b) makea da easrcu

F) = f(a) _ flwo)
g9(b) —g(a)  g'(zo)
Hanomena 26. IIpumerumo ja y moctaBinu Teopeme uMa cvmucaa geantu ca g(b) — g(a) jep oBaj

n3pa3 Huje jeaHak Hyau. Axko O6m OH OWO jeqHAK HyJM OHA OW Ha OCHOBY P0JI0Be Teopeme mocrojasa
HyJIa IPBOT u3Boja BYHKIMje ¢ a IpeTmocTaBKa Teopeme je na je ¢’ # 0 Ha (a, b). o

Hoxa3z. Ilocmarpajmo dbyHKIU]jY

F(x) = (f(b) = f(a) g(x) = (9(b) — g(a)) f(x).
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£y |

fla)

CnukA 6. 'eomerpujcka nnrepuperarnuja Jlarpamkese Teopeme

Baxu F(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) u F(b) = g(a)f(b) — f(a)g(b). ®yukuuja F je nenpekuHa Ha
la,b] n qudepennnjabunna Ha (a,b) Kao KOMHoO3MIKja TakBUX. Buaumo Ja F' 3a10BosbaBa yCaoBe
PosioBe Teopeme ma he mheH NpBE W3BOJ MMAaTH HYJIy y HeKoj Tadku xo € (a,b). IlpaBmimma
nupepennupama 3aK/bydyjeMo
Fl(z) = (f(b) = f(a)) g'(x) = (9(b) — g(a)) f'(z)
na je
(f(b) = f(a)) g'(x0) — (g(b) — g(a)) f'(x0) = 0.
OJ

Cana hemo dopmysmmcarn TeopeMy Koja je AHPEKTHa IocIeanIia Kolmjese TeopeMe a UMa JIEIy
TeOMEeTPHjCKY MHTEPIPETAITH]Y.

Teopema 27. (JlarpanskeBa teopema) Hexa je dynruuja [ : [a,b] — R nenpexudna na |a, b
u dupepenyujabunna na (a,b). Tada hie nocmojamu mawka xy € (a,b) maksa da sascu

b) — f(a
IO =T _ pay) )

Hanomena 28. Jlesa crpana jegnaunne (8) mpejcraBba HarubG TeTuBe Koja Cliaja /Be Tadke HA
rpaduky (a, f(a)) u (b, f(b)) (To je mpasa p na Cauru 6). lecna crpamna jeqnadnme (8) mpeacraBiba
Harub TaHTeHTHe Ha rpaduk byHKNHje [ v TadKu . Jlarpan:kesa TeopeMa KaxKke jga hie mocTojarn
Tadyka Ha rpaduky gudepennujabuine GyHKIUje ¥ KOjoj je TAaHTeHTa ITapaJjeana TeTHBU KOoja CIaja
JIBe TauKe Ha rpadukKy.

1 KomujeBa TeopemMa nMa reoOMeTpPUjCKy MHTEPIIPETAIjy aIn 3a by MOPaMO IPBO Jia 00jaCHUMO
mra je kpusa. ['paduk dpyukimje je jegna KpuBa y paBHU ajid HUje CBaKa KpuBa rpaduk GyHkimje.
JoI Heku npuMepu KpHBUX Cy TpaBa y paBuu wiu Kpyr. Kpyr muje rpaduk wu jeane pyHnkiuje a
Hip. npaBy y = 0 He MokeMO na BuAMMO Kao rpaduk mexe dbyukimmje y = f(x). Y ToM caydajy
MOZKEMO KpHBe Jla 3a/1aM0 NapaMemapck, OJHOCHO Ja Tadke ca kpuse (z,y) € R? omumemo Kao
IpecauKaBambe Yuju je apryMeHt napamemap t, (z,y) = (a(t), 5(t)) rme cy a u  Heke dyHKIH]e.
OBo mam omoryhasa ja padyHaMO U PaJHMO ca KpHBaMa Kao ja cy rpaduiyu HeKux (QyHKIH]ja.
Kpyr y papnu 3azar jeanadnnom z2 + y> = 1 nma napamerpusanujy (z,y) = (cosp,sing) tae je
mapaMeTap  3ampaBo yrao usMely Mo3UTHBHOT Jesa z-oce W TpaBe Koja CHaja MEeHTap ca TauKOM
Ha kpyry. Kommjesa teopema nma uCTu reOMeTPHUjCKy MHTEPIIpeTAInjy Kao u Jlarpamzxkesa reopema
3a rpacduk napamerapcku 3agare kpuse (z,y) = (f(t),g(t)) voe cy f u g dynkuuje u3 nocraBke
Teopeme. o
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’ Hoxa3z. Jlokas cienn n3 Kommjese Teopeme Kaja Crenujagso yamemo Ja je g(x) = . O

Cajsia g0J1a3uMO J10 HMOCJeIUIe KOja Ha OCHOBY 3HaKa IPBOI U3BOAA (YHKIMje UCHUTYje 1a JIU je
dbyukmja (cTPOro) MOHOTOHA MM KOHCTAHTHA.

ITocnemuua 29. Heka je dama dugepenyujabusna pynryuja f: (a,b) — R. Tada sasrcu

o f'(x) =0 3a cee x € (a,b) <= [ woncmanmna gynruuja,

o Axo je f'(z) > 0 3a cee = € (a,b) <= f pacmyha Pynruuja,

o Axo je f'(x) > 0 sa cee x € (a,b) = [ cmpozo pacmyha Pynryuja,
e Axo je f'(z) <0 3a cée x € (a,b) <= f onadajyha Pynryuja,

o Axo je f'(z) <0 3a cee x € (a,b) = f ecmpoeo onadajyhia Pynryuja,

Hoka3. Cpaka tauka ce noka3yje npuMenoM Jlarpanzkese Teopeme. Heka cy xq1,x9 € (a,b) aBa
TavKe 3a Koje je 1 < To. Tama he BaxkuTn

fx2) = flz1) = f(E) (2 — 1) (9)
3a HeKy Tadky & € (z1, ).

3 oBora je ounrsnenno jga ako je f' = 0 owga he f y cBum Taukama wHTEpBaJa UMATH UCTY
BpejHOCT a Beh oy paHuje 3HAMO Jla je M3BOJ KOHTAHTE jeHAK Hyau. TuMme je mokazaHa IpBa
TAYKA.

Ako je f' > 0 (ommocuo f' < 0) onna fie u pasauka 6uru ucror 3uaka f(x2) — f(z1) > 0
(omnocuo f(xa) — f(z1) < 0) ma Tume cMo mokasaau Tpehy u mery Tauky.

[IpeocTaje HaM Ja TOKaXkeMo JAPYTy U 4eTBpTy Tauky. CMepoBHU ca JieBe Ha JeCHY CTPaHy CJejie
ucro u3 jegnakoctu (9). 3a obpuyre cmeposu ce Bpahamo Ha geduHUIKjy U3BOJA Y IIPOU3BOJEHO
rauku Ty € (a,b). Kako je dyunuja jgudepennujabuiaa JOBO/HHO je TIOCMATPATH CAMO HIID. JIEBU
U3BOJ. 3HAMO Ja je y JeBOj OKOJIMHHU, OJHOCHO 3a npupariraje h < 0 KOIHIHUK

fwo + 1) = f(xo)

h
HeHeraTuBaH ako je f pacryha ¢yHknmja a HemosuTuBaH ako je f omamajyha. A mpesackoMm Ha
aumec 1o h — 0— modmjeMo 1a je 3HAK M3BOJA MCTU KAaO M3 HCKA3a IOCJIEIHTIE. O

ITpumep 30. Vcrakuumo joii jejny outny crBap y uperxojnum Tphembuma. lomenn dynkimja
cy cByaa mHTepBaan. AKO mMamo pymy y momeHy ougaa TBphema nehe Bakutu. HajjemnocraBruju
npuMep 3a Tako HeriTo je caeneha dyukmmja f: [0, 1] U [3,5] = R gedunncana ca

1, 0<z<1
f(’l”)_{ 15, 3 <z <5.

Osa dyHKIHja je HEIpeKnHA HAa cBOM goMeny u nndepennujaburna va (0,1) U (3,5). Hhen usBos
je cByjga jemHak Hyaum agu f Huje KOHCTaHTHA (yHKImja. HamomeHmMmo jorr jeaHoM, OBO HuUje y
koHTpaauknuju ca Ilocaemuiom 29 jep momen oe pyHKIINMje HUje WHTEPBAJ 11a HA by W HE MOYKEMO
Jla TPUMEHHUMO MOCTeTUILY. il

ITpumep 31. ITpumernmMo ja y NPETXOIHO] MOCICIUI HEKH NCKA3H CaIP7Ke HMILTUKAIN]E & HEKH
eKBUBaJIEHITje. Y HCKAa3UMa Ca UMILTUKAIKIjOM OOpHYT cMep He Bazku. [Ipumep 3a To y Tpehoj Taukn
je dynknuja f(r) = 23 koja je crporo pacryha amm me Baxu f' > (0 Ha HWEHOM JOMEHY jep NPBU
u3Boy f'(x) = 3x? uma BpejaHocT Hyna y Tauku x = 0. il
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4. JlonuTasmoBa mpaBuJjia

Kaza cMo nedunmcasn onepanuje y IpOUIMPEHOM CKYIY PeajHHX O6pojeBa R peKiId CMO Ja cy

n3pas3u 00JIHKA
+oo 0
—— = .0 (£00), 400 — (+00), 1T, (4+00)°, 0°
o, 500 (00), 00— (+20), 1%, (+)
neonpehenn. Kajga ¢cMo Te m3pase mocMaTpasm Kao JUMece BUJIEJH CMO JIa Kao Pe3yaTaT MOXKEeMO

Ja pobwjeMo pazaumunte BpegHoctu. Cama hiemo jgokazaTu TeopeMmy Koja HaM IOMazKe Ja Y HEKHM

CIy4YajeBUMa U3PadyHAMO JIIMece KOju cy 00IuKa % Uu OWJIO TITa KPo3 F00.

Teopema 32. (Jlonuranosa nmpasuia) Hexa cy dynruuje f, g : (a,b) — R dudepenyujabunne
na (a,b), —oo < a <b< 400, uneka je g'(z) # 0 3a cee x € (a,b). Heka je

/
lim J(@) =AcR
T—a+ g’(gj)
. L B . _ : L f@)
Axo je :Eli)rgr f(z) = xliglJrg(:L’) =0 uau ZIEZL (x) = 0o mada he nocmojamu u mliggr o) U aoicuhe

Hamomena 33. IIperxonno TBpheme Baxku m ako nmocmarpamo lim . Ilpumerumo y mocrasiu
z—b—

TeopeMe J1a a MOZKe JIa Y3UMa BPETHOCT —o0 U b MOXKe Jia y3Me BPEJHOCT +00, TTa TeOpeMa BaxKH U
ako mocMarpamo lim wmam lim . o
T——00 T—+00
Hoxa3z. Ilpso hemo m3Becru goka3 kama je lim f(x) = lim g(z) = 0. Hdomedunucahemo
r—a+ r—a+

dyHKIMje Y TAYKK T = a TaKO Jia J00ujeMo HelpeKujaHe pyHKImje,

] flz), a<x<b _Jog(x), a<x<d
F<I)_{O,x:a, n Gla)= 0, z=a.
®ynknuje F'u G cy mHenpekunne Ha |a, b) u qudepennujabunne Ha (a,b). AKO y3MeM0 IPOU3BOEHO
x € (a,b) Tana cy F' u G Henpekuue Ha [a, x| u audepenujadbuine Ha (a,z), Baxu G' = ¢ # 0
Ha (a,z). Jakae moxkemo ma npumennmo KormujeBy Teopemy Ha oBe nBe dyHKuje ma he BakuTH
F() — F(a) _ F'(€)
G(x) = G(a)  G'(§)
3a Heky Tauky & € (a,x). Kama mortenamo nedununuje GyHKImja BUAUMO 12 je
f@) _ f1
g(x)  g'(¢)
Cajna oBy je/IHAKOCT HamaJHEMO JUMecoM 1Mo x — a+. Taga he m &€ — a+ jep Baxku a < x < &.
Onatie 100UjeMO 3aKJbyIaK TeopeMe

. flx) L f(E)
R glr) e g(e)
)

Heka je caga hm+ g(x) = 400 u Heka je hm+ g:éz) = A € R (mocebro hiemo pazmaTparn cirydaj
r—a T—a

— AeR.

Kaga je A = 00). Yamumo € > 0 npoussosbHo. Taga he mocrojaru 6 > 0 Takso ja je
/
‘U@_A
g'(z)
3a cBe = € (a,a + ). Onabepumo [ € (a,a + §) npoussosbro. Kako g — +oo onga he nocrojaru
01 < B — a TakBoO ja je

<e (10)

g(t) > 9(p)
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3a cBe t € (a,a+ d1). Hama uneja je na B dbuxcupamo a Ja Ham mapamerap t texu ka a+. Cana
npumenuMo KomujeBy Teopemy Ha tauke t u § 3a dyuknuje f u g. Baxkuhe

f&) —f8) _ '€
g(t) —g(B)  g'(&)

3a Heko £ € (t,5). Kaxko je oo £ y unrepBaiy (a,a + 0) onma he pakuru mpornena (10) ma je

1) — £(8)
Ame< 00— g9

Kaja cpejiumo oBaj uzpas jiosia3umo 1o ciejeher obuka

9B\ £ I 9B\ . £(8)
(A‘€)<1‘g<t>>+ FOROR “‘*”(”M)*W'

Kana myctumo m1a t — a+ onjga % — 0 m Lf)) — 0 jep g(t) — 400 a f je dukcupano. VY
HejeTHAKOCTH CKPO3 JIeBa CTpaHa TexKd Ka A — & U CKpo3 jlecHa cTpaHa Te3u Ka A + € mpu gemy je
€ HPOM3BOJLHO MaJIO 11a hie u % rexxutu ka A Kaja t — a+.

Ako je lim+g(x) =400 u hm+ ;/Ei)) = +o00. Taga ysmemo npoussosbuo C' > 0 ymecro € > 0 u
Tr—ra r—ra

<A+e

oo C' fie Ham OUTH TPOM3BOJBHO BesMKa Beawdnna. Hejemmakocr (10) 3amennmo ca

/
x
@ g
9'(z)
U JIOJIA3UMO JI0 HEjeIHAKOCTH
t
10, o (190, 10)
g(t) g(t) g(t)
Jlecna cTpana HejeHAKOCTH je MPOU3BOJBHO BeJIUKa Kaja t — a+ 1a he u % TEXKUTU Ka +00
Kaga t — a+. O

Cana hemo BuIeTH Heke mpuMepe y KojuMma HaMm JlomuTanoBa mpaBuia MOMaxKy Ja JIAKO cpady-
HaMO JIAMece.

ITpumep 34. Heka je a > 0 pukcupana koncranra. Taja je

1
. Inz < . 1
lim — = lim = lim
z—+oo % z—+oo ! z—+o0o ™

=0.

OBze cMmo y mpBOM KOpaky mckopuctman JlommranoBa mpaBmia mTo cMeMO jep % — +00 Kaja
r — +oo. Kaga andepermupamo n Opojuiall ¥ UMEHIIAL J0Ja3UMO 0 CPeIrber m3pasa. ISHAMO
Jla JIIMeC TOT U3pa3a MocToju Ia he mocrojaTu JimMec KoMUdHUKA (PyHKIHja Inx 1 x* u Ouhe jegHax
Hyad. [lpuMmeTrnMo fa je mpBa jeTHAKOCT MO, 3HAKOM IMUTAaHkA CBe JIOK He 3aKJ/BYYHMO Jla JIIMeC
KOJUYHUKA W3BO/a mocToju. Kama 3ak/bydnMo J1a TOCTOJH OHJIA MPBA jeTHAKOCT 3aMCTa BayKM. i

ITpumep 35. Heka cy cama o > 0 u a > 1 ¢purcupane KOHCTAHTE. 3aHUMA HAC YeMY je jeTHAK

xa

lim —.
z—+oo ¥

Kana jemnom uckopucrumo Jlomuraaosa mpaBuia joa3uMo 1o caeaeher gmveca

CY.Z’a_l

lim

z+oo a®Ina’

CHu3mIM cMO cTeneH o1 x y OPOjHOILy aJu JUMec u3pasa 3aBucu oj 3Haka o — 1. Ako jea—1 <0

OHJIa 1Ie0 M3pa3 TexkH Ka Hyau. Ako je a — 1 > 0 onga jpobujemo obux =>. Hgeja je ja y Tom

Cy4Yajy jOII jeTHOM MCKOPHCTUMO .JIomuTasoBa mpaBHIa Ma 3ampaBo MpodJeM CBOJIMMO HA MUTAHe
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Jla JIA MOCTOJN
. ol —1)xo72
i 2@ — D"
rz—+oo  a* (ln a)2
A cazma 3raMO 1a je oBaj smmec 0 ako je « — 2 < 0 a y CynpoOTHOM OIleT HCKOPUCTHMO Jlomuraaosa
npapuwia. Kako je a > 0 dbuxcupan 6poj curypro nocroju npupogan 6poj m € N Takap ja je
a —m < 0. [Tocae m kKopaka Hallle MUTAE C€ CBOJM HA TO JIa JIU MOCTOjH
. ala=1)---(a—m+ 1)z*™™
L ala=1) )

o
T—+00 ax(ln a)m ’

Ounrnenno je na he oBaj uMec 6UTH jeTHAK HY/IH, Ma je
(0%

lim — =0.
z—+o0o a¥

Ha omaj mauun cmo pobuan mopeabeHy ckagy
nr < 2*<a®, r— 400

zaceea>1ua>0.

5. N3Boau Buirer peaa

Axo je dpyukuja [ : (a,b) — R gudepennujabusina oHja MOKEMO Jia HOCMATPAMO U3BOJL, U3BO/HE
dynkmuje ' : (a,b) — R. Axko je dyukuuja [’ audepennujabuana y tauku xg € (a,b) onga Taj
u3Boz, (') (zo) HazuBamo dpyeum uszeodom dynruyuje f u ozragasamo ra ca f’(xg).

Ha taj mauwmn 3a cBako n € Ny moxkemo ga peduHHUIIEMO n—mu 43600 dynkuyuje f, y o3HAIM
f™. Yaumamo 1a je no aedunnnujn nyatn m3sos GyHKIHje caMa Ta GyHKIHja

fO(z) = f(a).

Axo 3ramo m3Box pena (n — 1), f~V(z), onma ce n—Tu w3BoI AeduHMITE Kao

@) = (1) (@),

Kopuctuhemo jomr jenny o3HaKy 3a n—TH U3BO/I, fo.

Kazxemo nma je dynknuja f n nyma dugepenyujoburna ako nMa n—TH W3BOA. AKO (DyHKIHja
UMa M3BOJ| CBAKOT Pejia KaykeMo Jia je OHa 6eckonauHno nyma dudepenuyujobunma.
Cana hemo Kpo3 mpumepe BHIETH KaKO Ce padyHajy HW3BOAM BHUIIEI pPeja HEKHX eJeMeHTapHUX

dyHKIH]A.

ITpumep 36. Ilocmarpajmo suneapry byukiujy f(x) =z + 17, f : R — R. Osa dyukuuja je
mudepennjabuina Ha CBOM JO0MeHy u el mpsu u3Bof je f'(x) = 1 3a cBaky tauky x € R. Cazna
je u m3BogHa dyHkuuja (Koja je koHcTanta) audepeniujabuana cByaa Ha R U BeH Jyru H3BOJ je
jennak nysu, f”(x) =0 3a cBako x € R. CBu cienehin u3Bojau Buier peja jejHaKu Cy HyJIH.

Axko xohemo ga mudepennupavo nexu nojunom rpelier crenena p(r) = 2% + Tz gonasumo 10
crnenehux mzsoma. p'(z) = 3z* + 7, zarum p”’(z) = 6z, Tpehu ussox je koucranra p”(r) = 6 10K je
YeTBPTH M CBAKH M3BOJ BHIIET pea jeamak mynn pi™(z) =0, n > 4.

U ommrruje, m3Boau Burer pena crernene dbyuknuje g(x) = x : (0,00) — R jennaku cy

¢ (z) =a(a—1)(a—=2)--- (a—n+1)- 2%
Buaumo 1a ako je a npupojan 6poj onja he cBu u3Boju peja Beher oy o 6uTu jeaHaku HyJIH. il

ITpumep 37. Panuje cMo pekjn Ja je U3BOJ eKcronennujaine pyHkiuje e* cama Ta pyHKIH]a.
Kana nactaBuMo HHAYKIIMjOM 3aKJBydyjeMo J1a je n—Tu u3Boj dyHkKIuje e¥ Takohe e u To 3a ¢BaKo
n € Ny, (e*)" = e”. i
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ITpumep 38. Mozkemo Jj1a 0Jipe/IUMO n-Te U3BOJIe CUHYCHE M KOCHHYCHe (hbYHKIHje. SHAMO Jia je
(sinz) = cosx u (cosx) = —sinz. Kana jorr jennom audepeHnupamo cuHycHy (byHKIIH]Y 3aK/bYIy-
jemo

(sinz)” = ((sinz)')’ = (cosz) = —sinz.
Tpehu nzBoj jenax je
(sinz)” = ((sinz)”) = (—sinz) = —cos,
JIOK je 9eTBPTHU U3BOJI
(sinz)® = ((sinz)”)" = (- cosx) = sinz.
Caza ce n3BOAM MOHAB/BAJY 114 3aKJBYUyjeMO 12 je

sinz, n =4k
cosx, n=4k+1
—sinz, n=4k+ 2
—cosx, n =4k + 3.

(sinz)™ =

Cnmyna ujeja ce KOPUCTH NIPH HAJIayKey W3BOJA BHUIIET pelia KOCUHYCHe (DYyHKITHje

cosx, n =4k
—sinx, n=4k+1
—cosx, n=4k+ 2
sinx, n =4k + 3.

(cos )™ =

f

ITpumep 39. Cana hemo BugeTn yemy Cy jeqHAKN W3BOIM BUIIET PEJa JIOTAPUTAMCKE (DYHKIIH]e.
Osnaunmo ca h(z) =Inz : (0,+00) — R. Opa dynknuja he 6utn 6eckoradno nyra andepeHimja-
OwujIHA HAa CBOM JIOMEHY W 3HAMO JIa je TheH IIPBU HU3BO/I

1
b (z) = —.
() = -
Kana oBy ¢dpyHKIM]Yy audepeHImpamMmo 1001jamo
1
" o
h (ZE) - _177
a OHJIa 1
2
" o

Buanmo Jia ce y cBaKOM KOPaky crereH of x (Koju ce Hajgas3u y uMenunoiy) nosehasa a na 6pojuory
y CBaKOM KOpPaKy MHOXKHMO €a IPUPOJHUM OpojeM Koju je 3a jeJaH Mambu oJ pejaa u3pojga. Ha rtaj

HAYWH JIOJIA3UMO JI0 jeTHAKOCTH

h(n) (ZL’) _ (_1)71,—1 (n x_nly

KO0ja BaK! 3a cBako n € N 1 Koja ce jeITHOCTaBHO JI0Ka3yje WHIYKIIIJOM. i
Curesieha Teopema cymupa CBOjCTBa M3BOJIa BHIIET Pejia.

Teopema 40. Hexa gynxuyuje f,g : (a,b) — R umajy ussode peda n y mauku x € (a,b). Tada
eac

e (JImmeapuoct uzsoga) (Af + ug)™(z) = A\f™(z) + pg™ (x) sa cee A\, u € R,

e (Yommreno JIajorumnoso mpasuio) (f-g)™(z) = Y (Z)f(k)(x)g("’k) (x).
k=0

Hoxka3z. JluneapHOCT W3BO/A BHIEr Peja TPUBHJAJIHO CJIEIN U3 JUHEAPHOCTH MPBOT W3BOJA a TO
cMo mokazaau 'y Teopemu 12.

Yormmreno JIajoHAIIOBO MPaBWIO Ce JTOKa3yje WHAYKIMjOM 1Mo n. 3a n = 1 TBpheme Baxkm jep
je To obwuno JlajoHunoso mpaBmao Koje cMmo mokaszaan y Teopemnm 13. Heka dopmyna Baxku 3a
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HpUpOJaH OPOoj M KeJIUMO JIa MOKazKeMO J1a BaxKu U 3a n + 1 0IHOCHO Jia U3BOJ, peja n + 1 Moxke
Ja ce IIPeacTaBh Kao

(7o) =3 (" )P0 ),

k=0
KperneMo o J1eBe cTpane

(f-9)"*V(z) = ((f- g)(”))/ (x) / /MCKOPHCTUMO WHIYKIUJCKY XUIOTE3y
n /
= (Z (Z) f® (:z:)g(”k)(a:)> //nuHeapuocT npBOr M3BOAA + JlajouHI
k=0

_ Z < ) FED(2) g () + FB) (m)g(n*kﬂ)(g;)) //cana pa3nBojumo cyme

n+1
(n=j+1)( (n—k-+1)
-3 (51t s 30 (1)
//nocebro Hamumemo wianose j =n + 1 u k = 0 a upeocrase jBe cyMe CIOjUMO
n a n n - .
=) + 3 (7)) + (7)) @) + s e)
k=1
//cama cpadynamo 36up oBa ipa GuHOMHA KoedHIHjeHTa

(kﬁl)Jr(Z):(k )(Z'—k+1)+k(nnik:)!
~nl-k+nl-(n—k4+1)  (n+1) _(n+1)

kl(n —k+1)! S Eln—k+1)! Kk

= [T (@)g(x) + ) (n Z 1> FP(@)g D (@) + f(x)g"™ ) ()

—HZH("“)N ()9 (z),

1 JI0JIa3UMO 710 je JTHAKOCTH KOJjy je Tpebaso moKa3aTH. 0

6. TejmopoBa popmya

Heka je mar nmonunom crenena m y ciaegehem obanky

p(z) = ag + ar(x — x0) + as(z — 20)* . ..

+ a1 (2 — 20)™ "+ (1 — 30)™
Ogo je Beckonauno nyra audepennujabusina dyskinuja u Bugumo ja je p(xg) = ag. Kaua jegnom
JinepeHIIPaMO TIOJTMHOM JIOJIA3UMO JI0 U3BOJHE (DYHKIU]Ee

p(z) =a; +2as(x —x9) + ...+ (m— Dapm_1(x — xo)m_2 + ma,(r — xo)m_l,

THja je BPeIHOCT ¥ TAUKH T = Tg mata ca p'(xg) = ay. Judepenmuparbe jorr jeIHOM gaje HaM JApYTH
U3BOJ,

p’(z) = 2a5 + 6as(z — x¢) + ...+ (m — 1)(m — 2)am_1(z — 20)™ > + m(m — Dam(z — z0)™ 2,

a BPEJHOCT JPYrOr W3BOJAA Y Taduku xg je p’(rg) = 2ae. Umeja je jacHa, BPeJHOCTH U3BOJA BHIIET
pella y TauKu & = o U KoepUIUjeHTH MOJUHOMA ITOBe3aHu cy Ha ciaejgehu navunn

P (x0) = nla,, 0 < n < m.



18 4. HwudepennnjabuaHoct

Beh cmo comenynu y Ilpumepy 36 na he msBomu pema m + 1,m + 2,... OuTu jeHaKH HYIU ma je
p(”)(xo) = 0 3an > m. Tume gonasumo j10 ciaegehe ocobune moanHoMa. CBaKH MOJTUHOM MOXKEMO
Jla HAIMIIIEMO Y OOJIHKY

™) (2
p(z) = Z pTg)(x — xo)".

Onucany uejy KeanMo J1a MPEeHeceMo U Ha MPOu3BOJbHE (DYHKIIH]jeE.

Hedbnunnnja 41. Heka je nara dynknuja f : (a,b) — R koja je n nmyra audepennunjabuina y
Tadky o € (a,b). [losmuom obuka

" f(k)
Pn('r07 xZ; f) = Z fk—('x())(x - ‘T0>k
k=0 ’

Ha3uBa ce 1ejaoposum noaunomom cmenena n pynukyuje f y mauku xo. Paznuka

7nn(ajOu xZ; f) = f(l') - Pn(m(h x5 f)
Ha3muBa ce n-mum ocmamxom Tejroposoe noaurnoma. Kama je xo = 0 Tejopos moamHOM ce decTo
Ha3uBa MakaopeHosuM NOAUHOMOM. O

N3 nedpununmje BuauMo j1a BaxKu

f(@) = Pu(@o, z; f) + ra(o, 25 f).
Ako ce npucerumo jegaakocru (2) Jos1a3uMo J10 3aKJbydKa Ja 3a gudepennujabuiny byHKImjy y
TA4YKHU To BazKH
f(z) = f(zo) + f'(x0)(x — 20) + 0(x — 70), T — Tp.

[Ipumerumo jga cMO yMecTo aprymenTta h npemnutn Ha © = xo + h. To 3maum ma npsu Tejiopos
nomunoMm Py (zg, x; f) = f(xo) + f'(x0)(z — xo) anpokcumupa audepennujadbuiny GyHKIH]Y 10 HA
HEIITO IITO je 3aHeMapJ/bHBO y OJHOCY Ha x — xg. llocTaBiba ce muTame Kouko 106po Tejioposu
OJTUHOMU BHIIIET CTelleHa anpoKcuMupajy eyukinujy. PopmynancaheMo u JoKa3aTu JBe TeopeMe Koje
HaM Oosbe ormucyjy ocrarak 1ej/iopoBOI IOJMHOMA.

Teopema 42. (ITeanoB o6smk ocrarka) Hexa je dynrxyuja f : (a,b) — R n-nyma dugepen-
yujabuara y mawky xo € (a,b). Tada je

(0, 75 f) = o ((x — 0)") , © — 0.

Hoxka3z. Osnaunmo (360r makier 3annca) ca ¢(x) ocratak Tejaoposor mognHoMa

p(x) = rp(zo, 2 ) = f(x) — Palzo, 25 f).
Teopema kazke 1a Baxku ¢(x) = o((x — z9)") Kaga © — .
DyHKIMja (p UMa U3BOJIE JI0 pejia Ny TAUKU Tg U BayKu

p(10) = ¢ (20) = ¢"(wg) = - - = " (@) = 0. (11)
OBe jeJHAKOCTH jeIHOCTABHO J00HjeMO KaJia 3HAMO JIa je
P (o, x5 f) = M (o), 0 <k <.

Cana hemo MHIYKIHjOM IO N TOKA3aTH Ja cBaka (pyHKIHUja ¢ Koja je n myTa gudepeHInjadnina
y TauKH To U 3a Kojy Bazke jeanakoctu (11) 3amoBospasa peaanujy ¢(z) = o((x — o)), © — xo.
Kana to nmokazkemo Harr J0Ka3 je 3aBpIIeH.
3a n = 1 tBpheme BaxKu jep caean TUPeKTHO u3 fAedununiuje nudeperujaduTHocT (PyHKIH]je
QY TAYKN X,
o(z) = o(xo) + ¢'(x0)(z — x0) + o(x — 70), T — 0.
Kana samenumo jenuaxoctu ¢(xg) = ¢'(xo) = 0 gobujemo aa Baxu ¢(x) = o(x — xp), + — Xo.
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Hexka caja tBpheme Baku 3a n > 1 kenumo j1a mOKazkeMmo ja Baxku 3a n + 1. [lakie Heka
je dyukumja ¢ audepennujabuina y Tadku To U TO n + 1 myT u HeKa Baxku ©(xrg) = ¢'(rg) =
" (x0) = - = ™ (20) = " (x) = 0. Tpumennmo Jlarpamzxeny Teopemy na GyHKIH]y @ 0
BUJIUMO JIa BazKH

p(x) — (x0) = ¢'(€)(x — o), (12)
3a HeKy Tadky & koja je mamely tauaka x u zo. Ilocmarpamo dbyukuujy g(z) = ¢'(x) koja je n
nyTa audpepeHnnjaduiIna y TadkKid Xo U KOja 3aJ10BO/baBa HejeIHAKOCTH

g(w0) = ¢'(x0) = ¢"(wg) = -~ = " (w) = 0,
a Ha 1y MPUMEHIMO HHIYKIMjcKy xumoresy. Ona kaxe fa he Baxutu g(z) = o ((x — z9)"),  —
xg, ogaocHo @' (z) = o((x — x0)"), * — xy. Hama ce y jennaunnu (12) jasba apryment & ymecto
T 11a aKO Ce BpAaTUMO Ha JAe@UHHUII]Y peJalije MaJIo 0 3aK/bydyjeMo J1a je

9(&) = a(§)(§ — xo)"

3a HeKy (PYHKIHM]Y v KOja Texku Hyu Kaja & — xg. Tazaa je

lo(2)| = |a(&)] - 1€ = xo|" - |2 = wo| < [e(€)] - & — x|,
HPU Y€MY CMO IIOC/IE/ by HejeHAKOCT JT00M/In 13 duibeHune Jga ce & Haaasu usmehy x u xq. Kazga
T — xo Taga & — xo ma () — 0. Tume cmo nokazaiu na Baxu p(z) = o((x — zo)" ) kana
T — To. OJ

Teopema 43. (JIarpan»kes ob6simk ocratka) Hexa je dyrxuyuja [ : (a,b) — R n nyma dugep-
CHUUJAOUAHA Y MAYKAMA 304MEOPEH02 UNMEPBAAG a4 Kpajesuma T, Ty € (a,b) u neka je rwen n-mu
u3600 HeNPeKudar Yy CeUM MaAvKaMa Moz 3ameoperoe unmepsana. /Jlodammo, weka dynruuja uma
u3600 peda n + 1 y maukama omeopenoz uHMeEPBaa ca Kpajesuma x u To. lada je

ol ) = Gy =

3a Heko £ Koje je usmehy xr u xg.

Hokaz. [ledunncahemo nse nose byukmmje F(t) = f(z)—P,(t,z; f) n G(t) = (x—t)""'. Buaumo
@ je

! (n)
F(t) = f(x) — (f(t) + fl(!t)(x—t) +...+ / n!<t)(x —t)")

na je F' HempeKHIHA Yy TaYKaMa 3aTBOPEHOT U AudepeHNnjabmiHa y TaYKaMa OTBOPEHOT HHTePBaJIa
ca KpajeBuMa x W xo. Dyukimja G 3amoBosbaBa ucte ocodbune u jorr je G' # 0 Ha OTBOpeHOM
HHTEPBAJIY 1a MOXKeMo Jja npumennmo Kommjesy reopemy na ose jBe dyukiuje. Ona kaxe jga he
BaYKUTH

F(a) — F(e)) _ F'(€)
Glx) = Glao)  G(e)

3a HeKy Tauky { Koja je mamelly x u xy. Jacuo je ma je F(x) =0, F(xg) = rp(zo,z; f), G(x) = 0,

G' (&) = —(n+ 1)(z — &)™ llpeocramo nam je na mahemo m3Box dbyukmuje F. Oun je y Ttadyku t
jemHaK
1 / (n+1) (n)
F(t) = — (f’(t) + fl(!t) (x —t) — fl(!t) +...+ O] - ®) (x —t)" — / n!(t)n(x - t)”—l)
(n+1)
— _fn—'(t)(x _ t)n.

Kana ce 3amene cBe npeTxoiHe jeJJHAKOCTH JI00Hja ce

(n+1) n
0— 1oz, f)  —T 7 —9)

_ n!

0= (=)™~ —+ D"
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‘ OJIHOCHO jeJTHAKOCT KOjy je TpebaJio moKa3aTHu. 0

IIpumep 44. Moxkemo 1a BHIUMO YeMy cy jeHaAKH MaKJIOpEHOBHU MOJHMHOMHI 33 HEKe OCHOBHE
dyuxkiuje.

Beh cmo y Ilpumepy 37 Bujiesin ueMy cy jeHaKH U3BOJM €KCIIOHEHIHMjaTHE (DYHKIIHA]E 1Ma jeHOC-
TaBHO 3aKJ/ByUyjeMO Ja BayKn

T 5172 n

T - - - n
e _1+1!+ 51 +...+ o +o(z"), © — 0.
Osne cmo ocratak onucasn y [leanoBom 00/auKY.
Jape, kopuctehu u3Bo/e BHUIIEr Pejla CHHYCHe U KocuuycHe (pyuknuje u3 [Ipumepa 38 monazumo

J10 caejgehux passoja oBux QyHKIIHja

. 1'3 i 335 + ( 1)n x2n+1 + ( 2n+1) =0
simr=z——+—— ...+ (-1)"— + o(x T
3 " 5l 2n + 1) ’ ’
2 g ey o
cosle—a—i-z—...—i—(—l) (2n)!+0(£ ), © — 0.

Y Ilpumepy 39 cmo Bujesin Kako ce gaudepennupa Inz, a ako IPOMEHUMO apryMeHT 1a ymMecTo Inx
nocmarpamo In(1 + ) noaazumo o caenehe jegHakoCTH

d" (n—1)!
—In(1 = (=)
T in(l+2)=(-1) L
a oHja u 10 MakopeHoBor nojnHoma ca octarkoMm y [leanoBom o0uKYy
2 3 -1 n—1
In(l+z)=z— % + % — %x” +o(z"), z — 0.

Buamo na audepentupamo x* (IIpumep 36) ma jeIHOCTABHO 3aK/bydyjeMo Ja je
n

%(1+x)°‘ =afa—1)-(a—n+1)(1+a)* ™

Cana 3namo ja passujemo u Gyukimjy (1 + 2)* y okosmHE HyT€

(1+z)*=1+ <(f>x+ (Z)x2+...+ <z)x”+o(x"), x— 0,

(Z) _ala- 1)-.]%!(04—/{“)

re je

7. MOHOTOHOCT U JIOKAJIHA €KCTPEMYMU

Y Teopemu 21 cMmo Bujesim KOju €y HOTpeOHH YCJIOBH Ja Y HEKO] JAudepeHInjaduIH0j TauKu
dbyHKIMja nMa JOKAJTHH ekcTpemyM. HamomeHnmo cajga jga ce Tadka T y Kojoj je dyHKnuja f
mudepennujabuiaa n Baxu f'(rg) = 0 Ha3uBa cmayuonaprom (WA KPUMUYHOM) Mawkom DYHKIH]e
f. ¥V Ilpumepy 23 cmo Bujeau ga ycaos u3 Teopeme 21 muje m goBosban. Hamme, 3a dbyukiujy
f(xz) = 2® Tauka z = 0 je cramMoHapHa ajM He M Tadka JIOKAJHOI eKCTpeMyMa. AKO IIOrJIelaMo
dbyukmmjy f(r) = x* Buaumo 1a je u 3a wy = ( CTaAMOHAPHA TAYKa aJU Y OBOj TAYKH KBaJpaTHA
dyuknmja mma Jokaaan MuaaMyM. Caza hemo dopMynrcaTn u 10Ka3aTu TeopeMy Koja /iaje TOBO/baH
YCJIOB TIOCTOjarba JOKAJTHOT €KCTPEMYMA.

Teopema 45. Hexa je dynruuja f : [a,b] — R dsa nyma dudepenyujaburna y mauru o € (a,b)
npu wemy je To cmayuonapra mavka gynrkyuje [ u sascu f"(xo) # 0. Tada je

® Ty mauka A0kaAn02 makcumyma ako je f(xq) <0,
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o 1y mauka Aokanroz murumyma axo je f’(xq) > 0.

Hokaz. V¥ joka3y KopucTuMo pa3Boj dyukiuje momohy TejmopoBor moamHOMa pena JBa 0K
octarak onucyjemo y IleanoBom obsiuky

f(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x0) + 1"(x0)

(z — 30)* + 0 ((x — 20)?), = my.

2
3HaMO J1a je x( CTallMOHApHA TAavKa I11a je
- f" (o) 2 2
f(x) = f(xo) = T (z — 20) +0((5E—$0) )7 T — Zo.
Kako je dyukuuja o ((r — x¢)?) npoussosbHo Maja oHja 3Hak pasiuxe f(z) — f(zg) 3aBucu of

I (x0) 2 " : s o1 2
3HaKa u3pasa —; (T — o), oanocno ox 3naxa f(rg) jep je 5(v — x9)° ysex nosurusno. Kaua

je f"(xo) < 0 pazmuka f(z) — f(zo) je HeraTHBHA 3a CBAKO T W3 HEKe MaJje OKOJHHE TAYKe Ty Ma
je T Tauka JIOKATHOT MakcuMmyMa. AKO je Ipyru W3BOX y T mo3uTuBaH ouma je u f(x) — f(xo)
MO3UTHUBHO T1a je Ty TaYKa JIOKAJTHOT MIHUMYMA. 0

Teopema uma u ommrruju obauk. Heka je dyuknuja f n nyra pudepennujabuina y Tauku To IpH
YeMy Cy CBU W3BOJIM 70 pefa n — 1 jeHakW HYyJIU a W3BOJ pejga n pas3audut of uyse. lloctojame
JIOKQJTHOT €KCTPEMYMa U BPCTY eKCTpeMyMa HCIUTYjeMO mocMaTpameM TejiopoBor moanHoMa peja
n mpu 9eMy ocTaTak omer onucyjemo y [leanoBom obuKy

™ (g
f(x) = f(xo) + fn—('>(3: —z0)" +o((x —x0)"), x — xo.

Axo je n mapan 6poj onga sHak pasiuke f(z) — f(zo) 3aBucn o 3maka mspasa f(™(xq) (mpumeTHMO
J1a je u3pas %(m — )" TO3UTHBAH 3a CBAKO T M3 HEKe MaJie OKOJMHEe Tavyke Tg). Caja uMaMo ueru
3aKJbydYaK Kao H y IPeTXoaHoj TeopeMu (y Kojoj je n = 2): ako je f(™(x) < 0 omzma je xy Tauka
JIOKATHOT MakcuMyMa a ako je f((zg) > 0 oHma je x¢ TauKa JOKATHOT MHHAMYMA.

BakJbyvak je MOTIYHO APYTavuju aKo je n Hemapas 6poj. Y ToM ciaydajy 3uak pasiauke f(z)—f(zo)
mehie OUTH cTAJIAH HU Y jeJIHOj OKOJIMHHU TavKe To. Buammo ga je 3uak ox f(z) — f(zo) jennak 3uaxy
u3pasza %(m — x0)"™. A 3HAK OBOT M3pa3a HHje KOHCTaHTaH. 3HaMO Ja je (T — g)" HeraTuBHO
KaJa je & < T a MO3HTHBHO KaJa je & > To. JlaKie IpOMEeH/BHBOT je 3HAKA [4 ¥ TOM CIy4ajy To HHje
TadyKa JIOKAJIHOr eKcTpeMyMa. lIpumernmo 7a je oBaj ciydaj yonIuTeme oHora mTo ¢cMo Beh onucann

y llpumepy 23.

8. KouBekcHe ¢yHkInje

[TogceTnmo ce egeMeHTapHOT TOjMa KOHBEKCHOCTH. IKOHBEKCHU CKYMOBU Cy OHHM KOJ KOjUX Ce
cHajameM JUHUJjOM OUJI0 Koje JBe TadKe YHYTap CKyla He HamymTa cam ckyn. Caga hemo Taj mojam
dopmyaucaTu u 3a GyHKIH]jeE.

Hedunnunmja 46. Kaxxemo 1a je dbynknuja f : (a,b) — R xonsekxcna ako 3a mpom3Bo/bHe TauKe
x1, 22 € (a,b) Baxkn
Sz + (1= Naz) < Af(21) + (1= A)f(z2), (13)
rae je A mapamerap u3 uaTepsasa [0, 1].
AKo Bayku 0OpHYTa HEjeTHAKOCT
SOz + (1= Naz) = Af(21) + (1= A) f(z2)
OHJa KaykeMo Ja je OyHKImja f KoHKa6HA. O

['eomeTpujcka mHTEpIIpeTannja MojMa KOHBEKCHOCTH je Ja ce CBaKa TeTuBa I'paduka dpyHKIHU]je
(To je cBaKa YK Koja claja JBe Tadke ca rpaduka) Hagasu usHal Tor rpaduka (Bugeru Ciauky 7).
Tauka (Az1 + (1 — N)xo, Af(21) + (1 — A) f(22)) ce Hana3u Ha TeTuBH Koja cuaja tauxe Aj(xq, f(x1))
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y = f(z)

Ty A+ (1-Azz T2

CnukA 7. Terusa rpaduka KoHBeKcHe (DYHKIIHje ce HaJda3u U3HAJI rpaduka

CnukA 8. Ilpumepn KOHBEKCHUX (DYHKITHjA

u As(za, f(x2)) (T0 je Heka smHeapHa KoMmOuHanumja Tadaka A; u As). ok je tauka (Ax; + (1 —
Nz, f(Azy + (1 — N)zp)) Tauka ca rpaduka dyukiuje. U1 nejesnakocr (13) mam Kazke Jia je Tadka
ca rpaduKa UCIO/ TAYKe HA TETUBH.

Ha Caumu 8 ce Buje HeKM npuMepn KOHBEKCHUX (yHKNHja, MoK HA Caunu 9 BUAIMO TpUMeEpe
KOHKaBHUX (pyHKIHja. AKO moreamo nedpmHUII]y BHIIMO Ja jé KOHCTaHTHA (DYHKIN]a T KOHBEKCHA
1 KOHKaBHA Ha ¢BOM jioMeny. Ul nmmreapua dpyukimja nma to ceojecrso. Ha Coaunum 10 Buganmo mpumepe
dbyHKIMja Koje HUCY HE KOHBEKCHE HU KOHKaBHe. llpumernmo Ja je byHKIHja Yy OpUMEPY B) MPBO
KOHBEKCHa (JI0 Tauke ¢) a OHJA MOCTaje KOHKaBHa (mocye Tadke ¢). Tauke y KojuMa ce JeniaBajy
OBaKBe IpoMeHe u3BajaMo ciegehomM aedpunuImIjoM.

Hedunannuja 47. Axo je dyHkinja f KOHBeKCHa Ha nHTEpBay (c—d1, ¢) a KoHKaBHa Ha (¢, ¢+02)
(mm KOHKaBHA Ha (¢ — d1, ¢) a KOHBEKCHA Ha (C, ¢+ 02)) OHJIA Ce TAUKa ¢ HA3UBA NPESOTHOM TAHKOM
dbyukmuje f. OBge cy d; u 0o HEKU MO3UTUBHU OPOjEBU. O

Haoepap pynruyuje f je ckyn
{(z,y) eR*|a <z < b,y > fx)},

Bujieru Ciauky 11. Tlpumerumo na je pyHKIMja KOHBEKCHA KO U CAMO KO je iheH HaaArpad) KOHBEKCAH
ckymn. OBHM CMO TIOBE3aJIM MT0jaM KOHBEKCHe (DYHKIIH]e Cca MOjMOM KOHBEKCHOT CKYIIa.

Cazna hemo BugeTn na 3HaK JApYror u3Boga MyHKIWje (aKo APYyTH W3BOJ MOCTOj) oapehyje KOH-
BEKCHOCT W KOHKABHOCT (byHKIIH]e.

Heka je nara dbyukmuja f : (a,b) — R u o3ragmmo ca

f(@) — (o)

r — X9

Ngq (l’) =
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CnukA 9. Tlpumepn KoHKaBHUX (hyHKIH]jA

CaukA 10. Ilpumepn dhyHKIMja KOje HUCY HU KOHBEKCHE HM KOHKaBHE HA CBOM JIOMEHY

CnukA 11. Ilpumepn (hpyHKIHja U BUXOBUX HaATpadOBa KOjU CY CKUIUPAHU IIPBEHOM 00jOM

Haru® mpaBe Koja mposa3u Kpo3 jBe tauke (o, f(xg)) u (z, f(z)) ca rpaduka dynkuuje f (mpume-
TUMO Jia HArub n,, Huje dedWHUCAH y Tadykun & = xy). Harub je 3ampapo KoedHIMjeHT TpaBIia
mpaBe Koja mpoJiasu Kpo3 (o, f(xg)) u (x, f(x)) u jesHAK je TaHTeHCY yTyia KOjH Ta IpaBa rpajiu ca
HO3UTUBHUM JIeJIOM £—oce (To je yrao oo Ha Caunum 12).

ZKeanmo wejeqnakoct (13) mga cBegemo Ha ognoc Melhy HaruGuva onpehenux npasux. O3HAUNMO
ca xg = Ar1 + (1 — \)xg Tauxy Koja ce namasu usmely xy u zo. Tama je A = 2=, IIpernocrasuhemo
1a je x1 < zo. Taga mejemnakoct (13) uma obIHK

Ty — T2

f(xo) < ————f(x1) + ——f(72).

T1 — T2 xT1 — T2
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CnuKA 12. Harub npaBe Koja mpoJia3u Kpo3 jiBe Tadyke Ha rpaduky (QyHKIH]je

CaukA 13. Ilpumepu Koju nmokasyjy jga je Harubd pactyha dbyHKIHja

Hakon MHO}XKema ca x9 — x1 > 0 monasumo 10 ciaeaehe HejeHAKOCTH

(z2 — o) f(21) + (w0 — 21) f(22) + (21 — 22) f(20) > 0. (14)

Axko xg — x1 y3 f(x2) npeacraBumo Kao (rg — oa) + (r9 — 1) OHAA JONA3MMO 10 HEjeTHAKOCTH

f(za) — f(21) < f(x2) — f(xo)'

To — X1 - Ty — X

Cana ce oner Bpahamo Ha nejeguakocr (14) u npejcraBumo xo — o y3 f(21) Kao (22 —x1) + (21 — xp).
Tasa oBa HejelHAKOCT OCTaje

f(zo) — f(21) < f(x2) — f(z1)

To — X1 - To — X1

Cana heMo mpeTxomHe NBe HejeTHAKOCTH CIOJUTH U 3aKJbydyjeMO Jla 32 KOHBEKCHY (DYHKIIH]Y
f:(a,b) = R u cBe Tauke x1,x2,x3 € (a,b) 3a Koje je 1 < T < T3 BaKH

flas) = f(@) _ flas) = fla1) _ flas) = f() (15)

< < :
To — T I3 — Xq T3 — X9

AKo oBe m3pase BUANMO Kao HAarube MU CMO 3alIpaBo J00WIU ciemehe Heje THAKOCTH
Ny (22) < ng, (3), w3 HEjegHAKOCTH TPBOT U Apyror wiaHa (Cauka 13a),
Ny (1) < Ny, (23), U3 HEjegmakocTn npsor u Tpehier wiana (Counka 136),

Ny (1) < Mgy (T2), B3 HEjeguaxkocTu apyror u rpeher wiana (Cimka 138).
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OBuM cMO TmOKa3aIu Ja je 3a (urcupano xy Harub n,,(x) pacryha dynknuja mo x. Kakas rox
Ja je pacropej] Tadaka Xo, I1,To AKO je 1 < Tg Tama je Ny (1) < ng, (7).

Baxulie u 06pHyTO, aKko je Haru® n, (x) (3azar dyukumjom f) pacryha dbyHkumja mo r 3a cse
xo € (a,b) Taga je dynkrmuja f xousekcHa. llokazxmmo oso. Heka cy xq,7y € (a,b) mpousBosbhe
tauke. Tadka A\r; + (1 — A)zg mamasu ce uamely oBe nBe Tauke. O3naunMo je ca

zo = Ax1 + (1 — N)as.
A To—x2

. . . To—X2 — By
Panuje cMo Bujenun ja je taga A = prrp! Baxkuhie u 25 = e Nmamo caja e moryhnocru

1 < To WK T < T1. Y IPBOM CIYyUajy U3 YUEHHUIE Ja je n,, pacTyha 3ak/pydyjeMo Ja je

f(x1) — f(wo) < f(x2) — f(z0)

1 — X - Ty — X

Y

ma MHOXKebeM obe cTpaHe ca Ty — o > 0 Joaa3uMo 10

(F(o) = Jw) T2 < Flaa) = f(za),
OJIHOCHO \
T (@) = f(@)) < f(@2) = f(wo).

AKo je r9 < x1 OHZA JOJA3UMO JI0 HejeTHAKOCTH

f(UUQ) - f(xo) < f(9€1) — f(x0)

9

To9 — X - xr1 — I
KOJY MHOXKEHEM Cca Tg — To > 0 CBOJMMO HA MCTY HEjeTHAKOCT
To— X A
fwo) = flaa) < (F(w1) = f(z0)) =—— = (f(21) = f(z0)) —, (16)
1 — Xy 1—AX

(ako je A = 1 onga je mejeguaxocr (13) rpuBnjaino 3amoBosbena). Koju rog 6mo pacnopes radaka
x1 1 x9 Bazxkuhe Hejennakoct (16) a omarie jeJHOCTABHO 3aKJbydyjeMO

f(xo) = f(Az1 + (1 = A)z2) < Af(x1) + (1= A) f(22),
oanocHo MyHKIMja [ je KOHBEKCHA.
[IperxoanuMm aucKycujaMa cMo nokazaju ciezehe rBpheme.

Tsphemwe 48. Oyuxiuja [ : (a,b) — R je KoHBeKCHA ako U camMo ako je GyHKIHja HAruba Ny, ()
pacryha dbyukuuja o x 3a cse g € (a,b).

VY IpeTxojHOj JUCKYCHjH CMO MOKa3a u Hejeqnakoctu (15) moMohy Kojux MOKEMO Ja 3aKJbY IUMO
Jla KOHBeKCHA (DYHKIMja UMa JIEBH U JIeCHU M3BOJL Y CBAKO] TauKu (KOju He MODPajy ja Oy/Iy jeJHAKH).
[TocTojame JieBOT U JIeCHOT M3BOJA Y Ta4YKHU je JTOBOJbHO 3a HelnpeKuaHocT hyHKIuje y Tauku. /lakie
KOHBeKCHA dyHKHuja Ha (a,b) je HempeKugHA.

CaJia MOKeMO HEIITO BHUIE Ja KazKeMO O MPBOM H3BOAY (AKO IOCTOjU) KOHBEKCHe (DYHKITH]e.

Tsphemwe 49. Heka je dynkunja f : (a,b) — R qudepennujabunna. Tana je GyHKIMja KOHBEK-
CHA aKO W CaMO aKo je IeH npBu u3Boj pactyha gynkimja.

okas.

=
Heka je dynknmja KOHBEKCHA W y3MEMO JIBe Tadke T, Ty € (a,b) 3a Koje BaxKm
r1 < Tp. 3a CBaKy Tauyky & Koja je u3dMely OBHX BPEIHOCTH, T1 < & < Ty BawKe

nejennakocru (15), oxHOCHO

fx) = fla) _ flaz) = fla) _ f(fl’2)—f(fc)_

T — T - T9 — X1 - To — X
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Ozraunmo ca C = % (

on ). Cana je

npumMeliyjeMo j1a je 0BO KOHCTAaHTa U Jia He 3aBUCH

f@) = f@) _ o fl@) = flas)
T — I - - T — Ty
f@)—f(z1

Kpos nejeanakoct pra— e npohemo mumecom kKaja r — xi1+, 3HAMO Ja
I0CTOje JIEBH W JIeCHU W3BOJM y CBUM Tadkama (jep je f mudepennujabunna) u
3aKJbY IyjeMO

fiz) < C.
Bnamo jia 32 audepennujabuine dynkuuje saxu f'(z1) = fi(r1). Ha raj nauun
JIOJIA3UMO 10 HejeTHAKOCTH

f(z) < C. (17)
Caenehn xopax je ga kpo3 mejegnakoct C < %
r — xo—. Kaxko je f' (x9) = f'(z2) onua je

C < f'(x2). (18)

Hejennakoctu (17) u (18) kaxy ga je dbyuknuja f' pacryha na (a,b).

npoheMo JIMMecoM Kajaa

f

Hexka je caga [’ pacryha dynkmuja. Ilokazahemo na je tajga u Haru® pacryha
dyukmuja na kopucrehn Tepheme 48 mMoxkemo ma 3ak/byanMo 72 je [ KOBEKCHA.
JloBospHo je mokazaru aa je ng,(r1) < ng,(r2) ako je pacmopes tadaka o1 < Ty <

To. 3HAMO 71 je
f(z1) — f(z0)

Ny (1) = 1 — 2o

W = f'(¢;) mpema JlarpauzkeBoj TeopeMu 3a HEKO ¢ € (T, )

(3ramo na je f nndeennmjabuina Ha (a,b) ma he 6urw HenpexnHA Ha [T1, o] 1
nudepennujabmina Ha (21, To)). Baxuhe u

f(x2) — f(x0)

To — Xo

a BazK1

= f'(c2)

3a HEKO Co € (T, x2). IlpBu u3Box je pacryha dbyuknuja, Baxkn ¢; < Ty < ¢ Ha
je f'(c1) < f'(c2) ommocuo

Ngq (5(32) -

Tz (33'1) < Ny (1‘2)

O

BHak JIpyror u3Boja (aKo MOCTOjU) HaM Y HOTILYHOCTH ojipeljyje KOHBEKCHOCT OJJHOCHO KOHKABHOCT
dbyHKIHT]E.

Tephewe 50. Heka je f : (a,b) — R asa nyra nudepennmjabuina dynknuja. Taga je f
KOHBEKCHA (QYHKIH]a aKO U CAMO aKO je JPYTH U3BOJ HeHeraTuBaH Ha (a,b).

Hoxkaz. 3uamo jga he f outn jgudepennujabuana ma Ha OCHOBY MPETXOIHOT TBphewma Baxku f je
KOHBEKCHA aKO U CaMO aKo je mpBU n3Boj pacTtyha dyHKIuja a ouma je To Ha ocHoBY llocenume 29
(npyra Tauka) exsuBasentuo Tome aa je (') = f” >0 na (a,b). O

[Ipeocrana Ham je jour auckycuja 0 KOHKaBHUM (yHKIHjama. [Ipumernnvo na je [ KOHKaBHA ako u
caMo ako je dyHKIHja — f KOHBEKCHa. 10 3HAYHN [a je KOHKABHOCT €KBHBAJIEHTHA TOME 13 je Harub
onaymajyha dynknuja (Tepheme 48). Ananorno csojecreo u3 Tephema 49 kaxke na je audepeniuja-
owaHa (pyHKIHMja KOHKaBHA aKO M CaMO akKo je IpBH u3BOoj, omnajajyha dynknuja. ok 3a jBa myTa
nudepeHnujadbuTHe DYHKIMjE BaXKH /1a ¢y KOHKaBHe aKO U caMO aKO UM je JIPYTH H3BOJ MAH WJIH
JeTHAK Of HyJIe.



4.9. UcnuruBarme GyHKIHja U CKUUpame rpadpuka 27

Ako je f: (a,b) — R nBa nyra nudepennujadbuina GyHKIUja 1 AKO je ¢ HeHa MPeBOjHA TadKa
taga je f”(c) = 0. OBa kapakTepusanuja IpeBojHe TauKe KAo HyJa JPYyror u3Boja je moryha camo
aKo yHaIpeJ 3HaMO jJa (HpYHKIFja UMa IPYyTd U3BOJ Y TO] Tauykd. MoxKe j1a ce Jecu Jia je ¢ IpeBojHa
TavKa a J1a PYHKIHja TMa TPEKU Y TOj TAYKHU Ta OHJA He MOZKeMO J1a TPUYIaMo O u3BoIuMa (bYHKIIH]je
y TOj TAYKH.

9. UcnutuBame hyHKIHja U CKUIUPame rpaduka

[Ipn ucnutuBamy pyHKIHja 1 CKUIUPaKky rpaduka KOPHCTUMO CBa MPETXOIHA 3HAMHA O (DYHKITH-
jama (enemenTapue GyHKIHTje, TUMECH, HETPEKUTHOCT, TUMEPEHINjabUIHOCT, U3BOIH BUIIET PEJIA... )
Cana hemo ucrahu Heke crBapu Koje cy HajOUTHHU]e, A/l HE U je/IMHE jep Ce UCIUTUBAE (DYHKIHN)a
pasJIuKyje oJ mMpuMepa 10 MpUMepa.

e Jlomen byHKIIHje je Kao ITO 3HAMO CKYI Tadaka 3a Koju (PYHKIIHja MOxKe j1a ce gedun-
uie. Osznauasahemo ra ca Dom(f) wim D(f). Kama tpaxumo gomen dyuknuje 6urno
HaM je j1a m30eraeMo Je/beme HyJI0M, j1a n30erHeMo KOPEeHOBahe HeraTUBHUX OpojeBa Kaja
To Huje moryhe (mmp. +/—6 mmje medunucano y ckymy R, nox /—6 jecte m06po medun-
ncano). OBz je BaKHO 3HATH JOMeHe ejleMeHTapHuX (hyHKIHja jep HAM ce 4ecTo jaBibajy
y KOHKpeTHuM npumepuma. Kao nmpumep HaBOAnMO (DyHKIM]y TPUPOIHOT JIOrapuT™Ma, Inx
3a KOjy 3HaMO [1a je JeduHHCcaHA caMo 3a x > 0.

e ITapuocT, HemapHocT, nepuoamgnocT. DyHkiuja je mapHa ako je f(—z) = f(x) 3a cse
x € Dom(f) a menapua axo je f(—x) = —f(z) ma nemom momeny. Ilpsa cTBap Koja Mopa
Ja BaxkKu Ja Om pyHKIMja Oma mapHa WM HeMapHa jecTe Ja je HeH JOMEeH CHMeTPHYAH
oko Hysje. Hema cMmucia mernuruparu napHOCT/HenmapHocT (DYHKIMja YHjU je JOMEH CKYII
(—00, —3) U (=3, +00) wmu (—7,19). Kana ckunupamo rpaduk dyHknuje tpeba nmarTu
y BuAy Ja je rpaduk napHe (HYHKIHje CHMETPUYAH OKO y—oce JIOK je rpaduk HermapHe
dyHKIM]je TeHTPATHO-CUMETPIUYIAaH OKO KOOPIMHATHOT MovYeTKa. [IpuMepn napaux (pyHKIHja
cy KocuHycHa (pYHKIIja 1 KBaIpaTHa (pyHKIIH]ja, JIOK CY CHHYCHA 1 KyOHa (DyHKIHja HenapHe.,

Kaxkemo nma je dynknuja f mepuogmdaa ako MOCTOju peaiad 6poj 1 > 0 TakaB ma BaxKn
f(x+T)= f(x) 3a cBe x € Dom(f). Hajmamn takas no3urusax 6poj Ha3uBa ce MEPHOIOM
dyukmuje. OyHKIMje sinx U COS T CYy NEPUOAMIHE ca MEPUOIOM 27 HOK je (byHKImja tgx
nepuoanvHa ca nepuogom 7. Kajga ckunupamo rpaduk nepuogndne (pyHKIHje TOBOJHHO je
ucruratu GyHKIMjy Ha jegnom uarepBasty mmpune 1, va upumep [0,7) wim (=27, —T] a
OH/Ia CaMO KOITMpaMo Taj jeo rpaduKa Ha 1eo JoMeH (PyHKIHje.

e Hyne u 3uak dyuknuje. Hymre dynkuuje, ogaocHo Tauke xy y Kojuma saxn f(zg) = 0, cy
Tavyke y Kojuma rpaduk dyHkimje cede r—ocy. Kajga ucnuryjemo 3HaK QyHKIHIje TPaZKUMO
CKYII Tadaka y KojuMma je (PyHKIUja HO3UTUBHA U CKYI Tadaka y KojuMa je (pyHKIIHja Hera-
tusna, Dom.(f) := {x € Dom(f)| f(z) > 0} uw Dom_(f) := {x € Dom(f)| f(z) < 0}.

Y 3aBucHOCTH O] MpuMepa Helie yBeK OWTHU jeTHOCTABHO M1a OJIPEJIMMO HyJle W 3HAK.
Hekana he mam npBu u3Boa Outu ox momohu, ma hemo Ha OCHOBY Tora ja Ju (DYHKIHjA
HerJie pacre Wjid onajga MoNW Jia 3aK/byduMO Ja Jin (DYyHKIMja UMa, HEKy HYJIy U Ja JId je
Her/ie TO3UTUBHA Wi HeraTuBHA. bBuhe u npuMepa 1/1e He MOZKeMO TaYHO J1a OJPeMO HYJTy
Beh MOZKeMO CaMo a 3aK/by9NMO Y KOM HHTEDPBAJIY Ce HAJA3M.

e Acumnrore. Beh cmo pekiu ga GyHKIEja MOXKe MMATH BEPTUKAJIHE ACHMIITOTE ¥ HEKHM
KOHATHWM TAYKaMa W KOCe WJIM XOPU30HTaJIe acuMIToTe y beckonaanoctn. Moxke ce gecutn
Jla HEeKe O OBUX aCHUMIITOTE He HMOCTOoje.

Kana npramo rpaduk mocrojame acCUMITOTA 3HAYH 12 je Tpaduk PpYHKIHje TPOU3BOJHHO
oan3y Heke npase. Ha Counu 14 BuanMo mpumep GyHKIHje KOja MMa BePTUKAJIHY aCUMII-
rory x = 10 (u To caj JeBe crpane) na ce rpaduk dbyHKIUje TpubIUKaBa 0BOj IPABO]
kKako Osmmke npmwrazumo tadkn xr = 10 ca jese crpanme. Ha Chnumum 15 Bugumo upumep
bynkmmje f(r) = £ + % KOja MMa KOCYy acUMOTOTY Yy = £ Kaja T — 400 U UCTY KOCY

5
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CnukA 14. I'paduk ce mpubamKaBa BePTUKATHO] ACUMITOTH (IJIABa JINHUja HA
CJIMIN) Ca JIeBe CTPaHe

Cnuka 15. I'padux dbynkmmje y = £ + 3%

acUMITOTY Kajla © — —oo. [Ipumerumo ja je pazjiuka uzmely name dpyHkiuje u acumi-
T 1 T

Tore f(r) —y=%+5 —% = % U Ja je OBa pa3/uKa MO3UTHBHA KaJa je x > (0 a HeraTupHa
kajga je r < 0. To 3naum na ce rpaduk HyHKIMje HAJIA3W W3HAL aCHMITOTE Kajla & — +00
a MCIOJ aCUMIITOTe Kajaa £ — —oo. OBa dyHKIMja nma 1 BepTUKaIHy acumnrory r = (.

mahemo npumepe kama dyaKnuja Hema wu jeany acumntory. Ha Caumnm 16 Bmmmmo
rpaduk GyHKIHje y = e* + e~ 7 Koja HeMa HU jeJJHY aCHMIITOTY Ha CBOM JIOMEHY.

Dynknuja y = e * + arctanx uMa XOPU30HTAJIHY aCHMITOTY Yy = 3 Kaja T —» +00
JIOK HeMa HHU jelHy acuMnToTy kaga © — —oo (Bugern Camky 17). Oa dyHKImMja HemMa
HUKAKBUX Pyla y JOMEHY Ia He MOKe UMATH BePTUKAJIHUX aCUMIITOTA.

e Henpekumnoct n audepenmnujabuirnoct. Ilogcerumo ce na cy enementapue dbyHKIH]je
HEIPeKHIHe V TadKaMa y KojuMma cy jgeduHucane. 3HAMO JIa aKO HMaMO TadKy HPEKHIa y
HEKO] TaYKU JIOMEHa OHJa HaM ce rpaduk ,Kmuma’ Ha TOM MECTY, OJHOCHO TPH IPTalby
rpaduKa OJIOBKY MOPaMO Ja MOJAMTHEMO Ca mamupa. JemaHa oj MeTOJa 33 HCIUTUBAHE
HEIIPpeKUnAHOCTHU jeCTe TpaxKembe JIeBOI' U AeCHOI' JIMMeCa Yy Ta4KH. ﬂeBI/I JUIMEC HaM KazKe
Kako Tpaduk (pyHKIM]e TPUIa3U TAUKN ITPEKIIa Ca JIEBe CTPAHE & JeCHH JINMeC KAKO rpaduk
OPUJIA37 TAYKW MPEKUIA Ca JeCHe CTPAHe.

3a TpazKkerbe MIPBOT U3B0OJIA U UCIIUTUBALE TU(ePEeHINjabUITHOCTH TaKohe je BayKHO 3HATH
KaKo ce JuepeHnupajy ejeMenTapae pyHKInje. 3HaMo Jia rpadpuk u3rieia Kao j1a ce JOMHI

y TauKu y Ko0joj dbyHKNHja HUje mudepentnujadbunna. Jlesn u necHn u3Box cy Takohe OUTHU
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CnukA 16. I'paduk dynkiuje y = e* + e *

CrukA 17. I'paduk dpyuknuje y = e~ % + arctanx

(ako mocToje) y Hekoj Tavuku riae dbyHkiuja Huje audepennujabutaa. OHE HAM roBOpe O

TOMeE TIOJ, KOJUM YIJIOM TpapuK MpHIa3u TAYKU y K0jo] HeMaMo AudepeHInjabmIHOCT WIn

o/, KOJUM YIJIOM Ce IIPUJIa3u HeKMM KpajeBUMa JOMeHa WM TadyKama Koje HUCY y JTOMEeHY.

Ha Couru 18 Bugmvo rpaduk dbyukiuje f(z) = arccos z. 3namo Ja je u3Bom oe (DYyHKITH]e

f(x) = —ﬁ na 3ak/pydyjemo na je lim f'(z) = —oo na rpaduk npurasu taukn x = 1
r—1—

N ”
ca JieBe cTpaHe Npu/byOJbeH y3 IpaBy Koja je MapaJie/ta y—OocH (O,ZLHOCH'O 1OJ[ YIJIOM OJL 7).
e ExcTpemHe Bpeasoctu u MOHOTOHOCT. O panmje 3HaMO 1a ako je f' > 0 Ha HEKOM
nHTEpBaJy OHJa (PYHKIMja pacTe HA TOM HHTepBaJay a ako je [/ < (0 Ha HEKOM WHTEPBAJIY
oHma dyHKIHUja onmama Ha TOM uHTepBady. OBie je OUTHO ja 3aK/bBydaK O MOHOTOHOCTH

BayKd CaMO aKO je Ha HEKOM HHTepBAJy y CBUM TadKaMa 3aJ0BO/beHA HEjeTHAKOCT.

Moraeaajmo npuvep na Coommm 19. Buamvo na je n3sog, dynxnuje f(z) = £ 4+ e~ gar
ca f'(z) = —% — e~ < 0 na neaom gomeny Dom(f) = (—o0,0) U (0, 400). Ha ocnosy Tora
MOZKeMO J1a 3aKJbydnMo Ja f omana Ha (—oo,0) n ga f omaga Ha (0, +00), HUKAKO Ha MEJI0M
qoveny. DyHKIUja U HE OIAA HA [IEJIOM JIOMEHY a TO MOYKEeMO JIa BUJMMO 1 ca rpaduka min
yrnopehuBameM BpeIHOCTH Y HeKe JBe Tauke. Ha npumep f (—%) =-2+4+,e<0< f(1)=
1+ % a BaxKn —% < 1. Jakme f me omaja Ha mesiom jJoMeHy Beh 3ak/bydak 0 MOHOTHOCTH
BayKM CaMO Ha WHTEPBAJNMa KOJU Cy CaJIpYKAHU Yy JIOMEHY.

Panuje cMo pek/Iu 7ia ¢y HaM KaHIUJIATH 3a JIOKAJHEe eKCTpeMyMe TadKe y KOjuMa U3BOJL
dbyHKIHMje nMa Hydy (CTalMoHApHe Tavke) WM TadKe Y KOJHMA W3BOJ YOIIITE He HOCTOjH.

Kana Tpa:kuMO AlCOJyTHE MaKCHMyMe W AICOJyTHe MHHHMyMe (TO Cy Tadke y KOjuMa
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CaukA 18. I'pacduk dynknuje y = arccos x

CnukA 19. T'pacduk dyukuje y = % +e*

AncongTin w NOEAIBA MAKS.
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CnukA 20. TlpBu u3Box, EKCTPEMYMH U MOHOTOHOCT

dbyHKIMja 10CTHKE MAKCHMYM W MHHUMYM Ha I1I€JIOM JOMEHY) OHJa ITPOBEPUMO BPETHOCT
dyHKIHje y CBUM JOKAJTHUM eKCTPEMYMHUMAa U BHIUMO KOje Cy BpeJHOCTH (DyHKIHje Ha Kpa-
jeBHMa JOMeHa W 3aKJByIUMO Koja je HajBeha a kKoja HajMama Bpeanoct. Ha Caumum 20
npuKa3aHe Cy pasHe Moryhe cuTyarmje.
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CnukA 21. I'pacduk dynkmnuje y = _(%15)2

Cmka 22. Konkasna pacryha dgpyuxuuja CnukA 23. Konkasua omnajajyha dyukimja

CnukA 24. Kousekcua pacryha dynkimja CnukA 25. Kounpekcna omanajyha dpynkimmja

e KoHBeKCHOCT, KOHKABHOCT U IIpeBOjHE TadyKe. CB0OjCTBO KOHBEKCHOCTH W KOHKABHOCTHU
HaM Karke Kako ce rpaduk ¢pyHKIuje caprja nin ckpehe. 3a meroBo HCIUTHBAE Hajuenihe
KOPUCTHUMO JIpyru u3Boj pynknuje. 3uamo ja je (pyHKIUje KOHBEKCHA HA HEKOM HHTEPBAJIY
aKo je eH JIpYyTH M3BOJ, HeHeraTWBaH, a KoHkKaBHa je ako je f” < 0. Oner mcruuemo ja
je oBjle GUTHO J1a TO BayKM y CBHM TadyKaMa WHTepBaJa (M ja JAPYTH W3BOJ MOCTOJU U Ja je
onpelheHor 3HAKA).

[Mornenajmo byukuujy f(z) = ﬁ (Couka 21). Hben apyru ussogn je f"(z) = ﬁ >
0 ma mesom gomeny Dom(f) = (—00,5) U (5,400). OHO MITO MOXKEMO Ja 3aKJBYTHMO jecTe
12 je hyHKIHja KOHBEKCHA Ha (—00, 5) U Ja je KoHBeKcHA Ha (5, +00) aan 1a Huje KOHBEKCHA
HA TIEJIOM JIOMEHY.

Ha Caunm 22 Buaumo Kako u3riieaa rpaduk pyHKIHje Koja je Ha jeJHOM Je1y KOHKaBHa,
u pacryha. Cauka 23 npukasyje GyHKIHjy KOja je Ha jeHOM ey KOHKaBHA u omajajyha.

Konpekcha pacryha n KoHBekcHa omaaajyha dyHKInja cy peaoMm npukasane Ha Canka-
Ma 24 u 25.

[IpeBojue Tauke cy oHe Tadyke y KojuMma (DYHKIH]a Memha KOHBEKCHOCT U KOHKABHOCT.
AKo 1pyru m3BOJ MOCTOjJH Y TOj TAYKH OHJA je OH jeaHak Hyau. Morke ce TeCHTH J1a je HeKa
TadyKa MPEBOjHA & J1a V 1b0j (pyHKIMja HeMa IPyTrd H3BOI.
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o Ckunupamwe rpacdpuka pyukiumje. Ha ocHOBY MpeTxoaHO ONUCAHUX KOpaKa 0Ja3UMO
J10 oapehenux ocobuna (pyHKIHje Ha OCHOBY KOJUX CKHIIMpaMo rpadpuk dpyHKImje.

Bamarak 51. cnuraru Tok u nanpraru rpadguk dyuknuje f(z) = V2 — x°.
Pewerwe.

e Kako Tpehu kopeHn mocroju 3a cBe peasHe OpojeBe W y m3pasy IO KOPEHOM je MOJMHOMHA
dbynknnja 3akmydyjeMo ga n3pas va? — 13 Moxe Ja ce H3padyHa 3a cBe peaJsHe OGpojese ma
je momen ose dyukuuje D(f) = R.

o Ilpmvernvo ma je f(1) = V12— 13 = 0 u f(—1) = ¢/(=1)2 — (—1)® = V/2 na dbyukumja
HUje HU Napa HU HenapHa. Huje Hu nmepuogmyna jep je 6e6CKOHAYHO BeJIMKA KaJla apryMeHT
X Yy3UMa BeJUKe HeraTHBHE BPeJIHOCTH.

e Hyne u 3nak pynknuje ucnuryjemMo ogpehuBameM 3HaKa U HYJa MOJUHOMA KOjU ce HAJIA3U
non tpehum Koperom. 3akmydyjemo na je f(0) =0, f(1) =0, f(x) < 03a cBe x € (1,+00)

x - + +
? + + +
1—2z + + —
*(1—x) + + —
/ + + —

u f(z) > 03acse z € (—o0,0)U(0,1).
e Hu jenna Ttauka HUTH cKyn HucCy u3badeHU u3 JoMeHa (DYHKIIHje 1Ma HEMaMO BePTUKATHUX
acumnToTra. Pa3Boj dyHKIHje y OKOJIuHAMA OECKOHAYHO BEJIMKUX Tadaka HAM Kazke JIa je

flz) = 3—x3(1—£):—x<1_é>é:

= 111+ 5 = +1+(1) -+
= — 31:096—:530,3: 0.

Hakie, dyaKnmja f mMa KOCy acUMOTOTY Yy = —T + % KaJa T — +00 W UCTY Ty KOCY
ACUMIITOTY KaJla & — —OQ.
e Oyuknuja f je HempeKuIHa Kao KOMO3UIMja TakBuX dyHKIMja. V3Bom dbyHKIHTje jeHaK je

f(z) = 1(x2 — 237322 — 32%) =

3
r-(2—-3z) 2 —3x

T 3.9 x4(1—:1c)2_3~ va(l —x)?

win

y Tadakama peaJHe oce Koje Hucy jegHake 0 m 1. ITocrojame n3Boma taukama r =0u x =1
ucturyjemo o gedpununuju. [Ipro npoBepaBamMo ja Jim nocToju cjaegaehn aumec

. f(h)y=f0O) . VR=HK-0  J1-h
lim ————~ =1lim — = lim ———.
h—0 h h—0 h h—0 \?/E
. P ¥ioh A Yi-n
OBaj JiuMec He IMOCTOjH jep je hllgl-',- = 400, JOK je hli,%l_ 7 = oo [MITo ce tauke

x = 1 Tu4e 3aHUMa HAC JIa JIU IOCTOju cJejgehu jimmec

p SO —f) o YO RPA -+ R) -0 (L h)5hs

h—0 h h—0 h h—0 h

OBaj JauMec je jeTHAK BPeJTHOCTH —OO Ta je 3aKJ/bydak Ja je pyHKIHja AudepeHnnjabuina
na ckyny D(f)\ {0,1}.
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e Cajla Hac 3aHUMA JIa OJPEIUMMO 3HAK IIPBOI' M3BOJIa Y TAYKaMa Y KOjUMa, OH MocToju. Buaumo
JIa 3HAK IPBOT U3BOJIA 3aBUCHU O] 3HAKa M3pasa T U 2 —3x na heMo y Tabesin U3IBOJUTU TaUKe
r=0nx= % Y Tabexy cMo fomanau u TaYKy T = 1 jep MYHKIMja HEMa MPBU U3BOJ, V TOj
Tavkn. 3aksbydyjemo na dyHkuuja f onaga Ha nHTepBany (—oo,(0), pacTe Ha WHTEpBAIY

y raukn z = 0, f(0) = 0, a mokaum makcnmy™ y Taukn & = 3, f(3) = 42

(—O0,0) <O7§) (%71) (17+OO)
x — + +
23z + + — —
i - |+ -] -
f hN A R hN

(0,2), sarum onana na (2,1) u onana ma uirepsaiy (1, +00). Jlokanmu MEHyMyM ce jaBiba

e /Ipyrum m3BOM IMa CMHUCJIA PAdYyHATH V TadyKaMa y KOjJUMa IOCTOJU IPBYU W3BOJ, TAKO J1a JIpYTH

f'(@) =

—9-zx(l—2)2—(2—-32)-

9. /x?2(1 —x)*
1—2z+x22—2z+2x2
3/x2(1—z)4

9. x2(1 —x)*

—9z(1 — ) — (2 — 3x)(1 — 4z + 32?%)

9.
—9z(1—2)* — (2—3z)(1 —z)(1 —3z)

/x4l — )8

9. Yat(l—2)?- (1 —x)?

_ —9z(1 —x) — (2 — 3x)(1 — 32) _

9-f*x)-(1-x)

—92 4 922 — 2 + 62 + 3z — 922

2

9 f2(@)- (1— )

9@ =1 f2a)

71| = - i
f// _ _ +
I; N N U

r = 1 je mpeBojHA TadKa.
e IIpu npramy rpaduka je BaxKHO OBECTH PadyHa KaKo H3raena rpadgpuk y OKOJIMHAMA Ta4aKa
0 u 1. Kako je f'(0)
Te crpane dynknnja onajga. Ca jgecune crpane Baxu f'(0) = +oo ma je rpaduk dynkimje
IpH/BYO/bEH Y3 y—OCY U Ca JIeCHe CTpaHe TadKe HyJa M ca Te cTpaHe (hyHKIHja pacte. Kako
je f'(1) = —oo (oBze ce pajau 0 U3BOLY Y MPOIIUPEHOM CMUCITY) OHJA je rpaduk dyHKIH]je
npusbyObeH y3 mpaBy x = 1 u 1y dbyaknuja omaga. Ha Cawmum 26 npukaszan je rpaduk

dyuKIHIjE.

u3Boa Hehe mocrojatnm y Taukama © = 0 u x = 1. Illto ce ocramux Tavaka goMeHa THUYE
npasujia JudepeHnupama Kaxy J1a je

—3-3- 2l —2)2—(2-32)-3 - L(x(1—2)®) 5 - (1 -2 +2-2(1 —x)-(~1))

Ha ocnoBy nperxojHor MoKemo ja KaxkKeMo jia je (DyHKIUja KOHKaBHA Ha HHTEPBAJLY

(—00,0), na unrepsasy (0,1) je rakohe konkaBHa JOK je KoHBekcHa Ha (1,400). Tauka

—0o0 onjia je rpaduk npusbyd/bEH Y3 Yy—OCYy ca JieBe CTpaHe u ca

v
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Y

CnukaA 26. I'paduk byuxuuje f(z) = A

10. Baganm

Banarak 52. Axo dyukuuja f : (a,0) — R uma jieBu u JecHu U3BOJ Y TAYKH T HOKA3aTH J1a

je oHa Taja HenpekuaHa. [[puMeTmMO ja He 3aXTeBaMO MPETIOCTABKY Ja JIeBH W JAECHU U3BOJ Oy1y

jemHaku Beh j1a camo mocToje.

Bamarak 53. Hahu usson dyukumje h(r) = f(2)9™ y omnm taukama y KojuMa cy cse dbyHKIHje

necdunucane u audepennujadune.

v

v
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Vconraa nurama n3 Anamuse 1 (Muapopmaruka) 2024 /2025

-IpeJUMUHAPHA Bep3uja Koja he ce MemaTu-

ITpuHIUD MaTeMaTyYKe WHIYKIT]jE.
Apxumenoso u Karroposo csojcrso ckyma R.
ITome peanuux Gpojera.
CynpemyMm m mHOUMYM CKyna. Arkcroma cynpemyma. Bpoj e.
IIpomupenu ckyn peasuux Opojesa.
Hepununmja rpaHnyHe BPEeIHOCTU HU3A U TPUMEPH.
CBojcTBa KOHBEpPreHTHUX HU30Ba (anrebapcke omepamuje).
Teopema o Tpu numeca.
IronuoBa TeopeMa u mocisenuue.
MoHOTOHU HM30BU, €T3UCTEHINja JTUMECA.

lim (1 + l)n.
n—-+00 n
Ilomru3oBU, Tauke HATOMUIABAHA HU3A.
Boanano-BajepmrpacoBa Teopema.
Komujes kpurepujyMm KOHBEpPTEHIj€E HU3A.
eprHunuje rpaHryHe BPEIHOCT peaJsiHe (YHKIMje YV TAYKU U je JHOCTPAHUX JUMeca.
CBojcTBa rpaHnYHe BPEIHOCT peajiHe (yHKIUje.

sinx

Teopema o Tpu mmmeca. lim 2L,
z—0 %

. T
TeopeMa O CMEHU IIPOMEHJbUBE, llIIl (]_ + l) " IIOCJienuIie.
T—+00 z

JIumec MoHOTOHE (yHKUUjE.

AcumvnToTrcka penanuja 0.

Acumnrorcka penamuja ~.

Hedurrnuja HETpeKUAHUX peanHux (yHKUUja. Bpcre Tayaka mperuma.

JlokanHa CBOjCTBA HENPEKUIHUX PEaJHUX (YHKIUjA.

I'noGanna cBojcTsa Henperunuux peatnux pyuximja (Komu-Bonnanosa Teopema u reopema o mehyspennoctn).

Bajepmrpacosa teopema 0 HemperuITHUM (QYHKIIjaMA.
HenpexunaocT MOHOTOHE U H0j MHBEP3HE (QYHKIU]jE.

HenpexnnaocT eneMeHTapHUX (YHKOU]jA.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Hu3oBu 1 rpaHuyHa BpenHOCT peaJiHe (YHKIUjE Y TaUKU.

Ilepurnnuja n3Boga y TadKM, JIEBOI U AECHOT M3BOoJa peaJiHe ¢yHKImje. ludepernujabuaHocT.
CsojcrBa audepennujabunuux GpyHrmuja (n3Boxn 30upa, IPOU3BOLA U KOJIUYHUKA (YHKIM]A).
W3Bon cnoskene m wHBEp3HE (YHKIU]E.

Pepmaora u PosoBa Teopema.

Komujesa u JlarpamxeBa TeopeMa O CpemmnO] BPEOHOCTU AUGPEPEHINjAJTHOT PAYUYHA.
JlomuranoBa mpaBuia.

N3Boau Bumer pena.

Tejmoposa popmysa ca ocrarroMm y Jlarpamzesom u IleanoBoMm o6uKy.

MaxrnopeHOBY NOJIMHOMU €JeMEHTAPHUX (YHKIUja.

MOHOTOHOCT ¥ JOKAJHU €KCTPEMYMU ()YHKIIN]a.

KouBekcue u kouraBHe (QyHKIUT]jE.






