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Skoro sve xto radimo u matematici temeǉi se, posredno ili neposredno, na
pojmu skupa.

Pojam skupa je intuitivno jasan: zamixǉamo ga kao kolekciju nekih
objekata. Termin kolekcija qesto koristimo kao sinonim za pojam skupa.

Me�utim, ukoliko na taj naqin posmatramo skupove, brzo nailazimo na
probleme.

Berberinov paradoks: U nekom selu berberin brije sve stanovnike tog sela
koji ne briju sami sebe. Postavǉa se pitaǌe da li berberin brije sam sebe?

ako je odgovor ne, dakle berberin ne brije sam sebe, tada je i on jedan
od stanovnika sela koji se ne briju sami, pa mora brijati sam sebe, xto
je protivureqnost

ako je odgovor da, opet dolazimo do protivureqnosti jer berberin brije
iskǉuqivo ǉude iz sela koji se ne briju sami

Paradoks la�ǉivca: Filozof Epimenid (6 vek p.n.e.) sa Krita rekao je
”Kri�ani uvek la�u”. Da li je govorio istinu?



Druga verzija paradoksa la�livca:Inspirisana je priqom o Pinokiju.
Postavǉa se pitaǌe xta �e se desiti ako Pinokio ka�e: ”Moj nos �e sada
porasti.”?

Greling-Nelsonov paradoks: Postoje neki pridevi koji opisuju sebe, npr.
petnaestoslovni, vixeslo�an. . . Reqi koje ne opisuju same sebe se zovu
heterologiqke. Da li je pridev ”heterologiqki” heterologiqka req?

Prethodni primeri su u vezi sa quvenim Raselovim paradoksom:

Posmatrajmo kolekciju S definisanu sa

x ∈ S akko x ̸∈ x.

Da li S ∈ S?

ako S ∈ S, na osnovu definicije kolekcije onda S ̸∈ S

ako S ̸∈ S, opet na osnovu definicije kolekcije S zakǉuqujemo da S ∈ S

Zakǉuqak: Ovako definisanu kolekciju S ne mo�emo smatrati skupom u
matematiqkom smislu.

Osnovna relacija me�u skupovima je relacija pripadnosti.
Skup A pripada skupu B zapisujemo sa A ∈ B. Ka�emo da je A element od B.



Zermelo-Frenkelova teorija skupova
Skupovi se zasnivaju (definixu) aksiomatski. (Zermelo-Frenkelova (ZF)
teorija skupova)

Aksioma ekstenzije

Dva skupa su jednaka ako imaju iste elmente.

npr. skupovi A = {2, 3} i B = {x ∈ R | x2 − 5x + 6 = 0} su jednaki.

Aksioma praznog skupa

Postoji skup koji nema nijedan element.

Ovaj skup nazivamo prazan skup i oznaqavamo ga sa ∅. Prema aksiomi
ekstenzije ovaj skup je jedinstven.

Aksioma para

Za sve skupove x i y postoji skup z qiji su jedini elementi x i y.

Skup z oznaqavamo sa z = {x, y}. Va�i slede�e:

u ∈ {x, y} akko u = x ili u = y.

Mo�emo formirati skup sa jednim elementom ako uzmeno da je x = y. Prema
aksiomi ekstenzije va�i {x, x} = {x}.



Zermelo-Frenkelova teorija skupova

Aksioma unije

Za svaki skup x postoji skup z tako da u ∈ z ako i samo ako u ∈ y za neki y ∈ x.
Skup z predstavǉa uniju qlanova skupa x i oznaqavamo ga sa

⋃
x.

Skup z =
⋃

x sastoji se od elemenata elemenata skupa x. Na primer, ako je
x = {a, b} tada je z =

⋃
{a, b} = a ∪ b.

definicija: Skup a je podskup skupa b, u oznaci a ⊆ b, ako za sve x ∈ a va�i
da x ∈ b.

Npr. skup ∅ je podskup svakog skupa.

Va�i da je N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Aksioma partitivnog skupa

Za svaki skup x postoji skup P(x), koji se sastoji od svih podskupova od x.

Ako je x = {a, b}, tada je P(x) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}.

Ako je x = ∅, tada je P(x) = P(∅) = {∅}.



Zermelo-Frenkelova teorija skupova

Aksioma izdvajaǌa skupa (Aksioma separacija)

Za svaki skup a i svaku formulu ϕ(x) va�i da je {x ∈ a | ϕ(x)} skup.

Primene aksiome izdvajaǌa poskupa:

A ∩ B = {x ∈ A | x ∈ B} − presek skupova A i B

A \ B = {x ∈ A | x /∈ B} − razlika skupova A i B

neka A ⊆ U, Ac = {x ∈ U | x /∈ A} − komplement skupa A u skupu U

Osnovni skupovni identiteti:

1. (A∩B)∩C=A∩(B∩C)

2. (A∪B)∪C=A∪(B∪C)

3. (A△B)△C=A△(B△C)

4. A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)

5. A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)

6. A∩B=B∩A

7. A∪B=B∪A

8. A△B=B△A

9. A∩A=A

10. A∪A=A

11. A∩(A∪B)=A

12. A∪(A∩B)=A

13. (A∩B)c=Ac∪Bc

14. (A∪B)c=Ac∩Bc

15. (Ac)c=A

16. A\(B∩C)=(A\B)∪(A\C)

17. A\(B∪C)=(A\B)∩(A\C)



Ure�eni parovi

tvr�e�e: Za skupove a, b, c, d va�i:

{a, b} = {c, d} ako i samo ako (a = c i b = d) ili (a = d i b = c).

dokaz: Ako va�i neki od dva uslova sa desne strane, jasno je da je {a, b} = {c, d}.
S druge strane, pretpostavimo da je {a, b} = {c, d}. Kako je a ∈ {a, b}, to
je a ∈ {c, d}, pa je a = c ili a = d. Neka je prvo a = c. Va�i d ∈ {c, d}, pa
d ∈ {a, b}, a time i d = a ili d = b. Ako je b = d va�i desna strana. Ako
je a = d, imamo da je a = c = d. Iz b ∈ {a, b} = {c, d} sledi b = c = d, pa
va�i desna strana. Sliqno se dokazuje i drugi sluqaj, kada je a = d.

definicija: Ure�eni par (a, b) skupova a i b je skup {{a}, {a, b}}.

tvr�e�e: Za ure�ene parove (a, b) i (c, d) va�i: (a, b) = (c, d) akko a =
c i b = d.

dokaz: Ako va�i a = c i b = d, onda je (a, b) = {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} = (c, d). Naka
je sad (a, b) = (c, d). Onda je {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Prema prethodnom
tvr�eǌu, va�i da je ({a} = {c} i {a, b} = {c, d}) ili ({a} = {c, d} i {a, b} = {c}.)
Ako va�i prvi deo, mora biti a = c. Tako�e, va�i (a = c i b = d) ili
(a = d i b = c). U prvoj sluqaju imamo a = c ib = d. U drugom sluqaju
d = a = c = b, pa je specijalno i a = c i b = d. Ako va�i drugi deo, onda
je a = b = c = d, pa opet va�e tra�ene jednakosti.



Dekartov proizvod dva skupa

definicija: Dekartov proizvod skupova A i B je skup

A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

npr. Dekartov proizvod skupova A = {1, 2, 3} i B = {x, y} je

A × B = {(1, x), (1, y), (2, x), (2, y), (3, x), (3, y)}.

Kako je B × A = {(x, 1), (x, 2), (x, 3), (y, 1), (y, 2), (y, 3)}, vidimo da ne mora va�iti
jednakost izme�u skupova A × B i B × A.

napomena: A × B = ∅ akko A = ∅ ili B = ∅

Osobine Dekartovog prizvoda:

(A ∪ B) × C = (A × C) ∪ (B × C)

(A ∩ B) × C = (A × C) ∩ (B × C)



Dekartov proizvod vixe skupova

definicija: Ure�ena n-torka elemenata a1, a2, . . ., an je objekat (a1, a2, . . . , an)
takav da va�i

(a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn) akko a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

ure�ena n-torka mo�e se definisati preko pojma ure�enog para:

(a1, a2, . . . , an) := (a1, (a2, (. . . , (an−1, an) · · · )))

npr. (a1, a2, a3) := (a1, (a2, a3))
(a1, a2, a3, a4) := (a1, (a2, (a3, a4)))

definicija: Dekartov proizvod skupova A1, A2, . . . , An je skup

A1 × A2 × · · · × An = {(a1, a2, . . . , an) | a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . an ∈ An}.
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Definicija i primeri
Neformalno reqeno, pojam relacije bavi se ostvarivaǌem veza izme�u nekih
elemenata skupova koje posmatramo.

definicija: Neka su A i B skupovi. Relacija ρ sa skupa A u skup B je svaki
podskup od A × B. Dakle, ρ ⊆ A × B. Ako je A = B onda ka�emo
da je ρ binarna relacija na skupu A.

Qiǌenicu da (a, b) ∈ ρ pixemo i aρb.

Primer: A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c}
ρ = {(1, b), (2, a), (2, c), (3, b)} je jedna relacija sa skupa A na skup B.
σ = {(1, 3), (2, 1), (4, 2)} je jedna binarna relacija na skupu A

Razliqiti naqini predstavǉaǌa relacija:

ρ = {(1, b), (2, a), (2, c), (3, b)} ⊆ A × B



Domen relacije ρ ⊆ A × B:

Dom(ρ) = {a ∈ A | postoji b ∈ B tako da je (a, b) ∈ ρ}.

Slika relacije ρ ⊆ A × B:

Im(ρ) = {b ∈ B | postoji a ∈ A tako da je (a, b) ∈ ρ}.

Inverzna relacija relacije ρ ⊆ A × B:

ρ−1 = {(b, a) ∈ B × A | (a, b) ∈ ρ} ⊆ B × A.

Kompozicija relacija ρ ⊆ A × B i σ ⊆ B × C:

σ ◦ ρ = {(a, c) ∈ A × C | postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ σ} ⊆ A × C.

Primer:
A = {1, 2, 3, 4}, B = {x, y, z}, C = {α, β, γ} ρ = {(1, y), (2, z), (2, x), (3, y)} ⊆ A × B,
σ = {(x, β), (y, β)} ⊆ B × C

Dom(ρ) = {1, 2, 3} ρ−1 = {(y, 1), (z, 2), (x, 2), (y, 3)}
Im(ρ) = {x, y, z}



Kompozicija relacija

ρA

a

B

b

σ C

c

σ ◦ ρ

a (σ ◦ ρ) c akko a ρ b i b σ c za neko b ∈ B

Primer:
A = {1, 2, 3, 4}, B = {x, y, z}
C = {α, β, γ}
ρ = {(1, y), (2, z), (2, x), (3, y)} ⊆ A × B,
σ = {(x, β), (y, β)} ⊆ B × C
σ ◦ ρ = {(1, β), (2, β), (3, β)}

ρA

4

3
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Osobine inverzne relacije:

Neka su date relacije ρ, σ ⊆ A × B tada va�i:

Ako je ρ ⊆ σ, onda je ρ−1 ⊆ σ−1.

(ρ−1)−1 = ρ.

(σ ∪ ρ)−1 = σ−1 ∪ ρ−1

(σ ∩ ρ)−1 = σ−1 ∩ ρ−1.

Dokazi: na qasu

Osobine kompozicije:

Neka je ρ ⊆ A × B, σ ⊆ B × C i τ ⊆ C × D, tada va�i:

(τ ◦ σ) ◦ ρ = τ ◦ (σ ◦ ρ)

(σ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ σ−1

Dokazi: na qasu



Osobine relacija

definicija: Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ

refleksivna, ako je (a, a) ∈ ρ za svako a ∈ A;

antirefleksivna, ako je (a, a) /∈ ρ za svako a ∈ A;

simetriqna, ako za sve a, b ∈ A iz (a, b) ∈ ρ sledi (b, a) ∈ ρ;

antisimetriqna, ako za sve a, b ∈ A iz (a, b) ∈ ρ i (b, a) ∈ ρ
sledi da je a = b ;

tranzitivna, ako za sve a, b, c ∈ A iz (a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ ρ
sledi da (a, c) ∈ ρ.

Neka je △A = {(a, a) | a ∈ A}, relacija ρ je

refleksivna, ako je △A ⊆ ρ;

antirefleksivna, ako je △A ∩ ρ = ∅;

simetriqna, ako je ρ ⊆ ρ−1;

antisimetriqna, ako je ρ ∩ ρ−1 ⊆ △A;

tranzitivna, ako je ρ ◦ ρ ⊆ ρ.



Primeri

≤ na R paralelnost pravih
na skupu pravih u
prostoru

normalnost pravih
na skupu pravih u
prostoru

refleksivnost da da ne
antirefleksivnost ne ne da
simetriqnost ne da da
antisimetriqnost da ne ne
tranzitivnost da da ne

A = {a, b, c}
ρ = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a)} ⊆ A2

σ = {(a, c), (b, a)} ⊆ A2

ρ σ
refleksivnost ne ne

antirefleksivnost ne da
simetriqnost da ne

antisimetriqnost ne da
tranzitivnost da ne



Matriqni prikaz osobina relacije

Refleksivnost: a
1

1
1




Antirefleksivnost: a
0

0
0




Simetriqnost: a b
1

1 0
0




Antisimetriqnost: a b a

0
1 1

0 0
0







Matrica kompozicije relacija

Neka R, S ∈ Mn({0, 1}). Bulov proizvod matrica R = [rij]i,j=1,n i S = [sij]i,j=1,n, u
oznaci R ⊗ S, je matrica T = [tij]i,j=1,n takva da je

tij = (ri,1 ∧ s1,j) ∨ (ri,2 ∧ s2,j) ∨ · · · ∨ (ri,n ∧ sn,j),

pri qemu su binarna operacije ∧,∨ : {0, 1} × {0, 1} → {0, 1} definisane na
slede�i naqin:

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

Matricu relacije ρ oznaqava�emo sa Mρ.

teorema: Neka je ρ binarna relacija na proizvoǉnom skupu A, tada je
Mσ◦ρ = Mρ ⊗ Mσ.

Do k a z. Na qasu.



Tranzitivnost i matrica relacije
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Definicija i primeri

definicija: Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ
relacija ekvivalencije, ako je refleksivna, simetriqna i
tranzitivna.

Relacija ρ je relacija ekvivalencije na skupu A akko va�i

△A ⊆ ρ, ρ = ρ−1, ρ ◦ ρ = ρ.

Primeri relacija ekvivalencije:

Relacija jednakosti realnih brojeva.

Relacija sliqnosti u skupu trouglova euklidske ravni.

Neka je m ≥ 2. Relacija ≡m definisana na skupu Z sa:

x ≡m y akko m | x − y

je relacija ekvivalencije.



Klase ekvivalencije
A – skup ǉudi koji �ive u jednoj dr�avi X

A1, A2, . . . , An – skup gradova dr�ave X

Na skupu A definisana je relacija ∼⊆ A2 na slede�i naqin:

P1 ∼ P2 akko osoba P1 �ivi u istom gradu kao i osoba P2.

definicija: Neka je ∼ relacija ekvivalencije na skupu A. Klasa ekviva-
lencije elementa a ∈ A je skup

Ca = {x ∈ A | a ∼ x} ⊆ A.

Oznaqavamo je i sa [a] i ka�amo da je element a predstavnik
klase Ca.



Klase ekvivalencije i koliqniqki skup

Osobine klasa:

1. Sve klase ekvivalencije su neprazni skupovi.

2. Neka je a, b ∈ A. Ako je Ca ∩ Cb ̸= ∅, onda je Ca = Cb.

3. Unija svih klasa ekvivalencije je jednaka skupu A.

D o k a z. Na qasu.

Svaka relacija ekvivalencije deli skup na kome je definisana na neprazne,
disjunktne skupove qija unija je jednaka celom skupu. Takva podela se naziva
particija skupa.

definicija: Koliqniqki skup skupa A za relaciju ekvivalencije ∼ je

A/∼ = {Cx | x ∈ A}.

Primetimo da je A/∼ ⊆ P(A), jer va�i da je Ca ⊆ A, za sve a ∈ A.

Osobine koliqniqkog skupa:

1. Ako X, Y ∈ A/∼ i X ̸= Y, tada je X ∩ Y = ∅.

2. Va�i da je
⋃

A/∼ =
⋃

X∈A/∼
X = A.
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Definicija i primeri

definicija: Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ
relacija parcijalnog ure�eǌa ili poretka, ako je reflek-
sivna, antisimetriqna i tranzitivna.

Skup A na kome je definisana relacija parcijalnog ure�eǌa ρ nazivamo
parcijalno ure�en skup ili poset.

Relacija ρ je relacija poretka na skupu A ako i samo ako va�i:

△A ⊆ ρ ρ ∩ ρ−1 = △A ρ ◦ ρ = ρ.

Primeri relacija parcijalnog ure�eǌa:

1. Relacija maǌe ili jednako na skupu realnih brojeva: ≤.

2. Relacija deǉivosti na skupu prirodnih brojeva: |.

3. Relacija inkluzije na partitivnom skupu nekog skupa: ⊆.



Neka je ρ ⊆ A2 poredak. Elementi a i b su uporedivi ako va�i a ρ b ili b ρ a.
U suprotnom, a i b su neuporedivi.

a ρ b qitamo: a je ρ-maǌe od b, odnosno, b je ρ-ve�e od a.

Poredak je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa uporediva.
Ukoliko nisu svaka dva elementa uporediva, poredak je parcijalan.
Linearno ure�en podskup nekog parcijalno ure�en skup naziva se lanac.
Podskupove parcijalno ure�enog skupa u kojima su svaka dva elementa
neuporediva nazivamo antilanci.

Primeri:
1. ≤ je linearan poredak na R,

2. | nije linearan poredak na N,
skup {2n | n ∈ N} je jedan lanac na N

3. ⊆ nije linearan poredak na P(X), za proizvoǉan skup X,
skup svih jednoqlanih podskupova od X je jedan antilanac u P(X)



Haseov dijagram
Parcijalno ure�eni skupovi mogu se predstaviti grafiqki pomo�u
Haseovog dijagrama. Ako je A skup na kome je dato parcijalno ure�eǌe ρ,
Haseov dijagram poseta A formira se na slede�i naqin:

svakom elementu skupa A odgovara jedna taqka u ravni;

taqke koje odgovaraju elementima x, y ∈ A su spojene linijom ako i samo
ako je xρy, pri qemu se x nalazi ni�e na crte�u od y.

Primer: Neka je X = {a, b, c}. Skup P(X) ure�en je relacijom ⊆ i u odnosu na
ovu relaciju predstavǉa se pomo�u Haseovog dijagrama na slede�i naqin:

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅



definicija: Neka je ρ relacija parcijalnog poretka na skupu A i neka je
B ⊆ A. Ka�emo da je a ∈ A:

minimalan element skupa B ako a ∈ B i va�i:
ako je x ρ a, onda je x = a, za sve x ∈ B;

maksimalan element skupa B ako a ∈ B i va�i:
ako je a ρ x, onda je x = a, za sve x ∈ B;

najmaǌi element (minimum) skupa B ako a ∈ B i za sve
x ∈ B va�i a ρ x;

najve�i element (maksimum) skupa B ako a ∈ B i za sve
x ∈ B va�i x ρ a;

Primeri:

P({1, 2, 3}), ⊆ P({1, 2, 3}) \ {∅}, ⊆ N, | N \ {1}, |
minimum ∅ nema 1 nema
maksimum {1, 2, 3} {1, 2, 3} 0 0
minimalni
element(i)

∅ {1}, {2}, {3} 1
prosti
brojevi

maksimalni
element(i)

{1, 2, 3} {1, 2, 3} 0 0



Va�i slede�e:

1. Ako postoji najmaǌi element skupa B, onda je on jedinstven.

2. Ako postoji najmaǌi element skupa B, tada i jedini minimalan element.

3. Ukoliko postoji minimalan element, ne mora nu�no postojati najmaǌi
element.

4. Ako postoji najve�i element skupa B, onda je on jedinstven.

5. Ako postoji najve�i element skupa B, tada i jedini maksimalan element.

6. Ukoliko postoji maksimalan element, ne mora nu�no postojati najve�i
element.

Dokaz: na qasu



definicija: Neka je ρ relacija parcijalnog ure�eǌe na skupu A, B ⊆ A i
a ∈ A. Ka�emo da je element a

doǌe ograniqeǌe skupa B ako a ρ b za sve b ∈ B;

gorǌe ograniqeǌe skupa B ako b ρ a za sve b ∈ B.

Ako postoji najve�e doǌe ograniqeǌe, nazivamo ga infimum
skupa B. Ako postoji najmaǌe gorǌe ograniqeǌe nazivamo ga
supremum skupa B. Infimum i supremum skupa B redom oz-
naqavamo sa inf(B) i sup(B).

Va�i slede�e:

1. Ako postoji minimum u skupu B, onda je on jednak infinumu skupa B.

2. Ako postoji maksimum u skupu B, onda je on jednak supremumu skupa B.

Dokaz: na qasu.



Diskretne strukture 1
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Aleksandra Kosti� Matijevi�

Katedra za algebru i matematiqku logiku

Matematiqki fakultet, Beograd



definicija: Neka je f ⊆ A × B relacija. Ka�emo da je f funkcija ako za
svako a ∈ Dom( f ) postoji taqno jedno b ∈ B tako da (a, b) ∈ f .

Ako je f ⊆ A × B funkcija umesto (a, b) ∈ f pixemo b = f (a) i element b
nazivamo slika elementa a pri funkciji f .

Ako je Dom( f ) = A, pixemo f : A → B i ka�emo da je f funkcija iz A u B.
Skup A je domen a B kodomen funkcije. Slika funkcije f je skup
Im( f ) =

{
f (a) | a ∈ A

}
⊆ B.

Primer: A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c}, f ⊆ A × B

A B

f

1
2
3
4

a
b
c

f nije funkcija iz A u B

A B

f

1
2
3
4

a
b
c

f nije funkcija iz A u B

A B

f

1
2
3
4

a
b
c

f je funkcija iz A u B



Inverzna funkcija

Ako je f ⊆ A × B funkcija, f−1 je inverzna relacija. Ali f−1 ne mora biti i
funkcija.

Primer: Relacija f ⊆ R × R definisana sa f = {(x, x2) | x ∈ R} je funkcija.
Me�utim, relacija f−1 = {(x2, x) | x ∈ R} nije funkcija.

definicija: Funkcija f : A → B je surjekcija, ili ”na” funkcija, ako va�i

za svako b ∈ B postoji a ∈ A tako da je f (a) = b.

Funkcija f : A → B je injekcija, ili ”1-1” funkcija, ako va�i

f (a1) = f (a2) ⇒ a1 = a2, za sve a1, a2 ∈ A.

Za funkciju f : A → B ka�emo da je bijekcija ako je injekcija
i surjekcija.



Inverzna funkcija

teorema: Relacija f−1 ⊆ B × A je funkcija koja slika skup B u skup A ako
i samo ako je f : A → B je bijekcija.

Dokaz: na qasu.

teorema: Ako su relacije f ⊆ A× B i g ⊆ B×C funkcije, onda je i relacija
g ◦ f funkcija i va�i (g ◦ f )(a) = g( f (a)), za svako a ∈ Dom(g ◦ f ).

Dokaz: na qasu.

definicija: Neka su f : A → B i g : B → C funkcije. Kompozicija funkcije
f i g je funkcija g ◦ f : A → C takva da je (g ◦ f )(x) = g( f (x)) za
sve x ∈ A.

teorema: Neka je f : A → B. Tada va�i: f je bijekcija ako i samo ako
postoji funkcija g : B → A tdj. g ◦ f = idA i f ◦ g = idB. (u tom
sluqaju je g = f−1)

Dokaz: na qasu.



Direktna i inverzna slika

definicija: Neka je f : X → Y i A ⊆ X. Direktna slika skupa A je skup

f [A] = { f (x) | x ∈ A}.

Neka je f : X → Y i B ⊆ Y. Inverzna slika skupa B je skup

f−1[B] = {x ∈ X | f (x) ∈ B}.

Inverzna slika skupa f−1[B] je pojam koji je definisan bez obzira na to da
li postoji inverzna funkcija f−1.

f
X Y

f [A]A

f
X Y

Bf −1[B]



Direktna i inverzna slika

Primer:

A B

f

1
2
3
4

a
b
c
d

f [{1}] = { f (1)} = {a}

f [{1, 2}] = { f (1), f (2)} = {a}

f [{1, 3}] = { f (1), f (3)} = {a, b}

f−1[{a}] = {1, 2}

f−1[{a, b}] = {1, 2, 3}

f−1[{a, b, d}] = {1, 2, 3}

f−1[{d}] = ∅

Osobine direktne i inverzne slike:

Neka je f : X → Y i A, A1, A2 ⊆ X, B, B1, B2 ⊆ Y. Tada va�i:

1. Ako je A1 ⊆ A2, onda je f [A1] ⊆ f [A2].

2. Ako je B1 ⊆ B2, onda je f−1[B1] ⊆ f−1[B2].

3. Va�i da je f−1[ f [A]] ⊇ A. Ako je f injektivna, tada je f−1[ f [A]] = A.

4. Va�i da je f [ f−1[B]] ⊆ B. Ako je f surjektivna, tada je f [ f−1[B]] = B.



Karakteristiqna funkcija skupa

definicija: Neka je X bilo koji skup i A ⊆ X. Karakteristiqna funkcija
skupa A je χA : X → {0, 1} takva da je

χA(x) =

{
0, x /∈ A
1, x ∈ A.

.

1

0

X

A

Primer: X = {a, b, c, d, e, f }, A = {c, d, f } ⊆ X. Karakteristiqna funkcija skupa
A:

χA : X → {0, 1}
χA(a) = 0
χA(b) = 0
χA(c) = 1

χA(d) = 1
χA(e) = 0
χA( f ) = 1.



teorema: Za skupove A i B va�i: A = B ako i samo ako χA = χB.
Dokaz: na qasu.

YX = { f | f : X → Y} - skup funkcija koje slikaju skup X u skup Y

teorema: Funkcija Φ : P(X) → {0, 1}X definisana sa Φ(A) = χA je bijekcija.
Dokaz: na qasu.

Neka su operacije sabiraǌa i mno�eǌa na skupu {0, 1} definisane na slede�i
naqin:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Zbir f + g i proizvod f · g funkcija f , g ∈ {0, 1}X definisan je sa:

( f + g)(x) def= f (x) + g(x)

( f · g)(x) def= f (x) · g(x).

Neka f , g, h ∈ {0, 1}X. Tada va�i:

f + g = g + f
f · g = g · f

f + (g + h) = ( f + g) + h
f · (g · h) = ( f · g) · h

f · (g + h) = f · g + f · h
(g + h) · f = g · f + h · f



Primenom prethodnih jednakosti na karakteristiqne funkcije dobijamo
slede�e va�ne jednakosti:

χ∅ = 0, χX = 1,

χA∩B = χAχB,

χA∪B = χA + χB + χAχB,

χAc = 1 + χA,

χA\B = χA + χAχB,

χA△B = χA + χB,

χA + χA = 0,

χAχA = χA.

Dokazi: na qasu.

teorema: (Kantorova teorema) Neka je X proizvoǉan skup. Postoji in-
jekcija iz X u P(X), ali ne postoji bijekcija izme�u tih skupova.

Dokaz: na qasu.



Diskretne strukture 1
predava�e 6 (9.12.2025.)

Tema: PRIRODNI BROJEVI

Aleksandra Kosti� Matijevi�

Katedra za algebru i matematiqku logiku

Matematiqki fakultet, Beograd



Aksioma dobrog zasniva�a (regularnosti)

Aksioma dobrog zasnivaǌa ili regularnosti

Svaki neprazni skup A sadr�i element a takav da je A ∩ a = ∅.

tvr�e�e: (Posledice aksiome regularnosti)

1. Ne postoji skup x takav da je x ∈ x.

2. Ne postoje skupovi x i y takvi da x ∈ y i y ∈ x.

3. Ne postoji niz skupova x0, x1, x2, . . . takvih da je
x0 ∋ x1 ∋ x2 ∋ . . ..

Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Ako je x ∪ {x} = y ∪ {y}, onda je x = y.

Dokaz: na qasu.



Peanove aksiome

Π1 0 je prirodan broj.

Π2 Ako je x prirodan broj, onda je i x′ prirodan broj.

Π3 Ako su x i y prirodni brojevi i x′ = y′, onda je x = y.

Π4 Za svaki prirodan broj x va�i x′ ̸= 0.
Π5 Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva za koje va�i:

1) 0 ima svojstvo Φ;
2) Ako prirodan broj x ima svojstvo Φ, tada i x′ ima svojstvo Φ.

Tada svaki prirodni broj ima svojstvo Φ.

0 - simbol konstante
′ - unarni funkcijski simbol

Peanove aksiome opisuju prirodne brojeve ali ne govore na koju strukturu
se taqno misli!

Fon Nojmanov model prirodnih brojeva zasnovan na teoriji skupova:

0 := ∅, 1 := {0}, 2 := {0, 1}, 3 := {0, 1, 2}, . . .

Preciznije, 0 := ∅, n′ = n ∪ {n} i N := {0, 1, 2, . . . }.

tvr�e�e: Fon Nojmanov model prirodnih brojeva zadovoǉava Peanove ak-
siome.

Dokaz: na qasu.



Princip matematiqke indukcije
Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva za koje va�i:

1) taqno je Φ(0);

2) ako za prirodni broj n taqno Φ(n), onda i taqno i Φ(n + 1).

Tada je za svaki prirodni broj n taqno Φ(n).

Uslov 1. se naziva baza indukcije, a uslov 2. induktivni korak. Formula
Φ(n) u induktivnom koraku se naziva induktivna pretpostavka. Ima
aritmetiqkih tvr�eǌa koja nisu taqna za nekoliko najmaǌih prirodnih
brojeva, ali su taqna za sve ostale. U tim sluqajevima mo�emo koristiti
malo izmeǌeni princip matamatiqke indukcije, koji glasi ovako:

Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva za koje va�i:

1) taqno je Φ(k);

2) ako za prirodni broj n ≥ k taqno Φ(n), onda i taqno i Φ(n + 1).

Tada je za svaki prirodni broj n ≥ k taqno Φ(n).

Princip potpune indukcije
Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva i neka va�i: ako je Φ(0), Φ(1), . . . , Φ(n)
taqno, taqno je i Φ(n′), za sve n ∈ N. Tada va�i Φ(n) za sve prirodne brojeve
n.



Sabira�e prirodnih brojeva

Za prirodne brojeve x i y operacija sabiraǌa definixe se sa:

m + 0 := m

m + n′ := (m + n)′.

tvr�e�e: (Osobine sabiraǌa) Za sve prirodne brojeve m, n i k va�i:

1. (m + n) + k = m + (n + k)

2. m + 0 = 0 + m = m

3. m + 1 = 1 + m

4. m + n = n + m

5. m + n = 0 ⇒ m = 0 i n = 0

6. m + k = n + k ⇒ m = n
Dokazi: na qasu.

Za brojeve x, y ∈ N za koje je x = y + z, za neko z ∈ N, definixemo razliku
broja x i broja y kao

x − y def= z.



Mno�e�e prirodnih brojeva

Za prirodne brojeve x i y operacija mno�eǌa definixe se sa:

m · 0 def= 0

m · n′ def= m · n + m.

tvr�e�e: (Osobine mno�eǌa) Za sve prirodne brojeve m, m i k va�i:

1. m · (n + k) = m · n + m · k

2. (m · n) · k = m · (n · k)

3. 0 · m = 0

4. 1 · m = m

5. (m + n) · k = m · k + n · k

6. m · n = n · m

7. m · n = 0 ⇒ m = 0 ∨ n = 0
Dokaz: na qasu.



Diskretne strukture 1

predava�e 7 (16.12.2025.)
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Aleksandra Kosti� Matijevi�
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Matematiqki fakultet, Beograd



Euklidsko de	e�e

definicija: Neka su a, b ∈ N. Ka�emo da a deli b ili da je b deǉiv sa a i
pixemo a | b ako postoji broj c ∈ N tako da je b = a · c.

teorema: (O Euklidskom deǉeǌu) Neka su a, b ∈ N i b ̸= 0. Tada postoje
brojevi q, r ∈ N koji su jedinstveno odre�eni tako da je

a = b · q + r, 0 ≤ r < b.
Dokaz: na qasu.

definicija: Neka su a, b ∈ Z. Ka�emo da a deli b ili da je b deǉiv sa a i
pixemo a | b ako postoji broj c ∈ Z tako da je b = a · c.

teorema: Neka su a, b ∈ Z i b ̸= 0. Tada postoje brojevi q, r ∈ Z koji su
jedinstveno odre�eni tako da je

a = q · b + r, 0 ≤ r < |b|.
Dokaz: na qasu.



NZS i NZD

definicija: Broj d ∈ N je zajedniqki delilac prirodnih brojeva a i b ako
d | a i d | b. Za takav broj d ka�emo da je najve�i zajedniqki
delilac brojeva a i b ako d′ | d za svaki zajedniqki delilac
d′ tih brojeva. U tom sluqaju pixemo d = nzd(a, b).

definicija: Broj s ∈ N je zajedniqki sadr�alac prirodnih brojeva a i b
ako a | s i b | s. Za takav broj s ka�emo da je najmaǌi zajed-
niqki sadr�alac brojeva a i b ako s | s′ za svaki zajedniqki
sadr�alac s′ tih brojeva. U tom sluqaju pixemo s = nzs(a, b).

tvr�e�e: Ako je a = bq + r onda je nzd(a, b) = nzd(b, r).
Dokaz: na qasu.



Euklidov algoritam

Euklidov algoritam predstavǉa postupak za odre�ivaǌe najve�eg
zajedniqkog delioca datih celih brojeva a i b ̸= 0. Sastoji se od uzastopnog
primeǌivaǌa teoreme o euklidskom deǉeǌu za cele brojeve. Prvo, broj a
pri deǉeǌu sa b daje neki koliqnik q1 i ostatak r1. Ako je r1 ̸= 0, mo�emo
podeliti b sa r1. U tom sluqaju dobijamo koliqnik q2 i ostatak r2. Ako je
r2 ̸= 0 nastavǉamo postupak sa brojevima r1 i r2. Postupak se zavrxava kada
dobijemo ostatak koji je jednak nuli. Algoritam mo�emo predstaviti xemom

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1

r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2
...

rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1
rn−1 = rnqn+1 + rn+1, 0 ≤ rn+1 < rn

tvr�e�e: (Bezuova relacija) Ako je nzd(a, b) = d, onda postoje brojevi x i
y tako da ax + by = d.

Dokaz: na qasu.



Euklidov algoritam

a, b ∈ Z

M0 =
[

a 1 0
b 0 1

]

Matricu Mn+1 dobijamo od matrice Mn jednom od slede�ih transformacija:

T1: mno�eǌe vrste celim brojem i dodavaǌe drugoj vrsti;

T2: mno�eǌe vrste sa -1;

T3: zamena mesta vrstama.

tvr�e�e: Neka je Mn =
[

x p q
y s t

]
. Tada je x = ap + bq i y = as + bt.

Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Neka je Mn =
[

x p q
y s t

]
. Tada je nzd(a, b) = nzd(x, y).

Dokaz: na qasu.



definicija: Brojevi a, b ∈ Z su uzajamno prosti ako je nzd(a, b) = 1.

tvr�e�e: Ako a | bc i nzd(a, b) = 1 onda a | c.
Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Neka je d = nzd(a, b), a = da′, b = db′, tada je nzd(a′, b′) = 1.
Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Neka je d = nzd(a, b), tada je nzs(a, b) =
|ab|

d
.

Dokaz: na qasu.
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Diofantove jednaqine

definicija: Diofantova jednaqina je jednaqina sa celobrojnim koeficijen-
tima kod koje tra�imo rexeǌa u skupu Z.

Primer: Jednaqina ax = b, gde su a, b ∈ Z i a ̸= 0 je Diofantova jednaqina.
Ima rexeǌe u Z ako i samo ako a | b.

U nastavku �emo posmatrati Diofantovu jednaqinu oblika

ax + by = c.

teorema: Jednaqina ax + by = c, gde je a, b ̸= 0 ima celobrojna rexeǌa ako i
samo ako nzd(a, b) | c. U tom sluqaju opxte rexeǌe ove jednaqine je

x = p
c

nzd(a, b)
+

b
nzd(a, b)

· t

y = q
c

nzd(a, b)
− a

nzd(a, b)
· t, t ∈ Z,

gde su p i q dobijeni pomo�u (obrnutog) Euklidovog algoritma
takvi da va�i ap + bq = nzd(a, b).

Dokaz: na qasu.



Prosti brojevi

definicija: Ceo broj p > 1 je prost ako su jedini delioci tog broja 1 i p.
Ceo broj n > 1 koji nije prost je slo�en.

tvr�e�e: Postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva.
Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Ako je p prost broj i p | ab, onda je p | a ili p | b.
Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Svaki prirodan broj ve�i od 1 je prost ili se mo�e predstaviti
kao proizvod prostih brojeva.

Dokaz: na qasu.

teorema: (Osnovna teorema aritmetike) Svaki prirodni broj ve�i od 1 mo�e
se predstaviti u obliku proizvoda prostih brojeva na jedinstven
naqin (do na redosled prostih faktora).

Dokaz: na qasu.



Kongruencije
definicija: Neka je m prirodni broj ve�i od 1. Ka�emo da su brojevi

a, b ∈ Z kongruentni po modulu m i pixemo a ≡ b (mod m) ili
a ≡m b ako m | (a − b).

Relacija ≡m je relacija ekvivalencije.

tvr�e�e: Ako je a ≡ a1 (mod m) i b ≡ b1 (mod m) onda je

a + b ≡ a1 + b1 (mod m)

a · b ≡ a1 · b1 (mod m)

an ≡ an
1 (mod m), za sve n ≥ 1.

Dokaz: na qasu.

tvr�e�e: Neka d | a, b, m i neka je a′ = a
d , b′ = b

d i m′ = m
d . Tada je a ≡m b

akko a′ ≡m′ b′.
Dokaz: na qasu.

Kada ima rexeǌa i xta su rexeǌa jednaqine ax ≡ b (mod m), gde su a, b ∈ Z?

teorema: (Vilsonova teorema) Ako je p prost broj tada je

(p − 1)! ≡ −1 (mod p).
Dokaz: na qasu.
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teorema: (Kineska teorema o ostacima) Neka su m1, m2, . . . , mn ≥ 2 uzajamno
prosti u parovima i neka a1, a2, . . . , an ∈ Z. Sistem kongruencija

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

...

x ≡ an (mod mn)

ima rexeǌe. Rexeǌe je jedinstveno u intervalu [0, m1m2 · · ·mn) a
opxte rexeǌe je oblika x = x0 + m1m2 · · ·mn · t, gde je t ∈ Z i x0 je
rexeǌe iz intervala [0, m1m2 · · ·mn).

Dokaz: na qasu.

teorema: (Kineska teorema o ostacima (opxte tvr�eǌe)) Sistem kongruen-
cija

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

...

x ≡ an (mod mn)

ima rexeǌe ako nzd(mi , mj) | (ai − aj) za sve i ̸= j. Ako je x neko rex-
eǌe tog sistema, onda je opxte rexeǌe oblika x = x + nzs(m1, . . . mk) ·
t, gde je t ∈ Z.

Dokaz: na qasu.



Ojlerova funkcija

definicija: Neka je n > 1 prirodan broj. Sa φ(n) oznaqavamo broj prirod-
nih brojeva m tako da 1 ≤ m < n i nzd(m, n) = 1. Funkcija φ se
naziva Ojlerova funkcija.

tvr�e�e: Neka su m, n > 1 prirodni brojevi takvi da je nzd(m, n) = 1. Tada
je φ(mn) = φ(m)φ(n).

Dokaz: na qasu.

Posledica: Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k , onda je φ(n) = n(1 − 1

p1
)(1 − 1

p2
) · · · (1 − 1

pk
).

teorema: (Ojlerova teorema) Neka su a i n pozitivni prirodni brojevi,
takvi da nzd(a, n) = 1. Tada va�i aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz: na qasu.

teorema: (Mala Fermaova teorema) Ako je p prost broj, tada je ap ≡ a.
Dokaz: na qasu.
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Aleksandra Kosti� Matijevi�

Katedra za algebru i matematiqku logiku

Matematiqki fakultet, Beograd



Kardinalnost skupova
definicija: Neka su A i B skupovi.

Ka�emo da je skup A kardinalnosti maǌe ili jednake od

B, i pixemo |A| ≤ |B|, ako postoji funkcija A ”1−1”−→ B.

Ka�emo da je kardinalnost skup A jednaka kardinalnosti
skupa B, i pixemo |A| = |B|, ako postoji funkcija

A
”na”

”1 − 1” −→B.

Ka�emo da je skup A kardinalnosti strogo maǌe od B, i
pixemo |A| < |B|, ako je |A| ≤ |B| i |A| ̸= |B|.

Osobine kardinalnosti:

Neka su A, B, C skupovi. Tada va�i:
1. |A| = |A|.
2. Ako je |A| = |B|, onda je |B| = |A|.
3. Ako je |A| = |B| i |B| = |C|, tada je |A| = |C|.
4. Ako je |A| = |B|, onda je |A| ≤ |B| i |B| ≤ |A|.
5. Ako je |A| ≤ |B| i |B| ≤ |C|, onda je |A| ≤ |C|.
6. (Kantor-Bernxtajnova teorema) Ako je |A| ≤ |B| i |B| ≤ |A|, onda je

|A| = |B|.
7. (Berxtajnova teorema) Za svaka dva skupa A i B va�i |A| ≤ |B| ili

|B| ≤ |A|.
Dokazi: na qasu.



Prebrojivi skupovi

definicija: Skup A je prebrojiv ako je iste kardinalnosti kao i skup
prirodnih brojeva (tj. |A| = |N|). Oznaka za |N| = ℵ0 (alef-
nula).

definicija: Skup A je konaqan ako postoji prirodan broj n takav da postoji
bijekcija f : A → {1, 2, · · · , n}. Ako A nije konaqan, ka�emo da je
beskonaqan.

Skup A je beskonaqan ako i samo ako postoji pravi podskup A′ ⊂ A takav da
su A i A′ u bijekciji.

tvr�e�e: Skup prirodnih brojeva je beskonaqan.
Dokaz: na qasu.

definicija: Ako je skup A konaqan ili prebrojiv, ka�emo da je najvixe
prebrojiv. Ako skup nije najvixe prebrojiv, onda je nepre-
brojiv.



(Ne)prebrojivost

Primeri prebrojivih skupova:

1. Z je prebrojiv.

2. Ako je A ⊆ N, onda je A prebrojiv.

3. N × N je prebrojiv.

4. Ako je P f in(X) = {A ⊆ X | A je konaqan}, tada je P f in(N) prebrojiv.

5. Q je prebrojiv.

Dokazi: na qasu.

Primeri skupova koji nisu prebrojivi:

1. R nije prebrojiv.

2. P(Q) nije prebrojiv.

3. P(N) nije prebrojiv.

4. 2N nije prebrojiv.

Dokazi: na qasu.

definicija: Skup A je mo�i kontinuuma ako je |A| = |R|. Oznaka za
|R| = c.



Diskretne strukture 1

predava�e 11 (20.01.2026.)

Tema: BULOVE ALGEBRE

Aleksandra Kosti� Matijevi�

Katedra za algebru i matematiqku logiku

Matematiqki fakultet, Beograd



Uveo ih je �or
 Bul sredinom 19. veka.

definicija: Algebarska struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1), gde je B ̸= ∅, 0, 1 ∈ B,
⋎ i ⋏ su binarne a ′ je unarna operacija na skupu B, je Bulova
algebra ukoliko su zadovoǉene slede�e aksiome:

A1: x ⋎ y = y ⋎ x,

A2: x ⋏ y = y ⋏ x,

A3: x ⋎ (y ⋏ z) = (x ⋎ y) ⋏ (x ⋎ z),

A4: x ⋏ (y ⋎ z) = (x ⋏ y) ⋎ (x ⋏ z),

A5: x ⋎ 0 = x,

A6: x ⋏ 1 = x,

A7: x ⋎ x′ = 1,

A8: x ⋏ x′ = 0,

A9: 0 ̸= 1.

za svako x, y, z ∈ B.

Operacije ⋎, ⋏ i ′ redom nazivamo bulovska disjunkcija, bulovska
konjunkcija i bulovski komplement. Kada je u nekom kontekstu jasno da se
radi o bulovskim operacijama tada ih kra�e nazivamo konjunkcija,
disjunkcija i komplement. Skup B nazivamo domen. Ukoliko je skup B
konaqan, tada je ka�emo da je Bulova algebra B konaqna, inaqe ka�emo da je
beskonaqna.



Primer 1: (Prekidaqka algebra) Algebarska struktura
2 = ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1), gde su operacije ∨, ∧ i ¬ definisane na slede�i naqin:

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

¬
0 1
1 0

je Bulova algebra. Ovako definisane operacije su, u stavri, logiqka
disjunkcija (∨), logiqka konjunkcija (∧ ) i negacija (¬).

Primer 2: (Algebra partitivnog skupa) Neka je X proizvoǉan neprazan
skup i P(X) partitivni skup skupa X. Skup P(X) zajedno sa operacijama
unije, preseka i skupovnog komplementiraǌa (u odnosu na skup X) i
istaknutim elementima ∅ i X qini Bulovu algebru P(X) = (P(X),∪,∩,c , ∅, X).
Ako A, B, C ∈ P(X), jednakosti Bulove algebre

A1: A ∪ B = B ∪ A,

A2: A ∩ B = B ∩ A,

A3: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B)∩ (A ∪ C),

A4: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B)∪ (A ∩ C),

A5: A ∪∅ = A,

A6: A ∩ X = A,

A7: A ∪ Ac = X,

A8: A ∩ Ac = ∅,

A9: X ̸= ∅.

su poznati skupovni identiteti.



Princip dualnosti
Identiteti F1 i F2 su dualni ako se identitet F2 mo�e dobiti od
identiteta F1 tako xto se svako pojavǉivaǌe operacije ⋎ zameni sa ⋏, svako
pojavǉivaǌe operacije ⋏ zameni sa ⋎, svako pojavǉivaǌe 0 zameni sa 1 i
svako pojavǉivaǌe 1 zameni sa 0.

Primer: Identiteti (x ⋎ y) ⋏ y′ = x i (x ⋏ y) ⋎ y′ = x su dualni identiteti,
kao i identiteti (x ⋏ 0) ⋏ (1 ⋎ x) = x′ ⋎ 0 i (x ⋎ 1) ⋎ (0 ⋏ x) = x′ ⋏ 1.

Neka je ϕ(⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉan Bulov iskaz. Tada je ϕ(⋎,⋏,′ , 0, 1) teorema
akko je ϕ(⋏,⋎,′ , 1, 0) teorema. Aksiome su dualne i princip dualnosti je
direktna posledica toga.

U proizvoǉnoj Bulovoj algebri B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) za sve x, y, z ∈ B va�e
slede�i identiteti:

1. 0′ = 1, 1′ = 0;

2. x ⋎ x = x, x ⋏ x = x (zakon idempotecije);

3. x ⋎ (x ⋏ y) = x, x ⋏ (x ⋎ y) = x (zakon apsorpcije);

4. Ako je x ⋎ y = 1 i x ⋏ y = 0, tada je x = y′. (jedinstvenost komplementa)

5. (x′)′ = x (zakon involucije);

6. x ⋎ (y ⋎ z) = (x ⋎ y) ⋎ z, x ⋏ (y ⋏ z) = (x ⋏ y) ⋏ z (zakon asocijativnosti);

7. (x ⋏ y)′ = x′ ⋎ y′, (x ⋎ y)′ = x′ ⋏ y′ (De Morganovi zakoni).



Bulovo ure�e�e
Neka je struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) Bulova algebra. Na skupu B mo�emo
definisati relaciju parcijalnog ure�eǌa na slede�i naqin:

x ≼ y akko x ⋏ y = x.

Par (B,≼) je parcijalno ure�eni skup. Ukoliko je domen B konaqan, Bulovu
algebru B mo�emo predstaviti grafiqki pomo�u Haseovog dijagrama.

Primer: Posmatrajmo Bulovu algebru

P({a, b, c}) = (P({a, b, c}),∪,∩,c , ∅, {a, b, c}).

Na skupu P({a, b, c}) definisano je Bulovo ure�eǌe ≼ sa:

A ≼ B akko A ∩ B = A akko A ⊆ B.

Bulova algebra P({a, b, c}) predstavǉena pomo�u Haseovog dijagrama:

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅



Primer: Na skupu D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} delilaca broja 30, definisane
su binarne operacije nzs(x, y) i nzd(x, y) i unarna operacija 30/x, za sve
x, y ∈ B. Struktura D30 = (D30, nzs, nzd, 30/, 1, 30) je Bulova algebra. Za sve
x, y ∈ D30, ispuǌeni su slede�u uslovi:

A1: nzs(x, y) = nzs(y, x),

A2: nzd(x, y) = nzd(y, x),

A3: nzs(x, nzd(y, z)) = nzd(nzs(x, y), nzs(x, z)),

A4: nzd(x, nzs(y, z)) = nzs(nzd(x, y), nzd(x, z)),

A5: nzs(x, 1) = x,

A6: nzd(x, 30) = x,

A7: nzs(x, 30/x) = 30,

A8: nzd(x, 30/x) = 1,

A9: 1 ̸= 30.

Generalno, ukoliko je prirodan broj n proizvod razliqitih prostih brojeva
i Dn skup svih delilaca broja n, tada je struktura Dn = (Dn, nzs, nzd, n/, 1, n)
Bulova algebra. Bulovo ure�eǌe ≼ na skupu Dn definisano je sa:

x ≼ y akko nzd(x, y) = x akko x | y.



Haseovi dijagrami parcijalno ure�enih skupova (D6, |) i (D30, |). (
D6 = {1, 2, 3, 6} i D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30})

D6 :

6

2 3

1

D30 :

30

6 10 15

2 3 5

1



Atomi

definicija: Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉna Bulova algebra. Element
a ∈ B je atom ukoliko va�i slede�e:

1) 0 ≺ a;

2) ako postoji y ∈ B takvo da je 0 ≼ y ≼ a, tada je
y = 0 ili je y = a.

U generalnom sluqaju, Bulova algebra ne mora da sadr�i atome. Ukoliko
Bulova algebra ne sadr�i nijedan atom, ka�emo da je bezatomiqna. Konaqne
Bulove algebre uvek imaju atome. Xta vixe, svaki element proizvoǉne
konaqne Bulove algebre mo�e se predstaviti kao bulovska disjunkcija atoma.

tvr�e�e: Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) konaqna Bulova algebra, tada va�i
slede�e:

1. Ako je x ̸= 0 i x ∈ B, tada postoji atom a ∈ B takav da je a ≼ x.

2. Ako je x ̸= 0 i x ∈ B, tada je x = ⋎{a | a ∈ B je atom i a ≼ x}.
Dokaz: na qasu.



Haseovi dijagrami Bulovih algebri

P({a, b}) =
(
P({a, b}),∪,∩,C , ∅, {a, b}

)
i D6 = ({1, 2, 3, 6}, nzs, nzd, 6/, 1, 6)

{a, b}

{a} {b} i

∅

6

2 3.

1

Prethodna dva dijagrama su identiqna (do na oznaku elemenata). Tabele
operacija ovih Bulovih algebri razlikuju se do na oznaku elemenata i
oznaku operacija.

∪ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ {a} {b} {a, b}
{a} {a} {a} {a, b} {a, b}
{b} {b} {a, b} {b} {a, b}

{a, b} {a, b} {a, b} {a, b} {a, b}

←→

nzs 1 2 3 6
1 1 2 3 6
2 2 2 6 6
3 3 6 3 6
6 6 6 6 6

∩ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅
{a} ∅ {a} ∅ {a}
{b} ∅ ∅ {b} {b}

{a, b} ∅ {a} {b} {a, b}

←→

nzd 1 2 3 6
1 1 1 1 1
2 1 2 1 2
3 1 1 3 3
6 1 2 3 6

A AC

∅ {a, b}
{a} {b}
{b} {a}

{a, b} ∅

←→

x 6/x
1 6
2 3
3 2
6 1



Izomorfizam Bulovih algebri

definicija: Bulove algebre B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) i B∗ = (B∗,⋎∗,⋏∗,′∗ , 0∗, 1∗) su
izomorfne ukoliko postoji bijekcija f : B→ B∗ za koju va�i:

1) f (x ⋎ y) = f (x) ⋎∗ f (y),

2) f (x ⋏ y) = f (x) ⋏∗ f (y),

3) f (x′) = f (x)′∗,

za sve x, y ∈ B. Izomorfizam Bulovih algebri B i B∗ oz-
naqavamo sa: B ∼= B∗.

teorema: (Stonova teorema) Ako je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) konaqna Bulova algebra
tada postoji konaqan skup S takav da je B ∼= P(S).

Dokaz: na qasu.

Konaqnu Bulova algebru mogu�e je konstruisati samo na skupovima koji
imaju 2m elemenatam, gde je m ≥ 1.
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Iskazna algebra
iskazna algebra: 2 = {0, 1}

unarna operacij:

p ¬p
0 1
1 0

binarne operacije:

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p ⇒ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p ⇔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p ⊻ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0



Jezik iskazne algebre L:
logiqke konstante {⊤,⊥}

prebrojivi skup iskaznih slova P
logiqki veznici

zagrade (, )

Formule jezika L:
1◦ iskazna slova i logiqke konstante su iskazne formule

2◦ ako su A i B iskazne formule, tada su iskazne formule i

¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A ⇒ B), (A ⇔ B), (A ⊻ B)

iskazne formule se dobijaju jedino konaqnom primenom pravila 1◦ i 2◦

ForL – skup formula nad jezikom L

Da bismo izbegli gomilaǌe zagrada uvodimo pravilo brisaǌa spoǉasǌih
zagrada i prioritet operacija. Najve�i prioritet ima operacija ¬,
sredǌeg prioriteta su operacije ∧ i ∨, a najmaǌeg operacije ⇒,⇔,⊻.

(¬p) ∧ q ¬p ∧ q
(p ∨ q) ⇔ r p ∨ q ⇔ r

((p ⊻ q) ∧ (¬r)) ⇒ (p ∨ (q ∧ r)) (p ⊻ q) ∧ ¬r ⇒ p ∨ (q ∧ r)



definicija: Valuacija je bilo koja funkcija v : P → {0, 1}.

Primer: P = {p, q, r}.

Sa v(p) = 0, v(q) = 1 i v(r) = 0 je zadata jedna valuacija.

v :
(

p q r
0 1 0

)
.

Svaku valuaciju v : P → {0, 1} mo�emo produ�iti do funkcije v : For → {0, 1}
na slede�i naqin:

v(¬A) = ¬v(A)

v(A ∧ B) = v(A) ∧ v(B)

v(A ∨ B) = v(A) ∨ v(B)

v(A ⇒ B) = v(A) ⇒ v(B)

v(A ⇔ B) = v(A) ⇔ v(B)

v(A ⊻ B) = v(A) ⊻ v(B),

za sve A, B ∈ For.



Primer: P = {p, q, r}

v : P → {0, 1} data sa v(p) = 0, v(q) = 1 i v(r) = 0.

v′ : P → {0, 1} data sa v′(p) = 0, v′(q) = 0 i v′(r) = 1

v
(
(p ∨ q) ⇒ (p ∨ r)

)
= v(p ∨ q) ⇒ v(p ∨ r)

= (v(p) ∨ v(q)) ⇒ (v(p) ∨ v(r))

= (0 ∨ 1) ⇒ (0 ∨ 0)

= 1 ⇒ 0

= 0,

v′
(
(p ∨ q) ⇒ (p ∨ r)

)
= v′(p ∨ q) ⇒ v′(p ∨ r)

= (v′(p) ∨ v′(q)) ⇒ (v′(p) ∨ v′(r))

= (0 ∨ 0) ⇒ (0 ∨ 1)

= 0 ⇒ 1

= 1,



definicija: Formula A je tautologija ako je v(A) = 1 za sve valuacije v.
Ako za svaku valuaciju v va�i v(A) = 0, onda ka�emo da je A
kontradikcija.

definicija: Formula A je zadovoǉiva ako postoji valuacija v tako da je
v(A) = 1. Skup formula Φ je zadovoǉiv ako postoji valuacija
v tako da je v(A) = 1 za sve formule A ∈ Φ.

definicija: Formula A je poreciva ako postoji valuacija v tako da je
v(A) = 0.

definicija: Formule A i B su logiqki (elementarno, semantiqki) ekviva-
lentne ako za svaku valuaciju v va�i v(A) = v(B). Pixemo
A ≡ B.

≡ je relacija ekvivalencije

(ForL/ ≡,∨,∧,′ , 0, 1) – Lindenbaum-Tarski algebra

definicija: Formula A je logiqka (semantiqka) posledica formule B ako
za svaku valuaciju v za koju je v(B) = 1 va�i da je v(A) = 1.
oznaka: B |= A

formula A je logiqka posledica formule B ako i samo ako je B ⇒ A
tautologija



Slede�e formule su tautologije:

p ∧ p ⇔ p zakon idempotentnosti za konjunkciju
p ∨ p ⇔ p zakon idempotentnosti za disjunkciju
(p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r) zakon asocijativnosti za disjunkciju
(p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r) zakon asocijativnosti za konjunkciju
p ∧ q ⇔ q ∧ p zakon komutativnosti za konjunkciju
p ∨ q ⇔ q ∨ p zakon komutativnosti za disjunkciju
p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) zakon distribucije konjunkcije prema disjunkciji
p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) zakon distribucije disjunkcije prema konjunkciji
¬¬p ⇔ p zakon dvostruke negacije
p ∨ ¬p zakon iskǉuqeǌa tre�eg
¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q De Morganov zakon
¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q De Morganov zakon
p ∧ q ⇒ p slabǉeǌe konjunkcije
p ⇒ p ∨ q uvo�eǌe disjunkcije
p ⇒ p zakon refleksivnosti za implikaciju
p ⇔ p zakon refleksivnosti za ekvivalenciju
p ∧ (p ∨ q) ⇔ p zakon apsorpcije konjunkcije prema disjunkciji
p ∨ (p ∧ q) ⇔ p zakon apsorpcije disjunkcije prema konjunkciji
(p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q modus ponens
(p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q) pravilo uklaǌaǌa implikacije
(p ⇔ q) ⇔ ((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)) pravilo uklaǌaǌa ekvivalencije
(p ⊻ q) ⇔ ¬(p ⇔ q) pravilo uklaǌaǌa ekskluzivne disjunkcije
((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r)) ⇒ (p ⇒ r) zakon tranzitivnosti za implikaciju
((p ⇔ q) ∧ (q ⇔ r)) ⇒ (p ⇔ r) zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju
(p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p) zakon kontrapozicije



Normalne forme

Literal – logiqko slovo ili negacija logiqkog slova

definicija: Logiqka formula je u disjunktivnoj normalnoj formi, kra�e
DNF, ako je oblika

F1 ∨ F2 ∨ · · · ∨ Fk ,

gde je za svako i ∈ {1, 2, . . . , k}, formula Fi konjunkcija literala.

definicija: Logiqka formula je u konjunktivnoj normalnoj formi, kra�e
KNF, ako je oblika

F1 ∧ F2 ∧ · · · ∧ Fk ,

gde je za svako i ∈ {1, 2, . . . , k}, formula Fi disjunkcija literala.

Primer:

formula ¬p ∨ (¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r) je u disjunktivnoj normalnoj formi

formula (p ∨ ¬q) ∧ (p ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ ¬r) u konjunktivnoj normalnoj formi.



KNF-DNF algoritam

svaka logiqka formula ekvivalentna je nekoj formuli koja je u
disjunktivnoj/konjunktivnoj normalnoj formu

KNF-DNF algoritam:
1◦ eliminixemo veznike koji se primeǌuju na logiqke konstante ⊤ i ⊥
2◦ eliminixemo ⊻ koriste�i p ⊻ q ≡ ¬(p ⇔ q)

3◦ eliminixemo ⇔ koriste�i p ⇔ q ≡ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)

4◦ eliminixemo ⇒ koriste�i p ⇒ q ≡ ¬p ∨ q

5◦ primeǌujemo De Morganove zakone ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q i ¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q
dokle god je mogu�e

6◦ eliminixemo duple negacije koriste�i ¬¬p ≡ p

7◦ u zavisnosti od toga da li �elimo da dobijemo KNF ili DNF
primeǌujemo zakone distribucije:

p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)



Primer: (p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r)).

(p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r) ≡ ¬(¬p ∨ q) ∨ (¬(¬q ∨ r) ∨ (¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬r ∨ ¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬p ∨⊤))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧⊤)

≡ (p ∧ ¬q) ∨ q ∨ ¬p ∨ r

≡ (p ∨ q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r)

DNF: (p ∧ ¬q) ∨ q ∨ ¬p ∨ r,

KNF: (p ∨ q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r).

konjunktivna i disjunktivna normalna forma nisu jedinstvene u sintaksnom
smislu:

(p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r) i (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r) su logiqki ekvivalentne

(p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) i (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) su logiqki ekvivalentne



Savrxene normalne forme

iskazna formula A u kojoj se pojavǉuju iskǉuqivo iskazna slova p1, p2, . . . , pk
mo�e se predstaviti u slede�e dve forme:

1◦ SDNF(A) =
∨

u∈{v|v(A)=1}

(
pu(p1)

1 ∧ pu(p2)
2 ∧ · · · ∧ pu(pk)

k

)
– savrxena (ili kanonska

ili potpuna) disjunktivna normalna forma formule A (kra�e SDNF),

2◦ SKNF(A) ≡ ∧
u∈{v|v(A)=0}

(
pu(¬p1)

1 ∨ pu(¬p2)
2 ∨ · · · ∨ pu(¬pk)

k

)
– savrxena (ili

kanonska ili potpuna) konjunktivna normalna forma formule A (kra�e
SKNF),

gde je p0
i := ¬pi, a p1

i := pi.



Primer: A = p ⇔ (q ⇔ r).

p q r q ⇔ r A = p ⇔ (q ⇔ r)
v1 0 0 0 1 0
v2 0 0 1 0 1
v3 0 1 0 0 1
v4 0 1 1 1 0
v5 1 0 0 1 1
v6 1 0 1 0 0
v7 1 1 0 0 0
v8 1 1 1 1 1

{v | v(A) = 1} = {v2, v3, v5, v8} pa je SDNF formule A:

(¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ q ∧ r)

{v | v(A) = 0} = {v1, v4, v6, v7} pa je SKNF formule A:

(p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)
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Jezik predikatske logike
Jezik predikatske logike qine:

skup promenǉivih Var (promenǉive obiqno oznaqavamo sa x, y, z, . . . );

logiqki veznici: ¬,∧,∨,⇒,⇔;

kvantifikatori ∀ i ∃;
interpunkcijski znaci (zarez, leva i desna zagrada): , ( ) ;

znak jednakosti =;

skup funkcijskih (ili operacijskih) simbola Fun (obiqno �emo ih
oznaqavati sa f , g, h, . . . );

skup relacijskih (ili predikatskih) simbola Rel (obiqno �emo ih
oznaqavati sa p, q, r, . . . );

skup konstanti Const (obiqno �emo ih oznaqavati sa a, b, c, . . . ).

Relacijski i funkcijski simboli imaju svoju du�inu koja je prirodan broj
n > 0 i koja se naziva i arnost relacije ili funkcije. Oznaqavamo je sa ar.

Izborom skupova Fun, Rel, Const biramo konkretan jezik predikatske logike.

L = Fun ⊔ Rel ⊔ Const



Sintaksa predikatske logike
Termi jezika L:

1◦ Promenǉive i konstante su termi.

2◦ Ako su t1, . . . , tn termi i f funkcijski simbol du�ine n onda je f (t1, . . . , tn)
term.

3◦ Termi se mogu dobiti jedino konaqnom primenom pravila 1◦ i 2◦. Skup
terma oznaqavamo sa Term.

Atomiqke formule jezika L:
1◦ Ako su t1 i t2 termi, onda je t1 = t2 atomiqka formula.

2◦ Ako su t1, . . . , tn termi i p relacijski simbol du�ine n, onda je
p(t1, . . . , tn) atomiqka formula.

Formule jezika L:
1◦ Atomiqka formula je formula.

2◦ Ako su A i B formule, onda su formule i

¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A ⇒ B), (A ⇔ B), ∀xA i ∃xA.

3◦ Formule se dobijaju jedino konaqnom primenom pravila 1◦ i 2◦. Skup
formula oznaqavamo sa For.



Sintaksa predikatske logike
prioritet operacija:

¬ ∀ ∃

∧ ∨

⇒ ⇔ ⊻

Primer:

Fun = { f , g}, Rel = {p, q} i Const = {a}

ar( f ) = ar(q) = 1 i ar(g) = ar(p) = 2

∀x∀yp(x, y) formula

g( f (x), a) term

∀x f (x) ni term ni formula

g(x, y) = a formula (atomiqka)

p(x, q(x)) ni term ni formula

∀x(p(x, y) ⇒ g(x, y)) ni term ni formula



Semantika predikatske logike

definicija: Neka je L jezik predikatske logike. Struktura jezika L (ili
L-struktura) u oznaci M se sastoji od:

nepraznog skupa M;

funkcije f M : Mn → M du�ine n za svaki funkcijski
simbol f ∈ Fun;

relacije pM du�ine n na skupu M za svaki relacijski
simbol p ∈ Rel;

elementa aM ∈ M za svaki simbol konstante a ∈ Const.

M =
(

M, . . . , f M, . . . , pM, . . . , aM
)

Primer:

Fun = { f , g}, Rel = {p, q} i Const = {a}

ar( f ) = ar(q) = 1 i ar(g) = ar(p) = 2

L-struktura
(
N, f N, gN, pN, qN, aN

)
mo�emo definisati sa:

f N(x) = x + 1, pN(x, y) = 1 ako je x ⩽ y,

gN(x, y) = x + y, qN(x) = 1 ako je x prost broj.

aN = 0



Semantika predikatske logike
definicija: Valuacija v za skup promenǉivih Var u odnosu na domen M je

svako preslikavaǌe v : Var → M. Ako je v(x) = a ∈ M, onda
ka�emo da je a vrednost promenǉive x u valuaciji v. Neka su
v i w dve valuacije za isti skup promenǉivih i u odnosu na
isti domen. Ka�emo da su v i w x-blizu, ako je v(y) = w(y) za
svaku promenǉivu y koja je razliqita od x i pixemo v ∼x w.

Valuacije v mo�emo produ�iti sa skupa Var na skup Term:

ako je t promenǉiva x, onda je v(t) = v(x);
ako je t simbol konstante a, onda je v(t) = aM;

ako je t jednak f (t1, . . . , tn) za f ∈ Fun, onda je v(t) = f M(v(t1), . . . , v(tn)).

Primer: v =
(

x y · · ·
2 7 · · ·

)

v(g(x, a)) = gN(v(x), v(a)) = gN(2, aN) = gN(2, 0) = 2 + 0 = 2

v( f (g(x, y))) = f N(v(g(x, y))) = f N(gN(v(x), v(y))) = f N(gN(2, 7)) = f N(2 + 7)

= f N(9) = 9 + 1 = 10

v(g( f (x), f (a))) = gN(v( f (x)), v( f (a))) = gN( f N(v(x)), f N(v(a))) = gN( f N(2), f N(aN))

= gN(2 + 1, f N(0)) = gN(3, 0 + 1) = gN(3, 1) = 3 + 1 = 4.



Semantika predikatske logike
Istinitosna vrednost formule u valuaciji v i L-strukturi M:

1◦ ako je A atomiqka formula tako da:
A je t1 = t2 za terme t1 i t2, onda je v(A) = 1 ako je
v(t1) = v(t2);
A je p(t1, . . . , tn) za relacijski simbol p, onda je v(A) = 1
ako (v(t1), . . . , v(tn)) ∈ p

M
;

2◦ ako je F formula tako da je:
F = ¬A za formulu A, onda je v(F) = 1 ako je v(A) = 0;
F = A ∧ B za formule A i B, onda je v(F) = 1 jedino ako je
v(A) = 1 i v(B) = 1;
F = A ∨ B za formule A i B, onda je v(F) = 0 jedino ako je
v(A) = 0 i v(B) = 0;
F = A ⇒ B za formule A i B, onda je v(F) = 0 jedino ako je
v(A) = 1 i v(B) = 0;
F = A ⇔ B za formule A i B, onda je v(F) = 1 ako je
v(A) = v(B);
F = ∀xA za formulu A, onda je v(F) = 1 ako za svaku
valuaciju w tako da w ∼x v va�i w(A) = 1;
F = ∃xA za formulu A, onda je v(F) = 1 ako postoji
valuacija w tako da w ∼x v i w(A) = 1.



Semantika predikatske logike

U sluqaju da za neku predikatsku formulu F va�i v(F) = 1 za neku valuaciju
v i L-strukturu M, onda ka�emo da je formula F taqna u toj valuaciji
L-strukture M. Ako je v(F) = 0, ka�emo da je F netaqna u valuaciji v
L-strukture M.

Primer: v =
(

x y · · ·
2 3 · · ·

)
g(x, a) = f ( f (a)) – taqna u valuaciji v

p(g(x, y), f (a)) – netaqna u valuaciji v

q( f (x)) ⇒ p(x, x) – taqna u valuaciji v



Slobodne i vezane promen	ive
Ako se pojavǉivaǌe promenǉive x u formuli F nalazi pod uticajem
kvantifikatora, onda ka�emo da je to pojavǉivaǌe promenǉive vezano
pojavǉivaǌe. U suprotnom je slobodno pojavǉivaǌe.

Promenǉiva je slobodna u formuli F ako ima bar jedno slobodno
pojavǉivaǌe.

Fr – skup svih slobodnih promenǉivih u formuli F

definicija: Skup svih slobodnih promenǉivih u formulama:

Fr(t1 = t2) = Fr(t1) ∪ Fr(t2), gde t1, t2 ∈ Term, a Fr(t) oznaqava
skup svih promenǉivih koje se pojavǉuju u termu t,

Fr(p(t1, . . . , tn)) = Fr(t1) ∪ . . . ∪ Fr(tn), gde t1, . . . , tn ∈ Term,
p ∈ Rel i ar(p) = n,

Fr(¬A) = Fr(A), gde A ∈ For,

Fr(A ⋆ B) = Fr(A) ∪ Fr(B), gde A, B ∈ For i ⋆ ∈ {∨,∧,⊻,⇒,⇔},

Fr(∃xA) = Fr(∀xA) = Fr(A) \ {x}, gde A ∈ For i x ∈ Var.

Ako je Fr(F) = {x1, x2, . . . , xn}, onda formulu F zapisujemo i kao F(x1, x2, ..., xn)
ako �elimo da naglasimo da su promenǉive x1, x2, . . . , xn slobodne u F



Slobodne i vezane promen	ive
Primer:

p(x, y) pojavǉivaǌe promenǉivih x, y je slobodno
∀x p(x, y) prvo pojavǉivaǌe promenǉive x je vezano, kao i

drugo, dok je pojavǉivaǌe promenǉive y slobodno
∃x p(x, y) ⇒ q(x) promenǉiva x: prvo pojavǉivaǌe vezano, drugo

vezano, tre�e slobodno;
promenǉiva y: pojavǉivaǌe je slobodno

∃y(p(x, y) ⇒ ∀x p(x, y)) promenǉiva x: prvo pojavǉivaǌe slobodno, drugo
vezano, tre�e vezano;
promenǉiva y: prvo pojavǉivaǌe vezano, drugo vezano,
tre�e vezano

Vrednost formule zavisi samo od slobodnih promenǉivih koje se u ǌoj
pojavǉuju.

definicija: Formula u kojoj nema slobodnih promenǉivih naziva se
reqenica.

Primer:

∀x p(x, f (x))
∀x∀y( f (x) = f (y))
∀x∀y∀z(p(x, y) ⇔ p(g(x, z), g(y, z))



Model i kontramodel

definicija: Ako za neku L-strukturu M i formulu F va�i da je v(F) = 1 za
svaku valuaciju v : Var → M, onda ka�emo da je L-struktura M

model za formulu F. Ako ne va�i v(F) = 1 za svaku valuaciju
v : Var → M, onda ka�emo da je L-struktura M kontramodel za
formulu F.

definicija: Ako je svaka L-struktura model za formulu F, onda ka�emo da
je F vaǉana. Ukoliko formula F nije vaǉana onda je poreciva.

definicija: Ako za neku L-strukturu M i formulu F va�i da je v(F) = 1
pri nekoj valuaciji v : Var → M, onda ka�emo da valuacija v
zadovoǉava formulu F u strukturi M, odnosno da je formula
F zadovoǉiva u strukturi M. Formula F je zadovoǉiva ako
postoji L-strukturu M u kojoj je zadovoǉiva. Ako formula
nije zadovoǉiva onda ka�emo da je kontradiktorna.

Primer:

∀x p(x, f (x)) – N je model
∀x∀y( f (x) = f (y)) – N je kontramodel
∀x∀y∀z(p(x, y) ⇔ p(g(x, z), g(y, z)) – N je model


