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TEOREMA KANTOR-SREDER-BERNSTAJN

Neprazni skupovi A i B su ekvipotentni ako postoji bijektivno pre-
slikavanje izmedju njih. U tom slucaju se koristi oznaka A ~ B i lako
se dokazuje da je ~ relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj
pripada skup A je kardinalni broj skupa A, u oznaci cardA.

Neka je cardA = n i cardB = m, n,m € N. Preslikavanje f : A —
B moze da bude injektivno ako i samo ako je n < m, a sirjektivno
ako i samo ako je n > m. Odavde sledi da, ako postoje injektivna
preslikavanja f : A — Big: B — A, onda je n = m, pa postoji
bijekcija izmedju A i B.

Ova ¢injenica nije oc¢igledna za skupove proizvoljne kardinalnosti. O
tome govori teorema Kantor - Sreder - Bernstajna. Teorema je doka-
zana u periodu 1887. - 1897. godine.’

Teorema 0.1. Dati su neprazni skupovi A © B. Ako postoji injektivno
preslikavanje f : A — B i injektivno preslikavanje g : B — A, onda
postoji bijekcija izmedju skupova A i B.

Dokaz. Bez ogranicenja se pretpostavlja da je AN B = (). Skup slika
preslikavanja f je f(A) C B, a skup slika preslikavanja ¢ je g(B) C A.

Primetimo da iz A\ g(B) = ) sledi da je g bijekcija, pa se tu dokaz
zavrSava. Slicno, iz B\ f(A) = 0 sledi da je f bijekcija. Stoga se
pretpostavlja da vazi A\ g(B) # 01 B\ f(A) # 0.

Injektivnost preslikavanja f i g omogucava primenu tehnike koju
nazivamo “‘guraj-vuci®.

1. korak: “Guranje unapred“?

Svaki element a € A “guramo unapred“ tako sto mu pridruzujemo
jedinstveno odredjen niz {z,(a)} C AU B definisan sa:

r1(a) = a, wa(a) = f(a), x3(a) = g(f(a)), za(a) = fg(f(a))),. ..

Primetimo da x,,(a) € A ako i samo ako je m neparan broj, a
zrm(a) € B ako i samo ako je m paran broj.
Svaki element niza {x,(a)} je sledbenik elementa a, izuzev z1(a) (ako

je x1(a) # x,(a), Yn > 1).

1Istorij at ove teoreme se moze procitati na:
http://en.wikipedia.org/wiki/SchroderBernstein_theorem
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Takodje, ako je z,,(a) € {z,(a)}, prethodnici elementa z,,(a) su
c¢lanovi niza zg(a), k =1,2,...,m —1,m.

Moze da se desi da je a = z,,(a) za neki (neparan) prirodan broj
m > 1, pa je takav niz periodican i z1(a) = x,,(a) je tako sledbenik ele-
menta z,,_1(a). Svaki element periodi¢nog niza se u njemu pojavljuje
beskonac¢no mnogo puta, pa je lista njegovih prethodnika beskonacna.

Na slican nacin se i svaki element b € B “gura unapred“ pomocu
jedinstveno odredjenog niza {y,(b)} C AU B:

y1(b) = b,y2(b) = g(b), ys(b) = f(g(b)), ya(b) = g(f(g(b))), .- ..

2. korak: U ovom koraku se svaki element skupa AU B “vuce una-
zad“.® Neka je a proizvoljan element skupa A. Formira se jedinstvena
lista prethodnika elementa a € A na slede¢i nacin. Ako a € A\ ¢g(B),
on je jedini element te liste (i sam je svoj prethodnik). U suprotnom
slucaju, dobija se lista njegovih prethodnika:

a, g '(a), g7 Ha), g (fTH g (@),
koja moze biti konacna ili beskonacna.
Dakle, mogué je tacno jedan od sledeca tri slucaja:

a) Lista prethodnika elementa a € A je konacéna i poslednji element
te liste pripada skupu A.
b) Lista prethodnika elementa a € A je konac¢na i poslednji element
te liste pripada skupu B.
c¢) Lista prethodnika elementa a € A je beskonacna.
U slucaju a) to znaci da postoji @ € A i niz {z,(a)} tako da postoji
(neparan) broj m € N za koji vazi:

a=(a), f(a) =x2(a), g(f(a)) = zs(a),

flg(f(@)) = za(a),..., a=xm(a)

i, pri tome, a € A\ g(B). Kazemo jos da a vodi poreklo iz skupa A.
U slucaju b) to znaci da postoji b € B i niz {y,(b)} tako da postoji
(paran) broj m € N za koji vazi:

b=y1(b), g(b) = ya2(b), f(g(b)) = ys(b),

g(f(g(b))) = y4(b>> sy A= ym(b)
i, pri tome, b € B\ f(A). Tada a vodi poreklo iz skupa B.
Na slican nacin se formira lista prethodnika proizvoljnog elementa
b € B, a moguc¢ je tacno jedan od sledeca tri slucaja:

d) Lista prethodnika elementa b € B je konac¢na i poslednji element
te liste pripada skupu B.
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e) Lista prethodnika elementa b € B je konac¢na i poslednji element
te liste pripada skupu A.
f) Lista prethodnika elementa b € B je beskonac¢na.

U slucaju d) to znaci da postoji a € A iniz {z,(a)} tako da postoji
(paran) broj m € N za koji vazi:
a=zi(a), f(a)=x2(a), g(f(a)) = z3(a),

f(g(f(a))) = zala),..., b= zn(a)
i, pri tome, a € A\ g(B).
U slucaju e) to znaci da postoji b € B i niz {y,(b)} tako da postoji
(neparan) broj m € N za koji vazi:

b=y:(b), 9(b) = (b), flg ())Zys(b),

9(f(g(0)) = ya(b),. = Y (D)
i, pri tome, b € B\ f(A).
3. korak: Uvodimo skupove Ay, Ap, As, Ba, Bp, i By, pomocu
pojma sledbenika:

Ay = {a€ A\ g(B)}U{a € A]a je sledbenik
nekog elementa skupa A\ g(B)},
Ap = {a € A aje sledbenik nekog elementa skupa B\ f(A)},
A = A\ (AA UAB)7
Bg = {be B\ f(A)}U{be B|b je sledbenik
nekog elementa skupa B\ f(A)},
Bx = {be€ B|b je sledbenik nekog elementa skupa A\ g(B)},
B. = B\ (BaUBp).
Vazi:
v a € A, ako i samo ako vazi a) prethodnog koraka.
v a € Ap ako i samo ako vazi b) prethodnog koraka.
v a € A, ako i samo ako vazi ¢) prethodnog koraka.
v' b € Bp ako i samo ako vazi d) prethodnog koraka.

v’ b € By ako i samo ako vazi e) prethodnog koraka.
v b € By, ako i samo ako vazi f) prethodnog koraka.

Na ovaj nacin je izvrSena particija skupova A i B, to jest skup A je
disjunktna unija skupova A4, Ag 1 Ay:

A=A, UAp U A,
a skup B je disjunktna unija skupova B, Bg i By:
B = B4 U B U By.
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4. korak: Podsetimo se, za preslikavanje f : A — B, restrikcija tog
preslikavanja na skup C' C A je preslikavanje f|c : C' — By definisano
sa f|c(c) = f(c) za svaki element ¢ € C.

Posmatramo restrikcije preslikavanja f na skupove A4 i Ay 1 presli-
kavanja ¢g~! na skup Agp.

Tvrdimo da su tako definisana preslikavanja bijekcije:

a

flay:Aa— Ba, g |ag:As— B, fla.:Ax — B .

Najpre, f|a, : Aa = Ba je injektivno preslikavanje jer je f injek-
tivno presliklavanje. Svaki element a € A4 vodi poreklo iz skupa A oda-
kle sledi da f(a) takodje vodi poreklo iz skupa A, odnosno f(a) € Ba.
Dakle, preslikavanje je dobro definisano i injektivno. Preostaje da se
dokaze da je f|a, : Aa — Ba sirjekcija.

Neka je b € B4. Na osnovu e) postoji a € A\ g(B) tako da je b
element niza koji je nastao “guranjem unapred“ elementa a. Prema
tome, postoji a € A tako da je f(a) = b. Posto b vodi poreklo iz skupa
A, to vazi i za a, odnosno a € Ay, odakle sledi da je f|a, sirjekcija.

Citaocu ostavljamo za vezbu da dokaze da je f|4.. : Ao — Boo do-
bro definisano preslikavanje koje je bijekcija.

Posmatrajmo sada g~ |4, : Agp — Bpg. Jasno, g~! je injektivno pre-
slikavanje definisano na g(B). Ako a € Ag, to znaci da je a barem
jednom “povucen unazad“, to jest Ag C g(B). Takodje, b € B za koje
je g(b) = a vodi poreklo od istog elementa be B od kojeg vodi pore-
klo i element a, odakle sledi da je g7 |4, : Ap — Bp dobro definisano
preslikavanje. Preostaje da se dokaze da je to preslikavanje sirjektivno.

Neka b € Bp i neka je a € ¢g(B) element skupa A za koji vazi
g(b) = a, to jest g7'(a) = b. Posto b vodi poreklo iz skupa B, to vazi i
za a, odnosno a € Ap.

5. korak: Na osnovu prethodnih razmatranja sledi da je funkcija
h : A — B definisana sa:

f(a), akoae€ Ay,
h(z) =< g '(a), akoae€ Ag,
(

f(a), akoae€ A,
bijekcija, ¢ime je teorema dokazana. 0
Primer 0.2. Neka je A= (0,1) x (0,1) CR? i B=(0,1) C R. Jasno,
g : B — A defnisano sa g(b) = (b,0) € (0,1) x (0,1) je injektivno

preslikavanje.
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Neka (x,y) € (0,1) x (0,1), i neka je jedinstveni decimalni zapis* tih
brojeva dat sa

r = 0,2102230425%6 ..., Y =0, 1Y2Y3YaYsYs - - - -
Preslikavange f : (0,1) x (0,1) — (0,1) definisano sa
flx,y) = f0, 210203042576 - ., 0, Y1%2Y3Y1Y5Ys)

= 0, 21%1%2Y223Y3T4Ys - . -
je ingektivno preslikavange. )
Na osnovu teoreme Kantor-Sreder-Bernstajn sledi
card((0,1) x (0,1)) = card(0, 1).
Ovo znaci da postoji bijekcija izmedu duzi i kvadrata.
Primer 0.3. Neka je P(N) partitivni skup skupa N. Iz cardN = cardQ
sledi cardP(N) = cardP(Q), pa postoji bijekcija B : P(Q) — P(N).
Preslikavanje g : R — P(Q) dato sa
g(z)={reQ | r<z}, zeR,

je injektivno, pa je i preslikavanje B o g(x) = B(g(x)) injektivno pre-
slikavange izmedu R ¢ P(N).
Neka je A C N, odnosno A € P(N). Preslikavangje

f(A):ZmrlLHER (f(A)=0,1 akoje A=0),
ncA

je ingektivno preslikavanje iz P(N) u R.
Zakljuéak: skupovi R i P(N) su iste kardinalnosti, odnosno podsku-
pova skupa N ima neprebrogivo (kontinuum) mnogo.
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