Sistem linearnih jednacina:ax=b a,b €R
Trazimo x € R za koje vazi jednakost ax = b
Razlikujemo tri moguénosti:

l.a=/=0 2.a=0 b=/=0 3.a=0 b=0
X = b/a — jedinstveno resenje 0*x = b nemogucde 0*x=0
Nema resenja 0 =0-vaiZi za sve xER jednacina
neodredena

Linearna jednacina sa n nepoznatih je izraz oblika: aix; + axxa + ... + anxn = b
ai, az, ..., an € R — koeficijenti bER —slobodan ¢lan X1, X2, ..., Xn — Nepoznate

Def Konjukcija viSe linearnih jednacina je sistem linearnih jednacina:
A11X1 + anXa + ...+ aXn = b
anXi+anXy+...+amxn=h: Sistem (*)

amiX1 + amaX2 + ... + amnXn = bm

Sistem od m jednacdina sa n nepoznatih

Def Resenje sistema je bilo koja n-torka (xi, X, ..., Xn) = (a1, 0, ..., an) a € R koja kada se zameni u sistem daje
jednakosti u R.

S — skup reSenja sistema

1. |S| =1, sistem ima jedno resenje 2. |S|>1, sistem ima viSe reSenja tj. neodreden je 3. S = @, sistem nema resenje

Def Ako dva sistema imaiju isti broj nepoznatih i iste skupove reSenja kazemo da su ekvivalentni.
Za svodenje sistema na ekvivalentni koji ima jednostavniji oblik koristimo elementarne transformacije.
Postoje 3 tipa elementarnih tj Gausovih transformacija:

1. Zamena mesta i-te i j-te jednacine i=/=j Wi Ji<—> )
2. Dodavanje i-toj jednacini j-tu pomnoZenu sa a, o € R Oj(a): J—>Ji + a*)
3. Mnozenje i-te elementom a, a € R O (a): J—> a*J;

Dva sistema su elementarno ekvivalentna ako jedan nastaje iz drugog primenom elementarnih transformacija.
Svaka od navedenih transformacija ima inverznu (moZemo se vratiti ,,unazad” do polaznog oblika sistema).

1. UJij‘lz Ji<—>];

2. G)ij'l(a): Ji—>Ji - (I*Jj

3.0/ (a): J—>Ji*1/a

Kako transformisati sistem do njemu ekvivalentnog iz kojeg se lako Citaju reSenja?

Gausov metod

Neka je dat sistem * Algoritam je slededi:

1. Biramo prvu u nizu promenljivu uz koju je koeficijent =/= 0 (verovatno x;, moZzemo pretpostaviti bez gubitka
opstosti). Uvek transformacijama tipa 1. moZzemo dovesti na prvo mesto jednacinu u kojoj je koeficijent uz x; =/=0.
Markiramo promenljivu koju dalje nazivamo pivot.

2. Transformacijama tipa 2 eliminiSemo pojavljivanje promenljive koja je pivot iz drugih jednacina.

[@uXi]*t @12X2 + ... + A1nXn = b1 a1iX1 + a1Xz + ... + @1n'Xn = b1 o

aziX1 + axpXz + ...+ axyXy = b24J +(-az1/311) a22'X2 + ... + an'Xn = b', Sistem sa

: : n-1 nepoznatom
amiX1 + @maX2 + ... + AmnXn = by € +(-ax1/a11) Am2'X2 + ... + @mn'Xn = b'm i m-1 jednadinom

3. Primenimo sve iste korake na podsistem **.
4. U konacno mnogo korako dolazimo do stepenastog sistema ekvivalentnom polaznom:
auXi+apXa+ ..+ an'Xn=b'

322'X2 +...+ aZn'xn = b'z

A’ Xj+ ... +am Xn = by
0 = bj+1'

0=bn aj’ =/= 0,j<=m



Mogu se dogoditi sledece situacije:

1. U poslednjem koraku smo dosli do jednacine: ax, = b pri éemu a=/= 0, onda je x, = b/a. Suksesivno se vratamo
unazad ubacivanjem xn u ostale jednacine. U ovom slucaju resenje je jedinstveno.

2. Ako se u nekom koraku pojavi jednacina oblika 0x; + 0x, + ... + Ox, = b, b=/=0 onda jednacina/sistem nema resenja.
3. Ako na kraju stignemo do jednacine oblika: ax; + ... + _Xj«1 + ...+ _Xn=b a=/=0 Markiranje sluZi da razgrani¢imo
,vezane” od ,slobodnih” promenljivih. Markirane promenljive su ,vezane” — njih izrazavamo preko ,,slobodnih“ koje
uzimaju proizvoljne vrednosti iz skupa R.

xj=1/a (b - _Xj1- ... -_Xn)

xi=1/a(b-_o1-...-_0oy) 01, Ay, ..., ;; ER

Suksesivno se vracamo nazad u prethodne jednacine. Sistem je neodreden.

Homogeni sistem je onaj sistem ciji su svi slobodni ¢lanovi nule:

auXi+apXo+...+amxn=0

A21X1 +axnXa + ... +awmXn =0 #

amiXa1 +amX2 + ...+ amnXn =0

Homogeni sistem uvek ima bar jedno resenje, to resenje je (0, 0, ..., 0) i ono se naziva trivijalno resenje.

Svakom sistemu moZemo pridruZiti homogeni sistem. Sistemu * pridruZzujemo sistem #. ReSenje sistema je resSenje
homogenog sistema + jedno (bilo koje) resenje polaznog sistema.

h = (hy, hy, ..., hy) — reSenje sistema # p = (p1, P2, ..., Pn) — resenje polaznog sistema tj partikularno resenje.
Posmatrajmo j-tu jednacinu polaznog sistema:

aji(h1 + p1) + aja(hz + p2) + ... + ajn(hn + pn) = ajihs + apha + ... + ajphn + 3j1p1 + Aj2P2 + ... + Ajnpn =0 + bj = b; !

Def Polje Neka je skup A skup na kome su zadane dve operacije + i * za koje vaZe sledece osobine:
1. Za sve a, b, c € A vazZi da je (a+b)+c = a+(b+c) Asocijativnost

Operacija = preslikavanje iz A u A, mora biti u skupu

. Postoji element 0 € A takav da je a+0 = O+a = a Neutral za sabiranje

. Postoji element a’ € A takav da je a + a’ =a’ + a = 0a Suprotni element

. Za sve elemente a, b € A vazi a+b = b+a Komutativnost operacije +

.Zasve a, b, c € Avazi (a*b)*c = a*(b*c) Asocijativnost za operaciju *

. Postoji element 1, € Atakavdajea* 1,=1, * a=a Neutral za *

. Za sve elemente a € A/{0} postoji element a! € Atakav dajea* al=a?*a=1Postojiinverzan element
. Za sve elemente a, b € A vazi da je a*b = b*a Komutativnost za *

.Zasvea, b, c € AvaZi(a+b) * c=ac+ bc Distributivnost

Ako je sve zadovoljeno onda imamo polje

p — prost broj

Fo=1{0,1, 2, ..., p-1} -> ostatak p

(Fo, +p, *p) a +, b = ostatak pri deljenju sa p elementa a+b

a*Pb = ostatak pri deljenju sa p elementa a*b

p=5F,=1{0,1, 2,3, 4}
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Matrice
Ako m, n € N i F polje matrice formata mxn ili tipa mxn nad poljem F je matrica koja se sastoji od m vrsta i n kolona.
Element a; € F se nalazi u preseku i-te vrste i j-te kolone. A = [a;j]i=1,m j=1,n ilisamo A = [a;] ako ne treba
naglasiti format.

a1 @12 ... amn| Mmn(F) = skup svih matrica formata mxn nad F
A=lax axn .. axm| A€ Munn(F)—ondamatrica Aima m vrstain kolona

ami a@m2 ... amn| j-takolona: [ay| = Ay,
i-tavrsta: [ai1 a2 ... ain] =Ais Ay

amj

Ako je m = n za takve matrice kazemo da su kvadratne formata nxn.
Mn(F) -> skup matrica svih kvadratnih matrica nad poljem F.
Matrice koje su formata 1xn zovemo vrsta-matrice.
Matrice koje su formata nx1 zovemo kolona-matrice.
Na skupu Mmn (F) moZe se definisati operacija sabiranja:

A, B € Mmn (F) a1 312 ... Am bir b ... b ann+bu an+bn ... am+bun
A = [ay] Ay @22 ... am| + |ba by ... ba| = |azm+ba an+byn ... anmt+ b
B= [bij] dm1 Am2 ... dmn bml bm2 bmn am1 + bml am2 + bm2 <. dmnt bmn

A+B = [aj] + [by] = [aj; + b;j] Sabiramo samo matrice istog formata.

Sabiranje matrica je:

1) Asocijativno

A, B, C € Mmn (R)

(A+B) + C = ([ag]+[by]) + [cyl=[ai + byl+[cy] = [(ay + by)+cijl=[a;+(bj + cy)] = [ag] + [by + ¢y] = [ag] + ([by] + [ci]) = A+ (B+C)
2) Komutativno

A+B = [ay] + [by] = [a; + by] = [by + ay] = [by] + [a] =B +A

3) Postoji neutral za sabiranje u Mm, (R), nula matrica (svi elementi su 0)

4) MnoZenje skalarom a ER A € Mmn(R) A = [aj]

oA = afaj] = [aaj] € Mma(R) Svaki element se mnoZi sa skalarom. Spoljasnja operacijal
Transponovanje matrice

Unarna operacija: Mmn (R) -> Mam (R) A —> AT definisano sa

AT+ ([ag] =1,m =1,0)" = [@5] 1=1,0 j=1,m

Vrste matrice A postaju kolone transponata, kolone postaju vrste transponata.
Vaii sledece:

1. (A+B)" = AT+ BT

(A+B)" = ([ai+by])" = [aji+by] = [a;] + [bj] = AT+ BT

2. (aA)" = aAT

(aA)" = [aa;]" = [aa;] = afaj] = aAT

3. (A=A

(AN)" = ([ay]")" = [a;]" = [ai] = A

MnozZenje matrica:

di1 d12 ... dik 1-1' b1, ... bin Ci1 Ci2 ... Cin
a1 a7 i ldx] * bl ba b = TG0 Cp o Con
dmi1 dm2 ... dmk b_k_l_i bk2 bkn Cm1 Cm2 ... Cmn

gde je cj = ain*byj + an*by + ... + ai*by = Ais * By

Osobine mnoZenja:

-Ne mogu se mnotZiti bilo koje dve matrice. Broj kolona prve mora biti jednak broju vrsta druge matrice.
MnoZenje nije komutativno!

Ali je asocijativno (dokaz 1) i distributivno u odnosu na sabiranje (dokaz 2)

AEM(R) diag(ay, ay, ..., an) §a; 0] - dijagonalna matrica
MatricuE,=|1 ... O o

nazivamo i1, ¢ 0 a

jedinicnom [0 ... 1]nxn

Ako je AEMmn(R) tada je En*A = AiA*E, = A (dokaz 3i4)



Povezivanje mnoZenja matrica sa sistemom jednacina:
A11X1 + aXo + ... + @1nXn = b1
a21X1 + @X2 + ... + aaXn = b2

AmiX1 + @m2Xa2 + ... + amnXn = bm mMoZemo predstaviti kao:
di1 d12 ... din X1 b1

Inverzne/Inverzibilne matrice

Def Kvadratna matrica AEM,(R) je inverzibilna ako postoji tacno jedna matrica BEM,(R) takva da je A*B = B*A = E,.
oznaka: B = A ovu matricu nazivamo inverzom od A. Inverz ukoliko postoji je jedinstven. (dokaz 5)
Vaii:

1. (AY)t=A

A*Al=AT*A=E nekajeAl=B =>Bl=(Al)l=A

2. (AB)t=B1* A'

(AB)*(AB)! = A*B*B1*Al = A*E*AL= A*Al=E

(AB)*(AB) = B1*A1*A*B = B*E*B =B B =E

Kako nadi inverz date matrice ako on postoji?

Preko definicije A*matrica sa nepoznatima x1 x; itd = E i onda pravimo sistem jednacina.

Elementarne transformacije matrica

Elementarne transformacije na vrstama:

1. Pj: Vi<->V; Zamena i-te i j-te vrste

Pii(A) — matrica se dobija zamenom i-te i j-te vrste matrice A

2. Qj(a) : Vi—> Vi + aV; Dodavanje i-toj vrsti j-tu vrste pomnoZenu sa a

Qij(a) (A) — matrica koja se dobija dodavanjem i-toj vrsti matrice A j-tu vrstu pomnoZenu sa a
3. Ri(a) : Vi—> aVi mnozZenje i-te vrste sa a

Ri(a)(A) — matrica koja se dobija kada se i-ta vrsta matrice A pomnozi sa a

Def Za matricu B € Mmq(R) kaZemo da je vrsta-ekvivalentna matrici AEMmn(R) i piSemo A~,B ako se matrica
B dobija od matrice A primenom konac¢nog broja elementarnih transformacija na vrstama.
~v je relacija ekvivalencije (dokaz 6)

Elementarne transformacije na kolonama:

1. Pj: Ki <-> Kj Zamena i-te i j-te kolone

Pi(A) — matrica se dobija zamenom i-te i j-te kolone matrice A

2. Qj(a) : Ki—> K; + aK; Dodavanje i-toj koloni j-tu kolonu pomnoZenu sa a

Qj(a) (A) — matrica koja se dobija dodavanjem i-toj koloni matrice A j-tu kolonu pomnoZenu sa a
3. Ri(a) : Ki—> aK; mnozZenje i-te kolone sa a

Ri(a)(A) — matrica koja se dobija kada se i-ta kolona matrice A pomnozi sa a

Svaka od ovih transformacija ima svoju inverznu transformaciju.
1P =P; 2.(Qj(a))*=Q;(-a) 3.(Ri(a))*=Ri(1/a)

Def Za matricu B € Mma(R) kaZemo da je kolona-ekvivalentna matrici AEMmn(R) i piSemo A~ B ako se matrica
B dobija od matrice A primenom konacnog broja elementarnih transformacija na kolonama.
~ je relacija ekvivalencije (dokaz analogan dokazu 6)

Ispostavlja se da se transformacije na vrstama i kolonama mogu zameniti mnoZenjem matrica.
Lema 1 Ako je T bilo koja transformacija na vrstama onda je T(A) = T(E) * A
Lema 2 Ako je T bilo koja transformacija na kolonama onda je T(A) = A*T(E)



Matrice koje se dobijaju primenom tacno jedne elementarne na vrstama ili kolonama na jedini¢nu matricu nazivaju
se elementarne matrice.

Lema 3 Elementarne matrice su invertibilne i vazi:

(T(E))*=TYE) (dokaz7)

Def Elementarno ekvivalentne matrice su matrice A, B € Mmn(R) za koje se matrice B dobija primenom konacnog
broja elementarnih transformacija bilo na vrstama, bilo na kolonama na matricu A. Oznaka: A ~. B (rel. ekvivalencije).

Def Matrice A i B € Mmn(R) su ekvivalentne ako postoje invertibilne matrice P € Mn(R) i Q € Mn(R) takve da je

B =PAQ PiSemo A~B
Tvrdenje: A ~e B <=> A~B (dokaz 8)
Sta su klase relacije ~?
Tvrdenje: Svaka matrica A € Mmn(R) moZe da se primenom kona¢no mnogo elementarnih transformacija na vrstama i
kolonama svede na matricu oblika:
A°=(1, 0| A°-kanonska matrica matrice A

11 (dokaz 9)

0 0

Def: Broj jedinica na poéetnom delu dijagonalne matrice A° zove se rag matrice A.

Oznaka: rang(A) ili p(A)

A € Mmn(R)  Primetimo: rang(A) <= min{m,n}

Tvrdenje: Neka A, B € Mmn(R). Tada je A~B akko rang(A) = rang(B). (Dokaz 10)

Broj klasa ekivalencije relacije ~ odreden je rangom matrica. Odnosno ima ih k+1, gde je k=min{m,n} na Mmn(R).

Teorema: Za kvadratnu matricu A € M, (R) sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
1) A je proizvod elementarnih matrica.

2) A je invertibilna.

3) A~E

4) A~E

5) A~E (Dokaz 11 za sve)

Posledica: Kvadratna matrica A € M,(R) ima rang n ako je A invertibilna.
Algoritam za izraCunavanja inverza matrice:

A~E <=> A je invertibilna

Px...P1A = E gde P; = Ti(E) — transformacija na vrstama

Al =Py...P1 = Ti(E)...T1(E) = Te...T1(E)

[Al E] _T1, T2,..,Tk_>[E | A-l]

Determinante

Determinanta je funkcija koja skupu kvadratnih matrica nad poljem realnih brojeva dodeljuje realan broj.
Mn(R) —> R A—>det A

Def Neka je AEM,(R) data matrica. Data je det A € R definisana sa:

det A = a;r*detAr; — an*detAyr +...+(-1)"*an *detAn

Pri ¢emu je za sve i € {1, ..., n}, matrica Ai; dobijena izbacivanjem i-te vrste i prve kolone matrice A.

Neka je A; = (-1)"idetA;  <- algebarski kofaktor na mestu (i, j)

Tada je: detA = a;i*detA1 + a1 ¥*detAy +...+an1*detAn1

Sarusovo pravilo

det M = 2113223833 + 212323331 + 313332321

- d11d23d32 - d22d13d31 - d33d12d21

} B 4+ + oznakadet[]=] |

Def: Matrica A = [a;j] € M(R) kod koje je ajj = 0 za i>] zove se gornje trougaona.
det A = a11322...am



Svaku matricu elementarnim transformacijama na vrstama mozemo da svedemo na gornje trougaonu.
A—>det A T(A)—> det(T(A))? P*A; det(PA)
Kako se determinanta ponasa u odnosu na elementarne transformacije na vrstama?

A=A | € (R)" ai= A i-ta vrsta matrice. det(A)=[a; | = det(ay, az, ..., an)
Ao Determinantu mozemo posmatrati az
A, kao funkciju vrsta an

Teorema(Osnovna svojstva determinante):

Funkcija det: (R")" —> R ima slededa svojstva kao funkcija n promenljivih vrsta:
1. Aditivnost po svakom argumentu a, k € {1, ..., n}  b+c =ax

det(ay, ... b+c, ... an) = det(ay, ... b, ... an) + det(ay, ... ¢, ... an)

2. Homogenost po svakom argumentu ax, k € {1, ..., n} ab = a

det(ay, ... ab, ... an) = a*det(ay, ... b, ... an)

3. Antisimetri¢nost (aj je na poziciji k, ax je na poziciji I; zamena mesta)
det(ay, ... ay, ... ak, ... an) = -det(ay, ..., ak, ... ay, ... an)

4. Normiranost

detE=1

5. Linearnost = aditivnost + homogenost

(112 dokaz 12, 5 dokaz 13, 3 dokaz 14, 4 dokaz 15)

Iz prethodnog zakljucujemo: det P;(A) = - detA det Ri(a)(A) = a*det A
Posledice osnovnih osobina determinante:

5.det[a;| =homosenost= 0*det[a;] =0 6.det[a;| =""™= -det[a;] detA=-detA
0| <-i 0 |<-i ai| <-i ail detA=0
an an ai| < aj
an an
7. det[a: == det[a;] + a*det[a;] = det[a;
ai <i adi| <i adi | <i adi | <i
ajt aaj| <« dj | <j di | < aj | <j
L an an an an

det Q;j(a)(A) = detA

Teorema o jedinstvenosti determinante

Ako je f: Mn(R) —> R bilo koja funkcija koja je aditivna, homogena i antisimetri¢na kao funkcija vrsta matrice onda je
f(A) = detA * f(E)

Ako je finormirana (tjf(E)=1) ondajef(A)=detA (f=det) Dokaz 16

Determinanta je jedinstvena funkcija kvadratne matrice koja je linearna, antisimetri¢na i normirana kao f-ja vrsta.

Tvrdenje Razvoj determinante po proizvoljnoj koloni.
Ako je A € My(R) za svako j € {1, ..., n} sledi:
det A = ayAyj + azAz + ... + anAy dokaz 17

Teorema Bine Kosijeva teorema: Ako su A, B € Mn(R) tada je: det(AB) = detA*detB  dokaz 18
Determinantu moZemo da posmatramo i kao funkciju kolona, i tada je ona linearna, antisimetric¢na i normirana.
Posledica: Ako AEM,(R) tada det(AT) =det A (dokaz 19)

Matricu A € M,(R) moZemo razvijati i po proizvoljnoj i-toj vrsti i€{1, ..., n}
det A = ajjAi1 + apAi2 + ... + ainAin
Sve Sto vaZi za determinante i vrste, vaZi i za determinante i kolone (svojstva, t. o jedinstvenosti, razvoiji)
Da li postoji eksplicitna formula za determinantu? Postoji
Tvrdenje A € M, (R)
det A =X sgn mainm) azn()..- annn) gde je Sn skup svih permutacija skupova {1,..n}isgn = {1, -1}
mesn  dokaz 20



Primene determinanti

Adjungovana matricaiinverz

A = [aj]ij=Tn € Mn(R)

Od matrice A pravimo novu matricu — matricu kofaktora:

A11 Alz Aln A11 A21 An1
A1 Az ... Ayn| transponujemo je| Az Az ... A adjungovana matrica
Anl An2 cene Ann A]n A2n ceee Ann matrice A

Teorema: AEM,(R) A*adj(A) = detA*E (dokaz 21)
Teorema: AEM,(R) je invertibilna akko det A =/= 0. U tom slucaju je A= (adjA) / (detA) (dokaz 22)

Kramerovo pravilo

Neka je dat kvadratni sistem:

A11X1 + aXz + ... + a1Xn = b1

A21X1 + @22X2 + ... + @nXn = b2 Sistem (*)

: b1 X1

AmiX1 + @m2X2 + ... + AmnXn = b b, X2

Zapisujemo ga kao AX = b, gde A EM,(R), b=|b| EMn1(R) i x = x»|je kolona nepoznatih.
Oznacimo sa: A=det A

Ai=|au1 a2 ... b1 din
ax ax .. by..ax| Ovojedeterminanta matrice koja se dobija kada se u i-tu
ami Am2 ... bn...amn| kolonu matrice A zameni kolona b.

Teorema:
1. Sistem (*) ima jedinstveno resenje akko A=/=0
2. Ako je A=0ibar jedno od A; =/= 0 tada sistem (*) nema resenje. (dokaz 23)

Vektorski prostori
E — Euklidska ravan

y" 2v

v v v

> —>—>

Vaizi: Vaii:

V+U = U+v k(u+v) =ku+ kv  k(I*u) = (k*Iu k,€ER
(u+v)+w = u+(w+v) (k+Du=ku+lu 1u=u uVveeE

Sve ove osobine koje smo naveli da vaZe za geometrijske vektore vaZe i za sabiranje matrica i mnoZenje matrica
skalarima, za sabiranje polinoma i mnoZenje polinoma realnim brojem.

Def Vektorski prostor nad poljem F (F — vektorski prostor) predstavlja skup V sa jednom binarnom operacijom
VxV ->V (sabiranje, (v, u) -> v + u) u jednom spoljasnjom operacijom FxV->V (mnoZenje skalarom iz polja F
(o, v) -> a*v) pri éemu su zadovoljene sledeée osobine:

Al.(u+v)+w=u+(v+w)

A2.u+v=v+u

A3. postoji o, € V takav da je o, + v=Vv + 0, =V za sve VEV

A4. Za svaki VEV postoji —v € V tdj. v+(-v) = (-v)+v =0y

A5. a(u +v)=a*u+a*v

A6. (o + B)v=a*v+B*v

A7. a*(B*v) = (a*B)*v

A8. 1*v =v, gde je 1 jedinica polja F

Elementi iz V zovu se vektori, a elementi iz F skalari.

0 =0, - nula vektor -v—suprotan vektorav u+v - sabiranje vektora, u, v€V  a*v - mnoZenje vektora skalarom a€F
U nastavku moZemo pretpostaviti da je F = R tj. radiéemo sa realnim vektorskim prostorima.

R — vektorski prostori ili realni vektorski prostori



Tvrdenje: (posledice aksioma)

Neka je V realan vektorski prostor Tada:

1. a(vi+ v+ ...+vy)=avi+ava + ...+ avy

2. (g +...+ap)v=0av+ oV + ...+ apv

3.0*v =0, zasvev €V, gde je 0 neutral za sabiranje u R

4,00,=0,zasvea €ER

5.Akojea*v=0,0ondajea=0iliv=0,

(Dokazi: 1. indukcijom po A5, 2. indukcijom po A6, 3. dokaz 24, 4. analogno 3., 5. dokaz 25)

Primeri vektorskih prostora:

1.V =R"=RxRx...XxR = { (X1, ..., Xn) | Xi € R}

Operacije:

(X1, +oey Xn) + (Y1, oey Yn) == (X2+Y1, ooey Xn + Yn)

(X1, ..vy Xn) :=(0Xq, ..., OXn) O ER

V sa definisanim operacijama je v.p.

Sa n=2 dobijamo geometrijske vektore (E = R?)

2. Polinomi sa koeficijentima iz polja F
V=F[x]={aoc+aix+...+anx" | ai€F, n €N}

Operacije: Sabiranje polinoma, mnoZenje polinoma elementima iz F
3. Matrice

V = Mmn(F)

Operacije: A+B = [a;] + [by] = [a;j + bj] oA = afaj] = [aaj], a EF
4. Prostor funkcija

F — polje, S =/= @ bilo koji skup

V=F={f]|fS->F}

Operacije:

(f+g)(x) :=f(x) + g(x) + u polju F

(a*f)(x) :=a *f(x) *upoljuF

Potprostori
Def Neka je V v.p. nad Ri U # @ podskup skupa V. Skup U je vektorski potprostor (ili samo potprostor)
prostora V ako je U i sam vektorski prostor u odnosu na operacije iz V. Oznaka U £V
Tvrdenje Neka je Vv.p.nad Ri U<V, U # @. Tada je U potprostor od V ako vaZe sledeéa dva uslova:
1. Ako uy, u; € U onda u; + u; € U (U je zatvoren za sabiranje)
2.Akoa €Riu€ U, ondaa*u €U (U je zatvoren za mnozenje skalarom)
(Dokaz 26)
Primeri potprostora:
1.V=R"  S-skup reSenja homogenog sistema (sa n nepoznatih) AX =0, S<R"
u=(uy .., U v=(vy .., Va) UVES
Afui] =[0] Afvi]=[0 Au=0 A(au + Bv) =Afaus + Bvi] =aAu+BAv=0 =>au+BvES
: : : Av=0 :
Un 0 vl |0 a, BER OUn + Bvn
ReSenja homogenog sistema ne Cine potprostor od R". AX = b (skup resenja ne sadrzi 0, = (0, ...,0))
Resenje nehomogenog sistema = reSenje odgovaraju¢eg homogenog + neki vektor tj reSenja nehomogenog
sistema Cine afini potprostor v+S

Potprostori u R?: {0,} = (0,0) , R? trivijalni potprostori

p={(x,y) | ax + By = 0} — prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak
Potprostori u R?: {0,} = (0,0,0) , R®

ox + By + yz = 0 — ravni koje sadrze tacku (0, 0, 0)

prave koje prolaze kroz (0, 0, 0) (presek dve ravni)



2.V = Mmn(R)
Neki potprostori su
gornje trougaone, donje trougaone, dijagonalne, simetri¢ne (A" = A)

Presek potprostora:
U WsV=>UnW<V
Nekau,veUnW,, a,BER Daliau+pveUnw

UEUNW =>1€eUi%ueW iz1i UsV=>au+BvEU

vEUNW=> WeUi?veW iz2iWsV=>au+BvEW => au +Bv E UNW
Presek potprostora je uvek potprostor

Suma potprostora
UW<V
Unija potprostora ne mora biti potprostor tj ne znamo gde ce biti zbir u+v.
Def Suma potprostora U i W je najmaniji skup koji je potprostor i koji sadrZi potprostore U i W.
U+W={u+w | u € U, w € W}
Vazi:t UCU+W, WS U+W
UWwsVv=>U+W<gV
v,V EU+W=>vi=u;+ws;zanekeui €U, wi EW
V2=Uz+W;zanekeu, €U, w, EW

o, BER vy + Bva = a(ug + wi) + B(uz + W) = (auy + Buz) + (ows + Bw,) € U+W
eU jer Usv eW jer Wsv

Suma potprostora je potprostor
Ako vEU+W tadav = u + w za neke u€eU i wew

Daliizu+w =u"+w’, gde u,u’'€U w,w' € W sledi u=u'i w=w'
Tvrdenje Prikaz je jedinstven akko UNnW = {0,} (dokaz 27)

Def Za sumu U+W kazemo da je direktna i piSemo U®W ako je UnW = {0,}
Def Vektorski prostor V je direktna suma svojih potprostora U i W ako se svaki
element iz V moZe na jedinstven nacin zapisati kao u+w gdejeue U w e W
Primeri:

1.U={(x,0) | xeR}iW={(0,y)| yER} U, WV

(Suma gornje trougaonih i donje trougaonih matrica nije direktna)

Linearna kombinacija, generatrisa
V-v.p.nadR o ER VviEV
o1V + 0LV2 + ... + anvy - linearna kombinacija vektora vs,..., vi sa koeficijentima ay, ..., an

Skup svih linearnih kombinacija vektora iz nekog skupa vektora zove se linearni omotac
ili lineal tog skupa.

L(v1, ..., Va) = {0av1 + dav2 + ... + vy | @i € R}

S —skup vektoraizV  L(S) je najmaniji potprostor koji sadrzi S (tj S € L(S))

Tvrdenje: S = L(S) akko S <V (dokaz 28)

Napomena: Ako je S beskonacan skup tada uzimamo linearne kombinacije konacno
mnogo vektora iz S.

Vaii:

L(SUT) = L(S) U L(T)

L(L(S)) = L(S)

SCT=>L(S)<L(T)

Posebno su vazini skupovi koji ,,generisu” Citav prostor V

Def Za skup S kazemo da je generatrisa v.p. V ako je L(S) =V

Svaki vektorski prostor ima generatrisu, npr L(V) = V. Pitamo se $ta je najmanja generatrisa

Def Vektori vy, V, ..., Va SU linearno nezavisni ako vaci:
Ako je ayvi + aava + ... + anvn =0, gde je @i € R onda mora biti ispunjenoau=a;=...=a,=0
U suprotnom kazemo da su vektori vi,..., vy linearno zavisni.



Lema 1: e = [ey, ..., en] je linearno zavisan sistem vektora ako neki vektor e;i€{1, ..., n} moZemo izraziti preko drugih.
(Dokaz 29)

Lema 2: e = [ey, ..., &n] je linearno nezavisan akko predstavljanje bilo kog vektora kao linearne kombinacije vektora
iz e je jednoznacno. (dokaz 30)

Teorema: Neka je Vv.p.nad Rie = [ey, ..., en] sistem vektora iz V
Slededa tvrdenja su ekvivalentna:

1) e je linearno nezavisan i generatrisa

2) e je minimalna generatrisa

3) e je maksimalan linearno nezavisan sistem (dokaz 31 za sve)

Def Za sistem vektora e iz v.p. V koji je linearno nezavisan i generatrisa od V kazemo da je baza v.p. V.

Ako je e baza vektorskog prostora V onda se svaki vektor na jedinstven nacin moze predstaviti kao linearna
kombinacija vektora iz e.

Svaki vektorski prostor ima bazu. Sve baze jednog vektorskog prostora su istobrojne.

Lema 3 Ako je f = [fy, ..., fm] linearno nezaisan sistem i f € L(e) gde je e = [ey, ..., en] onda je m<n. (dokaz 32)

Teorema: Ako su e i f baze vektorskog prostora V, onda je |e|=]|f| (|e]| - broj vektora u skupu e)(dokaz 33)

Def: Neka je V v.p. nad R koji ima konacénu bazu. Dimenziju prostora V definiSemo kao broj elemenata bilo
koje baze od Vi ozna¢avamo sa dim V.
Ako v.p. V nema konacnu bazu kaZzemo da nije kona¢no dimenzionalan odnosno kazemo da je beskonacne dimenzije.
Primeri: R" (dim je n), Mmn(R) (dim je m*n)
Primetimo sledeée: Svaki lin. nezavisan skup mozemo dopuniti do baze.
f—lin. nezavisan
-akoje L(f) =V =>fje baza
- ako je L(f)=/= V => postoji v € V\L(f)
=>f U {v} linearno nezavisan i ponavljamo dok lineal prosirenog sistema ne bude V
Iz svake generatrise se mozZe izdvojiti baza.
g —generatrisa tj L(g) =V
Neka je e maksimalan linearno nezavisan podsistem od g
Vazig € L(e):
pps postoji v € g\ L(e) => e U {v} linearno nezavisni sistem koji sadrZi sistem e
Kontradikcija jer je e maksimalan linearno nezavisan skup
Dakle g € L(e) => L(g) € L(L(e)) = L(e)
=> L(e) =V =>e je baza

Teorema: Neka je V v.p. nad Ridim V = n. Ako je U<V tada vazi:
1)dimU<n
2) Ako je dim U = n, onda je U = V. (dokaz 34)

Promena baze

V—-v.p. e=[ey, ..., en f=[fi, ..., fn] eifsudvebazeodV
e je baza i f€ L(e) => postoje a;; € R

011€1 + 012€2 + ... + A1n€n = f1

0181 + 02262 + ... + Mnen = T2 Sistem (*)

On1€1 + On2€2 + ... + Onn€n =y
VEV v=oue1+0ze2+...+0n€n Ve = (01, Oy ..., 0n) — koordinate vektora v u bazi e
v=[ey, e ..., en][oa] v=e*v. DefiniSemo matricu A: Ay = [oi] = (fi)e

(05] o5}

Qn Qlni



(*) ima oblik [fy, ..., fn] = [e1, ..., en]{at11 Q12 ... cun]| tjf=e*A Matricu A nazivamo matrica prelaska sa baze e
O1 Oz ... Obap na bazu f oznake: A=[f]e ili A = Aest
On1 Onh2 ... Onn

Ako e-ove izrazimo preko f-ova (f je takode baza)

e=f*B=>e=(e*A)*B=e*(A*B)=>AB=E =>B=A" tj[e]=[f]"

Sta se de$ava sa koordinatama nekog vektora ako promenimo bazu?

vV =e*ve

v = f¥v;

= v = (e*Aesf)*Vi= €% Ve => Ve = Aest* Vit Vi = Aesi 1 ¥ Ve
Linearna preslikavanja
Zelimo da uvedemo preslikavanja izmedu vektorskih prostora koja ¢e da €uvaju strukturu vektorskih prostora.

Def: Neka su Vi W vektorski prostori nad R. Za preslikavanje L: V->W kazemo da je linearno preslikavanje ili
homomorfizam v.p. ako vazi:

1. L(u+v) = L(u) + L(v) Aditivnost

2. L(au) = a*L(u) Homogenost zasve a€R, u,v €V
Neka svojstva linearnih preslikavanja:

1. L{(ouvi+ ... + dnVa) = azl(va) + ... + anl(vn)

2. 1(0,) = L(0*V) = 0*L(v) = Oy,

Ako L(0,) =/= 0y onda L nije linearno preslikavanje

3. L(-u) = -L(u)

Terminologija:

L(V, W) — skup svih linearnih preslikavanja izv.p. Vuv.p. W
L(V) = L(V, V) — skup svih linearnih operatora na v.p. V

Ako je L: V -> V linearno, L nazivamo linearni operator v.p. V

Def Neka je L linearno preslikavanje:

-ako je L “1-1” onda ga nazivamo monomorfizam
-ako je L “na” onda ga nazivamo epimorfizam
-ako je L bijekcija onda ga nazivamo izomorfizam

Def Za v.p. Vi W kazemo da su izomorfni i piSemo V = W ako postoji barem jedan izomorfizam L: V->W

Rang i defekt linearnog preslikavanja \Y W

V, Wv.p. Img
L: V -> W lin preslikavanje

Imy = L(V) = {L(v) | v€V}slika linearnog preslikavanja

Vazilm s W

Nekaa,b€R i wi, w; EIm. =>w;=L(v1) wz =L(v,) za neke vy, v, EV V L W
awi + bw, = al(vi) + bL(v2) = L(av1 + bv,) € Im, ’,—>
L[{0w}] = {vEV | L(v) = 0w} = Ker, - jezgro linearnog preslikavanja L Ke

Vaizi: Ker <V
Neka a, beR i vy, V2 € Kerp => L(Vl) = 0w L(Vz) =0w
L(avy + bva) = aL(vi) + bL(v2) = a*0w + b*0w = 0y tj avi + bv, € Ker,

Def: Dimenzija v.p. Im_ naziva se rang linearnog preslikavanja. Dimenzija vektorskog prostora Ker, naziva
se defekt linearnog preslikavanja.

Oznake: p(L) = dim Im_—rang 6(L) = dim Ker, — defekt

Rang “meri” da li je preslikavanje “na”:

Lje “na” <=>Im =W <=>p(L) =dim W

Defekt “meri” da li je preslikavanje “1-1":

Lje “1-1” <=>Ker, = {0,} <=> §(L) =0 (dokaz 35)



Kako nadi bazu za sliku i jezgro (tj. kako nadi rang i defekt)?

V, Wv.p. L:V->W linearno preslikavanje

e =[ey, ..., en] neka bazav.p.V

zasvakov EVvaZiv=ae; +..+anen,gdea ER

L(v) = aiL(e1) + ... + anL(en)

Dakle svaki vektor iz Im, se moZe napisati kao linearna kombinacija L(es), ..., L(en)

=>Im_ = L(L(e1), ..., L(en)) — iz lineala izdvojimo linearno nezavisne vektore i dobijemo bazu
L(e) := [L(e1), ..., L(en)]

Baza jezgra se traZi preko definicije Ker:

v € Ker, <=> L(v) = 0y Dobijamo sistem homogenih jednacina iz koga nademo v

Stav o rangu i defektu: Ako je L: V -> W linearno preslikavanje, onda je p(L) + 6(L) = dim V (dokaz 36)
Posledica: L: V->V je “1-1” <=> L je “na” tjKer,.=0<=>Im =ngdejen=dimV

Matrica linearnog preslikavanja

V,Wv.p. ebazav.p.V e=[ey, .., en fbazav.p. W f=[fy, .., fi]
L: V->W linearno preslikavanje a1
VEV:v=ae;+..+anen(=e*ve=[ey .., en an])
L(v) = aiL(e1) + ... + anL(en) = L(e) * ve L(e) = [L(e1) ... L(en)]

L(ei), ..., L(en) EW

L(e1) = ansfi + anfz + ... + amifm

L(EZ) = apfi + anfy + ... + amafm  sistem (*)

L(en) = a1nf1 + aznf2 + ... + amnfm

Neka je A = [a;] tj Ayi= (L(ei))s i-ta kolona matrice A je kolona koordinata vektora L(ei) u bazi f
L(e) = [fy, ..., fm] A =>L(e) = f*A (matricni zapis za *)

Za bilo koji vektor v € V: L(v) = L(e) * ve = f*A*v,

Dakle ako znamo slike baznih vektora, onda lako pronalazimo sliku bilo kog vektora iz V.
A = [L]er — matrica preslikavanja L u paru baza (e, f)

[L]er potpuno odreduje preslikavanje L

[Llet € Mmn(R) gde je m=dim W, n=dim V

Matrica kompozicije linearnih preslikavanja V, /LNW /GNT
LV->W, GW->T

bazazaVjee,zaWijef,zaTjeg

(GoL)(u) = G(L(u))

GoL: V ->T lin preslikavanje Gol

VEV L(v) =f*A*v. ,gdeje A=[Lles

WEW  G(v) =g*B*ws , gde je B =[Gl

Neka je L(v) =w

G(L(v)) = g*B*(L(v))¢ = g*B*ws = g*B*A*v,

Sa druge strane
G(L(v)) = g*[GoL]eg * Ve
Dakle [GoL]er = [Glrg * [Ller

Tvrdenje: Neka je dimV = dimW i neka je e baza za V, a f baza za W, linearno preslikavanje
L:V->W je invertibilno akko je [L]ef invertibilna. (dokaz 37)

L: V->W ; bazazaVijee;bazazaWijef e=[ey .. el f=[f, .., fm
Im. = L(L(e1), ..., L(en)) bazu ¢ine linearno nezavisni vektori iz [L(e1), ..., L(en)]
rang A = broj jedinica na dijagonali u A°

A € Mmn(R) — m vrsta, vektori iz R" ; n kolona, vektori iz R™

rang(A, ->) =rang vrsta = najveci broj linearno nezavisnih vrsta

rang(A, ) = rang kolona = najvedi broj linearno nezavisnih kolona



Transformacije na vrstama ne menjaju rang vrsta, a ni rang kolona. Sli¢no transformacije na kolonama ne menjaju
rang kolona, ali takode ne menjaju ni rang vrsta. (dokaz 38)
Prema tome:
rang(A,->) = rang(A®, ->) i rang(A, { /) = rang(A°, 1)
rang(A°, ->) = rang(A°% ) = rang(A) = broj jedinica na dijagonali u A°
Zakljucujemo:
rang(A) = najveci broj linearno nezavisnih vrsta
= najvedi broj linearno nezavisnih kolona
Neka je A=[L]es A = [L(e1)s L(€2)s ... L(en)s]
rang(A) = rang(AJ ) = najvedi broj linearno nezavisnih vektora medu vektorima L(e1)s, ..., L(en)s € R™
=> rang([L]es) = rang(L)

Promena baze i matrica preslikavanja

L: V-> W linearno preslikavanje ; e, gbazezaV ; f, hbazeza W
Kakav je odnos [L]efi [L]gn?

eigsubazev.p.V=>g=e*P figsubazev.p. W=>h=Ff*Q P i Q su invertibilne i matrice prelaska
veEV

I—(V) = I—(e) *ve=f* [L]e * Ve

L(v) = L(g) * vg = h*[L]gn * ve

f=h* Q-l

v=e*ve=g*vg=(e *P) * vq

L(v) = F*[L]ef*ve = h * Q[L]e*P*vg

[Lgh = Q' *[L]e*P gde je g=e*P i h=f*Q

Matrice [L]gn i [L]ef su ekvivalentne.

Sve matrice preslikavanja L u razli¢itim parovima baza su medusobno ekvivalentne.
Ako je [L]ef = A onda postoje invertibilne matrice Qi P za koje je A° = PAQ.

Postoji par baza (g, h) u kojem je [L]gn = A°.

Ako je (e, f) proizvoljan par baza, tada u paru baza (g, h) takvih da je g=eQ, h = f*P?!
vazi [Llgh = ([L]ef)°

Za svako linearno preslikavanje L: V -> W postoji par baza (e, f) u kome je
[Les =1 0]* odnosno L(e1) =f1; L(ey) =f2; L(e) =1
1 0} L(er+1) = L(er+2) == L(en) =0
0 0
Na osnovu prethodnog, postoji samo konac¢no mnogo razlicitih linearnih preslikavanja v.p. V uv.p. W, jer je svako
linearno preslikavanje odredeno svojim rangom.

L: V ->V linearni operator e, f—bazezaV

[L]e := [L]ee — matrica operatora L u bazi e (slike e-ova izrazimo preko e-ova, L(e) = e*[L].
f=e*P ; P-invertibilna, matrica prelaska

Kakav je odnos A = [L]e i B = [L]¢?

ako v €V tada je:

L(v) = e*A*ve L(v) = f*B*v¢

e=f*P1 | ve=P*vs =>  L(v) =f* PL*A*pHy; => [L}f=PYL]P gdejef=eP

Def: Za matrice A, B € My(R) kaZemo da su sliéne ako postoji invertibilna matrica P takva da je B = PAP.
Oznaka A=B Relacija = je ekvivalencija na Mn(R) (dokaz 39)

Primetimo sledece:

-Slicne matrice su i ekvivalentne, obrnuto ne vazi

-A~B tj B=PAP detB = det(PAP) = det(P!)*detA*detP = (1/detP)*detA*detP = det A



L(V, W) ={L| L: V-> W linearno}

DefiniSemo operacije na L(V, W): Ly, L, € L(V, W)

*Sabiranje preslikavanja

Li=Li+L, zasveveV L(v)=(L1+Ly)(v)=Le(v) + Lx(v) (Dali je L linearno? Dokaz 40)
*Mnozenje skalarom a €R

L':=a*L zasvev€eV L'(v)=(a*L)(v)=a*L(v) (Dalije Llinearno? Dokaz 41)

Skup L(V, W) sa ovako definisanim operacijama sabiranja i mnoZenja skalarom zadovoljava sve aksiome vektorskog
prostora.
Zapravo, L(V, W) = Mmn(R) ako je dimV =n, dimW =m

F: L(V, W) —> Mmn(R) bazazaVjee, bazazaWijef
L—> [L]ef F(L) = [L]ef
Za fiksirano e i f, preslikavanje F je bijekcija ostaje da pokaZzemo da je F linearno. (dokaz 42)

eka interesantna linearna preslikavanja u R? L: R?->R? Standardna baza za R%: e; =(1,0), e2=(0,1) e=[e; e;]

1. Refleksija u odnosu na x-osu

L((x,y)) = (x,-y) lol [1 0]

[Lle = [L(e1) L(e2)]=[L(|O)) L([1])]=]0 -1
L ((1,0)) = (1,0)

L((0,1)) = (0,-1)

1
0

2. Refleksija u odnosu na y-osu
L((x,y)) = (-x,y) [—1 0] e2
[Lle = [L(e1) L(e2)]=[0 1

L((1,0)) = (-1,0)

L((0,1)) = (0,1)

3. Skaliranje

L((xy)) =alx,y) ;a€R (0,4/3) (8/3,4/3)
L((x,y)) = (ax, ay) = a(x,y) (01 241

L(e1) = ae; a0 =435

L(ez) = aez [L]e= [0 a} (0,0) 2,0 (0,0 (8/3,0)

4. Rotacija za ugao ¢ (kontra od smera kazaljke na satu)

X1 = cosdp

y1 =sind

X2 = cos(90+¢d) = -sind

y2 = sin(90+¢) = cosd

[L]e =| cosd -sing
[sind) cosd

(x1,y2)

Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori

Def Neka je L: V->V linearni operator. Za skalar A € R kazemo da je sopstvena vrednost operatora L ako postoji vEV,
v=/=0, takav da je L(v) = Av. Vektor v se naziva sopstveni vektor preslikavanja L, a par (v, A) nazivamo sopstveni par
preslikavanja L.

A € R—fiksirano  Nekaje L(v) = Av, v=/=0

L(v) = A Id(v) = (Ald)(v)

L(v) = (Ald)(v)=0

(L=Ald)=0 v EKer(L-Ald), v=/=0

Dakle A je sopstvena vrednost operatora L akko potprost Ker (L — Ald) nije trivijalan tj. Ker (L —Ald) =/= {0}

Ker (L — Ald) — sopstveni potprostor za sopstvenu vrednost A € R



Kako nadi sve sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora L?

L(v) =Av, v=/=0 <=>Ker(L-Ald) =/={0.}

L-Ald nije “1-1” pa nije ni bijekcija, pa nije ni invertibilno. Dakle [L-Ald]. nije invertibilna za bilo koju bazu e.
[L-Ald]e = [L]e— A[ld]e nije invertibilna ni za jednu bazu e.

Neka je A =[L]e (e je proizvoljna baza)

A — AE nije invertibilna <=>det(A—-AE) =0

Zakljucujemo: A je sopstvena vrednost ako je nula polinoma det(A-AE)

Def: Ako je A € Mn(R), polinom xa(x) := det(A — xE) zove se karakteristican polinom matrice A.
Slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome (dokaz 43)

Def: Ako je L € L(V), karakteristi¢an polinom operatora L je karakteristicna polinom bilo koje matrice:
XL (X) = Xe (x) gde je e proizvoljna baza. Ova definicija je korektna zbog dokaza 43

ai; a2 ... A ai-X aiz ... ain degxa(x) = n ako AEM, vodeci koeficijent je (-1)"
A=lax axp ... an )(A(X)= d21 d2-X ... d2n

dn1 dn2 ... dnn dn1 an2 «o. adnn-X
Vazi da je:

Xa(0) = det(A — OE) = detA pa je slobodan ¢lan polinoma xa jednak detA.

Kako nalazimo sopstvene vrednosti operatora L?

e — neka proizvoljna baza (naj¢esé¢e uzimamo konansku bazu v.p. V) Odredimo A = [L].
Nalazimo nule polinoma xa(x) = det(A — xE) — to su sopstvene vrednosti matrice A i operatora L.
A\ € R —sopstvena vrednost operatora L.

Kako nadi sopstvene vektore za sopstvene vrednosti A?

Sopstvene vektore dobijamo resavanjem homogenog sistema: (A—AE)X=0

ResSenja ovog sistema ée biti koordinate sopstvenih vektora.

Ako je ve> reSenje sistema onda je v=e*v. sopstveni vektor.

Dijagonalizacija
Def Za linearni operator L:V->V kazemo da je dijagonalnog tipa tj dijagonalan je ako u bar jednoj bazi ima dijagonalnu
matricu. (dokaz 44)

Def Za matricu AEMn(R) kazemo da je dijagonalnog tipa ako je slicna dijagonalnoj, tj. ako postoji invertibilna matrica
P i dijagonalna matrica D za koje je P'AP = D.
Kako proveriti da li je matrica dijagonalnog tipa i ako jeste, odrediti matrice P i D.

D=PAP<=> AP =PD<=> (AP) 4;=(PD) y; zasvej€{l,..,n} (A1 ... 0
(AP)yj=P(N * Eyj) =N P Eyj= N (PE)yj= N\ * Py, 0 A
(AP)\[,J‘ = AP\l,j = )\j *PM => (A - )\jE)PM =0 gde je D= 0 An

Dakle P*AP =D tj matrica A je dijagonalnog tipa akko matrica A ima n linearno nezavisnih sopstvenih kolona(vektora).
Ako A ima n linearno nezavisnih sopstvenih vektora od kojih se pravi matrica P, a od sopstvenih vrednosti se napravi
matrica D, vodeci racuna o redosledu.

)\1 o *
P=[P1P,...P,J=>D=|0 A4 gdesu(A,P) i€{l,..., n}odgovarajucisopstveni parovi.

Za matricu dijagonalnog tipa lako racunamo stepene:
AEM,(R) A - dijagonalnog tipa.

P!AP=D => A=PDP' D=* A™=?

A™ = (PDP)™ = PDP'PDP...PDP* = PD™P!



Euklidski vektorski prostori

Zelimo da ra¢unamo uglove rastojanja izmedu vektora, norme vektora i vektorskih prostora, i zbog toga moramo da
,obogatimo” vektorske prostore novom strukturom.

Def: Neka je V v.p. nad R. Skalarni proizvod na V je svako preslikavanje o: VxV -> R koje paru vektora dodeljuje realan
broj i za koje vaze sledeée osobine:

1. (u+v) o W = uow + vow aditivnost
2. (a*u) o v =a(uov) homogenost
3. uov =vou simetri¢nost, komutativnost

4.uou>=0 i uou=0 <=> u=0, pozitivna definitnost
Posledice svojstava skalarnog proizvoda:

1.uoOv=0

uo0, + 0yov = (0*u) o v =?= 0*(uov) = 0

2. (aur + ... +agun) ov=as(ur o v) + ... + an(un o v)

Def: Par (V, o) gde je V konacnodimenzioni vektorski prostor sa skalarnim proizvodom o, naziva se euklidski vektorski
prostor. Na istom v.p. mozemo definisati na viSe nacina skalarni proizvod.

Norma

iz4=>uou>=0, UEV—evp i ucuER

[ lu]| = sgrt(ueu) — norma, duzina, vektora u

Vaii:

1. ||u]] =0<=>uou=0<=>u=0,

2. | lau|| = sqrt((au) o (au)) = sart(a*(ucu)) = |a|*| Ju]|

ako uzmemodajea=1/||u|| ondaje || u*1/||u]|]| || = 1 za dati vektor u, vektor u/||u]| | ima duZinu 1
(normiranje vektora)

Tvrdenje: Ako je (V, ©) evp. onda za sve u, v € V vaii:

1. Juov|<=|]ul| *|]|v]] (Kosi — Svarcova nejednakost) (dokaz 45)
2. | Jutv]]| <= ||ul] + ||v|]| (nejednakost trougla ili nejednakost Minkovskog) (dokaz 46)
u,v =/= Ov

|uov| <= | |u| |*]||v]]| - Kosi-Svarc
[uev[/([[ull*[IvI]) <=1 tj. | (uev)/([[ul[*[IV][)] <=11j -1<= (uev) / ([Jul[*]]v][]) <=1

=>Postoji jedinstven ugao ¢ € [0, rt] za koji je cos ¢ = (uov) / ([|u]|*||vI]|)
Ugao ¢ nazivamo uglom izmedu vektora u i v i obeleZzavamo sa:

¢ =2(u,v)

Ugao izmedu 0y i bilo kog vektora definisemo sa (0, u) :=m/2
uov=||ul|*||v]| * coss(u, v)

Primetimo da vazi: £(u, v) =1/2 <=> uov=0

Def: Za vektore uiv u evp V kazemo da su ortogonalni ako je uov =0 i piSemo u_lv.
Ako je u o v =0 tadaje:
[|u + v]|? = (u+v) o (U+V) = Uou + Uov + vou + vov = uou + 2(uov) + vov = uou + vov = ||u]|? + ||v||> — Pitagorina teorema

V—evp Neka je XSV proizvoljan. Kazemo da je v € V ortogonalan na X, i piSemo v.Lx za sve x € X.
Vazi: Xt<=V Neka u, v € Xt t.uv.lx zasvex€X

au+bv EXL?

(au + bv) o x = a(uox) + b(vox) =a*0 + b*0 =0, zasveXxE€EX =>au+bveEX:t

Skup je ortogonalan kada su svi njegovi vektori vektori medusobno ortogonalni. Posebno ¢e nas zanimati
ortogonalne baze. Svaki bazni vektor iz ortogonalne baze moZzemo normalizovati i na taj nacin dobijamo
ortonormiranu bazu. e je ortogonalna ako je eice; = 0, kada je i=/=j, ako e dodatno normiramo dobijamo
ortonormiranu bazu za Cije ¢e vektore da vazi:

(V,o)—evp. e=Jey, .. e]—bazazaV eoeg= {0, i=/5 ; 1,i5j



R3 sa standardnim skalarnim proizvodom ima ortonormiranu kanonsku bazu.

Zasto su nam vazne ortonormirane baze? — U njima se vrlo lako rac¢una:

I"1aei XM=1biei => uov=ajb; +aby+... +anby - uodnosu na onb svaki skalarni proizvod ima standarnu formu
uoe; = (a1e1+ 3262 + ... + anen)oei = ai(ej o ;) = a;

u=(uce)er+(ucer)er+..+(ucenen

Kordinate vektora u ortonormiranoj bazi su skalarni proizvodi tog vektora i odgovarajuéih baznih.

Da li svaki evp. ima ortonormiranu bazu? Kako je naci?

Lema: Svaki ortogonalan sistem vektora je linearno nezavisan. (dokaz 47)

Teorema (Gram Smit) Neka je e proizvoljna baza evp. V. Tada postoji ortonormirana baza f = [fi, ..., f.] prostora V za
Cije vektore vaii:

L(f1,..., k) = L(ey, ..., ek) zasve 1<=k<=n i fioe>0 zasvei<=i<=n. (dokaz 48)
ti. Fa=en - fileno f1) = (en o f2)fa - . — (€n © fat)fas fa=Fo* /][R

Ortogonalne matrice

(V,o)—evp. e—onb. f=e*P P-matrica prelaskaiinvertibilna je

Kada je f onb?

Teorema: Neka je e ortonormirana baza euklidskog vektorskog prostora Vi f = e*P za neku matricu P. Tada je f
ortonormirana baza prostora V akko za matricu P vaZi P™*P = E. (Dokaz 49)

Def: Matrica P za koju vaZi PP = E tj P™* = PT zove se ortogonalna matrica. P je ortogonalna ako su njene kolone
ortogonalne u odnosu na standardni skalarni proizvod u R".
P —ortogonalna =>det(P'"P) =det E=1 =>det(P")*det(P) =1 => (detP)? = 1 => detP=1ili detP=-1

Ortogonalna projekcija
XCV, (V, o) —evp. Xi<=V ako uzmemo da je X = W<=V dobijamo sledece:

Teorema: Za svaki potprostor W evp V vazi da je WOW-L=V, tj. dimV = dimW + dimW+! (dokaz 50)

Za svaki vektor v € V postoje jedinstveni vektori v’ € WivL € W za kojejev =V +vi \Y vi
v’ — projekcija vektora v na potprostor W

vi- ortogonalna dopuna vektora v do potprostora W v

Kako nadi ortogonalnu projekciju nekog vektora na potprostor W? (Projekciju moZzemo naci i bez onb)

Neka je [ey, ..., en] proizvoljna baza potprostora W

v=Vv +vi V' =aie1+..+anen Vvoer=aifeiroel)+..+an(encel)+vioe; itako do ek

Proizvode v o e i ej o e moZemo da izraCunamo (v i baza e su unapred dati) preostaje nam da resimo sistem do a.

Rastojanje u euklidskom vektorskom prostoru
U R? rastojanje izmedu tacaka A i B tj vektora uiv je: d(u, v) = sqrt( (xi-x2)? + (y1 —y2)?) -> norma vektora u-v u
odnosu na standarni skalarni proizvod u R?  u-v = (X1 — X2, Y1 — Y2)

U proizvoljnom vektorskom prostoru rastojanje izmedu dva vektora definiSemo kao normu njihove razlike:
du,v)=]lu=-v|| d nazivamo euklidsko rastojanje u evp V

Ono ima sledeca svojstva:

1.d(uyv)>=0 i (d(uv)=0 <=> u=v)

2. d(u,v) =d(v,u)

3. d(u,v) <= d(u, w) + d(w,u)

X, YEV X, Y=/=0

d(X,Y)=inf{d(x,y) | xEX,y €Y} Rastojanje izmedu dva neprazna skupa podrazumeva najmanje rastojanje
izmedu tacaka tih skupova. Sta je rastojanje izmedu vektora i potprostora?

UzmimodajeX={v}, Y=W<=evpV

d(v, W)="?

d(v, W) =inf{d(v, w) | WEW }

Tvrdenje: d(v, W) =d(v, V') = | |v*| | (Dokaz 51)

Ugao izmedu vektora i potprostora se definiSe kao ugao izmedu vektora i njegove projekcije na taj potprostor.
£(v, W) = £(v, V')
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