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1 Algebarske strukture

Skup sa nekim operacijama od interesa (uglavnom prirodne operacije)
Formiramo opisivanjem ili se prirodno pojavljuju. Zgodne su jer mogu da se racunaju.
Pr: Osoba; visina, boja kose, duzina kose tj neki parametri

Matematicki objekat koji se tesko opisuje tako da treba da im dodelimo mu algebarsku strukturu.

Definicija 1.1 Neka je A neprazan skup in € N |J0. Algebarska operacije f duzine n ili n-arna
operacija je svako preslikavanje f : A™ — A, pisemo #(f) = n

N={1,2,3,.} A"=AxAx..xA

Zanimace nas n=2 binarne operacije. Umesto f(a,b) pisemo afb.
n=1 Unarna operacija

n= 0 Konstante A,

Primeri:

1. Sabiranje i mnozenje su operacije na N, Z,Q,R,C
2. oduzimanje nije operacija na N ali jeste na C, Q, R, C

3. deljenje nije operacija na N Z Q (deljenje nulom), R, C ali jeste na Q{0}, R{0}, C{0} a nije na
z{0}

4. NZD je operacija na N. ovde pisemo NZD(a,b)
5. Neka je X neprazan skup. Tada su |J,(), A operacije na P(X)

6. A4 = f: A-;A — f je funkcija o je operacija na A4 (kompozicija) Bitno je da je domen isti kao
kodomen.

7. M,(R) Operacija na M, (R) je -
M, n(R) Operacija na My, »,(R) je +
8. Z,=1{0,1,...,n— 1} (=Z, uskoro)

Za m € Z definisemo ostatak pri deljenju m sa n. On je jedinstven:
m-=nq+7r

0<r<n-1

ip(m,n)=r

Tada na Z,, definisemo operacije +,, -, sa (za a,b € Z,);



a +n, b = p(a+b, n)
a -, b= p(ab, n)

Operacije u 1-8 su binarne. Operacija ¢ na P(X) je jedna unarna operacija.

Def Algebarska strukture je uredena (n+1)-torka A = (A, fy, {5, ..., f,,) gde je A neprazan skup
f1, fa, ..., f, operacije na A tada vazi:
#(fz) S #(fﬁ_l) za 1 S ) S n—1

Za A kazemo da je nosac algebarske strukture A.

Komentar: Kada je jasno iz konteksta necemo praviti razliku izmedu A i A. Tako cemo pisati a € O ili
“A je algebarska struktura”.

Primeri:

1. (N, +, -, 1) je algebarska struktura
(N, -, 2) nije algebarska struktura I(N, 4, 2) je algebarska struktura.

2. (P(X), N, U, 0) je algebarska sturktura

1.1 Grupe

( 0
Definicija 1.2 Algebarska struktura (G, -) je grupa ako je - binarna operacija na G tada vazi:

1. Asocijativnost a - (b-c) = (a-b) - c za svako a, b, c € G
2. postoji element e € G tako da a - e = e - a = a za sve a € G

3. Za sve a € G postojia € Gtda-a=a-a=e
- J

Komentar: Grupe mozemo da definisemo. Grupa je algebarska struktura (G, -, -, e) td vazi 1),
umesto 2) vazi: 2’) a - e = e-a = a (zasve a - G)

umesto 3) vazi 3’) a-a=a-a=ezasvea € G

Imamo vise operacija sa kojima se lakse racuna, suzen skup operacija, olaksane su aksiome.

Komentar: Za element e kazemo da je neutral grupe, dok za element a kazemo da je inverz elementa a.

Stav 1.3 Neutral u grupi je jedinstven.

Dokaz: P.S. Neka su e i f, e # f neutrali e je neutral =,—¢ sledi f-e = ef =f
f je neutral =,_. sledi e-f = f-e = e
Iz ova dva sledi e = f Kontradikcija

Stav 1.4 Za svaki a grupe G vazi da mu je inverz jedinstven

Dokaz: Neka a i a zadovoljavaju 3)
aa=aa=e
iaaa=a-a=e¢e
Posmatramo: a-(a
(a-a)-a=3)ea=2
a-(a-a)=1(a-a)-a
pajea=a

Primeri i komentari:



1. — na Z nije asocijativno (1-2)-3 =/= 1-(2-3)
Po dogovoru 1-2-3 = (1-2)-3

2. Kada je jasno koja je operacija cesto umesto a-b pisemo ab

3. Cesto umesto grupa (G, -) kazemo grupa G. Tada je bitno naglasiti o kojoj se operacija radi.

4. (Z,+) je grupa. O je neutral. Inverz od n je -n.
(N, +) nije grupa. 0 ¢ N i da jeste 0 € N ne bi postojao inverz.
5. (M,(R),-) nije grupa, jer nema svaka matrica inverz.
(G L,(R), ) je grupa. Proizvod dve matrice je invertibilna matrica
(AB)"'=B"1.A"!
6. (M, n(R), +) jeste grupa, neutral nula matrica, inverz je suprotna matrica.
7. (A4 o) nije grupa 1) vazi, neutral je ida: A — A ; ida(x) = x

8. BITAN PRIMER !
(Zy, +n) = Z, jeste grupa
+, je asocijativna (za vezbu, zadatak 1.1)
Neutral je 0.

Inverz elementa a € Z,{0,1,2,....,n — 1} je n-a za a # 0, dok je a = 0 inverz 0.

9. (Zn,n) 1 je neutral, nije grupa za n ;= 2. 0 nema inverz.

1.2 Osobine

Neka je (G, -) grupa(svuda do kraja casa)

Za x1, X2 ... X, € G definisemo sa [[;; z; induktivno sa:
1

DLz ==
n n—2

2) [Licy @i =1Licy zi-an

Umesto [[;, x; pisemo i (z1...z,)

Stav 1.5 Neka su x1, ..., Tn, Tntl, -y Tntm
Tada vazi:

I, H?:tﬁ_l Ti tj (1T ) (Tpa1--Tonim)

Dokaz: indukcijom po m =1

Baza: m = 1 po definicije

Induktivno korak: m — m+1

Vazi: (21.-Tn) - (Tnt1--Trimi1) =275 (21.2)((Tni1--Tntm) - Tntmrl)
z(xl..xn)(a:n+1...xn+m) *Tn4+m—+1

:IH:(I1~-~xn+m) * Tnt+m+1

—podef — ($1~~xn+m+1)

Komentar: Ovo tvrdjenje dokazuje da u svakom izrazu zagrade mozemo da postavljamo na proizvoljan
nacin. Zbog toga zagrade mozemo i da ne pisemo.

.o _ _ _ _ n . n __
Specijalno za z1 = 29 = ... = x,, = x umesto [[._, x; pisemo 2" =z -x-...-x

Def Za binarnu operaciju * na A kazemo da je komutativna ako za sve a, b € A vazi a*b=b*a



Stav 1.6 Neka je (G, -) grupa td je - komutativna operacija. Tada za z1,...,x, € G i
11,09, .0y tnp € N td {il,ig,...,in} VAZE X1 - X2 * vu - Ty = Tiy Ty * -oe " Ty,

Dokaz: Indukcijom po n

Baza: n = 1 trivijalno x = x

IK: n — n+1

Liq = Ly = eee * Lijyyiq

Neka je i,41 = k Tada je {i1,....,in} = {1,....k — 1,k +1,..n + 1} Imamo n elemenata pa po
IH:

_TH_
Tiy * Tjq = oo " Ty, 'xin+1 = =1 T2 . " Th—1"Thk41 " oo " Tp41 " Tk
Posmatramo x1 - zo - ... - £x_1 kao jedan, xpyq - ... - 41 kao drugi element.
komutati ¢
=21 X2 ... " Tk—1" (($k+1 9 500 'mn+1) '.Z‘k) =homutativonost — L1 -T2 eee " Tfp—1 " (xk . (Z‘k+1 9 500 -.Tn+1))
= X1 T2 ... ' Tk—1"'Tk " " Thk41* - Tpt1

Inverz elementa oznacavamo sa x~! (= 7)

Tvrdjenje 1.7 Neka su x,y € G Tada vazi:

1 () t=x

2. (y)~t =yl

Dokaz:

1

1. Kakojez -2~ ! = 27! 2 = e Kada gledamo iz ugla ™!, = je njegov inverz, iz jedinstvenog
—il\=1

inverza sledi (x =

2. Slicno (zy)~! =y tz~ 1! sledi iz

1,,-1 _3) 1_2)_ -1

TYYy T =xr-e-r  =V=zxr-x " =e
ylaTlay ==y tey==y.yl=e¢
Tvrdjenje 1.8 (z1-...-2,) ' =o' - oyt oyt

Stav 1.9 Za n > 1 sada definisemo:
n—" = (xn)—l __prethodno__ (Z‘_l)n

Stav 1.10 Za a,z,y e Guazia-x=a-y=x =1y

Dokaz:

Vazia-z=a-y Ja=t-U
:>a_1-a~a:=a_1-a-y
e-xr=e-y

=Yy

Definicija 1.11 2% :=e¢

Teorema 1.12 Neka je G grupa i a,b € G tada jednacina:
ax = b ima jedinstveno resenje u G

Dokaz: Iz ax = b sledi a~tax = a='b pa je ex = x = a~'b (Implikacija)
Dakle jednacina ima najvise jedno resenje i potencijalno resenje je x = a~'b
Kako je aa~'b = eb = b, to £ = a~'b jeste resenje i dokaz je zavrsen.




Teorema 1.13 Neka je G grupa a,x € G i n € N Tada vazi:
(@-z-aH"=a-2"-a"!
Dokaz: Vazi (aza=!)" = axa=taza=ta...a tawa=?

= azeze...exa” ' = az..za”! = az"a !

Stav 1.14 Neka je G grupa, © € G i m,n € Z Tada vazi:

1. g™t = g™ . g"

1. (a) Ako je m =0 ili n = 0 tvrdjenje lako sledi 2°T" =e¢ -z

(b) slucaj m,n >0

™t =g coopAmEimeos ° &8 = 8B © soogpmiimess ° @B ° BB ° coopppprfimess ° B = @™ © g
(c) slucaj m,n <0
g™t = (7T = b e T = 2T L putae s T
cee—mputa- s XL = (T T (@) T = g
(d) m > 0,n <0
i m+n>0Vazi: 2™ 2" =T oo L e T =T g - @ = 2™

ii. m+n < 0 Slicno kao iznad
2. Ako je m = 0 ili n = 0 tvrdjenje lako sledi

(a) myn >0 Vazi: 2™ =2 - ..y - T =

T vmees LT eioees = T ° coopputasve " L eeomeer T =T
(b) m > 0,n < 0 Vazi:

(xm)n — ((xm)—n)—l _odgore _ (l,—mn)—l — gmn

(c) Oba slucaja kao gore

1.3 Primeri grupa

C,={z€Clz"=1}neN

Npr: C; = {1,-1}

Cy= 1,258, 2

Cy={1,-1,4,—i}

Podsetnik: Za z € C postoje jedinstveni p € R, p > 01 ¢ € [0, 27| takvi da vazi: z = p(cos ¢ + isin ¢)
Tada za z1 = p1(cosdy +isingy) i zo = pa(cos Pg + i sin ¢o)

Vazi 2129 = p1p2(cos(Pr + ¢2) + isin(¢1 + ¢2))

Problem ¢ + ¢2 > 27 onda zbog periodicnosti mozemo da namestimo.

Specijalno z™ = p™(cos(n®) + isin(ne))

1z ovoga resavamo: 2" = 1 vazi

2™ = p"(cos(ng) + isin(neg)) = 1(cos0 + isin0) = 1
pajept=1tjp=1l,anp=2kmrzakecZ

Uz to, n¢g € [0,2n7) pa je ng = 2kw za neko k € {0,1,...,n — 1} Dakle ¢ = %Tﬂ tj.



n={cos ZET 4 jsin 22|10 < p < — 1}

Stav 1.15 C,, u odnosu na mnozenje kompleksnih brojeva je grupa.

bt Any) = COSL(SH) +isin L(EH) eC,

Dokaz: - je zatvoreno. Vazi: (cos =i sin 2k”)(cos 2lm i3 sin
cos 2ktn)m —i—isinw = cos %Tﬂ +zsm2k7”
Asocijativnost: v/
Neutral: 1 = cos0 +isin0
Inverz elementa cos 2’2“ +isin 25T ga k£ 0, a inverz za k = 0 je 1.
Neka je € = cos 2& + jsin 2% 2” Tada je:

{ek|0<k<n—1} Jasno €” =1pajeie™ € C, zasvakom € Z

Zam—nq—i—rtkdOSrSn—ltadaJee = e€C,

71'

1.4 Ciklicna grupa

Definicija 1.16 Grupa G je ciklina ako postoji x € G td.
G = {z™m € Z}

Tada za x kazemo da je generator grupe G.

Primeri:

1. (C,,") je ciklicna grupa.

2. (Zp,+n) je ciklicna. Generator je 1 (Svaki element mozemo dobiti sabiranjem jedinica '3 = 13’
po gornjoj def.

3. (Z,+) je ciklicna. Generator je 1 (ili -1)

4. (Q,+) nije ciklicna grupa. (1z Lk ne mozemo dobiti ? ili vece ni uzajamno proste manje od q)

1.5 Grupe formirane od bijekcija

Neka je F figura u ravni. Posmatramo skup: S(F) = {0 : R? — R?|o je simetrija od F}

Transformacije ravni koje cuvaju rastojanja i pritom ne pomeraju figuru F

Stav 1.17 (S(F),o) je grupa.
Neutral je ¢d. Dokaz sledi iz tvrdjenja da je kompozicija simetrija isto neutral.inverz ce postojati
i bice izometrija.

Primeri:

1.

Grupa simetrija V = {id, 01, 02, S}



/"_j; a'=id
Al B
A B A B

/\'\-"'--———— —————— osna simetrija &

D C
1
C } D
|
T ! S
1 osna simetrija d
1 2
1
1
B ] A
]
B A
|

centralna simetrija 6

p
Definicija 1.18 Kejlijeva tablica grupe V je tablica kojom je prikazana operacija u konacnoj
grupi
| [d[onf[on] S |

id id 01 g2 S
o1 |log |id| S | o108 =09
g9 (o)) S id 01
S S g2 g1 id
Simetrija u odnosu na glavnu dijagonalu < grupa je komutativna
2. F = kvadrat

Ukupno 8 simetrija kvadrata
3. F = ovajOblik

. _ . 2 3 . . . .
{id, pggacs s p1godes, pazoacs b = {id, pogacs s PGgacs s Pygaes | 1 0na je ciklicna



C El .~ C
osnha simetrija
/_\’ P ’
Akb___IP

osnha simetrija

rotacija za 90deg

rotacija

rotacija

AN

>

O



1.6 Diedarske grupe

L Definicija 1.19 Diedarska grupa, u oznaci D, je grupa simetrija pravilnog n-touglao. J

Neka se A; slika u A (41 — Ayg)
Tada je A2 — Ak+1 ili AQ — Ak—l
U prvom slucaju vazi Az — Agyo

U drugom vazi Az — Ag_o

B Al "lD 40 A'b

3

27,
n

Izometrija slike zahteva 3 tacke. Zato je 1. rotacija oko centra za (k — 1) dok je 2. osna simetrija.

Stav 1.20 |D,| = 2n

Neka je p rotacija za 2= (oko O). Neka je o neka od simetrija. Tada je

n
D, = {id, p,....p" L, 0,..0p" "1}
Uz to p" =id
o =id
po =op"
pi . pj — pi-i-j
UPiUPj = OP---pUpj = ap...pap”—lpj —0- Upn—l_“pn—lpj

n—1u

Vazi: p'o = op™~ ¢ (indukcijom po i

1.7 Podgrupa

Definicija 1.21 Neka su (G,-) i (H,*) grupa. Tada je (H,*) podgrupa grupe (G,-) ako vazi
HCGix+xy=uz-y za svex,y € H. Pisemo (H,x) < (G,-) ili samo H <G

Primer: (G, +) < (R, +) Te operacije nisu iste formalno, ali se na manjem skupu isto izvrsavaju.

1. (Z,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+)
2. (Cp,-) < (C\{0},)
3. (Z,+n) £ (Z,+)

1.7.1 Osobine podgrupa

Neka je H < @. Tada je:

10



1. za neutral € grupe H, i neutral e iz grupe G vazi e = e
Dokaz: Neka je z € H Tada je (z-e¢ =)z xe=x/x~1 || gde je 27! inverz u G

zlze=z"lz=¢

2. Ako je x € H i & njegov inverz u H, a T njegov inverz u G tada je 2 =%
Dokaz: Vazi Txx =e=-eiz 1)

T*T =T*x =¢€=e pa je zbog jedinstvenosti inverza u G T =

Stav 1.22 Neka je (G, ) grupa. Preslikavanje x : H Xx H — H je restrikcija operacije - ako
za sve x,y € H vazi xxy =x -y (Ovde je H C G).

Stav 1.23 Neprazan podskup H grupe G je podgrupa v G u odnosu na restrikciju operacije iz G
ako za sve x,y € H vazi vy~ € H (ovaj izraz racunamo u G). Ovaj stav menja ona tri uslova.

Dokaz: Neka je (G, -) data grupa i restrikcija operacije - na H.

(=) Dakle (H,*) < (G,-). Neka su z,y € H. Tada je y~! inverz od y i u H, pa je zy~! =
xxy~ ! € H zbog zatvorenosti.

(<) Sada dokazujemo da je (H,*) < (G,-). Vec vazi x xy =z -y za x,y € H

1. * je operacija na H. Drugim recima dokazujemo da za x,y € H vazi v xy = vy € H Za
ovo je dovoljno dokazati implikaciju:

y € H=y ! € H jer tada imamo x,y € H = x,y~ ' € H po uslovu = z(y~ 1)~ =ay €
H

Za implikaciju y € H = y~! € H je dovoljno dokazati e € H jer je tada y € H = e,y €
H=eyl=y'lteH

Uzmimo proizvoljan element iz H (z € H) on postoji jer H # () Tada iz:

1

r,x € H= 1z -2 =e € H cime je dokaz zavrsen.

2. (H,x) je grupa.

o wx(yxz)=x-(y-2z) ="as0ciiativno_ (z.4). » = (z*y) * 2 je asocijativna (z,y,z € H)
e xcH

r*¥e=x-e=e-r=e*xx =2 pa je e neutral u H.
e 2 € H Tada je x~! € H i vazi:

1 =1 1

rT*xr T =x-T == L

1

-x=x " xx=epajexr inverz od x u H

Stav 1.24 Ako su H i K podgrupe grupe G, tada je i H (| K podgrupa od G.

Dokaz: Koristimo prethodni stav.
1. H( K # 0 Svaka podgrupa sadrzi neutral pa e € H[ K.

2. s,ye HNK =2yt e HNK
Vazi: 1,y € HNK = 2,y € H i 2,y € K po prethodnom stavu = = -y~ ! € H,
ry e K=azy 'e HNK.
Komentar: Ako vazi H, K < G tada je H|JK < G (jedino u trivijalnim slucajevima) ako je H C K
ili K C H.

reH=yrx t=yecH

11



Definicija 1.25 Neka je G grupa i S C G. Tada sa < S > oznacavamo minimalnu podgrupu
(u odnosu na inkluziju) koja sadrzi S. Za < S > kazemo da je podgrupa generisana sa S.

Vazi: < S >= anG scm A U B C A ne moze da se formira manja grupa. Podgrupa je zbog preseka.

( N

Definicija 1.26 < S >={a; - ... an|n € Nya; € SUU S} gde je S™t € {7tz € S}

Skica: Mora sve da pripada da bi bilo zatvoreno u odnosu na -.
Koristimo stav 1.23

(al, - an)(bl, —_— bn)_l a;, bj € SU St

= al...anb;ll...bl_l a; € SU Sil,bj € SU571

- J

Primeri:

1. S==x
< S >= {a*|k € Z} ciklicna grupa generisana sa x

2. D, =<p,0>

2 Red elemnta i red grupe

Definicija 2.1 Ako je grupa G konacna, onda je njen red jednak |G|. Ako je G beskonacna,
kazemo da je beskonacnog reda

Neka je a element grupe G. Tada je red od a u oznaci w(a) najmanje n € N td a™ = e (ako
postoji). AKo ovakvo n € N ne postoji kazemo da je a beskonacnog reda.

Primeri:

Zp,+n)n=06,w(l)=n,w4d)=3
Dr,0) w(p) =n, w(o) =2

w

G,

- (
-
- ( w(e) =1, w(z) =1 akko x = e.
- (

)
Z,+) svako n # 0 je beskonacnog reda

12



Stav 2.2 Red ma kog elementa jednak je redu podgrupe koju taj element generise.

Dokaz: Neka je G grupa i x € G Dokazujemo da vazi:
1. Ako je x konacnog reda, tada je w(z) =| <z > |

2. Ako je x beskonacnog reda, tada je i < z > beskonacnog reda

1. : Neka je w(x) = n Dokazujemo da vazi < x >= {e,z,22,...,2" 1 }(#)
Po definiciji < z >= {z"|n € Z}, pa vazi D. Dokazimo i C.

Neka je y €< x >. Tada je y = 2™ za neko m € Z. Kako je w(x) = n, to je ™ = e. Postoje
g, € Z takvidajem =ng+7,0<r <n-—1itada vazi 2™ = 2" = (z")9 - 2" = 2",
cime je dokaz # zavrsen. Sada je dovoljno dokazati da je z; # 27 zasve 0 < i< j<n-—1
(tada < z > ima n elemenata).

PPS. 2! = 2//27" = e = 2/7%, a 0 < j —i < n = w(x) Kontradikcija (definicija: n
najmanji)

2. : PPS. < x >= {2™|m € Z} je konacan skup. Tada postoje i, j td i < j i a® = 27 ¢
Sledi da je e = 277%, j —i € N tj x je konacnog reda. Kontradikcija.

Stav 2.3 Neka je G grupa i a € G. Ako je a beskonacnog reda i m € Z\{0}, tada je i a™

beskonacnog reda. AKo je a konacnog reda i m € Z\{0}, tada je w(a™) = %

Dokaz:

I PPS a™ je reda n € N. Tada je (a™)" = a™ = e ia ™" = e pa kako je mn > 0 ili
—mn > 0, to je a konacnog reda. Kontradikcija.

II Odredimo najmanje k € N takvo da (a™)* = e (tada je w(a™) = k). Pre ovoga dokazimo
sledece:

Stav 2.4 Neka je G grupa i a konacnog reda. Tada za | € 7 vazi a' = e akko w(a)|l

Dokaz:
< Tada je l = w(a) -m pa je al = a@(D™ = (g@(@)m = ¢

= Neka je w(a) = n. Postoje ¢,r € Z td. | =ng+7,0 <r <n—1. Tadajee = a = a"t" =
(a™)9-a" = a" pa kako je r < n, mora biti r ¢ N tj. r = 0 i n|l.

Nastavak dokaza stava2: Vazi a™* = e akko w(a)|mk tj akko NZD“?SI()G)M) | v zDE b

NZD(NZDUZSI()a),m)’ NZD(ZL(a),m)) =1 pa:

1deg: Akko m\k, najmanje ovakvo k € N je bas w(a™) i jednako je %

: . . _ w(l) _ 24 _ 24 _
Primer: U Zys : w(14) = §zpot10 = Nzpeiin — 2 — 12
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Teorema 2.5 1. Svaka podgrupa ciklicne grupe je ciklicna

2. Ako je G ciklicna grupa reda n, tada za svako k € N takvo da k|n postoji jedinstvena
podgrupa reda k od G.

Dokaz:

1. Neka je G ciklicna grupa tj G =< a > i H < G. Ako je H = {e}, tada je H =< e >.
U suprotnom neka je k& € N najmanje takvo da je a* € H (ovo postoji jer H # {e}).
Dokazimo da je H =< a* >.

D : Iz a* € H zbog zatvorenosti sledi (a*)™ € H pa < a* >C H

N

: Neka je z € H C G Tada je z = a' za neko | € Z. Postoje q,7 € Z tkd je | = kq -+,
0<r<k-1pajea =ak"t" = (a*)7-a" € H. Iz a* € H sledi (a*)? € H, pa je
a” = (a*)79-a' € H. Odavde sledi (zbog nacina odabira k) tj k|l pa je a! €< a* >.
2. Neka je G =< a >. Tada je w(a) = | < a > | = |G| = n. Vazi: w(a®) = Wag&)%) =

m:%:k,paje|<a% > | = w(a*) = k. Neka je H < G td |H| = k. Po

delu 1 H je ciklicna, pa je H =< a! >. Iz ovoga sledi k = |H| = | < a! > | = w(d}) =
Nzé’fﬂ@ D= NZg(n,l)’ pa je NZD(n,l) = 7.

Odavde %|l pa a' €< a® >, a dalje sledi (a!)" €< a®* > tj H =<a! >C<ak >.
Kako | < a! > | =|<a* > |, sledi H =< %>

3 Izomorfizmi grupa

Definicija 3.1 Neka su (G,-) @ (H,*) grupe. Kazemo da su ove grupe izomorfne ako postoji
bijekcija f : G — H td. za sve x,y € G vazi: f(x-y) = f(z) * f(y)

Za preslikavanje f kazemo da je izomorfizam grupa G i H. Kada su G i H izomorfne, pisemo
G2 H

Komentar: 1, 2, 3, 4... — I, II, III, IV...

Primer:Cy = {1,—1,4,—i} i Z4 = {0, 1,2,3} i imamo:
f:7Z4 — C4 zadato sa:

f(0) =1, (1) =1, £{(2) = -1, {(3) = -

F2+43) ="= 2)- £3)

f(1) == —~1-(~1) ovo je i = i tacno.

Stav 3.2 Ako je e neutral u (G, ), € neutral w (H,x) i f : G — H izomorfizam grupa, onda
je f(e) = e. Takodje za svako x € G je f(z~') = (f(x))~!.

Dokaz: Vazi f(e) = f(e - e) =4/= f(e) * f(e )/I_I* (et =e=f(e)

Vazi € = f(e) = f(z-27") ="'= f(z) * f(a™1)/(f(z)) "+

= (f(@)7" = (f(@) " * f(z) * fa™!) = f(=71)

Komentar: U dokazu nismo koristili da je f-bijekcija (vazi za svaku izomorfnu grupu). Neutral
cemo uglavnom oznacavati sa e, cak i kada imamo vise grupa.
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Stav 3.3 Ako je f : G — H izomorfizam grupa, tada je f~' : H — G takodje izomorfizam.

Dokaz: Kako je f bijekcija, to f~! postoji i bijekcija je. Zato je dovoljno dokazati da za x,y € H
vazi: f~H(z*xy) = f~1(z) f~1(y) gde je * operacija u H, a - u G. Kako je f bijekcija, to postoje
abe Gtdz = f(a)iy= f(b) paje: f'(z) [ (y) = [ (f(a))  FTH(f(b)) = a-b, dok je
f Nz xy) = 71 (fla) * £(b)) =" = f(f(a) = ab

Stav 3.4 Neka je f : G — H izomorfizam grupa i x € G.
1. Ako je x beskonacnog reda, tada je i f(x) beskonacnog reda.

2. Ako je x konacnog reda, tada je i w(x) = w(f(z))
Dokaz:

1. PPS f(x) je konacnog reda. Neka je w(f(x)) = n. Tadaje (f(z))" = epaje f(z™) = (f(z))"
(f je izomorfizam) = e = f(e). Kako je f 71-18ledi 2™ = e Kontradikcija.

2. Neka je w(xz) = n. Tada je 2™ = e pa je f(z™) = (f(z))™ = f(e) = e tj. w(f(x))|n. Neka je
w(f(z)) = m. Tada je f(e) = e = (f(x))™ = f(a™), pajekaoiul. 2™ = e tjn = w(z)|lm
Sledi n = m.

Teorema 3.5 Svaka ciklicna grupa izomorfna je ili grupi Z ili Z,, za neko n € N.

Dokaz: Neka je G ciklicna grupa i € G njen generator. Tadaje G =< z >= {a™|m € Z}

I G je beskonacnog reda.
Dokazujemo da je f : Z =—> G zadato sa f(m) = 2™ za m € Z izomorfizam.
1. f je bijekcija: f je "na-trivijalno; f je 71-1”
vazi f(n) = f(m) Odavde ™ = 2™ tj 2" ™ =e¢

2. f(n+m) = f(n)- f(m) Vazi f(n+m) =2z a f(n)- f(m) =z"az™ = 2",

IT G je redan
Tada je G = {e,x,2?,...,2"} (dokazano ranije). Dokazujemo da je f : Z,, — G zadato
sa: f(k) = 2% za k € Z,, izomorfizam.
1. f je bijekcija. Sledi iz ovoga gore.

2. f(kk,m) = f(k)- f(m) Vazi f(k+,m) = z¥*»™ dokje f(k)- f(m) = 2™ 2™ = zk+tm.
Dalje w(z) = | <z > | = |G| = n, pa je ™ = e i ako zapisemo k +m = nqg + (k +,
m), q € Z. Dobijamo zFt™ = gnat(ktnm) — (gn)a . ghtam — ghtnm
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4 Grupe Permutacija

Stav 4.1 Neka je X neprazan skup. Posmatrajmo skup S, zadat sa S, = {f : X =
X|fjebijekcija}. Tada je (S;,0) gde je o kompozicija funkcija, grupa. Nazivamo je grupa per-
mutacija skupa X.

Dokaz:

I o je operacija. Za f,g € S; je fog: X — X dobro definisano, a kako su f i g bijekcije,
to je i f o g bijekcija, pa je fog € S,.

IT o je asocijativna.
IIT Neutral id, : X <— X (idy(x) =z, paid, € S,)

IV Inverz: za f € S, inverz je f~! (kako je f bijekcija to f~! postoji i bijekcija je).

Stav 4.2 Ako postoji bijekcija izmedju X i Y, tada je Sz =S,

Neka je f : X — Y bijekcija. Dokazujemo da je ® : S, — S, zadato sa ®(7) = fomo flza
7 € S, izomorfizam.

1. ® je dobro definisana
Dokazujemo da je forf~! € S,. Ovo je tacno jer je forf~! : Y — Y bijekcija kao
kompozicija bijekcija.

2. ® je bijekcija.
® je "1-17: Vazi ¢(m1) = ¢p(m2) = fomo flfomo fl/fLo|]of = m =m
® je "na”: Neka je o € S,. Tada vazi: ®(f 'ooof)=fof losofoft=0c,aflof
pripada S, (kao u 1)

3. ®(m omy) = P(m1) o P(ma)
Vazi ®(m1) o ®(my) = for+loflofomoft=fomomof!=>&(mom)

U nastavku X ce uglavnom biti konacan. Ako |X| =n tada je S, = Sty 5. ») pa zato uvodimo S, kao
S{1,2,4..,n}~

. . . (1 2 3 .. n
Za € S,, cesto pisemo (1deﬁmsemosa).7r<ﬂ_(1) w(2) ©(3) .. 7T(7’L)>
rimers w— (1 2 3 4 56
rimer: =, o | £ 4 3
(123 45 6
77\6 3 415 2
(123456
77315 2 4 6
(123456
7°T=\3 2 6 5 1 4

[Sy| = n!

Neka su aq,asg,...,an, € {1,2,...,n} razliciti. Tada cikl ili ciklus (a1, aq,...,ar) u S, definisemo kao
permutaciju tako da 7(a;) = a;41 za1 <i<k—1, w(ar)=ar w(b)=0bzab¢ {as,..,ar}
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. 1 2 3 4 5 6 7
Primer: US;:(4 7 1 2)= (2 4137 5 6 1)
Skup {a1,as,...,axr} je nosac ciklusa (ay, az, ..., ax)

Za dva cirklusa kazemo da su disjunktni ako imaju disjunktne nosace.

Tvrdjenje 4.3 Neka su o i w disjunktni ciklusi iz S,,. Tada je com =mwoo.

Dokaz: Neka je S nosac ciklusa o, a P nosac ciklusa 7. Dokazujemo da za svako x € {1,2,...,n}
vazi (o om)(z) = (moo)(x)

I x€ P. Tada z ¢ S Vazi (0 o7)(z) = o(n(z)) = n(x), pa 7(z) ¢ S kao i (mroo)(z) =
r(0(2)) = 7(2)
II z€ Skaol

III =z ¢ S|YP Vazi (0 om)(z) = o(n(x)) = o(x) =z islicno (roo)(z) =z

Teorema 4.4 Svaka permutacija iz S, moze se na jedinstven nacin, do na redosled faktora,
predstaviti kao proizvod disjunktnih ciklusa.

Primr'—12345678
TT=\5 6 413 2 8 7
=1 5 3 4)(2 6)(7 8)
Stav 4.5 Neka je 0 = mma..mx gde su mwy,TWo..., T disjunktni ciklusi. Tada je o™ =
iyt Ako je 0 = mime..my, gde su mi,ma,..my disjunktni ciklusi tada je w(o) =

NZS(w(m),w(m2), ..., w(mg)). Za 0 = (01,02, ...0k) je w(o) = k.

Dokaz: Neka je [ € N td. 7! = id. Vazi: 7! = id & (01...05)! = id & ol..0l =id (), jer su
o; medjusobno disjunktni. Neka je x € {1,2,...,n} u nosacu o;. Tada je (o!...0})(z) = ol(x) =
id(z) = z, pa zakljucujemo da (*) vazi akko o! = id za 1 <1 < k akko w(o;)|lza 1 <i <k
akko NZS(w(o1), ...,w(ok))|l. Najmanje ovakvo [ je w(m), a to je bas NZS(w(o1), ...,w(ok))
Vazi: (ayas...ar) = (ay..ai—1a;)(aiapq1...a) za 1 < 1 < k. Sada vazi: (ajaz...ax
(ar1a2)(asgasz...a) = (araz2)(azas)(as...ar) = (a1a2)(azas)...(ax_1ax)

Ciklusi duzine 2 su transpozicije. Ovim smo dokazali sledeci stav:

~—
I

Stav 4.6 Svaka permutacija iz S,, moze se zapisati kao proizvod transpozicija.
Komentar:
a) Zapis iz prethodnog stava nije jedinstven. (ab)(ab) = id

b) Ono sto za svaki zapis jeste jedinstveno je parnost broja transpozicija. Ako se permutacija
m € S, moze zapisati kao proizvod parnog broja transpozicija kazemo da je parna, a u
suprotnom kazemo da je neparna.

Skup parnih permutacija oznacavamo sa A,,.
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Stav 4.7 Neka je n > 2. Tada je A, <S,, i vazi |A,| = |S2”|.

Komentar: Zan =1 je Ay =S, = {id}

Dokaz: Pokazimo prvo da je A, < S,,. Vazi id € A,, # 0, pa je dovoljno dokazati da za o, 7 € A,
vazi o' € A,. 0 = 01..09k, T = m...T2, gde su oy, m; transpozicije. Tada je: on~! =
0109k (1. 0y) " = 01...02k772_ll...7r1_1 = 01...09kTg...11  (vazi 7ri_1 =m) —on l€EA,.
Za drugi deo je dovoljno dokazati |A,| = |S,\A,|. Za ovo je dovoljno dokazati da je f : A,, —
Sp\A,, zadato sa f(mw) = 77, gde je 7 neka fiksirana neparna permutacija (npr. mozemo uzeti

da je 7 jedna transpozicija) bijekcija.

1. f je dobro definisana.

Zelimo da dokazemo da je za svaku parnu permutaciju m permutacija 77 neparna. Ovo
radimo kao u dokazuje da je A, <'S,.

2. fje 71-17
Vazi f(m1) = f(m2) = 7wy = Tme = T = 72

3. fje ”na”
Neka je o € S,,\A,,. Tada je f(7 o) =777 1o = 0, a vazi 7710 € A,, (isto kao A, < S,,.

Teorema 4.8 Neka je m €S, i (a1as...ax) € Sy.
Tada vazi: w(ajas...ax)m 1+ = (r(ay)w(az)...w(ag)).

Dokaz: Oznacimo sa o = w(ajaz...ar)m 1 i 7= (7(ay)...m(ax)) Neka je x € {1,2,...,n}.

1. z € {m(a1), ..., m(ax)}
Neka je x = m(a;) za neko 1 < i < k. Uzecemo da je ¢ # k (za i = k dokaz je slican). Tada
je o(x) = (o (ay...ar) o 1) (n(a;))
= m((a1...ax)(m(7(a:)))) = m((ai...ax)(a:)) = w(aiy1)
7(z) = m(ai1
2. z ¢ {m(ay),.,m(ar)}
Tada je o(z) = ((ay...ax) (771 (2))) = n(r "} (z)) = =
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4.1 Direktan proizvod grupa

-

J

Definicija 4.10 Neka su (Gi,%1),(Ga,%2), ..., (Gn,*n) grupe. Definisemo direktan proizvod
(P, *) svih grupa sa:

1. P:G1XG2X...XGn

2. 20 (g1y--sGn), (R1y ey ) € P je: (g1y ooy gn) (R1y ooy hn) = (g1 %1 Ry ey G % Bp)

r
-

Primer: U Zs x Z7 je (3,5) 4+ (4,1) = (3+54,54+71) = (2,6)



Tvrdjenje 4.12 Neka su G i H grupe, i ¢ € G,h € H. Tada v G x H wvazi w(g,h) =
NZS(w(g),w(h)).

Dokaz: Za k € N vazi: (g, h)* = (e, e) akko (g¥, h¥) = (e, e) akko je g¥ = e i h* = e akko w(g)|k

iw(h)|k
Akko NZS(w(g),w(h))|k = w(g,h) = NZS(w(g),w(h))

Primer: U Zs X Z7: w(1,1) = NZS(w(1),w(1)) = NZS(5,7) = 35

Stav 4.13 Grupa Z,, X Z,, je ciklicna grupa akko NZD(n,m) = 1.

— Neka je Z,, X F o =< (a,b) > za neke a € Z,,b € Z,,. Tada je nm = |Z,, X Zp,| =

w((a,b)) = NZS(w(a),w(b)) < w(a)w(b) = NZDn(a,n) : NZDWEb,m) < nm

Pa svuda moraju da vaze jednakosti; specijalno w(a) = n,w(b) =m i NZS(w(a),w(d)) =
w(a)w(b) tj nm = NZS(n,m) = NZD (o Paje NZD(n,m) =1

+ Posmatramo < (1,1) >. Vazi < (1,1) >< Zp X Zp, kao i | < (1,1) > | = w(1,1) =

pa je < (1,1) >=Zy X Zy, (jer |Zn X Zp| = nm)

Komentar: Ako je NZD(n,m) =1 tada je Z,, X Zp, = Znm
Neka su H, K C G, gde je G grupa. Tada definisemo HK = {hk|h € H,k € K}

Stav 4.14 Neka je G grupa i H, K < G takve da vazi:
a) HK =G
b) HONK = {e}
c) (Yh € H)(Vk € K)hk = kh

Tada vazi G = H x K

Dokaz: Dokazujemo da je F': H x K — G zadato sa
F(h, k) = hk izomorfizam.
1. F je bijekcija.
(a) F je "na”’po uslovu a)
(b) Fje ”1-17: vazi F(hy, k1) = F(ha, k2) hy "\h1ki = hoko/ k7!
hy'hiemy = hokyey =9 —9€HUK »g=e=hy'hi =keki' = hi = hy i
ki=k
2. F(hi,k1)F(ha, ko) = F((h1,k1)(ha, ke))
vazi: F(hl, kl)F(hQ, ]{52) = hlk’l . hzkg ZU)
= hihokiky = F(hiha, kiks) = F((h1, k1) (he, k2))

4.2 Lagranzova teorema

Definicija 4.15 Neka je G grupa, x € G, H < G. Tada je skup xH = {xh|h € H} levi koset
(polozaj) podgrupe H u grupi G. Slicno Hx = {hx|h € H} je desni koset (polozaj) podgrupe H
u grupi G.
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Primer: G = Dy = {id, p, p?, p®,0,0p,0p%,0p>}
H =< p>={id,p,p* p3} oH = {o,0p,0p* ap®}
opH = {op,0p*,0p°,0}

Stav 4.16 Vazi sledece:
1. xH = yH akko z~ 'y € H
2. ako vH # yH, tada je tH (\yH = ()

Dokaz:

1.(=>) Kako je e € H, to je ye € yH pa kako je yH = zH to je y € xH Dakle postoji h € H
takvo da jey =xh /z~'-||Slediz~'y=h € H.
(<=) Dokazi prvo da je H C yH. Neka je g € xH. Tada postoji h € H td. g = yh pa je
9=yy 'zh=y(@ 'yemh € yH).
Dokazimo i da je yH C zH. Neka je g € H. Tada postoji h € H td g = yh, pa je
g=xx"tyh € 2H

2. PPS. Neka je g € H (\yH. Kako je g € xH, postoji h € H td. g = zh. Slicno, postoji
h' € H td g = yh'. Tada je zh = yh' /a1 | |-h'7!, pa vazi: 2=ty = hh/~L, pa je po
delu 1) zH = yH sto je kontradikcija.

Komentar: Vazi € xH. Samim tim, svi razliciti levi koseti podgrupe H u grupi G cine particiju skupa

G.

Ovim je dokazano sledece:

Stav 4.17 Neka je G grupa i H < G. Tada je G disjunktna unija razlicitih levih koseta podgrupe
H

Definicija 4.18 Neka je G grupa i H < G. tada skup levih koseta od H u G oznacavamo sa
G/G = {xzH|z € G} i nazivamo kolicnickim skupom.

Ako je G\H konacan tada za |G\ H| kazemo da je indeks podgrupe H u grupi G i oznacamo ga
sa [G : H|. Ako je G\ H beskonacan, kazemo da je H beskonacnog indeksa u G.

N J
e 0
Teorema 4.19 (Langranzova): Neka je G konacna grupa i H < G. Tada vazi: |G| = |H| - [G :

H]. Specijalno, red podgrupe deli red (konacne) grupe.
Dokaz: Neka su x1 H, zoH, ...,z H svi razliciti levi koseti podgrupe H u G. Tada je [G : H]| = k.
Dokazimo da za svako i, 1 < ¢ < k vazi |H| = |z;H|. Za ovo je dovoljno dokazati da je
f: H— x;H zadato sa f(h) = z;h, bijekcija.
1. f je "na- na osnovu definicije x; H.
2. fJe 71-1- vazi f(hl) = f(hg) — J}ihl = Iihg/ﬂ?i_l U= hl = h2
Kako vazi G = 21 H UhoH U ... Uz H, to je |G| = |z H| + ... + |axH| =k - |H]|.
U je disjunktna unija.
e 0

Teorema 4.20 (posledica) Red svakog elementa konacne grupe deli red te grupe.

Dokaz: Neka je G konacna grupa i z € G. Kako je w(z) = | <z > |, a <2 >< G, to w(z) deli
|G| po Lagranzovoj teoremi.
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Teorema 4.21 (posledica) Svaka grupa prostog reda je ciklicna.

Dokaz: Neka je p prost broj i G grupa reda p. Tada za svako z € G vazi w(z)|p, pa w(z) € {1, p}.
Dakle za svako z # e jew(z) = | <a > | =p = |G| pa je G =<z >.

Komentar: Ako je |G| = p gde je p prost broj, tada je G = Z,.

Teorema 4.22 (posledica) Ako je G konacna grupa i x € G, tada je 2!/ = e.

Dokaz: Kako w(z)|G, to je z!/Gl = e.

4.3 Ojlerova grupa, funkcija i teorema

Zn =1{0,1,2, .0 — 1}
O(n) ={k|1 <k <n,NZD(k,n) =1} zan > 2, ®(n) C Z,.

Stav 4.23 Zan > 2 (®(n), ) je komutativna grupa.

Dokaz: -, je operacija na ®(n): Neka su z,y € ®(n). Kako je NZD(x,n) = NZD(y,n) = 1,
postoje u', v, u”,v” € Z takvi da je zu’ +nv’ = 1, yu” + nv — 1. Mnozenjem dobijamo:

(v +nv") (2w’ +n0”) = 1, tj zyu'uv” +n(zu'v” +yu” v’ +nv'v”) = 1. Odavde sledi NZD(ay, n) =
1. Dakle, ako je xy = ng+ (x-ny) (q € Z), tada iz NZD(z -, y,n) = d, sledi dlng+z -, y = 2y,
pajed=1.Sledi z -, y € ®(n).

-n j€ asocijativna.

Neutral: 1 € ®(n)

Dokazimo da za svako k € ®(n) ima iverz, tj da postojil € ®(n) td. k-, 1 = 1. Kako je k € ®(n),
to postoje u,v € Z td. ku + nv = 1. Neka je [ ostatak pri deljenju i sa n. Tada iz prethodne
jednakosti sledi k£ -, [ = 1.

Dokazimo i da je l € ®(n), tj da je NZD(l,n) = 1. Zapisimo (¢’ € Z) : kl = ng¢’+(k-,1) = nq'+1,
pa ako je NZD(l,n) = d, vazi d|kl, d|n te d|kl —ng' =1 tj d = 1.

‘njekomutativna

Definicija 4.24 Grupa (®(n),-,) je Ojlerova grupa.
Definisemo ¢ : N — N sa p(n) = |®(n)]

Teorema 4.25 (Ojlerova teorema) Ako je n > 2 i x € 7 td. NZD(z,n) = 1, tada je 9™ =
g(modn).

Dokaz: Neka je Z ostatak pri deljenju z sa n. Tada je ¥ = E¢(”)(modn), a kako vazi
NZD(z,n) = 1, to je NZD(F,n) = 1 tj T € ®(n). Kako u ®(n) vazi Ml = ¢ = 1
tvrdjenje sledi.

Teorema 4.26 (Mala Fermaova teorema) Ako je p prost broj i x € Z td. p{ x, tada je 2P~ =
1(modp)

Dokaz:Kako p t z, to je NZD(z,p) =1, a ®(p) = {1,2,...,p— 1} paje p(p) = p— 1, te tvrdjenje
sledi iz prethodnog.

? Kako odrediti p(n) ?

1. Za m,n € N td NZD(m,n) = 1 vazi p(m,n) = ¢(m) - ¢(n)
Dokaz: kasnije
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2. Ako je p prost broj i k € N, tada je ¢(p¥) = p*~(p — 1).

k

Dokaz: Za = € Z vazi NZD(z, p*) = 1. Akko x nije deljiv sa p. Sledi ¢(p*) = pk—% = pF=1(p-1).

pF su svi, a 2 samo deljivi sa p.
P
Dakle ako je n = p{* - ... pp* gde su p; razliciti prosti brojevi, vazi:
p(n) = @@ - i) == e ) oY) = = e(0) - (g
- ~1
P o = 1) e T ok - 1)

Primer: Odrediti ostatak pri deljenju broja 329245410.
31=3 32=9 3¥=1 3°=3..

w(3) =4 u ®(10)

32024 = 1 u By, jer w(3)[2024

ak) __2.

p
Teorema 4.27 (Kosijeva) Ako je G konacna grupa i p prost broj koji deli njen red, tada u G
postoji element reda p.

Dokaz: Neka je G grupa reda 6. Tada postoje z,y € G td w(z) = 3, w(y) = 2. Oznacimo:
H =<z >= {e,z,2%}, K =< y >= {e,y}. Kakoy ¢ H, to eH # yH (e 'y ¢ H),pa je
H(yH = 0. Dakle G = HUyH tj. G = {e,x,2% y,yz,yxr?}. Posmatrajmo xy. Vazi vy # e
(er y # 2?), xy # = (jer y # e), xy # & (jer y # ), xy # y (jer  # e).

I zy=yx: Vazi KH = H,K(\H = {e} izasve k € K,h € H vazi kh = hk.

(k e{e,y}, heewxa?})
Sledi:G%KxH%ngZgEZG

II zy = yz?: Tada je G = D3 uz izomorfizam f(y'z? = 0?67 7?7

4.4 Normalne Podgrupe

p
Definicija 4.28 Neka je G grupa i x,y € G. Tada kazemo da je y konjugovan elementu z ako
postoji g € G td y = grg~*.

Ako na G uvedemo relaciju sa: z y akko y konjugovan sa x, tada je relacije ekvivalencije.
Zaista:

Refleksivnost: x x jer je z = exe™

Simetricnost: Neka je z y. Tada postoji g € G td y = gzg~!. Sledi: x = g~ tag = g ly(g~1) 1,
paje y x.

Tranzitivnost: Neka je ¢ v i y z. Tada postoje g,h € G td. y = gxrg~' i = hyh~!. Sledi
2z = hgzg~th= = (hg)z(hg)~!, paje z 2.

1

(&

J

Klase ekvivalencije u odnosu na su K, = {y|z y} = {gzg~'|g € G} i nazivamo ih klasama konjugacije

ili konjugvanosti.
Osobine:

1. ze K,
2. zasvex,y € Gje K, = K, i K, K, =0

3. |J K. =G

zeG

Definicija 4.29 Neka je G grupa i H < G. Tada je H normalna podgrupa od G ako je H unija
nekih klasa konjugacije. U tom slucaju pisemo HAG
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Komentar: Ako je x € H 1 HAG, tada je K, C G.

Komentar: K, = {geg~t|g € G}, tj. K. = {e}. Sledi {e}AG, a vazi i GAG.

Primer: D3 = {id, p, p?,0,0p,0p*} H =< p >= {id, p,p*} < D3

K =< o >= {id, o} < Ds

K, ={gog~t|g € D3}, pa pop~t = op?p~t =0op € K,, ali op ¢ K, pa KnijedDs.

Sa druge strane, HADs, jer je H = Kijqa|J K,

Komentar: Ako je G komutativna grupa, tada za svako H < G vazi HAG (jer je K, = {x}).

1

Stav 4.30 Neka je H < G. Tada je sledece ekvivalentno:
1. HAG
2. za sve g €G jegHg ' CH
3. za sve g€ G jegH = Hyg

Dokaz: 1 -2 =3 —1

1 —2: Nekajey € gHg™ ', Tada je y = ghg~! zaneko h € H. Kako je ghg~' € K, toiz K, C H
sledi ghg™! € H.

2 —3: C: Neka je y € gH. Tada postoji h € H takvo da je y = gh. Sledi y = ghg~'g € HG
D: Neka je y € HG. Tada postoji h € H takvo da je y = hg. Sledi:
y=99 'hg=gg 'h(g~')"' € gH
3 — 1: Dovoljno je dokazati da za svako x € H vazi K, C H, jer je tada H = U K,.
zeH

za neko g € G. Kako je gr € gH = Hg, to postoji
=299 ' =z, € H.

Neka je y € K,,. Tada je y = grg~!

x1 € H td gz = x1g. Sledi y = gzg~*

Stav 4.31 Svaka grupa indeksa 2 je normalna.

Dokaz: Neka je G grupa i H < G td [G : H] = 2. Tada postoji a € G td. su eH = H i aH levi
koseti od Hi G. Kako H # aH, to a ¢ H. Da bismo dokazali da je HAG, po prethodnom stavu
dovoljno je dokazati da je gH = Hg za svako g € G. Pre svega, kako H # Ha (jer a ¢ H), pa
jeG=HUaH = HUHaisledi aH = Ha. Razmotrimo sledeca dva slucaja:

l.g € H: Tada je gH = H islicno Hg = H, pa je gH = Hg.
l.g ¢ H: Tada gH # H, paje gH = aH. Slicno Hg # H, paje Hg = Ha. Sledi: gH = aH = Ha =
Hyg.

Primer: D,,, |D,,| = 2n,| < p > | = n, pa je [D,, < p >] =Laeranz— % =21isledi < p> AD,.
Primer: A, AS,, zan >2jer [S, : A,] =2

Primer: U D3 je [D, :< 0 >] = £zl = § =3 a < o >nijeADs.

4.5 Kolicnicke grupe

* Neka je G grupa i X,Y C G. Tada definisemo X - Y = {ay|lz € X,y € Y}
Podsetnik: Za H < G je G\H = {aH|a € G}
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Stav 4.32 Neka je G grupa i HAG. Tada je (G/H,-) grupa u odnosu na prethodno definisano
mmnozenje podskupova od G.

Dokaz:

1. - je operacija
Neka su a,b € G. Zelimo da dokazemo da je aH - bH takodje levi koset od H. Zato
dokazujemo da vazi: aH - bH = (ab)H.
Vazi: aH - bH = {ah - bk|lh,k € H} = {ahblh € H} - {k|k € H} = (a(Hb)) - H =HAG=
(a(bH)) - H = {abh|h € H} - {k|k € H} = {abhk|h,k € H} = (ab) - (H - H)
Dakle, dovolljno je dokazati da je H - H = H. Ovo sledi iz:

1 H-HCH,jerje H<SG
2HCH-HijerjeH=HeCH-H

2. - je asocijativna.
((aH)-(bH)) - (cH) = (ab)H - cH = ((ab)c)H = (a(bc))H = aH (bc)H = (aH)((bH)(cH))

3. Neutral je eH = H jer je aH - eH = (ae)H = aH i eH -aH = (ea)H = aH
4. Inverz od aH je a 'H jer je aH -a ™ 'H = (aa™')H =eH ia *H -aH = (e 'a)H = eH

Primer: G =7, H =< 3 >={0,3,-3,6,—6...} = 3Z

Odredimo G/H =Z/3Z (= Z3)

0+ 3% =37 = {0,3,-3,6,—6...}

143%={1,4,-2,7,-5...}

24 3Z=1{2,5 1,8 —4..)
_l’_

(1+3Z)+ (2+3Z) = (1+2) +3Z =3+ 3Z =0+ 3Z

4.6 Homomorfizmi grupa

Definicija 4.33 Neka su (G,-) i (H,*) grupe. Tada je g : G — H homomorfizam grupa ako
za sve z,y € G vaz f(z-y) = f(z) * f(y)

izomorfizam = bijekcija + homomorfizam

Komentar: Uz dokaz kao kod izomorfizma, dokazuje se da za homomorfizam f : G — H vazi: f(e) = e

ifla™h) =fla)™!

Definicija 4.34 Neka je f : G — H homorfizam grupa. Jezgro ovog homomorfizma je
Ker(f) = {a € G|f(a) = e}, a slika je Im(f) = {f(a)|la € G}

Stav 4.35 Jezgro homomorfizma f: G — H je normalna podgrupa od G.

Dokaz:

Ker(f) < G. Vazi e € Ker(f), jer je f(e) = e, pa Ker(f) # 0. Zato je dovoljno dokazati
da za x,y € Ker(f) vazi vz~ € Ker(f). Za z,y € Ker(f) vazi: f(z) = f(y) = e, pa je
Floy™) = F@) ) = F@) @) = et 7y~ € Kex(f).

Ker(f) <t G : Dovoljno je dokazati da za svako g € G vazi gKer(f)g~* C Ker(f).

Neka je y € gKer(f)g~!. Tada postoji = € Ker(f) td y = grg=!' i f(x) = e. Sledi:

fy) = flgzg™") = f(9)f(2)f(9)" = fl9)f(g™") = e, tj y € Ker(f).
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Stav 4.36 Homomorfizam grupa f : G — H je "1-17akko je Ker(f) = {e}
Dokaz:
=> Neka je z € Ker(f). Tada je f(z) = e = f(e), pa kako je f "1-1gledi z = e
i= 1z f(z) = fly) /f(y)~" sledie= f(z)f(y)~" = f(zy™"), pa kako je Ker(f) = {e},

vazizy t=etjz =y

Stav 4.37 Slika homomorfizma grupa f: G — H je podgrupa od H.

Dokaz: Vazi f(e) € Im(f), pa Im(f) # 0. Zato je dovoljno dokazati da za z,y € Im(f) vazi
xy~t € Im(f). Iz x,y € Im(f) sledi da postoje a,b € G td x = f(a),y = f(b) pa je zy~! =
f@)f®)~" = f(ab~') € Im(f).

Teorema 4.38 teorema o izomorfizmu za grupa: Neka je f : G — H homomorfizam
grupa. Tada je f : G/Ker(f) — Im(f), zadato sa f(aKer(f)) = f(a) je izomorfizam grupe.
Specijalno, G\Ker(f) = Im(f).

Dokaz:

1. f je dobro definisano i ”1-1":
Dovoljno je dokazati da iz aKer(f) = bKer(f) sledi f(a) = f(b)
Zaista, aKer(f) = bKer(f) akko a='b € Ker(f) akko f(a~1b) = e akko f(a) = f(b)

2. fje “na”:
po definiciji Im(f).

3. f je homomorfizam: _ _

Vazi f(aKer(f) - bKer(f)) = f((ab)Ker(f)) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aKer(f))f(bKer(f))

4.7 Dejstva grupa

Definicija 4.39 Neka je G grupa @ X neprazan skup. Pod dejstvom grupe G na skupu X pod-
razumevamo svako preslikavanje 0 : G x X — X takvo da vazi:

1. 0(e,x) =z, VreX
2. 0(g,0(h,z)) = 0(gh,z), Vg,heGVreX
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Definicija 4.40 Neka je G grupa @ X neprazan skup. Pod dejstvom grupe G na skupu X pod-
razumevamo svaki homomorfizam ¢ : G — Sx.

Dokazimo da svako dejstvo iz prethodne definicije zadaje jedno dejstvo iz ove i obrnuto.

= Neka je 0 : Gx X — X dejstvo. Definisimo ¢ : G — Sx sa ¢(g)(z) = 6(g, x) i dokazimo
da je dejstvo od prethodne definicije.

(a) ¢ je dobro definisano tj. ¢(g) je bijekcija:

i v(g) je "1-17:
Neka je @(g)(x) = ¢(9)(y) tj 0(g,2) = 0(g,y), Tada je O(g",
6(9~",0(9,y)), pa kako je 8(g",6(g,)) == 6(g~'gz) = O(e,z) =V= =z i
slicno 8(g~1,0(g,y)) =y tojexr =y

ii. ¢(g) je "na”:
Neka je y € X. Tada je @(9)(0(g7", ) = 0(g,0(g7",y)) == 0(gg~",y) =
O(e,y) ==y

(b) ¢ je homomorfizam:
Vazi ¢(gh)(z) = 0(gh,x) == 6(g,0(h,x)) = ©(g9)(0(h,x)) = @(g)(p(h)(z)) =
(¢(g) 0 v(9))(z)

i=: Neka je ¢ : G — Sx homomorfizam. Definisimo 6 : G x X — X sa 6(g,x) = ¢(g)(z)
Dokazimo da 6 zadovoljava 1), 2) iz definicije prethodne.

(a) O(e,x )1 9(())( z) =*=1id(z) =z (*) : ¢ je homomorfizam =; neutral se slika u
neutra e) =id
(b) Egh ZJ) 7) p(gh)(x) = (p(g) o (h)(x) = @(g)(p(h)(x)) = »(g)(0(h z)) =

Komentar: Umesto 6(g, z) iz prethodne definicije skra¢eno pisemo g - x. Tada se 1) i 2) zapisuju:

e x=x
2)g-(h-z)=(gh) @ .
Primer: X =Ci G =C, = {1,6,¢6,...,e" 1} ezcos%”—i—isin%

Tada G dejstvuje na X sa: g-x = gx

Primer: X ={1,2,..,n},G =S,, Tada G dejstvuje na X sa -z = m(x)

Primer: Neka je G grupa. Tada G dejstvuje na G sa: gz = grg~! (konjugacija)
Ovo je zaista dejstvo, jer:

e x=exet=u

2)g-(h-x)=g-(hzh™") = ghzh~'g~" = ghx(gh™") = (gh) -z

Definicija 4.41 Neka grupa G dejstvuje na skupu X. Orbita elementa x € X u oznaci Q(z)
definise se sa: Q(z) = {g-z|g € G}, a stabilizator uw oznaci ), > ={g € Glg-x = x}.

Komentar: Q(z) C X, > C G. Takode, x € Q(z),aec ) .
Na X uvodimo relaciju ~ sa x ~ y akko y = g-x za neko g € G. Dokazimo da je ~ relacija ekvivalencije.

(R) x~zjerjex=e-x

(S) Neka je z ~ y. Tada postojig € Gtd.y =g-z g '-U.Sledig~ -y =g Y(g-z) == (g7 '¢g)-z =
e-x=Y=zpajey~uzx

(T) Neka je x ~y iy ~ z. Tada postoje g,h € Gtd. y =g -x,a = h-y.Sledi
s=hey=h-(g ) =2= (hg) -, paje z ~ 2

Klasa ekvivalencije elementa x u odnosu na ~ je: {y|x ~ y} = Q(z) pa vazi:
1) z € Q=)

2) zasve v,y € X je Qx)NQy) =0 ili Q(z) = Qy)

3) U Q) =

zeX
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Stav 4.42 Neka je X neprazan skup i G grupa koja dejstvuje na X. Tada za svako x € X vazi
>» < G i postoji bijekcija izmedu Q(x) i G/ Y,

Dokaz: Dokazimo prvo dajed . <G.Kakojeee€) to)  +#0, pajedovoljno dokazati da za
ghed vazigh '€ . Vazig-x=zih-z=z /h 1 Tadajeh -z =h""' (h-z)=2=
(h"h) -z =e-x=Y=uz,paje (gh™)- v =D=g-(h"'-2) =g -z =1 pajezaistagh™t €,
Dokazimo i drugi deo. Dovoljno je dokayati da je F G/ Zx — Q(x) zadatosa F(g)_,) =g-x
bjekcija.
1. F je dobro definisano.
Vazi gy, =h)> , akko g7'h € Y akko (¢7'h)-z =2 /g-U=>*g-z=g-((¢g7'h)-
z) =V= (g9 'h) -z =h-z akko F(g}_,) = F(h},)

2. F je bijekcija.

(a) F je "na”
po definiciji Q(z)

(b) F je ”1-1”
Dovoljno je dokazati da na mestu * vazi <: tj da iz g r=h-x [g7! U sldi
(g7h) - = x. Zaista, vazi g~ *(g-x) =g~ ' (h-2) =2)= (g7 'h) - x

g g-2v)=(g7'g) z=c-a=D=u

Teorema 4.43 (Posledica) Ako konacna grupa G dejstvuje na skupu X, tada za svako © € X

vaZi |G| = Q)| - | >, |-

Dokaz: Po prethodnom stavu je |Q(z)| = |G/ >, | =[G :)_,] = Lagranz = ||§| ‘

Teorema 4.44 (Kosijeva) Neka je G konacna grupa i p prost broj koji deli |G|. Tada postoji
element reda p.

Dokaz: Neka je X = {(go,g1,-»9p—1)|g € G, g0 - g1+ ... - gp—1 = €}. Tada vazi: |X| = |GP71,
jer je gp—1 jedinstveno odreden izborom go,...,gp—2 jer gp—1 = (go - ... -pp,g)_l. Specijalno
p deli |X|. Primetimo da je w(g) = p akko g # e i ¢g? = e (jer tada w(g)|p i w(p) # 1)
akko g # e i (g9,9,...,9) € X. Definisimo dejstvo grupe Z, na X sa: n - (go,...,gp—1) =
(gnag(n-l—l)%pa ""7g(n+(p—1))%p)' Ovo Jeste dejStVO jer je (gn7g‘n+17 -+ 9p—1, 90, ~-7gn—1) €X (IZ
90---Gn-19n---gp—1 = e sledi go...gn—1 = (gn---Gp—1) "' DPa j€ Gn-.-Gp—190---gn—1 = €). Pravila 1)
i 2) se lako proveravaju. Neka su 1, ..., Qj sve razlicite orbite pri ovom dejstvu. Tada vazi:
||+ ... + Q%] = | X|, a za svako Q; vazi || deli |Z,| = p pa || € {1,p}. Primetimo da je
Qe e,....,e) = {(e,e,...,e)} pa kako je | X| deljiv sa p. to postoji barem p brojeva 1 < i < k
takvih da || =11 Q; # {(e,e,,...,€)},, a tada je Q; = {(9,9,-..,9)} za neko g # e. Tada je i
w(g) = p, ¢ime je dokaz zavrSen.

Neka je G grupa koja dejstvuje na x. Tada za g € G definisemo 29 = {z € X|g - = x} §to je fiksni
skup elemenata g € G.
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Teorema 4.45 (Bernsajdova lema) Neka konacna grupa G dejstvuje na konacénom skupu
X. Tada vazi:
| X/G| = ﬁ > |X9| gde je sa X/G oznacen skup orbita pri voom dejstvu.

geG

Dokaz: Posmatrajmo S = {(g,z) € G x X|g - & = z}. Tada vazi:
S= [{g}xX9= |_| >0 X{z}, paje |S] = Z (X = 2 12|
HAS

geG
Neka su €, Qg, .. Qk sve razllclto zadate pri ovom dejstvu. Tada je:

k
ZIZI—ZZIZI zzf'zi’;')—** > Xk
= 1z€ i i=1xzeQ; i=1xzeQ;
k

Gl =190)] -1 22, |

A )

= ;IGI = k|G| = |X/G| - |G|

Primer: Okrugla torta je podeljena na 4 jednaka parceta. Na svako parce zelimo da postavimo sveéicu
jedne od 3 boje. Na koliko razli¢itih na¢ina to mozemo da uradimo?

X — skup ukrasavanja ”fiksirane” torte: | X| = 3%. Na X dejstvuje grupa {id, p, p?, p3}, gde je p rotacija
za 90° oko centra. Ono $to nas zanima jeste broj razlicitih orbita pri ovom dejstvu.

XP|=3 |X°|=3 |x/"|=3 |X¢"|=3"

Stav 4.46 Neka G dejstvuje na X. Ako su g, h € G konjugovani element, tada postoji bijekcija
izmedu X9 i X",

4.8 Konacno generisane Abelove grupa

Podsetnik: G je generisana skupom S ako vazi G =< § >, tj. G =< S >= {z129...2,|n € Ny €
Sus~1y

Notacija: Kod Abelovih grupa operaciju ozna¢avamo sa + (a ne sa -). Tada n-ti stepen elementa a
oznacavamo sa na (a ne sa a™).

Inverz elementa a oznac¢avamo sa —a, a neutral sa 0.

*Neka je A Abelova grupa generisana kona¢nim skupom S = {a, as, ..., ar}. Tada je:

A=< S >={nia1 + neas + ... + nrag|n; € Z}. Primetimo da je < a; >= {n;a;|n; € Z}, pa je:

A=< S>=<a1 >+ <as>+..+ < ap >.

*Neka je A Abelova grupa i Ai, Ag, ..., A, < A. Tada je A suma ovih podgrupa ako vazi:

A=A+ Ay + ...+ A. Ova suma je direktna ako se svaki element a € A moZe zapisati na jedinstven
naéin a1 +ag + ... +ay =a, gde jea; € A; zal <i<k.

Stav 4.47 Abelova grupa A je direktna suma svojih podgrupa Ay, As, ..., Ax akko (A1 + ... +

Dokaz:

= Nekajea€ (A1 +...+A;_1)NA;. Tadajea=a; +as+...+a;-1 +0+0+ ... 4+ 0 =
0—|—O+—|—az+—|—0 ateAt.
Zbog jedinstvenosti zapisa, vazi:
a1 =0,a2 =0,...,a;—1 = 0,0 =a; pajea=0.

< Neka za a € A vazi: a = a1 + az + ... + ar, = a} + ... + a}, gde je a;,a; € A;. Tada je:
a1 —aj +as—ay+ ...+ a1 +a,_; =b pajebe (A + ..+ Ap_1) N Ag, te iz uslova
sledi b = 0, tj. ax, = a).. Nastavljajuéi na isti na¢in (indukcijom) dobijamo:
Ak—1 =Q)_, Ax—2=0a}_o ... a1 =aj.
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Vratimo se na slucaj A =< § >, gde je S =< ay,aq,...,ar >. Tadaje A=<a; >+ <ay >+..+ <
ax >, a ova suma je direktna suma iz nia; + ... + ngax = 0 sledi n1ag =0 ... ngagx =0.

Ako je A direktna suma svojih podgrupa A, ..., Ay tada pisemo:

A=A1P..® A

Stav 4.48 Neka je A Abelova grupa koja je direktna suma svojih podgrupa A, ..., Ax. Tada je:
A A X ... X Ayg.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je F = A; X ... X A — A1 @ ... ® Ay, zadato sa F(ay,...,ax) =
ai + ... + ap izomorfizam.

1. F je izomorfizam:
Vazi
F((ay,...;ag) + (a},...,a})) = F(ay + a}, ...,ax + a},)
=ay+a) + ...+ ax +aj
=a;+ag+..+ap+aj+..+a;
= F(ay,...,ax) + F(a},...,a})

2. F je bijekcija:

(a) F je "na”po definiciji A; + ... + Ag

(b) F je”1-1"vazi F(aq,...,ar) = F(a},...,a}) akko a1 + ... + ap = af + ... + a}, = a, pa
iz jedinstvenosti zapisa a sledi a; = a,1 < i < k.

Teorema 4.49 Neka je A Abelova grupa i x1,%2,...x, € A. Tada je < x1,To,...,z >=<
T1 + noxo + ... + NETE, To, ..., T > 26 proizvoline N, ...,y € 7.

Dokaz: Oznac¢imo B =< z1,..,2, > 1 C =< 21 + noxa + ... + NkTk, Ta, ..., T >. Kako je B
(odnosno C') minimalna podgrupa od A koja sadrzi skup {z1,...,2x} (odnosno {z; + nsxs +
wee + Mgk, Ta, ..., Tk }), Pa je dovoljno dokazati da je {z1,,..,zx} C C i {z1 + noxo + ... +
NETg, T2,y -, Tk} S B, tj. 21 € C 1 21 + noxs + ... + npay, € B. Drugo sledi direktno, a prvo iz
ry=1- (371 + Noxo + ... + nkwk) aF (—712)33‘2 AF oo TF (—nk)xk.

4.9 Normalna forma konac¢no generisane Abelove grupe

Teorema 4.50 Neka je A konaéno generisana Abelova grupa. Tada postoje k,I > 0 i
di,ds,....,d > 2 td. d1|d2,d2|d3,...,dk_1|dk it A= Zgy X ... X Lq, X ZLg,. Uz to, takvi k,l i
d; su jedinstveni.

Komentar: Ako je k =0, tada je A = Z;, a ako je [ =0, tada je A = Zg, X ... X Zq,,.
Primer:

1. ZgXZ20128XZ4,5228XZ4XZ5%Z4X28XZ5%Z4XZ4O

2. Z20 X Z30 X Z50 = 222_5 X Z2.5.3 X 22.52 = Z22 X Z5 X ZQ X Zg X Z5 X ZQ X Z52 = ZQ X Z5 X ZQ X
Z5 X Z22 X Z3 X Z52 = ZIO X ZIO X Z300

4.10 Generatori i relacije
Primeri:

1. D, =< p,0 >, arelacije su p" =id, o2 =id, po=op" !
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2. Z =< 1 >, nema relacije (slobodna grupa - ne moé¢emo dobiti 0 sabiranjem jedinica)

3. Z, =<1>, arelacija jenl =0

Neka je A Abelova grupa generisana skupom {1, ...,z } koji zadovoljava sistem relacija:
a1121 +a1ox2 + ... + a1z =0
a9121 + a22xs + ... + aspxr =0

Am1T1 + AmaZs + ... + amiptr = 0, gde su a;; € Z (*)

Primer: Preslikavanje p,, : Z — Z,, zadato sa p, (k) = ostatak pri deljenju k sa n je homomorfizam,
pa po teoremi o izomorfizmu vazi: Z/Kerp,, = Imp,,. Kako je Imp,, = Z,,, a Kerp,, = nZ =< n >, to
jeZ) <n>=17,

*Grupa razmatrana na pocetku poglavlja zadata generatorima i relacijama je izomorfna sa ZF/ <
(an, . alk), sy (aml, . amk) >.

Generatoru z; odgovara (0,0,...0,1,0,...,0)+ < (@11, ..., @1%), -, (@m1, .-, Gm) >. Jedinica je na i-tom
poziciji.

*Sistem relacija * pridruzujemo matrici:

a11 a2 a1k
a21  a22 a2k

. - Mm7k (Z)
Am1 Am?2 Amk

Naravno, u svakoj matrici iz M,, (Z) mozemo pridruziti jedan sistem relacija.
Primetimo da ako na matricu primenimo sledece operacije, odgovarajuca grupa se ne menja:

1. V; +— V, (zamena mesta i-te i j-te)
2.V, — =V,
3. Vi—Vi+aV, i#j, aclk

Slicno, grupa se ne menja ni kada iste operacije primenimo na kolone (tacnije, dobijamo grupu izo-
morfnu polaznoj).

1. K; +— K, (zamena mesta i-te i j-te kolone -zamena z; i z; - koordinate)
2. K; — —K; zamena generatora z; sa —;.

3. K;, — K; +aKj zai# j,a € Z - dobijamo slededi sistem relacija:
a1z + -+ (e + aay)z + -+ ay(e; —ax) + -+ ager =0

Am1Z1 + - -+ (@mi + Q)T + -+ amj () —ax;) + -+ ampxr =0
Grupa se ne menja jer je dovoljno generator x; zameniti generatorom z; — ax; (3to ne menja
grupu po *)

Abelova grupa generisana sa {x1,...,x} i sistemom relacija:
dlxl =0

.dixp=0zal <k

Tada je A= Zg, X -+ X Zg, X ZF7!
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Teorema 4.51 Nea je M C M, x(Z). Tada se matrica M pomocu operacija nad kolonama i
vrstama koje smo prethodno naveli moZe svesti na matricu oblika:

(dy 0 ... 0 0 ... O]
0 d ... 0 0 ... 0
0 0 dl 0 ... 0| za nekolgk idl,...,dl GNtjd1|d2,d2|d3,...,dl_1|dl
o o0 ... 0 0 ... O
0 0 0 0 0]

(.

Primer: £k =3,1 =4

6 4 =81 (2 O 0

4 -12 6 |.|0 4 10 |.
10 6 =8| [0 26 12
-8 12 14 0 60 —34

5 Komutativni prteni sa jedinicom

Definicija 5.1 Algebarska struktura (A,+,-) je komutativi prsten sa jedinicom ako su + i -
binarne operacije za koje vazi:

1. (A, +) je Abelova grupa

2. - je asocijativna i komutativna

3. postoji neutral za -

4. Ve,y,z€ Az - (y+2) = (x-y)+ (z - 2)

Notacija: Neutral za - oznacavamo sa 1 (ili 14 ako postoji moguénost zabune), a neutrali za -+
sa 0 (ili 04). Inverz u odnosu na sabiranje elementa a ozna¢avamo sa —a i piSemo a — b umesto
a+ (—b). Da bismo pojednostavili zapis, uzimamo da - ima prednost u odnosu na + pa umesto
(z-y)+ (x-2)piSemoxz-z+x -2

Primeri:
L ( ) ( a')a((cv+a') kp.]
2. (Z,+,-) kpj
3. (Z,+n,n) kpj
4. (M, (R),+,-) je prsten sa jedinicom
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Tvrdjenje 5.2 Neka je A kpjia € A. Tada vaZi:
1. 0-a=0
2. —a=(-1)-a
3. (—a)-b=—(a-b) (beA)
Dokaz:
1. Vazi: 0-a=(04+0)-a=0-a+0-a /—(0-a), pasledidaje0=0-a
2. Sledi iz 3)
3. Vazi: 0=Y=0-b= (a+ (—a))-b=a b+ (—a) - b pa iz jedinstvenosti inverza za + sledi
daje —(a-b) = (—a)-b

Komentar: Pod inverzom ¢emo uvek podrazumevati inverz u odnosu na -

Definicija 5.3 Neka je A kpj. Tada skup svih elemenata z A koji imaju inverz oznacavamo sa:
UA)={ac A|(Fb€ A)a-b=1}

Inverz elementa (ako postoji) x oznacavamo sa z~*

Tvrdjenje 5.4 Neka je A kpj. Tada je (J(A),-) grupa.

Dokaz: Kako je 1 € [J(A4) (jer 1-1=1) to U(A) # 0 pa je dovoljno dokazati da za z,y € |J(A)
vazi zy~! € [J(A).

Iz z,y € U(A) sledi da postoje z,t € A td. vz =11yt = 1. Tada je t = y~!, pa vazi:

vy lyz = atyz =2 = 1 tj xy~! € Y(A)

Primeri:
L U@ =Q\{0} U[R)=R\{0} U(C)=C\{o}

2. Uz ={1,-1}
3. UZy,) = ®(n)

[ Definicija 5.5 KPJ A je polje ako vazi | J(A) = A\{0}

Primeri: (Q, +,-), (R, +,-), (C,+,) su polja, a (Z,+, -) nije polje.

(Zy,, +n, -n) je polje akko je n prost broj.

Primer: Neka je A kpj. Tada je A[z] (prsten polinoma sa koeficijentim u A): (A[x], +, -) kpj.
Za p € Alz] sa deg(p) oznacavamo stepen polinoma p. Tada: deg(pg) < deg(p) + deg(q).

U Zg[z] ne mora da vazi jednakost, jer je npr (2z +1)(3z + 1) = 5z + 1.

Definicija 5.6 Neka je A kpj. Za element a € A\{0} kaZemo da je pravi delitelj nule ako postoji
be A\{0} tda-b=0.
Skup svih delitelja nula oznacavamo sa Z(A) (to su pravi delitelji nule u 0)

Definicija 5.7 Neka je A kpj. Za element a € A kazZemo da je regularan ako za sve z,y € A
vazi: ax = ay = x = y. SKup svih regularnih elemenata oznacavamo sa R(A).

Primeri:
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1. Z(Q) =10}, R(Q)=Q\{0}, U@Q) =Q\{0}islicno za RiC.
2. Z2(z) ={0}, R(z)=2z\{0}, U(Z)={1,-1}
3. Z(Zy) = Zp\®(n), R(Zyn)=2(n), U(Zn)=2(n)

Tvrdjenje 5.8 Neka je A kpj. Tada je | J(A) C R(A).

Dokaz: Neka je a € | J(a). Tada postoji b € A. Zato vazi:
ar = ay = bax = bay = v =y, paje a € R(A).

Tvrdjenje 5.9 Neka je A kpj. Tada je element a € A reqularan akko nije delitelj nule.

Dokaz:

(=) : Neka je a-b= 0. Dvooljno je dokazati da mora biti b = 0.
Kakojea-b=0=a-0, iz a € R(A) sledi b = 0.

(<) : Neka je ax = ay. Sledi ax — ay = a(z — y) = 0, pa kako a nije delitelj nule to je x —y = 0,
tj. x = y. Sledi a € R(A).

Stav 5.10 Neka je A konacan kpj. Tada vazi: | J(A) = R(A)

Dokaz: Neka je a € R(A).Dovoljno je dokazati da je a € |J(A) tj da postojibe Atd.a-b=1.
Posmatrajmo skup {a - blb € R(A)}. Kako je a € R(A), to su elementi a - b razli¢iti, pa vazi
{a - blb € R(A)}| = |R(4)].

Zato je dovoljno dokazati da {a - blb € R(A)} C R(A), jer tada 1 € R(A) = {a-blb € R(A)}.
Drugim re¢ima, dovoljno je dokazati da za a,b € R(A) vazi a-b € R(A).

Zaista za z,y € A vazi abr = aby = br =by =z =y.

Definicija 5.11 Neka je A kpj. Tada je A oblast celih (ili domen) ako vazi: R(A) = A\{0}.

A polje = A domen.
A konacan i domen = A polje.

5.1 Potprsten i ideali

Definicija 5.12 Neka su (A,+,-) i (B,+',"") kpj. Tada je (B,+,-) potprsten od (A,+,-) ako
vazi BC A, lp=1izasvex,yc Buvaziz+y=x+ yixz-y=z-y.

Primer: (Z,+, ) je potprsten od (Q,+,-) a (Q,+, ) je potprsten od (C,+, ).
( N

Definicija 5.13 Neka je A kpj. Za I C A, I # 0, kaZemo da je ideal w A ako vaZi:

1. Vz,yel) z4+yel
2. Vae A)(Vzel) a-xzel

Pisemo I <1 A.
N\ J

Primer: Neka je A kpj i « € A. Tada je glavni ideal generisan sa x. <z >:= {ax|a € A}.
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Tvrdjenje 5.14 <z > <A.

Dokaz: izvodimo po definiciji
1. Neka su u,v €< x >. Tada je u = az,v = bz, paje u+v=azx+bxr = (a+b)x €<z >
2. Neka jea € Aiue<x>. Tada je u = bz, pa je au = abxr €< x >

Komentar: Neka je [ < A, Tadazalvazi 0-x4+0€l,kaoi (—1)- o =—x €, paje (I,+) < (A,+)

Stav 5.15 Swvaki ideal u Z je glavni.

Dokaz: Neka je I <Z. Tada je (I,+) < (Z,+) pa kako je (Z,+) cikli¢na, to je i (I,+) ciklicna,
pajel =<n>

Sliéno vazi za (Z, 4y, ) uz isti dokaz.

Stav 5.16 Neka je K polje i [ << K. Tada je I = {0} ili [ = K (trivijalni ideali)

Dokaz: Dovoljno je pokazati ako postoji a € I\{0} da je tada I = K. Neka je x € K. Tada kako
je a € K\{0} postoji a=! € K a samim tim za ™ la=x € I

Definicija 5.17 Neka je A kpji I,J < A. Tada definisemo:
1. I+J={z+ylzel,ye J}
2. 1-J={z1p1+ -+ xpyn|ln €Nz, €l,y; € J}

Stav 5.18 Neka je A kpjil,J < A. Tada su INJ, I+ J,I-J ideali u A.
Dokaz:

1. Nekasuz,ye INJ. Tadajex,y e [ix,y€ J,pajex+yel,z+ycJ (jer I,J < A)
tj. o +yelnd.
Nekajex € Aiz e AnJ. Tadajex € [,x € Jpajear € [iax € J (jer I,J < A) tj
ax e INJ.

2. Nekasu z,y € I + J. Tada je x = uy +v1, Yy = ug + vg, za neke uy,us € I, wv1,v9 € J.
Sledi

T4y =1u; +v1 +us+ vy =uy +us +v; +ve Kako je uy +us € I, v1 +wv9 € J sledi da
jeus +us+vy+vy €l +J.

Neka jea € A,x € I+ J. Tada je = u+ v za neke u € I,v € J, pa je ax = a(u +v) =
au+av el +Jjerjeaueliavel.

3. Neka su z,y € I -J. Tada je x = uwvy + -+ + upv, y = wit; + -+ + wpt, za neke
u; € I,v; € JJwy € I,t; € J
Sledi z +y =2 =u1v1 + - +upvy + wity + - + Wt €1+ J
Neka jea € Aixz e l-J. Tadaje xt = ujv; + - - - + upv, za neke u; € I, v; € J.
Sledi: ax = auqvi + -+ + aupv, €1 - J.

Primer: Neka su m,n € Z.

<n>N<m>=<NZS(n,m) >
<n>+<m>={kn+Iml|k,l € Z} =< NZD(n,m) >

<n>-<m>=<nm >
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Stav 5.19 Neka je K polje. Tada je svaki ideal uw K[z] glavni.

Slika dokaza:

U prstenu K [z] vazi lema o koli¢niku i ostatku, tj za sve f,g € K[x],g # 0 postoje ¢,r € K|[z]
td. f = qg+ridegr < deg g. Dokaz u zadatku I. Neka je sada I < K[z], I # {0}. Uzmimo
g € I\{0} td je deg g najmanje moguée. Zelimo da dokazemo da je I =< g >. Za ovo je dovoljno
dokazati da za svako f € I vazi g|f. Neka je f € I. Tadda je f = gq + r za neke ¢,r € K[x] td
deg r < deg g. Vazir + f — gq < inl pajer+0 tj g|f.

Komentar: U Z[z] ne vazi lema o koliéniku i ostatku; npr za f = 22,9 = 2z :
22 = 22 - 04 O Ne moze!

Stav 5.20 U Z[x] postoje ideali koji nisu glavni.

Dokaz: Dokazimo da ideal I =< 2 > 4+ < z > nije glavni. Vazi: I = {a 2" + - + a1z +
2ap|ag, a1, .. .,a, € Z}.

Dokazimo da I nije glavni. PP: [ =< f >.

Kako je 2 € T to f|2 paje f € {—1,1,—2,2}. Vazi f ¢ {—1,1} jer je u suprotnom < f >=
Zlz] # 1. ledi f € {2,—2}. Medutim z € I, a 21 z.

5.2 Homomorfizmi KPJ

-

Definicija 5.21 Neka su (A,+,-) i (B,+',"") kpj. Funkcija f: A — B je homomorfizam kpj
ako za sve x,y € A vaZi:

L fz+y) = f(z) + f(y)
2. f(z-y)=f(z) f(y)
3. f(1a4) =15

J

Primer: Neka je p,, : Z — Z,, zadato sa p, (k) = ostatak pri deljenju k sa n. Tada je p,, homomorfizam
kpj.

Definicija 5.22 Neka je f : A — B homomorfizam kpj. Jezgro ovog homomorfizma je
Ker(f) = {a € A|f(a) = 0p}, a lika je Im(f) = {f(a)|a € A}
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Stav 5.23 Neka je f : A — B homomorfizam kpj. Tada vazi:
1. Ker(f)< A
2. ako je J < B, tada je f~1[J] < A
3. ako je I < A i f je "na”, tada je f[I] < B

Podsetnik: f1[S] = {x 6 A|f(x) e S}

Dokaz: Vazi Ker(f) = f~1[{0}] pa kako je {0p} <t B to 1 sledi iz 2
2: Neka su x,y € f~1[J]. Tadajef()f()EJ, f(x) + fy) € J jer je J < B pa je
f@)+ fly) = (»’U )tJ$+y€f gt
Neka je a € A iz € fl[J]. Tada je f(ax) = f(a)- f(z) € J (jer je J < B), pe je
ax € f7HJ].

3: Neka su z,y € f(I). Tada je = f(a1),y = f(a2) za neke a1, a2 € I.
Sledi: z +y = f(a1) + f(a2) = f(az + a2) € f(I).
Neka je be Bix € f(I). Tada je = f(a) zaneko a € I, kaoi b= f(a') za neko o’ € A
(jer je f "na”), pa je br = f(a') - f(a) = f(d'a) € f(I).

5.3 Koli¢nicki prsten

Definicija 5.24 Neka je A kpj i I<A. Tada na A wvodimo relaciju = (mod I) sa a = b(mod I)
akko a —b el

Komentar: U Z je I =<n >. Tada a = b(mod < n >) akko a — b €< n > akko n deli a — b.

Stav 5.25 = (mod I) je relacija ekvivalencije

Dokaz:
(R): a=a(mod I) jerjea—a=0€1
(S): Neka je a = b(mod I). Tadajea—be€ I paje (—1)(a—b) =b—a € [ isledi b= a(mod I)

(T): Nekajea=b(mod I), b= (modI). Tadajea—bb—ce€lIpajea—b+b—c=a—cel
i sledi a = c¢(mod I).

Tvrdjenje 5.26 = (mod I) se slaze sa + i -

Dokaz:

+: Dokazujemo da iz a3 = by (mod 1) i as = be(mod I) sledi a; + az = by + be(mod ).
Zaista iz ova dva sledi a; —by € I iag —by € I paa; —by +as —bs = (a1 +az) — (by + b2)
tjar +ax=b1 + bg(mOd I)

-+ Ako je a3 = by(mod I) i ag = by(mod I) tada je a; — by,as — by € I pa je ajas — biby =
ag(al = bl) + bl(az = bg) €I 1islediajas = ble(mOd I)

* Klase ekvivalencije u odnosu na = (mod I) su {b|b = a(mod I} = {blb —a € I} = a+ I §to je
tac¢no levi koset podgrupe I u A

* Koli¢énicki skup je A/I = {a+ Ila € A}. Na A/I mozemo uvesti operacije + i - sa
(a+D)+b+I):=(a+b)+1
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(a+I)-(b+1):=(ab)+1I

Ove operacije su dobro definisane, jer ako je a+1 =a’+1ib+1 =V +1, tada je a = a’(mod 1)
ib=V(modI)pajea+b=a +V(modI)iab=da'b'(mod I)isledi (a+b)+I=(a"+b)+1T
i (ab) + 1 = (a'V) +I.

Tvrdjenje 5.27 (A/I,+,-) je kpj. (dokaz sami, jedinica 1+I)

Teorema 5.28 (o izomorfizmu za KPJ: Neka je f : A — B homomorfizam KPJ. Tada
je f: A/Ker(f) — Im(f), zadato sa f(a + Ker(f)) = f(a) izomorfizam KPJ. Specijalno,
A/Ker(f) = Im(f).

Dokaz:
f je dobro definisano i ”1-1”
Vazi:
o akko a = b(mod Ker(f)) akko fla)=f(b)=0
a+ Ker(f) = b+ Ker(f) akko fla—b)=0 akko fla) = f(b) =0
akko  f(a)=f())  akko f(a+Ker(f) = f(b+Ker(f))

JF je ”na” )
Po definiciji Im(f) f je homomorfizam
Vazi:

f((a+Ker(f)) - (b+ Ker(f)) = f(ab+ Ker(f)) = f(ab) = f(a) - f(b) (1)

~ 7
= f(a +Ker(f)) - f(b+Ker(f)) (2)

Takode: f(1+4 Ker(f)) = f(1) =1

C J

Primer: Za p,, : Z — Z,, : Kerp, = nZ, Imp, =Z,, pajeZ/nl =7,

5.4 Direktan proizvod prstena

Definicija 5.29 Neka su (A1, +%,-1), ..., (An, +7, ") kpj. Tada je njihov direktan proizvod kpj
(A, +,), gde je A=Ay X --- X Ay, a operacije + i - definiSemo sa:
(al,...,an) + (bl,bg,...,bn) :(a1 +1 bl,...,an +n bn)
(al,...,an) : (bl,bg,...,bn)
Dokaz: dokazujemo da je (A4, +,-) KPJ. (veci deo za vezbu) Nula:(0,...,0) Jedinica: (1,...,1)

Proverimo distributivnost. Neka su z,y,z € A. Tada je x = (a1,...,a,),y = (b1,...,bp),2 =
(c1,...,¢n) za neke a;, by, ¢; € A; 1 vazi:

(a1 -1 b1,... a, " by)

z-(y+2)=(a1,...,an) ((br,...,bn) + (c1,...,¢n))
= (a1,...,ay) - (b1 +ler, . by +" ¢p)
=(a;-' (b1 4+t er),. .y an ™ (b +" )
distributivnost u Ay,..., A4,

1 1 1 n n n
:((11' b1+ a1 Cly...,0p " bn+ Gy, * Cn)

1 n 1 n
=(a1 " biy..yan " bp)+ (a1 1y yan " ep)
=x-y+x-z
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Stav 5.30 (KTO) Neka sumy, ..., my u parovima uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada vaZi:
Z/(my-ma . M) ZL/ML X ... X L/MpZ

Dokaz: Koristimo teoremu o izomorfizmu za KPJ. Posmatrajmo preslikavanje f : Z —
Z/miZ X ... x Z/my,Z, zadato sa f(k) = (k+ miZ,....,k + m,Z). Tada je f homomorfizam.
Zaista f(k+1) = (k+14+miZ, ... k+14+mpZ) = (k+miZ+1+miZ,....k+m,Z+1+m,Z) =
(k+miZ,...k+m,Z)+ (+miZ,...l + m,Z) = f(k)+ f(I)

Sliéno za -. Dalje, Ker(f) = {k € Z|f (k) = 0} = {k € Z|(k+m1 Z, ..., k+m,Z) = (0+m1 Z, ..., 0+
mpZ)} ={k € ZIk € miZ,....k € mp,Z} = {k € Z|mq, ...,mpdelek} = (mq - ... - mp)Z

Dakle Z/(my - mp)Z = Z/Ker(f) = Im(f). Kako je Z/(my - ... - mp)Z = Zpmy....m,, 1O
je |Z/(my « ... - mp)Z| = mq - ... - my pa i |[Im(f)] = my - ... - my. Sa druge strane,
|Z/miZ X ... X Z/mpZ] =my - ... - my, paje [ ’na’tj. Im(f) = Z/miZ x Z/m,Z.

Komentar: Ovo je u vezi sa Zyy, = Zy, X Ly akko NZD(m,n) = 1 za grupe.

p

Teorema 5.31 (KTO) Neka su mq,...,my, uzajamno prosti brojevi u parovima i i, ...,T, €
Z.Tada postoji ceo broj x td. x = x1(mod my), ...,x = x,(mod my,). Uz to ako i ' € Z zadovo-
ljava ove kongruencije, vazi:

x =z’ (modmy -« ... - my,).

Dokaz: Primetimo da je = z1(mod m;) ekvivalentno sa © + m;Z = x1 + m;Z pa je sistem
kongruencija ekvivalentan sa f(x) = (x1 + miZ, ..., + mpZ) gde je f iz prethodnog stava.
Ovakvo z postoji jer je f "na”. Takode ako i 2’ zadovoljava ove kongruencije vazi f(z) = f(a')
tj f(x —2') = 0 Dakle tada z — 2’ € Ker f = (my ... -my)Z t © = 2/(mod myq - ... - my,).

Tvrdjenje 5.32 p(mn) = w(m) - ¢(n) za NZD(m,n) =1

Tvrdjenje 5.33 Neka su A, A', B, B’ kpjtj. A2 A" i B B'. Tada je Ax B2 A’ x B'.

Skica dokaza: Nekasu f : A — A’ig: B — B’ izomorfizmi kpj. Tadaje F': AxB — A’x B’
zadato sa F'(a,b) = (f(a), g(b)) izomorfizam. Za vezbu - po koordinatama.

Stav 5.34 Ako su kpj A i B izomorfni, tada su i grupe U(A) i U(B) izomorfne.

Dokaz: Neka je f : A — B izomorfizam kpj. Dovoljno je dokazati da je g : U(A) — U(B)
zadato sa g(z) := f(x) izomorfizam.

g je dobro definisano:
Dovoljno je proveriti da za = € U(A) vazi f(z) € U(B).
Ovo sledi iz f(z~1) = f(x)7!, paje f(z) € U(B).
g je homomorfizam:
Ovo vazi jer je g(z - y) = f(z-y) = f(z) - f(y) = g9(z) - g(y)
g je bijekcija:
gje”1-1":
jer je f 1-1
g je "na’:
Neka je y € U(B). Kako je f "na”to postoji € A td f(x) = y. Dovoljno je dokazati
da je x € U(A) jer je tada f(z) = g(x) = y. Posmatrajmo y~!. Tada postoji 2’ € A

td f(o') =y tivazi 1 = yy=! = f(x)- f(2') = f(x2'), a takode 1 = f(1) pa je
1=z’ tj o' = 27! (jer je £ 71-17)
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Stav 5.35 Neka su Ay, As, ..., A, kpj. Tada vazi: U(A; X ... x A,) = U(A7) X ... x U(4,).

Dokaz: Vazi (a1,as9,...,an) € U(4; X ... x A,) akko postoji (b1,....,b,) € A;
(a1y.oeyap) - (b1,...,b,) = (1,...,,1) akko postoje b; € A; td. a; - b; = 1 1
a; € U(A;) zal <i<nakko (ay,...,a,) € U(A7) X ... x U(Ap).

Teorema 5.36 Neka su my, ..., m, u parovima uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada vaZi:
Loy oy = Loy X oo X Ly, 5 ka0 & ®(my - oo - my) = O(my) X ... X D(my,)
Specijalno o(my - ... - my) = @(ma) - ... - p(my,).

Dokaz: Koristimo da je Z/kZ = Zy, za k € N. Po stavu 3.34 iz knjige vazi: Z/(mq - ... - mp)Z =
Z/maZX ... x L] myZ pa prvi izomorfizam sledi iz pretposlednjeg tvrdenja. Za drugi izomorfizam,
koristimo da je Phi(k) = U(Zy) za k € Z, pa on sledi iz stava 3.36, 3.37 iz knjige. Konacno,
poslednja jednakost sledi uporedivanjem broja elemenata.

5.5 Konac¢ne podgrupe multiplikativne grupe polja

Neka je F polje. Tada je U(F) = F\{0}.
Primer: F =Z, : (U(Zy),p) = (Z,,\{0},-p) p prost

Tvrdjenje 5.37 Neka je F polje i f € F[z]\{0} stepena n. Tada f ma najvise n nula u F.

Dokaz: Indukcijom po n
Baza: n = 1 Tada je f = ax + b, pa je njegova jedina nula z = —ba~!.

IK: Neka je f stepena n i neka je o € F nula od f. Po lemi o koli¢niku i ostatku, postoji
g€ Flz]ice F: f=(x— a)g+ c. Zamenom « dobijamo:
0= f(a) = (a—a)g(a)+cpajec=0tj f=(x—a)g. Sldi da je q stepena n-1, pa po
IH najvise ima n-1 nula. Primetimo da ako je f # a nula od f, tada vazi:
0= f(B) =(B—a)(B), paje B nula od q. Odavde sledi tvrdenje.

{

Teorema 5.38 Neka je G konacna podgrupa multiplikativne grupe (U(F),-) polja F. Tada je G
cikliéna grupa.

Kako je G konac¢na i Abelova, mozemo primeniti teoremu o normalnoj formi. Dakle, G =
Zg, % ... X Zgq, za neke di|de,ds|ds,..,dp—1|dk, di > 2. Iz ovoga sledi da za svako a € G vazi
a® = 1. Specijalno svaki element grupe G je nula polinoma z% — 1 pa po prethodnom tvrdenju
sledi di, > |G| =dy - ...-dy. Sledi k =1 tj G = Zyg, .

J

Primer: F = Z,, p prost i G = U(Z,) = Z,\{0} = {1,2,...,p — 1}. Naravno (G, -,) je grupa i po pret-
hodnom, ona je cikliéna tj. postoji g € Z,\{0} td. g € Z,\{0} td. Z,\{0} =< g >={1,g,4?, ..., 2}
Specijalno, neka je p = 7.

Za g=2: 1 ; i ? w(2) = 3 # p — 1 pa 2 nije primitivni koren.
1 3 32 3 3* 35 . o
Za g = 3: 13 2 ¢ 4 5 Paje 3 primitivan koren po modulu 7.

Tvrdjenje 5.39 Neka je g primitivni koren po modulu p. Tada za a,b € Z,\{0} postoje i
u,v€{0,1,....,p—2} td. a=g", b=g" isledia-,b=g"-,g" =g tr1"
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5.6 RasSirenja polja

=2 £V2
22 =-1 /-1

Definicija 5.40 Za polinom f € F[z]\{0}, gde je F polje, kazZemo da je nerastavljiv u F[z] ako
ne postoje nekonstantni polinomsi g, h € Flz] td. f = gh.

Primer:

z? —2 nerastavljiv u Q[z]

rastavljiv u Rlz] (2 — vV2)(z + V2)

Primer: F =R, f=22+1

E=R[z]/<2*+1>=C
geR[z):g=(2>+1)g+az+b
gt<az?’+1>=ar+b+t<a2’+1> a,beR

ar+b+ <z?+1>=alz+<z?+1>)+b(1+ <z?+1>)

i? = (z+ < 2? +1>)?
=2+ <2?+1>
=—l+<z?4+1>
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V2 konstruisemo sa Qz]/ < 22 — 2 >, 2+ < 22 — 2 >

Definicija 5.42 Neka je E rasirenje polja F'. Tada E moZemo posmatrati kao vektorski prostor
nad F. Ako je E konacne dimenzije nad F, tada sa [E : F] oznacavamo dimenziju od E nad F
i kaZemo da je ona stepen rasirenja E nad F.

Primer: [C: R] =2
[1,1] je baza za C nad R
z-14+y-i, z,yeR

4. [E : F] = degf - stepen rasirenja
Dovoljno je dokazati da je [I+ < f >, 2+ < f >, ....,a" '+ < f >] baza za E nad F (gde
je n = degf).

(a) B je generatrisa
E = F[z]/ < f >.Izaberimo g+ < f >€ E. Dovoljno je pokazati da Jeg, 1, .., cp—1 €
Ftakvidaje () g+ < f>=co(l+ < f>)+alz+<f>)+..+cp1(@” 4+ <
f>).
Napomena: U ¢;(z°+ < f >) pod ¢; podrazumevamo c;+ < f >.
Po lemi o koliéniku i ostatku, postoje ¢,r € F[x] takvi da je g = fg+r, degr <
deg f.
Tada je g —r = fqg €< f >, paje g+ < f >=r+ < f >. Kako je deg r < n, to
postoje cg, C1,...,cn_1 € F takvi da je r = cg + c1o + ... + c,_12™ L, pa vazi (*)

(b) B je linearno nezavisan
Dovoljno je pokazati da iz co(1+ < f >) +ci(z+ < f>)+ ..+ i (@™ M+ < f >
)=0+< f>sledico=c1=...=¢,—1 =0
Zaista, iz co(1+ < f >) + ..+ 1@ '+ < f>)=co+ iz + ... + 12" 1+ <
f>=0+ < f > sledi
co+ e+ ... +cp1x" €< f >t fleo+ 1+ .. +cpo1x™ L
Medutim polinom sa desne strane je stepena manjeg od n, pa je on nula polinom tj.
Ch=C = ..=Cp—-1—= 0.
. J

Primer: Konstruisati polje od 8 elemenata. (sva polja imaju p™ elemenata, gde je p prost.)
Resenje: Ovo polje trazimo u obliku F[z]/ < f >, gde je f nerastavljiv polinom. Zato bramo F = Zs (u
opstem slucaju Z,), a za f neki nerastavljiv polinom stepena 3 (u opstem slucaju n). Polinom stepena
3 je nerastavljiv u Z, akko nema nula u Zs.

Dakle za f mozemo uzeti npr. f = 23 + x + 1 tj Zo[z]/ < 23 + 2+ 1 > je polje sa 8 elemenata.

? Kako ra¢unamo u ovom polju ?

Svaki element je oblika az? + bz + c+ < 2% + 2+ 1 >, gde su a, b, ¢ € Zy. Sabiranje je lako i vrsi se po
koordinatama.

ar?+br+ct < 23+a+1 > +ad' 22+ r+d+ < 234+2+1 >= (a+a')2?+(b+0 ) z+(c+c )+ < 23 +a+1 >
Mnozenje je komplikovanije. Vazi:

Prr+ld<d4+r+l>=0+<2d+az+1> pajer+ <P +art+l>=c+l+<ad+z+1>1i
sledi 244+ <23+ 2+ 1 >=22+ 2+ < 23+ 2+ 1 > Sada je:

(ax? +bx et <P +az+1>)(d2? +Ve+d+<a®+r+1>)=
=ad'z* + (ba' +b'a)z® + (ac + da+bV)z* + (b + D)z +cd+ <z’ +z+1>=
= (ac’ 4 ca’ +bb' + aa’)z® + (b’ + b+ aad’ +ba’ + b a)x +cc’ +ba' +bat < 2> +x+1>

Teorema 5.43 (Posledica) Neka je F polje i f € Flz|. Tada postoji rasirenje E polja F u
kome f faktorise na linearne faktore (tj. ima sve nule).
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Definicija 5.44 Neka je f € F[x]\{0}, gde je F polje. Korensko polje polinoma f je najmanje
rasirenje polja F' u kome f ima linearnu faktorizaciju.

6 Algebarski elementi

*Neka je F' potpolje polja C. Za « € C definisemo Fla] = {¢p + cia + ... + cpa™|n € N, ¢; € F'}. Tada
Fla] sadrzi F U{a} i (Fla],+,) je KPJ. Uz to, F[a] je najmanji KPJ koji sadrzi F U {«a}.
*Neka je F'(a) najmanje potpolje koje sadrzi F'U {a}. Jasno, Fla] C F(«a)

Definicija 6.1 Neka je F' potpolje od C i o € C. Tada je o € C algebarski nad F ako postoji
f € Flz]\{0} takvo da je f(a) =0

Primer: /2 je algebarski nad Q, dok 7 nije algebarski nad Q. Oba jesu algebarska nad R. Za o =

V2 = 22— 2.

( R
Definicija 6.2 Za monican polinom koji je minimalnog stepena da zadovoljava gornju definiciju
kazemo da je minimalni polinom za o nad F, u oznaci p,. (Monican = vodeéi koeficijent je
1).

Osobine:

1. pe je jedinstven.

2. Lo je nerastavljiv u Flz].

3. p(a) =0 akko pa|p (za p € Flx])

Dokaz:

1. Neka je p/, minimalni polinom. tada je pq () =0 i deg p, = deg pl,.
Polinom p, — p, je nizeg stepena od pg i p), i vazi (ue — uh)(e) = 0, pa mora biti
o — o =0, P2 je pa = iy,

2. PPS o = f - g, gde su f, g € F[z] stepena barem 1. Tada je 0 = pq(a) = f(a)g(a), pa je
f(a) =01li g(a) = 0 §to nije moguce jer je deg f,deg g < deg piq

3. Po lemi o koli¢niku i ostatku, postoje ¢, € F[x] takvi da je p = q- 1o + 7, deg r < deg fq,
pa je p(a) = q(a)pa(@) + r(a), tj. p(a) = r(a). Dakle
p(a) =0 akko 7(a) = 0(jer je deg r < deg i)
akko r=20
akko Halp
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Stav 6.3 Neka je F potpolje polja C i o € C. Tada je Fla] = F(«) akko je « algebarski nad F.

Dokaz:

= Iz Flo] = F(a) sledi daje F[a] polje. Samim tim, inverz od o (5to je 1) se nalazi u Fla]
pa je 1 = p(a) za neko p € F[a]. Sledi ap(a) —1 =0, paje f(a) =0za f=z-p—1, pa
je a algebarski nad F'.

< Dovoljno je dokazati da je F[a] polje. Koristimo teoremu o izomorfizmu za KPJ. Posma-
tramo preslikavanje ® : F[z] — F|a] zadato sa ®(p) = p(«). Ovo preslikavanje (tzv.
evaluacija polinoma) je homomorfizam KPJ (®(pq) = (pq)(a) = p(a)q(a) = ®(p) - ®(q)).
Sledi: Fz]/Ker ® polje. Kako je Ker ® < Fz], to je Ker ® glavni, tj. Ker ® =< f >, i
uz to mozemo izabrati da je f monican. U Ker ® se nalaze svi p takvi da je p(a) = 0, pa
kako je f|p, to je f najnizeg stepena, tako da je f(a) =0 (a f #0), pa je f = laq.
Kako je uq nerastavljiv, to je po Kronekerovoj konstrukciji Flz]/Ker ® = F[z]/ < po >
polje.

*Kada je « algebarski nad F, vazi: F[z]/ < po >= F(a) = Fla] sledi [F(a) : F] = deg pq.
Primer: F = Q,a = 2

pnyg=22—-2, Q] <z?-2>x Q(v/2) i ovo je minimalno polje koje sadrzi Q U {v/2}
Primer: & = 2+ /3,  Odrediti 2 u obliku p(a) za neki polinom p(z) € Qz].

L —pla)eap(a)—1=0 Znamo pa(a) =0, pa ako je c slobodan ¢lan u i vaZi:

—a(e)
Cc

to = 2q + c. Sledi ag(a) + ¢ =0, pa je é =

Definicija 6.4 Neka su E i F potpolja od C takva da je E rasirenje polja F. Tada kaZemo da
je E konacno rasirenje od F' ako je E konacnodimenzionalni prostor nad F.

Teorema 6.5 (O primitivnom elementu) Svako konacno rasirenje E polja Q je oblika E =
Q(a) za neko a € E. Element « je primitivni element rasirenja E.
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