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1 Neodredeni integrali

1.1 Primitivna funkcija

Posmatrajmo neku funkciju f : R — R, na primer f(z) = 2. Tada moZemo da pronademo koeficijent pravca u
tacki zg € R po formuli:

2 2
U nasem primeru dobijamo lim w
h—0

= }llmt 2xo + h = 2x¢. Dakle, prvi izvod funkcije f u tacki g jeste
—

broj 2xg.

Na ovaj na¢in imamo odredenu novu funkciju ¢ : R — R definisanu sa ¢(z) = 2z. Uobi¢ajeno je da funkciju

¢ nazivamo izvodna funkcija (izvod, prvi izvod) funkcije f. Prirodno, funkciju ¢ oznacavamo sa f’. Sada

razmotrimo obratan problem.

Odredimo sada funkciju f : R — R ako je poznato da je funkcija f' : R — R definisano sa f’(z) = 2z. Jasno
je da je f(x) = 2? jedno reSenje. Zapitajmo se da li je jedino? Nije, na primer funkcija f(z) = 2% + 1 je takode
reSenje.

Odredimo funkciju f : R — R ako je poznato da je funkcija f': R — R definisana sa:

1,z >0
f'(z) =sgn(z) = 0,2=0
-1,z <0

Takvo f ne postoji, jer f' ima prekid prve vrste!

Neka je f : (a,b) — R. Funkciju F : (a,b) — R nazivamo primitivna funkcija za funkciju f na intervalu (a, b)
ako je funkcija F diferencijabilna na (a,b) i za svako = € (a,b) vazi F'(z) = f(x)

Prirodno se postavljaju pitanja da li za datu funkciju postoji primitivna funkcija i ako postoji koliko primitivnih
funkcija ima data funkcija.

Stav 1.1 Neka je f : (a,b) — R i neka je F : (a,b) — R primitivna funkcija za funkciju na intervalu
(a,b) i neka je C € R proizvoljno. Tada je funkcija G : (a,b) — R definisana sa G(z) = F(x) + C
primitivna funkcija za funkciju f na intervalu (a,b).

Dokaz:
G je diferencijabilna na (a, b) kao zbir dve diferencijabilne funkcije i
Vo € (a,b) vazi G'(z) = F'(z) + 0 = f(z) $to smo i hteli da dokaZemo.

Ovim smo dokazali da ako je Fj(x) primitivna funkcija onda je i Fy(x) + C primitivna funkcija. Sledece pitanje
je da li moze da postoji neka funkcija F»(x) koja nije ovog oblika. O tome nam govori sledeéa teorema.

p
Teorema 1.1 Neka je f : (a,b) — R i neka su Fy, F5 : (a,b) — R primitivne funkcije za funkciju f na
intervalu (a, b). Tada postoji C € R takvo da Vz € (a,b) vazi Fi(z) = Fa(x) + C.

Dokaz:

Neka je funkcija G : (a,b) — R definisana sa G(z) = Fi(x) — Fa(z). Tada vazi G'(z) = F{(z) —
Fj(z) = f(x) — f(x) = 0. Izaberimo proizvoljne x1,z5 € (a,b) takve da vazi 21 < 5. Dokazimo da je
G(l‘l) = G(.%‘Q)

1. G je neprekidna na [z1, 2] C (a,b)

2. G je diferencijabilna na (z1,x2) C (a,b)

Iz 11 2, a na osnovu LagranZove teoreme o srednjoj vrednosti sledi da postoji z¢ € (z1,x2) takvo da:

G(.’Z?l) — G(.’Z?Q) = G/(ZIIQ)(IEQ — 171) =0- (LEQ — 171) =0

Dakle, G(z1) = G(x2). Kako su 21,z € (a,b) proizvoljni sledi da je G konstantna funkcija tj. 3C € R
takvo da za svako x € (a,b) vazi G(z) = C tj. Fi(z) — Fa(z) = C tj. Fi(z) = Fa(z) + C §to smo i hteli
da dokazemo.

Ovim smo pokazali da za svake dve primitivne funkcije Fy, F» : (a,b) — R funkcije f : (a,b) — R mora da
vazi 4C € R takvo da F; = I + C.



Primer 1.1 Neka je f : R — R definisana sa: f(x) = 2z. Odrediti:

a) Sve primitivne funkcije za funkciju f.
To su funkcije x> +C, C € R.

b) Funkciju g : R — R koja je primitivna za funkciju f i za koju vazi g(0) = /2.
g(x) =2*+C
g0)=02+C=v2=C=+2
Resenje je g(x) = 2% 4+ /2.

Primer 1.2 Odrediti sve dvaput diferencijabilne funkcije R — R takve da Va € R vaZi f"(x) = 0.
(f'(z)) =0

f’({E) =Cy,C R

Resenge je f(x) = Ciax + Cy, Cy € R.

1.2 Definicija i osnovna svojstva neodredenog integrala

r

Definicija 1.1 Neka je f : (a,b) — R. Neodredeni integral funkcije f na intervalu (a,b) je skup svih
primitivnih funkcija za funkciju f na intervalu (a,b). Neodredeni integral funkcije f obeleZavamo sa

J f(z)dx.
/ f(@)dz = {F | F: (a,b) — R, (Vz € (a,5))F'() = f(z)}

Neka je F : (a,b) — R proizvoljna primitivna funkcija za funkciju f na (a, b). Tada je:

/f(x)d:c —{C|G:(a,b) — R,
(3C e R)(Vz € (a,0)) G(z) = F(z)+ C} (1)
Jednakost (1) skraceno zapisujemo na sledeéi nacin:

/f(x)dx:F(x)—i—C,C’eR (2)

Napomena: U jednakosti (2) ne vidi se interval (a,b). Tu se stvara potencijalna opasnost.

Primer 1.3 Neka jen € N i neka su an,an_1,...,a1,a9 € R. Naéi integral: f(anox”—i-...—i—al -z +ag)dx.

Nagadanjem mozemo da dodemo do resenja:

s—_:lz”*l + ...+ %1:52 +agx +C, C €R.

Primer 1.4 Naéi f%dm

Resenje: f(z) = L, Dy : R\{0} = (~oc,0) (0, +oc)
Imamo dva intervala pa posmatramo dva sluc¢aja:

I z€(0,+00) [2dz=Inz+C
Il z € (-00,0) [1dz =In(-z)+C
(in(~2)) = (-1 = 2

Vazi Inz = In |z| za z € (0,400) i In(—2z) =In|z| za z € (-0, 0).
Dakle dobijamo [ 1dz =1In|z|+ C, € (—00,0)J(0,+00). Bitno je naglasiti da se C odnosi na interval,
a ne na uniju intervala.




Primer 1.5 Odrediti funkciju f : (—o0,0)J(0,+00) — R takvu da f(1) =0, f(=1) = 1 ¢ za svako
HAES (_0070) U(O,+OO) vazi f/(,’I,‘) = l

x

Pogresno resenje: f(z) = [ %dx =lnz+C

f1)=0=I(1)+C = C=0

f-1)=1=ln(1)+C = C=1

Ovo je kontradikcija.

Tacno resenje: Posmatrajmo f : (—oo,0) (0, +00) definisanu sa:

Inz, x>0
flw) = {ln(—z) +1,2<0

Tada je njen izvod:

Dakle vazi f(1) =0, f(—1) = 1. Kao 8to smo napomenuli, C se odnosi na interval.

Neka je f : (a,b) U(c,d) — R pri ¢emu (a, b) ((c,d) = 0.
Tada [ f(z)dz = Fi(x) + C; na (a,b) i [ f(z)dx = Fa(z) + C2 na (¢, d). Pri tome u opStem slu¢aju ne mora da
vazi C; = Cs.

Stav 1.2 Neka su f1, f2 : (a,b) — R funkcije koje imagu primitivne funkcije na (a,b) i neka su A1, Ao € R.
Tada funkcija A1 f1 + Aafa : (a,b) — R ima primitivnu funkciju na (a,b) i vazi:
f(>\1f1 + /\gfg)(x)dx = )\1 ffl(a:)dx + )\2 f fg(l‘)d:l?

Dokaz:

Neka je funkcija F} : (a,b) — R primitivna funkcija za f; i neka je funkcija F» : (a,b) — R primitivna
funkcija za fo. Tada po definiciji primitivne funkcije vaze jednakosti: Fj(x) = fi(z), = € (a,b) M i
Fy(x) = fo(x), z € (a,b) @. Iz D i @) zakljutujemo:

()\1F1 + )\QFQ)/(x) = >\1F1/(CL') + )\QFQI(.’L') =
ALfi(z) + Aafa(x) = (Af1 + Aaf2) (@)

Ako krenemo od desne strane jednakosti koju dokazujemo i primenimo prethodne jednakosti dobijamo:

D:)\l/fl(ili)dfﬁ—F/\Q/fQ(l‘)déE
:Al(Fl(l‘)+Cl)+/\2(F2(l‘)+CQ)
Z)\l-F1($)+)\2-F2($)+)\1-C1+)\2~CQ
:)\1 F1($)+)\2 FQ(CE)+C
= (/\1F1+)\2F2)(1‘)—|—O
:/(A1f1+/\2f2)(x)dx
=L

¢ime zavrSavamo dokaz.



Pr1mer16Naczf — 4 cos § —5-2%)dx, x > 0.

I—/—dx+/cos§da:—5/2”“'dx

. B 2%
:6\/5+Cl+3sm§—|—02—5——503

In2

Resenje:

—6f+3s1ng—5ﬁ+0

Tablica integrala:

L aeR\{-1} [a%dz= 52T +C z€(0,+)

2.neNzeR fx"d:v:n%qxnﬂ—i—C

3. neN\{1} =z € (—00,0)J(0,+0)

[ [ Our o
a7 4 Co,w € (0, +00)

4. z € (—00,0) (0, +00)
/x_ldx _ {ln|ac| +Cy,z € (—0,0)

In|z| + Cq,z € (0, 4+00)

5.a>0,a#1l,reR [a®dz=L1a*+C

Ina
6. zeR [sinzde = —cosxz+C
7.2€R [coszdr =sinz +C

8. x € R\{5 +km |k €Z} =Ujep(5 + km, 3F + km)
[hede=tgz+C, z€(53+km,2F+kn) kEZ

©

r € R\{km | k € Z} = ey (km, 7+ kmr)
[ Hde = —ctgzr+ Cp x € (km,m+kr) ke

10. z € (-1,1) [ ﬂiﬁ)dw = arcsinz + C
11. zeR fﬁ =arctgr + C
Neka je f: (a,0) — R, F': (a,b) — R i F'(x) = f(z) za svako x € (a,b)

Ako je F primitivna funkcija za f na (a,b), onda je i F' 4 const. primitivna za f na (a,b)
Ako su F'i G primitivne za f na (a,b), tada je G = F' + const.



1.3 Metode Integracije

Primer 1.7 Neka su a € R\{0},b € R,n € Z\{—1}. Naci: [(az + b)"dz

tn+1

J)=t" F@)=t1 ge)=az+db g@)=a

[Jtea+yrda = [ fgnis = [ 25065 @)is
— & [ 1e@)g @)
1

= —F(g(z)) +C
1
+n

(az +b)'*™

S-S
—

T€R n>0 z€(—00,—2)J(-2,400) n<0,n#-1
Zan = 0 vazi sledece: [(az + b)"dz = [(az + b)’dz = [ 1dx

*1lim z* =1ali lim Y ne postoji
=0+ (2,y)—(0,0)

Primer 1.8 Nadi [ \/:Tzﬁdm




Teorema 1.3 (O smeni promenljive 2) Neka je f : (a,b) — R, neka je g : (o, ) — (a,b) diferencija-
bilna fia takva da postoji g=* : (a,b) — (a, B) koja je takode diferencijabilna i neka je

F : (o, ) — R primitivna funkcija za funkciju (fog)-g : (o, 8) — R.

Tada postoji primitivna funkcija za funkciju f i vazi:

[ f(@)dz = F(g'(z))+C,C €R

Dokaz: z € (a,b) proizvoljno

g:R— (0,400) g(t) =€t g7 l(z)=Ilnz

g 1:(0,40) — R

Mozemo primeniti teoremu o smeni promenljive.
g:R—R git)=t3 g1 :R—R glz)= ¥z

(g7 (0) = }Lli)% M = }]I:li}%) S‘F,# = ilng%) ﬁ = 400 nije diferencijabilno

Ne moze u teoremu
g:(0,+00) — (0,4+00) g(t) =t
g7 :(0,400) — (0,400) ¢7'(z) = ¥/=

(971 (0)=13- \971;2 MoZe u teoremu.

Primer 1.9 Neka je a > 0 Naéi [Va? — z2dx

f(z) =va?—-22 z€(-a,a) f:(—a,a) —R

g(t) =a-sint te(-%5,%5) g9:(-%,%) — (—a,a)
g7} (@) = arcsin? x € (~a,a) g7 :(~a,a) — (~5.3)
g (t) = acost

((fog)-g)t) = (fog))-g'(t) = f(g(t) - 4'(¢)
= Va2 —a?sin’t-acost = /a2(1 —sin’t) - a - cost
a’*\V/1 —sin®t - cost = a® cos® t

te (*57 5)

Sta je primitivna za a? cos? ¢?
2 2 2

a?cos’t =% - gl +C(;S2t) =% + % -cos2t

Primitivna je %t + % sin 2t

F:(-Z 1) R

F(t) = £t + 2 sin 2t

2 2
/ Va2 — z2dz = Laresin® + a—sin(2arcsm£) +C
2 a 4 a
a? r a?

. a . . T . x
= —arcsin— + —2sin(arcsin—)cos(arcsin—) + C
2 a 4 a a

a? L@ @ .z
= —arcsin— + — —cos(arcsin—) + C
) a 2a a

2 . 2
JVa? —a?dz = Sarcin+ % - 2-1/g2 524 C

a
= %Zarcsing +2vat—224+C=(G+C)
Provera:

’ _ a? 1 1 2 2
G(m)—ili(f)gg—— a® —x




*cos(arcsinZ) = /cos?(arcsinZ) = /1 — sin?(arcsinZ) =

\/1 — (5)2 — %\/a2 — 2%

t=2z43
Primer 1.10 [(2z + 3)%dz = | % = 21d”” = [$90dt — L [450gs — Log51 4 0= 1o (2243) + C
dr = §dt
T =sint

Primer 1.11 [V1 —22dz = = [V1—sin®¢t-costdt = [ Vcos2t - costdt =

dx = costdt

Napomena: t € (—%,4.?)
= [cos?tdt = [ LFees2gy — 14 4 Lgin ot 4 C

Primer 1.12 Naéi [ e” sinzdz

u(z) =e* '(z) =sinx
W(z) =" wv(xr)=—cosz

[ e*sinzdr = —e® cosz + [ € cosxdx
Ostaje jo§: [ e” coszdz da se izratuna.

[ e*cosadr = e*sinz — [ e”sinzdz
Uvrstimo dobijeni izraz u prethodnu jednakost.

. . . g
/emsmxdx: —e””cosx—i—e“”smx—/e“:sm:cdx= ?(smx—cosx)—i-C

CeR
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