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П Р Е Д Г О В О Р 
 
 
 Седми симпозијум ,,МАТЕМАТИКА И ПРИМЕНЕ”, национални скуп са 
међународним учешћем, одржан је 4. и 5. новембра 2016. године у организацији 
Математичког факултета Универзитета у Београду и Српске академије наука и 
уметности.  Скуп је одржан уз подршку Министарства просвете, науке и технолошког 
развоја Републике Србије.  
 
 Програм Симпозијума се одвијао у три паралелне секције: 
 

• Математика и примене - данас 
• Математика и информатика у образовању 
• Научноистраживачки и стручни рад студената 

 
 Отварање Симпозијума одржано је у петак, 4. новембра у свечаној сали САНУ. 
На отварању Симпозијума, учеснике и госте су поздравили Миодраг Матељевић, 
дописни члан САНУ и председник Програмског одбора Симпозијума, декан 
Математичког факултета проф. др Зоран Ракић - члан Програмског одбора 
Симпозијума и др Миљан Кнежевић - члан организационог одбора Симпозијума. 
Након отварања, одржана су два пленарна предавања, а затим је рад на Симпозијуму 
настављен по секцијама. 
 Излагања у секцији „Математика и примене - данас” била су углавном посвећена 
актуелним темама које се тичу примена математике у различитим областима, новим 
правцима у истраживањима и постигнутим резултатима. У оквиру секције 
„Математика и информатика у образовању”,  предавачи су скренули пажњу на 
актуелне проблеме у настави математике и информатике и предложили неке идеје за 
решавање тих проблема. Традиционално, секција „Математика и информатика у 
образовању” је окупила многе наставнике математике и информатике из основних и 
средњих школа, који су активно учествовали у дискусији поводом различитих тема 
које се тичу процеса учења, наставе, мотивације ученика, популаризације математике, 
итд. Трећа секција  била је посвећена научноистраживачком и стручном раду студената 
са свих нивоа студија. Студенти неколико факултета су у оквиру ове секције 
представили своје научне и стручне радове, као и резултате пројеката на којима 
учествују. 
 Седмом симпозијуму ,,Математика и примене” је присуствовало око 250 
учесника и гостију. Кроз секције Симпозијума, своје резултате представило је око 90 
истраживача из реномираних научноистраживачких институција из земље и 
иностранства. У раду секције Математика и информатика у образовању” активно је 
учествовало око 120 професора математике и информатике из основних и средњих 
школа широм Србије. Са задовољством можемо констатовати да су испуњени главни 
циљеви скупа: сагледавање постојећих и отварање нових могућности примене 
математике у различитим областима, унапређивање наставе математике и рачунарства, 
активно учешће студената у научним и стручним активностима.  
 
 Захваљујемо свим учесницима на успешној реализацији скупа и постигнутим 
резултатима и унапред се радујемо VIII Симпозијуму ,,Математика и примене”, који ће 
се одржати 17. и 18. новембра у организацији Математичког факултета Универзитета у 
Београду и Српске академије наука и уметности.  
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Ahlfors-Schwarz lemma, Hyperbolic geometry,
the Carathéodory and Kobayashi Metrics

Miodrag Mateljević
Faculty of mathematics, University of Belgrade, Studentski Trg 16, Belgrade, Serbia

e-mail: miodrag@matf.bg.ac.rs

Abstract. In this paper we will give a review about some properties of hyperbolic metrics and various versions of
Schwarz lemma.

Keywords: Hyperbolic metric; Ultrahyperbolic metric; Quasiregular harmonic mappings; Negatively curved metrics;
Bers spaces.

1. Introduction

Throughout this paper, D will denote the unit disc {z : |z| < 1}, T the unit circle {z : |z| = 1} and we will
use notation z = x + iy and z = reiθ, where r = |z| and θ ∈ R are polar coordinates. For a function h, we
use notation ∂h = 1

2 (h′x − ih′y) and ∂h = 1
2 (h′x + ih′y); we also use notations Dch and D

c
h instead of ∂h and

∂h respectively when it seems convenient. By h′x and h′y we denote partial derivatives with respect to x and y
respectively. We write D2

zzh = D(Dh), where Dh = Dch and Dh = D
c
h.

Probably the best known equivalent of Euclid’s parallel postulate, contingent on his other postulates, is
Playfair’s axiom, named after the Scottish mathematician John Playfair, which states:

In a plane, given a line and a point not on it, at most one line parallel to the given line can be drawn
through the point. Hyperbolic geometry was created in the first half of the nineteenth century in the midst of
attempts to understand Euclid’s axiomatic basis for geometry. It is one type of non-Euclidean geometry, that is,
a geometry that discards one of Euclid’s axioms (Euclid’s parallel postulate). The development of non-Euclidean
geometry caused a profound revolution, not just in mathematics, but in science and philosophy as well. Einstein
and Minkowski found in non-Euclidean geometry a geometric basis for the understanding of physical time and
space.

Hyperbolic geometry is tightly related to the function theory of one and several complex variables. Using
Schwarz’s lemma it is proved that
(A) holomorphic functions do not increase the corresponding hyperbolic distances between the corresponding
hyperbolic domains.

The Caratheodory and Kobayashi metrics have proved to be important tools in the function theory of several
complex variables. In particular, we have:
(B) If G1 and G2 are domains in Cn and f : G1 → G2 holomorphic function, then f does not increase the
corresponding Caratheodory(Kobayashi) distances.

But they are less familiar in the context of one complex variable. Krantz [31] gathers in one place the basic
ideas about these important invariant metrics for domains in the plane and provides some illuminating examples
and applications.

In [54], Wong proved:
(a) If G is a hyperbolic manifold in the sense of Kobayashi and the differential Kobayashi metric KG is of class
C2, then the holomorphic curvature of KG is greater than or equal to −4.

(b) If G is Carathéodory-hyperbolic and the differential Caratheodory metricCG is of classC2, then the holo-
morphic curvature ofCG is less than or equal to−4. With this result the author obtain an intrinsic characterization
of the unit ball. For (b) see also Burbea [12].

In [27], Earle, Harris, Hubbard and Mitra discuss the Carathéodory and Kobayashi pseudometrics and their
infinitesimal forms on complex Banach manifolds. Their discussion includes a very elementary treatment of the
Kobayashi pseudometric as an integral of its infinitesimal form. They also prove new distortion theorems for the
Carathéodory pseudometric under holomorphic maps from the open unit disk to a complex Banach manifold.

Although this is mainly review paper we treat known results with novelty and outline a few new results.
The content of the paper is as follows. In Section 2, we outline how to introduce hyperbolic distances from
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the point of complex analysis (more precisely, using Schwarz’s lemma). We also shortly consider versions of
Ahlfors-Schwarz lemma related to ultrahyperbolic metric and the comparison principle related to curvatures and
distances.

In Section 3 we consider hyperbolic geometry, Möbius transformations and Cayley-Klein model in several
variables. It is supposedly classical and can be found in the literature that the restriction of the Beltrami-Klein
metric on the ball of Rn to any minimal surface (minimal with respect to the flat metric) has curvature ≤ −1.
Using a heuristic argument we give application to minimal surfaces.

The properties (a) and (b) of holomorphic curvature of Kobayashi and Caratheodory metric are considered
in Section 6.

Several years ago, the author communicated at Belgrade seminar (probably around 1980 -1990), some results
related to the Carathéodory and Kobayashi pseudometrics and their infinitesimal forms on complex Banach spaces
(see also [36]). In Section 7 we outline our approach, which is probably known to the experts in the subject (in
particular see Theorems 6 and 7)1.

2. Schwarz lemma and Hyperbolic geometry

2.1. The Schwarz lemma, Introduction

Throughout this paper by S(a, b) we denote the set (a, b) × R, −∞ 6 a < b 6 ∞, and in particular
S0 = S(−1, 1). Note that S(a, b) is a strip if −∞ < a < b < ∞ and S(a,+∞) is a half-plane if a is a real
number, and S(−∞,+∞) = C.

If w is complex number by <w (or u = Rew) we denote the corresponding real part, and in a similar way
if f is complex-valued function by <f (or u = Ref ) we denote the corresponding real valued function and by
∇f(z) = (f ′x, f

′
y) the gradient of f .

Occasionally by λ0 and ρ0 we denote respectively hyperbolic metric on the unit disk and on the strip S0. See
[61] and also [62] for discussion in this subsection.

The following result is a corollary of the maximum modulus principle:

Proposition 2.1 (classical Schwarz lemma 1-the unit disk). Suppose that f : D → D is an analytic map and
f(0) = 0. The classic Schwarz lemma states : |f(z)| 6 |z| and |f ′(0)| 6 1.

It is interesting that this result(which looks simple and elementary at first glance) has far reaching applications
and forms. In this paragraph we follow [39, 43]. We will see below, if we do not specify the value of f(0), we get
Pick’s lemma.

Pick’s lemma. Suppose f : D→ D is holomorphic. Then

|f ′(z)| 6 1− |f(z)|2

1− |z|2
,

for any z ∈ D. Equality holds for some z ∈ D if and only if f is a conformal self-map of D (and in that case
equality holds everywhere). Pick’s lemma leads naturally to the hyperbolic metric on D (see also Section 9).

2.1.1. the subordination principle

(A) Let f(z) and g(z) be analytic functions in D, f(z) is said to be subordinate to g(z) in D written, or f ≺ g
(z ∈ D), if there exists a function w(z), analytic in D with w(0) = 0 and |w(z)| < 1, (z ∈ D) such that (i)
f(z) = g(w(z)), (z ∈ D).

(B) In particular, if the function g(z) is univalent in D, the above subordination is equivalent to (ii) f(0) =
g(0) and f(D) ⊂ g(D).

In the setting (B), then f(Dr) ⊂ g(Dr), for all 0 < r < 1 and |f ′(0)| 6 |g′(0)|, where Dr = {z : |z| < r}.
Since g is one-to-one, g is in fact a conformal map from D to g(D). Let h = g−1 be the inverse of g.

Then h ◦ f is holomorphic and maps D into D with (h ◦ f)(0) = 0 since f(0) = g(0). By Schwarz’s lemma,
we have |(h ◦ f)′(0)| 6 1 and |(h ◦ f)(z)| 6 |z| for all z ∈ D. Hence f(Dr) ⊂ g(Dr). By the chain rule,
(h ◦ f)′(0) = f ′(0)

g′(0) . So the first inequality gives |f ′(0)| 6 |g′(0)|.
As an exercise, formulate the condition for equality. Here we give a simple example.

1Because of limited time author could not settle some details related to this paper.
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Example 1. (i) Let R = {z : Re(z) > 0} be the right half plane. Let f : D→ R be holomorphic. We claim that
|f ′(0)| 6 2Re(f(0)).

(ii) Let f : D→ S0 be holomorphic. Then |f ′(0)| 6 4
π .

(iii) Let f : D→ D \ {0} be holomorphic. Then |f ′(0)| 6 2
e .

Proposition 2.2. Suppose (a) φ is univalent in D, f holomorphic in D and f(D) ⊂ φ(D).
(b) φ(z0) = f(z0), z0 ∈ D. Then |f ′(z0)| 6 |φ′(z0)|.

2.2. The Schwarz lemma

If |a| < 1 define the Möbius transformation

ϕa(ζ) =
ζ − a

1− a ζ
. (2.1)

Example 2. Fix a ∈ D. Then ϕa(0) = −a, ϕa(a) = 0, ϕa is a one-to-one mapping which carries T onto T, D
onto D. The inverse of ϕa is ϕ−a.

Check that ϕ′a(z) = (1− |a|2)(1− āz)−2 and in particular ϕ′a(0) = (1− |a|2), ϕ′a(a) = (1− |a|2)−1.

In the literature the notation Ta is also used instead of ϕa. Here we define Ta = −ϕa and therefore we have
T−1
a = Ta.

Proposition 2.3 (Schwarz lemma 1). Suppose that f : D → D is an analytic map and f(0) = 0. The classic
Schwarz lemma states : |f(z)| 6 |z| and |f ′(0)| 6 1.

Proof. A standard proof is based on an application of the Maximum Modulus Theorem to the function g defined
by g(z) = f(z)

z for, z 6= 0, and g(0) = f ′(0).
Now we shall drop the assumption f(0) = 0. Let f : D → D is an arbitrary analytic map. Fix an arbitrary

point z ∈ D and consider the mapping F = ϕw ◦ f ◦ ϕ−z , where w = f(z). Since ϕ−z(0) = z, F (0) = 0. By
an application of Schwarz lemma,

|F (ζ)| = |ϕw ◦ f ◦ ϕ−z(ζ)| 6 |ζ|, ζ ∈ D, (2.2)

and |F ′(0)| 6 1. Hence, since F ′(0) = ϕ′w(w)f ′(z)ϕ′−z(0), we find

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

6
1

1− |z|2
, z ∈ D , (2.3)

with equality only if F = eiαId, that is f = ϕ−w ◦ (eiαϕz).
Hence, equality holds in (2.3) if and only if f is a Möbius transformation of D onto itself.

Let ω be an arbitrary point in D and ζ = ϕz(ω), then ϕ−z(ζ) = ω, and by (2.2), we find |ϕw(f(ω))| 6
|ϕz(ω)|.

It is convenient to introduce a pseudo-distance

δ(z, ω) = |ϕz(ω)| =
∣∣∣∣ z − ω1− ω z

∣∣∣∣, (2.4)

which is a conformal invariant. Thus we get:

Proposition 2.4. The following inequality

δ(f(z), f(ω)) 6 δ(z, ω) (2.5)

holds, with equality if only if f is a Möbius transformation of D onto itself.

This shows that the Riemannian metric, whose element of length is

ds = λ(z)|dz| = 2 |dz|
1− |z|2

, (2.6)

3



is invariant under conformal self-mappings of the disk. In this metric every rectifiable arc γ has length

|γ|hyp =

∫
γ

2 |dz|
1− |z|2

and |f ◦ γ|hyp = |γ|hyp, if f is a Möbius transformation of D onto itself.
We call the distance determined by this metric the non-Euclidean distance (hyperbolic) and denote by λ; we

also use notation λ(z) = 2
1−|z|2 , for metric density and ||h||λ = λ(z)|h|, for h ∈ Tz .

The fact that the hyperbolic distance is invariant under self-mapping of the disk we can state in the form: If
h ∈ Tz , A ∈ Aut(D) and h∗ = A′(z)h, then ||h∗||λ = ||h||λ for every z ∈ D and every h ∈ Tz .

The shortest arc from 0 to any other point is along a radius. Hence the geodesics are circles orthogonal to
T = {|z| = 1}. The non-Euclidean distance from 0 to r is

λ(0, r) =

r∫
0

2 dt

1− t2
= ln

1 + r

1− r
. (2.7)

Since δ(0, r) = r it follows that non-Euclidean distance λ is connected with δ through δ = tanh λ
2 .

Hence, the hyperbolic distance on the unit disk D is

λ(z, ω) = ln
1 +

∣∣∣ z−ω1−zω̄

∣∣∣
1−

∣∣∣ z−ω1−zω̄

∣∣∣ . (2.8)

If f : D→ D is an arbitrary analytic map, then

λ(fz, fω) 6 λ(z, ω).

Exercise 1. Check the formula (2.7).

Hint. f(t) = 2
1−t2 , f(t) = 1

1−t + 1
1+t , F =

∫
f(t)dt = c− ln(1− t) + ln(1 + t). Hence λ(0, r) =

∫ r
0
f(t)dt =

− ln(1− t)|r0 + ln(1 + t)r0 = ln(1 + r)− ln(1− r) = ln 1+r
1−r .

Exercise 2. If γ is a piecewise continuously differentiable path in D, whether |γ|hyp = |γ|δ?

2.3. The upper half plane

A region G is conformally equivalent to a region D if there is an analytic bijective function f mapping G to
D; we call f conformal isomorphism. Conformal equivalence is an equivalence relation. Conformal isomorphism
of a domain onto itself is called conformal automorphism. Conformal automorphisms of a domainD form a group
which we denote by AutD.

If f0 : G → D is a fixed conformal isomorphism, then every conformal isomorphism f : G → D can be
represented in the form

f = φ ◦ f0, φ ∈ Aut D . (2.9)

The cross-ratio of a 4-tuple of distinct points on the real line with coordinates z1, z2, z3, z4 is given by

(z1, z2; z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z1 − z4)
.

Example 3. Describe Aut(H). If A ∈ Aut(H), there is a point x0 ∈ R such that A(x0) =∞. We consider two
cases.
Case (i) x0 =∞. Then A = L, where L(z) = λz + s, λ > 0 and s ∈ R.
Case (ii) x0 ∈ R. Define w = T (z) = − 1

z +x0. Then T−1(w) = 1
x0−w andA◦T maps∞ to∞. HenceA◦T =

L, for some λ > 0 and s ∈ R, and therefore f = L◦T−1. That isA(w) = λT−1(w)+s = λ 1
x0−w +s = a1z+b1

x0−w ,
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where a1 = −s and b1 = λ+ sx0.
Therefore, every A ∈ Aut(H) can represented in the form

f(z) =
az + b

cz + d
, where a, b, c, d ∈ R and D = D(f) = ad− bc = 1 . (2.10)

If A is represented by (2.10), then

Az −Az =
z − z̄
|cz + d|2

. (2.11)

Hence it is clear that A ∈ Aut(H).
There is another way to describe Aut(H) using (w, 1; 0,∞) = w. Namely, if A carries points x2, x3, x4

(x2 > x3 > x4) into 1, 0,∞, then w = (z, x2, x3, x4). �

If L ∈ Aut(H), then L is Möbius transformation and maps R onto itself and symmetric points with respect
to R onto symmetric points with respect to R. Hence, if z1, z2 ∈ H and w1 = Lz1 and w2 = Lz2, then w1 = Lz1

and w2 = Lz2. Since the cross-ratio is invariant under Möbius transformation, we get

(z1, z1; z2, z2) = (Lz1, Lz1;Lz2, Lz2) = (w1, w1;w2, w2) . (2.12)

Set Tz =
z − z2
z − z2

. Then (z1, z1; z2, z2) = T (z1)/T (z1). T maps H onto D and symmetric points z1 and z1 with

respect to R onto points T (z1) and T (z1) symmetric with respect to T respectively. Hence T (z1)T (z1) = 1 and
therefore (z1, z1; z2, z2) = |T (z1)|2. The pseudo-hyperbolic distance on H can be defined by

δH(z1, z2) =
∣∣∣z1 − z2
z1 − z2

∣∣∣.
It is invariant with the group Aut(H) because of (2.12) and δ2

H(z1, z2) = (z1, z1, z2, z2). We will give another
proof of this fact in subsection on Schwarz lemma(below).

For a fixed z ∈ H, moving on to the limit value of δH(z, w)/e(z, w), where e is Euclidean distance, when
w → z we get an infinitesimal invariant ds = |dz|/y (we drop multiple 2), where y = Imz. For a piecewise con-

tinuously differentiable path γ(t) = (x(t), y(t)), 0 6 t 6 1, in H, we define |γ|hyp =
∫
γ

|d z|/y =
1∫
0

| γ′(t)|
y(t) dt.

We use this infinitesimal form to obtain Poincaré distance between two points p and q in H by putting

dhyp(p, q) = inf |γ|hyp = inf
∫
γ

|d z|/y ,

where the infimum is taken over all paths γ joining p to q. The curve for which infimum is attained we call
geodesic. We also use shorter notation λ (λH(p, q) ) instead of dhyp = dhyp,H if it is clear that our considerations
is related to H.

Proposition 2.5. In half-plane model, geodesics are the arcs of circles orthogonal to the real axis. The pseudo-
hyperbolic distance and the hyperbolic distance are related by

δ = tanh(λ/2).

Proof. To find geodesic which joins p and q we use A ∈ Aut(H) which maps z1 and z2 to iy1 and iy2. It is
easy to conclude that a minimum is attained along the vertical segment I0 that connects iy1 and iy2. If γ is a path
which joins iy1 and iy2, using obvious geometric interpretation, we find |γ|hyp > |I0|hyp and hence

λH(iy1, iy2) = |I0|hyp = | ln(y2/y1)|.

It is interesting to prove this inequality directly (without geometric interpretation). We outline a proof. Sup-
pose that y1 6 y2. Since
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|γ|hyp =
∫
γ

|d z|/y =
1∫
0

| γ′(t)|
y(t) dt, we have

|γ|hyp >
1∫
0

| y′(t)|
y(t) dt >

1∫
0

y′(t)
y(t) = ln y(t)|10 = ln(y2/y1).

Hence it follows that geodesics are the arcs of circles orthogonal to the real axis.
There is circular arc K perpendicular to the real axis that contains z1 and z2 and connects real points

a1 and a2. We can compute ω = (p, q, a1, a2). Suppose that a1 > a2 and define A(z) =
z − a1
z − a2

, then

det(1,−a1; 1,−a2) = a1 − a2 > 0 and therefore A ∈ Aut(H). Hence it maps K on one half of the imagi-
nary axis. If A(p) = iy1 and A(q) = iy2, the cross ratio ω equals

(iy2, iy1, 0,∞) = y2/y1.

Hence λH(p, q) = | ln(y2/y1)| = ln(p, q, a1, a2). Since, for y2 > y1, we get

δ(iy1, iy2) =
y2 − y1

y2 + y1
=
eλ − 1

eλ + 1

and since δ = δH is invariant with respect to Aut(H), we find δ(iy1, iy2) = δ((p, q).
Hence eλ = 1+δ

1−δ , i.e.
δ = tanh(λ/2).

In a similar way one can prove that this formula is valid if y2 < y1.

We consider the canonical Möbius transformation T of H onto D that maps the points 0, i,∞ onto the points
−1, 0, 1, respectively, and let S denote the inverse of T . Then we find

w = Tz =
z − i
z + i

, z = Sw = i
1 + w

1− w
.

Note that if z, a ∈ H, b = Ta, then (z, z̄, a, ā) = (w,w∗, b, b∗) = |ϕb(w)|2.
It is convenient to introduce the mapping φa = T−1 ◦ ϕb ◦ T and the pseudo-distance

δ(z, ω) = |ϕz(ω)| =
∣∣∣∣ z − ω1− ω z

∣∣∣∣, (2.13)

which is a conformal invariant. It is easy to check that δH(a, z) := |φa(z)| = δD(T (a), T (z)).
Moving on to the limit value when ω → z we get infinitesimal invariant ds = λ(z)|dz|, where λ(z) =

2(1 − |z|2)−1 is the hyperbolic density (we add multiple 2 so that the Gaussian curvature of the hyperbolic
density is −1 see below).

The shortest arc from 0 to any other point is along a radius. Hence the geodesics are circles orthogonal to T.

Since δ(0, r) = r it follows that non-Euclidean distance λ is connected with δ through δ = tanh
λ

2
.

There is another way of calculating that exhibits additivity.
Let γ be a circular arc (geodesic), orthogonal to T at the points w1 and w2, that contains the points z1 and z2

of the unit disk (suppose that the points w1, z1, z2, w2 occur in this order). Since (r, 0,−1, 1) = (1 + r)/(1− r),
we find

λ(z1, z2) = ln(z2, z1, w1, w2).

We leave to the interested reader to check that {z1, z2} = (z2, z1, w1, w2) > 0, if the points are in the order
indicated above.

In this form we can consider λ as the oriented distance which changes the sign of the permutation z1 and z2.
Additivity of the distance on geodesics follow from (z2, z1, w1, w2) = (z2, z3, w1, w2)(z3, z1, w1, w2).

We summarize those remarks as:

Theorem 1.

λD = ln
1 + δD
1− δD

, λH = ln
1 + δH
1− δH

. (2.14)
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2.4. Ahlfors-Schwarz lemma

It was noted by Pick that result can be expressed in invariant form. We refer the following result as Schwarz-
Pick lemma.

Theorem 1 (Schwarz-Pick lemma). Let F be an analytic function from a disk B to another disk U . Then F does
not increase the corresponding hyperbolic (pseudo-hyperbolic) distances.

2.5. Schwarz’s Lemma for harmonic mappings

Recall that throughout this paper D will denote the unit disc {z : |z| < 1}, T the unit circle, {z : |z| = 1}
and we will use notation z = x+ iy and z = reiθ, where r = |z| and θ ∈ R are polar coordinates. For a function
h, we use notation ∂h = 1

2 (h′x− ih′y) and ∂h = 1
2 (h′x + ih′y); we also use notations Dch and D

c
h instead of ∂h

and ∂h respectively when it seems convenient. By h′x and h′y we denote partial derivatives with respect to x and
y respectively. We write D2

zzh = D(Dh), where Dh = Dch and Dh = D
c
h.

Example 4. Let S = {w : |Rew| < 1} and S1 = {w : |Rew| < π/4}. The function tan : z 7→ tan(z)
maps S1 onto D. Let B(w) = π

4w and f0 = tan ◦B, ie. f0(w) = tan(π4w). Then f0 maps S onto D, u =
√

2
π argA0(iz), v =

√
2
π argA0(z), t =

√
2
π ln |A0(z2)|.

Let r < 1, A0(z) = 1+z
1−z and let φ = i

2

π
lnA0. That is φ = φ0 ◦ A0, where φ0(ζ) = i 2

π ln(ζ). Let φ̂

be defined by φ̂(z) = −φ(iz). Note that φ̂ = 4
π arctan is the inverse of f0. Then, Reφ̂(z) = 2

π arg 1+iz
1−iz and

|Reφ(z)| ≤ 4
π tan−1|z|.

Let F be analytic such that Reh = ReF on D with F (0) = 0.
By subordination, we show that |ReF (z)| ≤ 4

π arctan(|z|).
Example h(z) = 4

πRe(arctan z) + iay, a ∈ R, shows that we can not control growth of h in general at 0.
The function h maps D into S, but |(Imh)y(0)| = |a| can be arbitrarily large.

But if f : D→ D is harmonic and f(0) = 0, then the maximal distortion (i) Lf (0) 6 4
π . (ii) In particular, if

f is conformal at 0, then |f ′(0)| 6 4
π . The estimate (i) is sharp.

It seems that if f is conformal at 0, then |f ′(0)| < 4
π .

By a normal family argument there is extremal function for the problem: (iii) D(0) = sup{|L′f (0)|}, where
supremum is taken over all harmonic maps f : D→ D with f(0) = 0. But, extremal functions f0(z) = 2

π arg 1+z
1−z

maps D onto (−1, 1).

Lemma 2.1. Let S = {w : |Rew| < 1} and let h : U → D be a harmonic mapping with h(0) = 0 . Then
|Reh(z)| ≤ 4

π tan−1|z|.

Proof. Let Mh(r) = max{|h(z)| : z ∈ Tr}. Then there is zr = reiα such that R = Mh(r) = |h(zr)|. If
h(zr) = Reiβ and H(z) = e−iβh(eiαz), then Mh(r) = MH(r) = R. By Lemma 2.2, MH(r) ≤ 4

π arctan r
and the proof follows.

Lemma 2.2 (Schwarz lemmma for harmonic functions [17]). Let S = {w : |Rew| < 1} and let h : D → S be
a harmonic mapping with h(0) = 0 . Then |Reh(z)| ≤ 4

π tan−1|z| and this inequality is sharp for each point
z ∈ D .

Proof. Let A1 be defined by z 7→ A0(iz). Then A1 carries the segment [−i, i] onto half circle T+ = {w : |w| =
1,Rew > 0} and 4

π arctan r = φ1(r) = 2
π argA1(r) = − 2

πα.
Observe now that the linear fractional mapping w = 1+z

1−z carries the circle Kr : |z| = r < 1 onto the circle
KR : |w−w0| = R with center w0 = (1 + r2)/(1− r2) and radius R = 2r/(1− r2). Let r < 1, A0(z) = 1+z

1−z ,

s = A0(r), R =
s− s−1

2
=

2r

1− r2
and α be the maximum of | argw| on KR; therefore since w2

0 − R2 = 1,

tanα = R and α(r) = arctanR = 2 arctan r; recall S = {w : |Rew| < 1} and let φ = i
2

π
lnA0. We prove, if

h : D→ S is harmonic, h(0) = 0, then |h(z)| 6 2
πα(|z|).

The linear fractional transformation A maps the circle |z| = r onto the circle K(a,R), where a =
(1 + r2)/(1− r2) and R = 2r

1−r2 ; and therefore the disk Dr onto the disk B(a;R) of radius R with the center at
a.
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Thus,
(1) | arg A1| is bounded by α(r) = 2 arctan r on Dr and therefore
since Reφ = − 2

π arg A0,
(2) |Reφ| is bounded by α(r) = 4

π arctan r on Dr.

Thus, (1) says that A0 maps Dr in the angle of opening 2α(r) = 4 arctan r.
Let F be analytic such that Reh = ReF on D with F (0) = 0. By subordination F (Dr) ⊂ φ0(B(a;R)).

Hence, by (2) ( recall | arg z| 6 2 arctan r on B(a;R)),
(3) |Reφ| is bounded by α(r) = 4

π arctan r on Dr.
From (3), it follows

|Reh(z)| = |ReF (z)| 6 4

π
arctan |z|.

2.5.1. Rado-Kneser-Choquet

Example 5. Let h(z) = x + i(x2 − y2). Then Jh = −2y, h(i) = −1, h(H) = D = {(x, y) : y < x2} and
h(z) = h(z); Since h(z1) = h(z2) implies x1 = x2 and y1 = ±y2, h is univalent on the upper half plane.
Consider triangle ∆1 with vertices A = 0, B = 2 and C = 1 + i and ∆2 with vertices A = 0, B = 2 and
D = 1− i/2. Quadrilateral ∆3 = ∆1 ∪∆2, D = 1 + i/2 and let quadrilateral ∆4 consist of points A = 0, D,
B = 2 and C.
Verify that L0 = h(∂∆3) = h(∂∆4), h(∆3) 6= int(h(∂∆3)) and that h(∂∆3) is not a convex set.
Consider a conformal mapping ϕ of the unit disk onto ∆3 and ȟ = h ◦ ϕ. Check that a ȟ is harmonic on D, a
homeomorphism of T onto L0, but ȟ is not 1− 1 onto D.

Choquet showed For every Jordan domain D which is not convex, there exists a homeomorphism φ : T →
∂D such that h = P [φ] is not a homeomorphism in D.

Theorem 2. Assume that Ω ⊂ R2 is a convex domain with smooth boundary ∂Ω. Given any homeomorphism
ϕ : S1 → ∂Ω, there exists a unique harmonic map h : D→ Ω such that h = ϕ on S1 and h is a diffeomorphism.

Proof. Let h = (u, v). It suffices to show that detJ(h) 6= 0. Suppose that detJ(h) is zero at z0, that is∣∣∣∣ u′x(z0) u′y(z0)
v′x(z0) v′y(z0)

∣∣∣∣ = 0 .

Thus vectors X = (u′x(z0), u′y(z0)) and Y = (v′x(z0), v′y(z0)) are linearly dependent and therefore there exists
(α, β) 6= (0, 0) such that αX + βY = 0, that is U ′x = 0, U ′y = 0 at z0, where U = αu + βv. Let L = {z :
U(z) = U(z0)}. Since U is a real harmonic function, there is an analytic function F such that U = ReF in
D and that F ′(z0) = 0. By the maximum principle for harmonic functions, no pair of the arcs of L emanating
from z0 can rejoin elsewhere in D. Since a neighborhood of z0 consists of at least four arcs emanating from z0,
and each of these arcs must extend out to the boundary, which means that L must meet T in at least four distinct
points (that is L ∩ ∆ contains at least 4 points). On the other hand, h maps L into the line, which meets ∂Ω in
exactly two points because of the assumption that Ω is convex. It follows that h maps at least four points on T
onto two points in ∂Ω, contradicting the hypothesis (ϕ being 1− 1). This contradiction proves that the Jacobian
cannot vanish in D, so h is locally univalent. An application of the argument principle completes the proof.

(A-1) If φ conformal mapping of a planar domain D onto D, we define the φ-hyperbolic density on D
by HypD(φz)|φ′(z)| = λφ,D(z). If another φ1 conformal mapping of the domain D onto D, set w = φ(z),
w1 = φ1(z), ω = φ1 ◦φ−1 and w1 = ω(w). Then φ1 = ω ◦φ, and by the composition rule φ′1(z) = ω′(w)φ′(z).
Since ω ∈ Aut(D), 1− |w1|2 = |ω′(w)|(1− |w|2) and hence 1− |w1|2 = |φ′1(z)/φ′(z)|(1− |w|2).

Therefore λφ,D = λφ1,D and the definition of the hyperbolic density is independent of conformal maps from
D onto D; and we write HypD(z) for the hyperbolic density on D at z.

Exercise 3. (I-1) If G and D are simply connected domains different then C and f conformal mapping of D onto
G, then HypG(fz)|f ′(z)| = HypD(z).
Outline. Let ψ be conformal mappings of the domain D onto D, g = f−1 and ψ1 = ψ ◦ g; set also z1 = f(z).
Then λD(z) = λ0(ψz)|ψ′z| and λG(z) = λ0(ψ1z1)|ψ′z1|.
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Exercise 4. Suppose that D is a simply connected domain different then C and ω holomorphic map from D into
self with ω(z0) = z0 for some z0 ∈ D. Then |ω′(z0)| 6 1.

If G1 = kG, then H(z) = kz maps G onto G1 and H−1(w) = w/k. Hence HypG1
(w) = 1

kHypG(w/k).

Example 6. 1. If Π = {w : Rew > 0}, then B0(w) = 1−w
1+w maps Π on D. Since 1− |B0(w)|2 = 4u

|1+w|2 , where
u = Rew, B′0(w) = 2(1 + w)−2, and HypΠ(w) = λ0(B0(w))|B′0(w)|, we find

HypΠ(w) =
1

Rew
.

2. Since e = exp maps S = {y : |y| < π/2} onto Π, we have λS(z) = HypΠ(ez)|ez| = 1
cos y .

3. Let λ0 be a hyperbolic density on S0. Then

λ0(w) = HypS0(w) =
π

2

1

cos(π2u)
. (2.15)

4. λ0(iy1, iy2) = π
2 |y2 − y1|, y1, y2 ∈ R.

5. If a, b ∈ R, a < b, the linear map L defined by L(w) = 2w−(a+b)
b−a , maps S(a, b) onto S0 and ρ(w) =

ρ0(Lw) 2
b−a . Hence

ρ(w) = HypS(a,b)(w) =
π

(b− a)

1

cos
(
π
2 [(2u− (a+ b))/(b− a)]

) . (2.16)

Example 7. Check arctan( 2r
1−r2 = 2 arctan(r), 0 < r < 1.

Outline. If tgβ = r, then tg(2β) = 2tgβ
1−(tgβ)2 .

Example 8. For w1, w2 ∈ S0, ρ0(u1, u2) 6 ρ0(w1, w2).

A plane region D whose complement has at least two points we call a hyperbolic plane domain. On a
hyperbolic plane domain there exists a unique maximal ultrahyperbolic metric, and this metric has constant
curvature −1.

Using holomorphic covering π : D → D, one can define the pseudo-hyperbolic and the hyperbolic metric
on D.

2.6. Hyperbolic domains

Now we outline how we can use powerful tools which yield the uniformization theorem to get hyperbolic
version of Ahlfors-Schwarz lemma.

Let W and W ∗ be surfaces and f : W ∗ → W a continuous surjective map such that for every p ∈ W , there
exists an open neighborhood V of p, such that is a union of disjoint open sets in W ∗ and every component of
p−1(V ) is in one-to-one correspondence with V . When this is so The map f is called the covering map and the
pair (W ∗, f) is called a covering surface ofW . A deck transformation or automorphism of a cover f : W ∗ →W
is a homeomorphism A : W ∗ → W ∗ such that f ◦ A = f . The set of all deck transformations of A forms a
group under composition, the deck transformation group Aut(f). Deck transformations are also called covering
transformations.

In particular, ifW andW ∗ are Riemann surfaces and f : W ∗ →W holomorphic, we call f the holomorphic
covering map. If W ∗ is simply connected, we call the pair (W ∗, f) a universal covering.

The uniformization theorem says that every simply connected Riemann surface is conformally equivalent to
a disk, the complex plane, or the Riemann sphere. In particular it implies that every Riemann surface admits a
Riemannian metric of constant curvature. Every Riemann surface is the quotient of the deck transformation group
(a free, proper and holomorphic action of a discrete group on its universal covering) and this universal covering
is holomorphically isomorphic (one also says: "conformally equivalent" or "biholomorphic") to the Riemann
sphere,the complex plane and the unit disk in the complex plane. If the universal covering of a Riemann surface
S is the unit disk we say that S is hyperbolic. Using holomorphic covering π : D → S, one can define the
pseudo-hyperbolic and the hyperbolic metric on S. In particular, if S = G is hyperbolic planar domain we can
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use
(I-2) HypG(πz)|π′(z)| = HypD(z) and
(I-3) If G and D are hyperbolic domains and f conformal mapping of D onto G, then HypG(fz)|f ′(z)| =
HypD(z).

Proposition 2.6 (Schwarz lemma, 1-planar hyperbolic domains, Ahlfors-Schwarz; hyperbolic version). (a) If G
and D are conformally isomorphic to D and f ∈ Hol(G,D), then

δD(fz, fz′) 6 δG(z, z′), z, z′ ∈ G.

(b) The result holds more generally: if G and D are hyperbolic domains and f ∈ Hol(G,D), then

HypD(fz, fz′) 6 HypG(z, z′), z, z′ ∈ G.

(c) If z ∈ G, v ∈ TzC and v∗ = dfz(v), then

|v∗|Hyp 6 |v|Hyp.

For a hyperbolic planar domain G the Carathéodory distance CG 6 λG with equality if and only if G is a
simply connected domain.

2.7. Schwarz lemma at the boundary for holomorphic functions

It this subsection we discuss some known results related to the subject.
2.7.1. Jack’s lemma

In connection with Jack’s lemma we state:
(T1) Let f be nonconstant analytic function on the unit disk and f(0) = 0. Then for given r ∈ (0, 1) the function
|f | attains maximum at some point z0 ∈ Tr. Then, z0f

′(z0) = kf(z0), for some k > 1. Using homothety,
rotation and translation we consider the following:
(T2) Let B = B(a0; a0), a0 > 0, f be analytic function on B, f(B) ⊂ B and f(0) = 0. Then f ′(0) = k, where
k > 0. Contrary, if f ′(0) = keiα, where 0 < α < 2π, then easily we can show that there is a small arc L on the
boundary of B centered at the origin such that f(L) is out of B.

Q1. If D is domain and f is analytic function on D, f(D) ⊂ D and there is z0 ∈ ∂D such that f(z0) = z0.
Whether f ′(z0) > 0? It seems that using similar approach as the above we can prove that answer to Q1 is positive
if ∂D is smooth at z0.

Proposition 2.7. a) Let f : D→ D. Assume that (H0) there is a point b ∈ T so that f extends continuously to b,
|f(b)| = 1 (say that f(b) = c) and f is R- differentiable at b.
b) Further assume that there is a function A such that A : [0, 1] → [0, 1, A′(1) exists and Mf (r) 6 A(r). Then
|λf (b)| > A′(1).

Proposition 2.8. Under the above hypothesis, if there exists f ′(b), then
(i) |f ′(b)| > A′(1).

Proposition 2.9. Let f(z) = b+ cp(z− a)p + cp+1(z− a)p+1 + ..., cp > 0, p > 1 be a holomorphic function of
the disc D into self and let z1, z2, .., zn be zeros of the function f(z) in D that are different from 0. If we assume
(H0), then |f ′(b)| > p+

∑n
k=1

1−ak
1+ak

, where ak = |zk|.

Proof. Set

B1(z) = zp
n∏
k=1

z − zk
1− zkz

,

B0(z) = zp,B = B0B1 and F = f/B. Further, set ak = |zk|, Tk(r) := r+|zk|
1+r|zk| andB+(r) =

∏n
k=1

r+|zk|
1+r|zk| . By

Schwarz lemma, |f | 6 |B|. Hence Mf (r) 6 A(r) := rpB+(r). Without loss of generality we can suppose that
b = 1. ThenA′(1) = pB+(1)+B′+(1), Hence, since Tk(1) = 1 and T ′k(1) = 1−ak

1+ak
, we findA′(1) = p+B′+(1).

For example if n = 2, we have B′+(1) = 1−a1
1+a1

+ 1−a2
1+a2

. In general, B′+(1) =
∑n
k=1

1−ak
1+ak

.
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Theorem 3. Let f : D → D be harmonic. Assume that f(0) = 0. Further assume that there is a point b ∈ T
so that f extends continuously to b, |f(b)| = 1 (say that f(b) = b′) and f is R- differentiable at b. Then
|λf (b)| > 2/π.

In [49], R. Osserman offered the following boundary refinement of the classical Schwarz lemma. It is very
much in the spirit of the sort of result that we wish to consider here.

Theorem 4. Let f : D→ D be holomorphic. Assume that f(0) = 0. a) Further assume that there is a point b ∈ T
so that f extends continuously to b, |f(b)| = 1 (say that f(b) = c) and f ′(b) exists. Then |f ′(b)| > 2

1+|f ′(0)| .
c) If f has a zero of order p at 0, then (ii) |f ′(b)| > p.

Set k = |f ′(0)|, g(z) = f(z)/z and F = Tk ◦ g. Then g = T−k ◦ F , MT−k(r) 6 T−k(r) = r+k
1+rk and

therefore Mf (r) 6 A(r) := r r+k1+rk .
Hence, since A′(1) = 2

1+k , we have (i). Let f : D → D be holomorphic and satisfy f(0) = 0. Then

|f(ζ)| 6 |ζ| |ζ|+|f(0)|
1+|f(0)||ζ| for |ζ| < 1. c) Mf (r) 6 A(r) := rn. Hence, since A′(1) = n, we have (ii).

Set r = |z| and k = |f ′(0)|. Then 1 − |f(z)| > 1 − r r+k1+rk = 1−r2
1+rk and therefore 1−|f(z)|

1−r > 1+r
1+rk . Hence

|f ′(b)| > 2
1+|f ′(0)| . Without loss of generality we reduce the proof to the case b = 1 and f(1) = 1. By Schwarz

lemma |f(z)| 6 |z|. Hence |1− f(x)| > |1− x|.

Theorem 5. Let f : D→ D be holomorphic function. Suppose that there is an extension of f at b ∈ T such that
|f(b)| = 1 and there exists f ′(b). Then

|f ′(b)| > 2(1− |f(0)|)
1− |f(0)|2 + |f ′(0)|

. (2.17)

Now we state a version of Lowner and Velling result.

Proposition 2.10. Let f : D→ D be holomorphic and f(0) = 0. Let S ⊂ T be a nontrivial arc, and suppose that
f extends continuously to S. Further assume that f(S) lies in T. Let s denote the length of S and σ the length of
f(S) (which is also necessarily an arc, since it is a connected subset of the circle ). Then σ > s 2

1+|f ′(0)| .

Proof: By Schwarz reflection, we may take it that f is analytic on the interior of the arc S. Hence it certainly
satisfies the hypotheses of the first lemma at each point of the interior of S. The conclusion of that lemma then
holds, and integration yields the desired result.

Theorem 6. Let f : D → D be holomorphic. Further assume that there is a point b ∈ T so that f extends
continuously to b, |f(b)| = 1 (say that f(b) = c) and f ′(b) exists. Then

|f ′(b)| > 2(1− |f(0)|)2

1− |f(0)|2 + |f ′(0)|
.

Suppose f is an analytic map of D into itself. If |b| < 1, we say b is a fixed point of f if f(b) = b. If |b| = 1,
we say b is a fixed point of f if limr→1−f(rb) = b. Julia-Caratheordory Theorem implies If b is a fixed point of
f with |b| = 1, then limr→1−f

′(rb) exists (call it f ′(b)) and 0 < |f ′(b)| 6∞.
Perhaps, we can restate the hypothesis. The following boundary version of the Schwarz lemma was proved

in 1938 by Unkelbach in [Un] and then rediscovered and partially improved by Osserman in 2000 [50].

Theorem 7. In addition to hypothesis of Theorem 4, suppose that f = cpz
p + o(zp), if z tends 0. Then (iii.1)

|f ′(c)| > p+
1−|cp|
1+|cp| . The equality in (1.7) holds if and only if f is of the form f = −zpϕa on D, for some constant

a ∈ (−1; 0].

Outline: Set c = cp, k = |cp|, g(z) = f(z)/zp and F = Tc ◦ g. Then g = T−c ◦ F , MT−c(r) 6 T−k(r) =
r+k
1+rk and therefore Mf (r) 6 A(r) := rp r+k1+rk .

Hence, sinceA′(r) = prp−1T−k(r)+rpT ′−k(r) and T ′−k(r) = (1−k2)(1+rk)−2, we haveA′(1) = p+ 1−k
1+k ,

and therefore (iii.1).
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The inequality (iii.1) is a particular case of a result due to Dubinin in (see [16]), who strengthened the
inequality |f ′(c)| > 1 by involving zeros of the function f .

Suppose (iii.2): Let f(z) = b+ cp(z−a)p+ cp+1(z−a)p+1 + ..., cp > 0, p > 1, be a holomorphic function
in the disc D satisfying f(a) = b, |a| 6 1 and
(c) |f(z)−α| < α for |z| < 1, where α is a positive real number and 1/2 < α 6 1, and f(z)− b has no zeros in
D, except z = a. Assume that, for some c ∈ T, f has an angular limit f(c) at c, f(c) = 2α.

There are several papers by B. Örnek and Örnek-Akyel(see for example [48] and [47]) related to the subject.
In [47], under the hypothesis (iii.2) the optimal lower estimate for |f ′(c)| are obtained, and the following functions
are used. Let z1, z2, .., zn be zeros of the function f(z)− b in D that are different from z = a. Set

B(z) = zp
n∏
k=1

z − zk
1− zkz

,

φ = ϕd, where d = f(0), Υ = φ/B and κ = ϕe, where e = Υ(0). Set B0(z) = zp, p = φ/B0 and
Θ(z) = ln p(z)−ln p(0)

ln p(z)+ln p(0) . Set F = Fα = f − α. Then the hypothesis (c) can be rewritten as (c1): F maps the
unit disc into the disc of radius α and F (c) = α. The auxiliary function Θ is a holomorphic in the unit disc T,
|Θ(z)| < 1,Θ(0) = 0 and |Θ(b)| = 1 for b ∈ T. Apply

2

1 + |Θ′(0)|
6 |Θ′(b)|.

Theorem 8 (Burns-Krantz [11]). Let g be an analytic function of the unit disk D into self which satisfy (i)
g(z) = z +O(1− z)4, when z approaches 1 throughout D. Then g = Id.

The result is the sharpest possible. Indeed, since g(z) = z − (z − 1)3/10 maps the unit disc to itself, this
example shows that the exponent 4 in the theorem cannot be replaced by 3. The proof in fact shows that 4 can be
replaced by o((z − 1)3).

In [25], a new theory of regular functions over the skew field of Hamilton numbers (quaternions) and in the
division algebra of Cayley numbers (octonions) has been recently introduced by Gentili and Struppa (Adv. Math.
216(2007) 279-301). For these functions, among several basic results, the analogue of the classical Schwarz
lemma has been already obtained. In this paper, following an interesting approach adopted by Burns and Krantz
in the holomorphic setting, they prove some boundary versions of the Schwarz Lemma and Cartan’s Uniqueness
Theorem for regular functions. We are also able to extend to the case of regular functions most of the related
”rigidity” results known for holomorphic functions.

2.8. Denjoy-Wolff Theorem

The Schwarz Lemma is related to the following result.
Theorem (Denjoy-Wolff 1926): Let D be the open unit disk in C and let f be a holomorphic function mapping
D into D which is not an automorphism of D (i.e. a Möbius transformation). Then there is a unique point z in the
closure of D such that the iterates of f tend to z uniformly on compact subsets of D. If z lies in D, it is the unique
fixed point of f . The mapping f leaves invariant hyperbolic disks centered on z, if z lies in D, and disks tangent
to the unit circle at z, if z lies on the boundary of D.

When the fixed point is at z = 0, the hyperbolic disks centred at z are just the Euclidean disks with centre 0.
Otherwise f can be conjugated by a Möbius transformation so that the fixed point is zero. An elementary proof of
the theorem is given below, taken from Shapiro (1993) and Burckel (1981). Two other short proofs can be found
in Carleson & Gamelin (1993).

Definition. Suppose f is an analytic map of D into itself. If |b| < 1, we say b is a fixed point of f if f(b) = b.
If |b| = 1, we say b is a fixed point of f if limr→1− f(rb) = b.

Julia-Caratheordory Theorem implies that if b is a fixed point of f with |b| = 1, then limr→1− f
′(rb) exists

(call it f ′(b)) and 0 < f ′(b) 6∞.
(Denjoy-Wolff 1926): (a) If f is an analytic map of D into itself, not the identity map, there is a unique fixed

point, a, of f in D such that |f ′((a)| 6 1.
(b) If f is not an automorphism of D (i.e. a Mobius transformation) with fixed point in D, iterates of f tend

to a uniformly on compact subsets of D

12



This distinguished fixed point will be called the Denjoy-Wolff point of f .
The Schwarz-Pick Lemma implies f has at most one fixed point in D and if f has a fixed point in D, it must

be the Denjoy-Wolff point. See: C. C. Cowen, Iteration and the Solution of Functional Equations for Functions
Analytic in the Unit Disk, Trans. Amer. Math. Soc. 265 (1981) 69-95; C. C. Cowen and Ch. Pommerenke,
Inequalities for the Angular Derivative of an Analytic Function in the Unit Disk, J. London Math. Soc. 26 (1982)
271-289.

Question 3. Is there a version of this result for quasi-regular mappings? For Danjoy-Wolff theorem see [18],
[19]. It seems that using the analityc covering theorem (the uniformization theorem for hyperbolic domains) one
can get a version of Theorem Danjoy-Wolff for hyperbolic domains.

Theorem Danjoy-Wolff. Let D be the open unit disk in C and let f be a holomorphic function mapping D
into D which is not an automorphism of D (i.e. a Mobius transformation). Then there is a unique point z0 in the
closure of D such that the iterates of f tend to z0 uniformly on compact subsets of D. If z0 lies in D, it is the
unique fixed point of f . The mapping f leaves invariant hyperbolic disks centered on z0, if z0 lies in D, and disks
tangent to the unit circle at z0, if z0 lies on the boundary of D.

Proof. When the fixed point is at z0 = 0, the hyperbolic disks centred at z0 are just the Euclidean disks with
centre 0. Otherwise f can be conjugated by a Mobius transformation so that the fixed point is zero. An elementary
proof of the theorem is given below, taken from Shapiro (1993) and Burckel (1981). Two other short proofs can
be found in Carleson & Gamelin (1993)[18].

Case 1(Fixed point in the disk). If f has a fixed point z in D then, after conjugating by a Möbius transforma-
tion, it can be assumed that z = 0. Let M(r) be the maximum modulus of f on |z| = r < 1. By the Schwarz
lemma |f(z)| ≤ δ(r)|z|, for |z| 6 r, where δ(r) = M(r)

r . Since f is not automorphism of D, δ(r) < 1. It follows
by iteration that |fn(z)| ≤ δ(r)n for |z| 6 r. These two inequalities imply the result in this case.

Case 2 (No fixed points in the unit disk). When f acts in D without fixed points, Wolff showed that there is a
point z0 on the boundary such that the iterates of f leave invariant each disk tangent to the boundary at that point.
Take a sequence rk increasing to 1 and set fk(z) = rkf(z). By applying Rouché’s theorem to fk(z)− z and
g(z) = z, fk has exactly one zero zk in D. Passing to a subsequence if necessary, it can be assumed that zk → z0.
The point z0 cannot lie in D, because, by passing to the limit, z0 would have to be a fixed point. The result for
the case of fixed points implies that the maps fk leave invariant all Euclidean disks whose hyperbolic center is
located at zk. We leave the interested reader to fill details for proof of the following:
(I1)Explicit computations show that, as k increases, one can choose such disks so that they tend to any given disk
tangent to the boundary at z0. By continuity, f leaves each such disk B invariant.

To see that fn converges uniformly on compacta to the constant z0, it is enough to show that the same is true
for any subsequence fnk , convergent in the same sense to a function g, say. Such limits exist by Montel’s theorem,
and if g is non-constant, it can also be assumed that fnk+1−nk has a limit, h say. Set mk = nk+1 − nk. But then
fnk+1 = (fnk)mk and fnk(w) → g(w) and fnk+1(w) → g(w). Hence since fmk holomorphic function does
not increase hyperbolic distance on D, we find d

(
fmk(fnk(w)), fmk(g(w))

)
6 d

(
fnk(w), g(w)

)
and therefore

h(g(w)) = g(w) for w in D.
Since h is holomorphic and g(D) open, h(w) = w for all w.
It can also be assumed that fmk−1 is convergent to F say. But then fmk(w) = fmk−1(fw) = f(fmk−1(w))

and therefore f(F (w)) = w = f(F (w)), contradicting the fact that f is not an automorphism. Hence every
subsequence tends to some constant uniformly on compacta in D.

The invariance ofB implies each such constant lies in the closure of each diskB, and hence their intersection,
the single point z0. By Montel’s theorem, it follows that fn converges uniformly on compacta to the constant z0.

For the subject see: What are the most recent versions of The Schwarz Lemma at the Boundary? - Research-
Gate. Available from: https://www.researchgate.net/post/.

2.9. Curvature

Let D be a domain in z = x+ iy-plane and a Riemannian metric be given by the fundamental form

ds2 = σ|dz|2 = σ(dx2 + dy2),

which is conformal with euclidian metric. If M = (D,σ|dz|2, then the Gaussian curvature of M is

KM = − 1

2σ
4 lnσ .
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Instead of KM it is also convenient to use notation Kσ and call σ shortly metric coefficient.
Often in the literature a Riemannian metric is given by ds = ρ|dz|, ρ > 0, that is by the fundamental form

ds2 = ρ2(dx2 + dy2) .

In some situations it is convenient to to call ρ shortly metric density.
If ρ > 0 is a C2 function on D and M = (D, ρ|dz|), the Gaussian curvature of M is expressed by the

formula

KM = K̄ρ := −ρ−24 ln ρ.

We also call the above term the Gaussian curvature of a Riemannian metric density ρ on D. Also we write
K(ρ) and K̄ρ instead of Kρ and K̄(ρ) respectively. It is clear that K̄ρ = K(ρ2).

For a > 0, K̄(aρ) = a−2K̄(ρ).
Recall that a pseudohermitian metric on D is a non-negative upper semicontinuous function ρ such the set

ρ−1(0) is discrete in D.
If u is an upper semicontinuous function on D and ω ∈ D, the lower generalized Laplacian of u is defined

by ([2], see also [24])

4L u(ω) = 4 lim inf
r→0

1

r2

[ 1

2π

∫ 2π

0

(
u(ω + reit)− u(ω)

)
dt
]
.

When u is a C2 function, then the lower generalized Laplasian of u reduces to the usual Laplacian

4u = uxx + uyy .

The Gaussian curvature of a pseudohermitian metric density on D is defined by the formula

K = K̄ρ = −ρ−24L ln ρ .

For all a > 0 define the family of functions λa

λa(z) =
2

a(1− |z|2)
.

Also, it is convenient to write λ instead of λ1.
Suppose ρ is a semimetric density on a region G and f : D → G is a holomorphic function. The pull-back

of ρ by f is f∗(ρ) = ρ(f(z))|f ′(z)|.
Suppose a ∈ D, f ′(a) 6= 0, ρ(f(a)) > 0 and ρ is of class C2 at f(a). Then Kf∗(ρ)(a) = Kρ

(
f(a)

)
.The

Gaussian curvature of the density λa is K̄(λa) = −a2. This family of Hermitian metrics on D is of interest
because it allows an ordering of all pseudohermitian metrics on D in the sense of the following ([2]).

Theorem 9. Let ρ be a pseudohermitian metric density on D such that

K̄ρ(z) 6 −a2

for some a > 0. Then ρ 6 λa.

This kind of estimate is similar to Ahlfors-Schwarz lemma. Ahlfors lemma can be found in Ahlfors [5].

A metric ρ is said to be ultrahyperbolic in a region Ω if it has the following properties :
(a) ρ is upper semicontinuous; and
(b) at every z0 with ρ(z0) > 0 there exits a supporting metric ρ0 , defined and class C2 in a neighborhood V of
z0 , such that ρ0 6 ρ and K̄ρ0 6 −1 in V , while ρ0(z0) = ρ(z0).
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Theorem 10. (Ahlfors Lemma 1) Suppose ρ is an ultrahyperbolic metric on D . Then ρ 6 λ .

The version presented in Gardiner [23] has a slightly modified definition of supporting metric. This modifi-
cation and formulation is due to Earle. This version has been used (see [23]) to prove that Teichmüller distance
is less than equal to Kobayashi′s on Teichmüller space.
Ahlfors [5] proved a stronger version of Schwarz’s lemma and Ahlfors lemma 1.

Theorem 11. (Ahlfors Lemma 2) Let f be an analytic mapping of D into a region on which there is given
ultrahyperbolic metric ρ. Then ρ[f(z)] |f ′(z)| 6 λ .

The proof consists of observation that ρ[f(z)] |f ′(z)| is ultrahyperbolic metric on D. Observe that the zeros
of f ′(z) are singularities of this metric.

Note that if f is the identity map on D we get Theorem 3 (Ahlfors lemma 1) from Theorem 4.
The notation of an ultrahyperbolic metric makes sense , and the theorem remains valid if Ω is replaced by a

Riemann surface.
In a plane region Ω whose complement has at least two points, there exists a unique maximal ultrahyperbolic

metric, and this metric has constant curvature −1.
The maximal metric is called the Poincarémetric of Ω , and we denote it by λΩ. It is maximal in the

sense that every ultrhyperbolic metric ρ satisfies ρ 6 λΩ throughout Ω.
The hyperbolic density (metric) of a disk |z| < R is given by

λR(z) =
2R

R2 − |z|2
.

If ρ is ultrahyperbolic in |z| < R , then ρ 6 λR . In particular , if ρ is ultrhyperbolic in the whole plane,
then ρ = 0. Hence there is no ultrahyperbolic metric in the whole plane.

The same is true of the punctured plane C∗ = {z : z 6= 0} . Indeed, if ρ were ultrahyperbolic metric in the
whole plane, then ρ(ez)|ez| would be ultrahyperbolic in the whole plane. These are only cases in which ultrahy-
perobolic metric fails to exist.
Ahlfors [5] used Theorem 4 to prove Bloch and the Picard theorems. Ultrahypebolic metrics (without the name)
were introduced by Ahlfors. They found many applications in the theory of several complex variables.

The comparison principle.

Theorem 2 ([37]). If ρ and σ are two metrics (densities) on the disk D, σ is complete and 0 > K̄σ > K̄ρ on D,
then σ > ρ.

Here, K̄ is Gaussian curvature. For the hyperbolic density on the disk we have K̄ = −4 (or −1, depends of
normalization).

Example 9. If σ is the Poincaré metric with Kσ = −1 and ρ is any other metric with Kρ ≤ −1, then ρ ≤ σ.
In particular this holds if ρ = F ∗(σ) for a holomorphic map F : D → D (that is, the map F must be conformal
with respect to the complex structures induced by the respective metrics).

2.10. An inequality opposite to Ahlfors-Schwarz lemma

Mateljević [37] proved an estimate opposite to Ahlfors-Schwarz lemma.
A metric H|dz| is said to be superhyperbolic in a region Ω if it has the following properties:

(a) H is continuous (more general, lower semicontinuous) on Ω.
(b) at every z0 there exists a supporting metric (from above) H0, defined and class C2 in a neighborhood V of
z0, such that H0 > H and KH0

> −1 in V , while H0(z0) = H(z0).

Theorem 12 ([37]). Suppose H is a superhyperbolic metric on D for which
(c) H(z) tends to +∞ when |z| tends to 1−.
Then λ 6 H .
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Proof. Let ρr(z) = 2r(1− |rz|2)−1, where r ∈ (0, 1), and let

Ψr(z) = log |H(z)| − log ρr(z) .

By the hypothesis of theorem Ψr has a minimum on D at a point z0. Let H0 be supporting metric density
from above to H at z0 in a neighborhood V and

τr(z) = log |H0(z)| − log ρr(z) .

Function τr has a minimum on V at z0 and so

(1) 0 6 ∆τr(z0) = ∆ log |H0(z0)| −∆ log ρr(z0) .

By the hypothesis, we have

K̄H0
(z0) = −H0(z0)−2(4 lnH0)(z0) > −1 ,

that is

(4 lnH0)(z0) 6 H0(z0)2 ,

and

(4 ln ρr)(z0) 6 (ρr(z0))2 .

Hence by (1),

(2) 0 6 ∆τr(z0) = ∆ log |H0(z0)| −∆ log ρr(z0) 6 H2
0 (z0)− (ρr(z0))2

and therefore ρr(z0) 6 H0(z0). Since H0(z0) = H(z0) it follows that Ψr has non-negative minimum at z0

and hence we conclude that ρr 6 H for every z ∈ D. If r tends to 1−, we find ρ 6 H on D.

By applying a method developed by Yau in [58] (or by generalized maximum principle of Cheng and Yau
[15] ), it follows that this result holds if we suppose instead of (c) that
(d) H is a complete metric on D.

Theorem 13. If ρ and σ are two metrics (density) on D, σ complete and 0 > K̄σ > K̄ρ on D, then σ > ρ.

This theorem remains valid if ρ is ultrahyperbolic metric and σ superhyperbolic metric on D. Also, we can
get further generalizations if D is replaced by a Riemann surface.

Suppose that Ω is a hyperbolic domain and
(a) H0 : Ω→ (0,∞) is continuous (more general, lower semicontinuous) on Ω,
(b) the generalized Gaussian curvature of H0, KH0 > −1 on Ω.
Then λΩ 6 H .

Curvature. Let D be a domain in z = x + iy-plane and a Riemannian metric be given by the fundamental
form

ds2 = σ|dz|2 = σ(dx2 + dy2),

which is conformal with euclidian metric. If M = (D,σ|dz|2, then the Gaussian curvature of M is

KM = − 1

2σ
4 lnσ.

Instead of KM it is also convenient to use notation Kσ and call σ shortly metric coefficient.
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Often in the literature a Riemannian metric is given by ds = ρ|dz|, ρ > 0, that is by the fundamental form

ds2 = ρ2(dx2 + dy2) .

In some situations it is convenient to to call ρ shortly metric density.
If ρ > 0 is a C2 function on D and M = (D, ρ|dz|), the Gaussian curvature of M is expressed by the

formula

KM = K̄ρ := −ρ−24 ln ρ.

We also call the above term the Gaussian curvature of a Riemannian metric density ρ on D. Also we write
K(ρ) and K̄ρ instead of Kρ and K̄(ρ) respectively. It is clear that K̄ρ = K(ρ2).

Proposition 2.11 ([64]). If ρ, ρ0, ρ̃metric densities onB0 = B(z0; r0). Suppose that η := ρ̃
ρ has a local minimum

at z0, K̄ρ̃ > K̄ρ0 at z0 and ρ0 > ρ and ρ(z0) = ρ0(z0). Then ρ 6 ρ̃ on B0.

A metric ρ is said to be ultrahyperbolic in a region Ω if it has the following properties :
(a) ρ is upper semicontinuous and
(b) at every z0, with ρ(z0) > 0, there exits a supporting metric ρ0, defined and class C2 in a neighborhood V of
z0, such that ρ0 6 ρ and K̄ρ0 6 −1 in V , while ρ0(z0) = ρ(z0).
Set Iu(a, r) :=

∫ 2π

0

(
u(a+reit)−u(a)

)
dt. If u is a C2 function in a neighborhood V , then u(a+reit)−u(a) =

Ar cos t+Br sin t+Dr2 cos2 t+Er2 cos t sin t+Fr2 cos2 +o(r2), where D = uxx(a)/2 and F = uyy(a)/2.
Hence Iu(a, r) = π

2 r
24u(a) + o(r2) and therefore 2

π r
−2Iu(a, r) tends to4u(a), if r tends to 0.

Definition 1. If u is an upper semicontinuous function, the lower generalized Laplacian of u is defined by ([2],
see also [24])

4L u(ω) = 4 lim inf
r→0

1

r2

[ 1

2π

∫ 2π

0

(
u(ω + reit)− u(ω)

)
dt
]
.

When u is a C2 function, then by (i) we conclude that the lower generalized Laplasian of u reduces to the usual
Laplacian

4u = uxx + uyy.

Definition 2. A region Ω is hyperbolic if C\Ω contains at least two points. The hyperbolic metric λΩ on Ω is the
unique metric on Ω such that λD(z) = λΩ(z)|f ′(z)|, where f : D → Ω is any holomorphic universal covering
projection. The hyperbolic metric has constant curvature −1.

Theorem 14 (Ahlfors Lemma 1). Suppose ρ is an ultrahyperbolic metric on D . Then (1) ρ 6 λ .

Definition 3. A conformai metric ρ(z)|dz| on a region Ω is called an SK metric provided ρ : Ω → [0,+∞) is
upper semicontinuous and4L log ρ(a) > ρ2(a) at each point a ∈ Ω such that ρ(a) > 0.

Thus, an SK metric is a conformai metric with generalized curvature at most −1 at each point where it does
not vanish.

Here λD|dz| is the hyperbolic metric on normalized to have curvature −1. (In some references the curvature
is taken to be −4; we will translate all such results to the context of curvature −1 without further comment.)
Ahlfors did not show that equality in (1) at a single point implied ρ = λD which would be the analog of the
equality statement in Schwarz ’s lemma. Heins [2] 2 introduced the class of SK metrics, which includes ultra-
hyperbolic metrics, and verified that (1) remains valid for SK metrics. In addition, he showed that equality at
a single point implied ρ = λD. However, his proof of the equality statement is not as elementary as the proof
of Ahlfors’ lemma since it relies on an integral representation for a solution of the nonlinear partial differential
equation ∆u = exp(2u).

In [45] D. Minda also considered the strong form of Ahlfors’ lemma and present a relatively elementary
proof of the equality statement for Ahlfors’ lemma for SK metrics; it relies on the fact that the Laplacian of a
real-valued function is nonpositive at any point where the function has a relative maximum. His proof is in the

2See D. Minda [45] for papers Heins [2], Hopf[3], Jorgensen [4].
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spirit of Ahlfors’ derivation of (1) and is a modification of a method introduced by Hopf [3] for linear partial
differential equations. A related proof was given by Jorgensen Jorgensen [4] in the special case of metrics with
constant curvature −1.

Theorem 15. Let Ω be a hyperbolic region in C and λΩ the hyperbolic metric on Ω. If ρ(z)|dz| is an SK metric
on Ω, then either ρ(z) < λΩ(z) for all z ∈ Ω or else ρ(z) = λΩ(z) for all z ∈ Ω.

Proposition 2.12 ([45]). Suppose G is a region in C, u : G→ [−∞,∞) is upper semicontinuous and there is a
positive constant K such that ∆u(z) > Ku(z) at any point z ∈ G with u(z) > −∞. If lim supz→ζ u(z) 6 0 for
all ζ ∈ ∂G, then either u(z) < 0 for all z ∈ G or else u(z) = 0 for all z ∈ G.

Outline. Fix a ∈ G and take r > 0 such that B = B(a, r). There exists M > 0 such that ρ 6 λ 6 M
on B. Now u = ln(ρ/λ) is upper semicontinuous on B, u(z) 6 0, for z ∈ B, and at any point z ∈ B where
u(z) > −∞ (that is, where ρ(z) > 0) we have4u > ρ2 − λ2 > 2M(ρ− λ). Hence4u > 2M2u. Theorem 1
implies that either ρ(z) < λG(z for all z ∈ B or else ρ(z) = λG(z for all z ∈ B.

Note that H. L. Royden [The Ahlfors-Schwarz lemma: the case of equality, J. Analyse Math. 46 (1986),
261-270] also established the sharp form of Ahlfors’ lemma by a different method.

Theorem 16 ([64]). If ρ and σ are two metrics (density) on D, σ complete and 0 > K̄σ > K̄ρ on D (where Kσ

and Kρ are the generalized curvatures), then σ > ρ.

The method of sub-solutions and super-solutions have been used in study harmonic maps between surfaces
cf. [32].

3. Hyperbolic geometry, Möbius transformations and Cayley-Klein model in several veriables

The unit sphere in three-dimensional space R3 is the set of points (x, y, z) such that x2 + y2 + z2 = 1. Let
N = (0, 0, 1) be the "north pole", and let M be the rest of the sphere. The plane z = 0 contains the center of the
sphere; the "equator" is the intersection of the sphere with this plane.

For any point P on M , there is a unique line through N and P , and this line intersects the plane z = 0 in
exactly one point P ′. Define the stereographic projection of P to be this point P ′ in the plane.

In Cartesian coordinates (x, y, z) on the sphere and (X,Y ) on the plane, the projection and its inverse are
given by the formulas

(X,Y ) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
,

(x, y, z) =

(
2X

1 +X2 + Y 2
,

2Y

1 +X2 + Y 2
,
−1 +X2 + Y 2

1 +X2 + Y 2

)
.

If M is a surface in R3 space and suppose that f is a difeomorphism of D onto M we can transfer the
Poincaré disk model onto M . For example, L is line on M if f−1(L) is a U-line on D. We define dhyp,M (p, q) =
dhyp,D(f−1(p), f−1(q)), p, q ∈M . The disk model and M - model are isomorphic under f .

The inverse of the stereographic projection S maps the unit disk onto the hemisphere S2
− and defines a S2

−-
hyperbolic model and an orthogonal (orthographic) projection of this model on xy-plane defines the Klein model
on D.

Thus, the two models are related through a projection on or from the hemisphere model.
Shortly, the Klein model is an orthographic projection of the hemisphere model, while the Poincaré disk

model is a stereographic projection.
Given two distinct points U and V in the open unit ball of the model in Euclidean space, the unique straight

line connecting them intersects the unit sphere at two ideal points A and B, labeled so that the points are, in order
along the line, A,U, V,B. Taking the centre of the unit ball of the model as the origin, and assigning position
vectors u,v,a,b respectively to the points U, V,A,B, we have that that |a− v| > |a− u| and |u− b| > |v − b|,
where | · | denotes the Euclidean norm. Then the distance between U and V in the modelled hyperbolic space is
expressed as

d(u,v) =
1

2
log
‖v − a‖ ‖b− u‖
‖u− a‖ ‖b− v‖

,
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where the factor of one half is needed to make the curvature −1.
We will prove below that on the unit ball in Rn the associated metric tensor is given by the formula: if

v ∈ TxRn, then

ds2(v) = Kle(x,v) =
‖dv‖2

1− ‖x‖2
+

(
∑n
k=1 xkvk)2(

1− ‖x‖2
)2 . (3.1)

It is supposedly classical and can be found in the literature that the restriction of the Beltrami-Klein metric on
the ball of Rn to any minimal surface (minimal with respect tot he flat metric) has curvature≤ −1. Unfortunately,
the B-K metric is not conformally equivalent to the Euclidean one. Hence, a conformal minimal disk is not
isothermal with respect to the B-K metric, and the pull-back is not a hermitian metric on the disk. Probably it is
not even quasiconformal.

3.1. The Cayley-Klein model of hyperbolic geometry

The Poincaré disk model also called the conformal disk model, is a model of 2-dimensional hyperbolic
geometry in which the points of the geometry are inside the unit disk, and the straight lines consist of all segments
of circles contained within that disk that are orthogonal to the boundary of the disk, plus all diameters of the disk.
Hyperbolic straight lines consist of all arcs of Euclidean circles contained within the disk that are orthogonal to
the boundary of the disk, plus all diameters of the disk.

By arcosh and arsinh we denote inverses of hyperbolic functions:
arsinhx = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
, arcoshx = ln

(
x+

√
x2 − 1

)
;x > 1 . By (9.1), we find

cosh d =
1

2
(ed + e−d) =

1

2
(
1 + σ

1− σ
+

1− σ
1 + σ

) =
1 + σ2

1− σ2
= 1 +

2σ2

1− σ2
,

where d = dhyp,H and σ = δH. Hence,

cosh d = 1 + 2
|z1 − z2|2

|z1 − z2|2 − |z1 − z2|2
,

and since |z1 − z2|2 − |z1 − z2|2 = 4y1y2, we find

cosh d = 1 +
|z1 − z2|2

2y1y2
.

Thus, in general, the distance between two points in H measured in hyperbolic metric along such a hyperbolic
geodesic is:

dist(〈x1, y1〉, 〈x2, y2〉) = arcosh

(
1 +

(x2 − x1)
2

+ (y2 − y1)
2

2y1y2

)
.

Distances in this model are Cayley-Klein metrics. Given two distinct points p and q inside the disk, the
unique hyperbolic line connecting them intersects the boundary at two ideal points, a and b, label them so that
the points are, in order, a, p, q, b and |aq| > |ap| and |pb| > |qb|.

The hyperbolic distance between p and q is then d(p, q) = log
|aq| |pb|
|ap| |qb|

.

Set {p, q} = |aq| |pb|
|ap| |qb| . If the ideal points, a and b, label them so that the points are, in order, a, p, q, r, b, then

{p, q}{q, r} = {p, r} and therefore d(p, r) = d(p, q) + d(q, r).
The vertical bars indicate Euclidean length of the line segment connecting the points between them in the

model (not along the circle arc), log is the natural logarithm. Both the Poincaré disk model and the Klein disk
model are models of the hyperbolic plane. An advantage of the Poincaré disk model is that it is conformal (circles
and angles are not distorted); a disadvantage is that lines of the geometry are circular arcs orthogonal to the
boundary circle of the disk. This section focuses on the projection of the unit sphere from the north pole onto the
plane through the equator. Other formulations are treated in later sections.
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The unit sphere in three-dimensional space R3 is the set of points (x, y, z) such that x2 + y2 + z2 = 1. Let
N = (0, 0, 1) be the "north pole", and let M be the rest of the sphere. The plane z = 0 contains the center of the
sphere; the "equator" is the intersection of the sphere with this plane.

For any point P on M , there is a unique line through N and P , and this line intersects the plane z = 0 in
exactly one point P ′. Define the stereographic projection of P to be this point P ′ in the plane.

In Cartesian coordinates (x, y, z) on the sphere and (X,Y ) on the plane, the projection and its inverse are
given by the formulas

(X,Y ) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
,

(x, y, z) =

(
2X

1 +X2 + Y 2
,

2Y

1 +X2 + Y 2
,
−1 +X2 + Y 2

1 +X2 + Y 2

)
.

If M is a surface in R3 space and suppose that f is a difeomorphism of D onto M we can transfer the
Poincaré disk model onto M . For example, L is line on M if f−1(L) is a U-line on D. We define dhyp,M (p, q) =
dhyp,U (f−1(p), f−1(q)), p, q ∈M . The disk model and M - model are isomorphic under f .

The inverse of the stereographic projection S maps the unit disk onto the hemisphere S2
− and defines a S2

−-
hyperbolic model and an orthogonal (orthographic) projection of this model on xy-plane defines the Klein model
on D.

Thus, the two models are related through a projection on or from the hemisphere model.
Shortly, the Klein model is an orthographic projection of the hemisphere model, while the Poincaré disk

model is a stereographic projection.
Let o be an orthographic projection defined by o(y1, y2, y3) = (y1, y2, 0) and denote by S the inverse of the

stereographic projection. Then S maps the unit disk onto S2
− and S1 = o ◦ S the unit disk onto itself. S maps

circles K orthogonal to T onto circles S(K) in S2
− orthogonal to T and every S(K) belongs to a plane parallel

to e3. Let L be a plane parallel to e3 and let the half- circle K be the intersection of L and S2
−. If a, b ∈ S(K),

c and d are ideal point on K, and a′ = o(a) and b′ = o(b), then by similarity |a − d|2 = 2R|a′ − d| and
|a− c|2 = 2R|a′ − c|, where R is the radius of S(K). Hence
(i) |a′, b′, c, d| = |a, b, c, d|2. Now let z, w ∈ U be points on the circle K and let points z∗, w∗ be the intersection
of the unit circle by the circle K. Since S(z∗) = z∗, S(w∗) = w∗ and the absolute cross ratio is invariant under
Möbius,
(ii) |z, w; z∗, w∗| = |Sz, Sw; z∗, w∗|.

Let Kl (in honor of Klein) denote the inverse of S1. Note that Kl fixes the points on the unit circle T.

Proposition 3.1. The distance in Klein model is dkle(z, w) = dhyp(Kl(z),Kl(w)) an it equals 1
2 ln |z, w; ẑ, ŵ|,

where ẑ, ŵ are the intersection of the unit circle by line zw.

When projecting the same lines in both models on one disk both lines go through the same two ideal
points(the ideal points remain on the same spot) also the pole of the chord is the centre of the circle that contains
the arc.

3.2. The Hyperbolic Metric and Möbius transformations

For Möbius transformations in several dimensions see [6]. By e1, . . . , en we denote the coordinate unit
vectors of Rn. For example, e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0) and e3 = (0, 0, 1, . . . , 0). We denote by
x1, . . . , xn the coordinates of a point x ∈ Rn. Thus x = (x1, . . . , xn) and x = x1e1 + · · ·+xnen. We denote by
Rn∞ = Rn = Rn∪{∞} the one point compactification ofRn. ByBn(a; r) we denote ball {x ∈ Rn : |x−a| < r}
and by Sn−1(a; r) sphere {x ∈ Rn : |x− a| = r}.

Möbius transformation is a mapping which is composition of a finte number of the following:
1. Translation: f(x) = x+ a;
2. Stretching f(x) = rx, r > 0;
3. Orthogonal: f is linear and |f(x)| = |x| for all x ∈ Rn;
4. Inversion in a sphere S = S(a; r): J(x) = a+ r2 x−a

|x−a|2 .
Every isometry ofRn can be uniquely written as the composition t◦k where t is a translation and k is an isometry
fixing the origin.
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An n×n matrix A is called orthogonal if ATA = In, or equivalently if AAT = In. The geometric meaning
of the condition ATA = In is that the columns of A are mutually perpendicular unit vectors (check!). Let
O(n) = On(R) denote the set of n× n orthogonal matrices.

The group of similarities consists of all mappings x 7→ mx+ b where b ∈ Rn and m is a conformal matrix,
i.e. m = λk, with λ > 0 and k ∈ O(n). Every Möbius can be expressed as a composite of inversions.

The reflection with respect to the unit sphere in Rn is defined by

x 7→ x∗ = Jx = x/|x|2, J0 =∞, J∞ = 0 .

The matrix J ′(x) has components J ′(x)ij = 1
|x|2 (δij − 2xixj

|x|2 ). We adapt a special notation for the matrix Q(x)

with entries Q(x)ij =
xixj
|x|2 . This enables us to write J ′(x) = 1

|x|2 (I − 2Q(x)). This an important formula. From
Q2 = Q we obtain (I − 2Q)2 = I . In higher dimensions, a Möbius transformation is a homeomorphism of
Rn, the one-point compactification of Rn, which is a finite composition of inversions in spheres and reflections
in hyperplanes. Lioville’s theorem in conformal geometry states that in dimension at least three, all conformal
transformations are Möbius transformations. Every Möbius transformation can be put in the form

f(x) = b+
αA(x− a)

|x− a|ε
,

where a, b ∈ Rn, α ∈ R, A is an orthogonal matrix, and ε is 0 or 2. The group of Möbius transformations is also
called the full Möbius group and denote by M̂(Rn).

The orientation-preserving Möbius transformations form The sub-group of M̂(Rn) which we denote by
M(Rn) and which is the connected component of the identity in the Möbius group. For any γ ∈ M̂(Rn) we
denote by |γ′(x)| the positive number such that γ′(x)/|γ′(x)| ∈ O(n). In other words, |γ′(x)| is the linear
change of scale at x which is the same in all directions. In higher dimensions, we define absolute cross ratio
|a, b, c, d| = |a−c|

|a−d| : |b−c||b−d| , which is invariant |γa, γb, γc, γd| = |a, b, c, d|, γ ∈ M̂(Rn). This is clear when γ is a
similarity, and for J we obtain |Jx− Jy|2 = |J ′(x)||J ′(y)||x− y|2.

For a ∈ Bn (a 6= 0), R = R(a) = (|a∗|2 − 1)1/2 =
√

1− |a|2/|a|. Then Sn−1(a∗, R(a)) is orthogonal to
the unit sphere S.

The reflection (inversion) with respect to this sphere is given by

σax = a∗ +R(a)2(x− a∗)∗ . (3.2)

Define canonical mapping
Ta(x) = (I − 2Q(a))σax . (3.3)

The explicit expression for Ta(x) is

Ta(x) = −a+ (1− |a|2)(x∗ − a)∗ =
(1− |a|2)(x− a)− |x− a|a

[x, a]2
, (3.4)

where [x, a] = |x||x∗ − a| = |a||x− a∗|.
If γ ∈ M̂(Rn) maps a in 0, then γ = kv, where k ∈ O(n).

Let x = (x1, . . . , xn) be the coordinates on Rn. The Poincaré metric on the unit B ⊂ Rn is given by

ds2
B =

4|dx|2

(1− |x|2)2
.

It is conformally equivalent to the Euclidean metric. The 2-dimensional case n = 2 is the standard Poincaré
metric on the unit disk D ⊂ R2 ∼= C.

The Hyperbolic Metric: Let B3 be the unit ball {x ∈ R3 : ||x|| < 1} in Euclidean 3-space. Using analogy
with the planar unit disk

the hyperbolic density on B3 is defined by

λ(x) =
2

1− ||x||2
.
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The hyperbolic length of a smooth curve γ : [a, b]→ B3 is then

L(γ) =

∫ b

a

λ(γ(t))||γ′(t)||dt =

∫ b

a

2||γ′(t)||
1− ||γ(t)||2

dt.

The hyperbolic metric λ on B3 is defined by λ(x0, x1) = inf{L(γ), where the infimum is taken over all
smooth curves γ in B3 from x0 to x1.

A curve that attains this infimum is a hyperbolic geodesic from x0 to x1. The arguments used for the hyper-
bolic metric on the unit disc show that:

Proposition 3.2 (Hyperbolic metric on B3). The hyperbolic metric is a metric on the unit ball B3.

Moreover, the hyperbolic geodesic from the origin 0 to any point x ∈ B3 is a radial path with hyperbolic
length log 1+||x||

1−||x|| .
Hyperbolic distance between arbitrary point x, y ∈ B3 is

λ(x, y) = log |y, x, ξ, η| = log
1 + ||Ty(x)||
1− ||Ty(x)||

,

where ξ and η are ends of geodesics through x and y, and Ty is defined by (3.4).
We can use the arguments above for any ball in R3

∞ and obtain a hyperbolic metric on the ball for which the
orientation preserving isometries are the Möbius transformations. The most important example is when the ball
is the upper half-space:R3

+ = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 > 0} . The boundary of this is the extended complex plane
C∞ = R2

∞ . We can show that any Möbius transformation acting on this boundary extends to an orientation
preserving isometry of the upper half-space for the hyperbolic metric with density: λ(x) = 1

x3
. We can also

deduce the results for the upper half-space directly from those for the ball B3 for inversion in the sphere.
We have seen how to put a hyperbolic metric on the unit ball B3 in R3 or the upper half-space R3

+. We will
denote both of these by H3 and call them hyperbolic 3-space. The orientation preserving isometries for hyperbolic
3-space have been identified with the group of Möbius transformations acting on the boundary ∂H3.

3.3. Klein model

We can show that (A) the groupM(Hn) is isomorphic with the groupM(Bn), using a Mobius transformation
of Hn onto Bn. We choose so that 0, en,∞ correspond by y = σx to −en, 0, en, where en is the last coordinate
vector. The restriction of σ on Rn−1 is the usual stereographic projection.

The correspondence is given by

y = σx = (en + 2(x− en)∗)∗

x = σ−1(y) = en + 2(y∗ − en)∗.

When xn = 0, one verifies that |y|2 = 1, y∗ = y and (X) reduces to

yi =
2xi

1 + |x|2
, yn =

|x|2 − 1

1 + |x|2
, (3.5)

and for |y| = 1, we find

xi =
yi

1− yn
, xn = 0. (3.6)

The stereographic projection (3.5) maps ball Bn−1 = {(x1, x2, ..., xn−1, 0) : x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n−1 <

1} on the lower hemi-sphere Sn−1. The composition of the stereographic projection with the mapping
(y1, y2, ..., yn−1, yn) 7→ (y1, y2, ..., yn−1) is

y =
2x

1 + |x|2
, x ∈ Rn−1, |x| < 1, (3.7)
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and it maps Bn−1 onto itself. The inverse mapping is L is given by

x = Ly =
y

1− yn
, y ∈ Rn−1, |y| < 1, (3.8)

where −yn = (1− |y|2)1/2. Note that here y = (y1, y2, ..., yn−1).
The equation of an orthogonal circle is of the form |x−a|2 = |a|2−1, |a| > 1 or |x|2 +1 = 2xa and (3.7) is

equivalent to ay = 1, the equation of a straight line. This can be used to construct the Klein model of hyperbolic
space. In this model the noneuclidean lines are the lines segments in Bn−1.

Proof of (3.1) (Klein-Finsler norm) (see also 9.2).
Set ωhyp = 2(1− |X|2)−1|dX|, ω2

hyp = 4(1− |X|2)−2|dX|2 and ωkle = L∗ωhyp. Note that
(1) 1− yn = 1

1+|X|2 ,

(2) 1− |X|2 = 2yn
1−yn ,

(3) yndyn = −ω, where ω = y1dy1 + y2dy2 + · · ·+ yn−1dyn−1 = y · dy.
Hence

dX =
dY

1− yn
+ Y

dyn
(1− yn)2

=
dY

1− yn
+ Y

ω

yn(1− yn)2

and
(1 − |X|2)−1|dX| = 1

2yn
|ω1|, where ω1 = dY − Y ω

yn(1−yn) . Set Pv = PY v = (Y, v)Y/|Y | and Qv =

v − Pv. For v ∈ TY Rn−1, we find

ω1(v) = Pv +Qv − |Y |2

yn(1− yn)
Pv = − 1

yn
Pv +Qv,

and therefore

ω2
kle(v) =

|v|2

y2
n

+
|(v, Y )|2

y4
n

=
|v|2

1− |Y |2
+
|(v, Y )|2

(1− |Y |2)2
. (3.9)

3.4. Conformal minimal immersion

Let x = (x1, . . . , xn) be the coordinates on Rn. The Poincaré metric on the unit B ⊂ Rn is given by

ds2
B =

4|dx|2

(1− |x|2)2
.

It is conformally equivalent to the Euclidean metric. The 2-dimensional case n = 2 is the standard Poincaré
metric on the unit disk D ⊂ R2 ∼= C. Let S ⊂ B be a minimal surface (with respect to the Euclidean metric). Let
h = ds2

hyp|S be the metric on S obtained by restricting the Poincaré metric form ds2
B on S (inherited from form

ds2
B) . Since ds2

P is conformally equivalent to the Euclidean metric, it introduces the same conformal structure on
S as the Euclidean metric.

Problem 1. Does the Gaussian curvature of (S, h) satisfy Kh ≤ −1?

If S is euclidean disk then the Gaussian curvature of (S, h) equals −1.
Under "hyperbolic" we mean the Poincare metric, then the answer is no, the curvature of minimal submani-

folds need not decrease; we get this informaion via Forstneric [56].

Proposition 3.3. Let f : D→ B ⊂ Rn be a conformal immersion, S = f(D) andKh ≤ −1. Then f∗dsP ≤ dsP .
That is, the pullback of the Poincaré metric on B to the disk D is bounded above by the Poincaré metric on D. By
integration we get

dist
B

(f(z), f(w)) 6 dist
D

(z, w), z, w ∈ D.

Proof. The conformal surface (S, h) has a unique Riemann surface structure. In any isothermal local complex
coordinate z on S we have h = λ(z)|dz|2, so h is a Kähler metric. Furthermore, a conformal parametrization
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f : D → S is a holomorphic map (up to a correct choice of orientation). If Kh ≤ −1 were, we could apply the
Ahlfors lemma which tells us that

f∗(ds2
B) = f∗(h) ≤ ds2

D.

Via Forstneric [56], we get the following information.
It is supposedly classical and can be found in the literature that the restriction of the Beltrami-Klein metric on

the ball of Rn to any minimal surface (minimal with respect tot he flat metric) has curvature ≤ −1. This is what
we need. Unfortunately, the B-K metric is not conformally equivalent to the Euclidean one. Hence, a conformal
minimal disk is not isothermal with respect to the B-K metric, and the pull-back is not a hermitian metric on the
disk. Probably it is not even quasiconformal.

There is a related results related to the estimate of the Gaussian curvature of analytic disks and more generally
for complex submanifolds of Hermitian manifolds. For the following result, see [30]:

Theorem 3. If M ′ is a complex submanifold of a Hermitian manifold M , then the holomorphic bisectional
(sectional) curvature of M ′ does not exceed that of M .

It is also interesting fact that The Bergman metric and the Beltrami-Klein metric are tightly related.
The Bergman metric is on the unit ball in Cn is given by

ds2 = (n+ 1)(
|dz|2

1− |z|2
+
∑
µ,ν=1

zµzνdzµdzν
(1− |z|2)2

) .

More precisely, if v ∈ TzCn, then

ds2(v) = Ber(z,v) = (n+ 1)(
‖dv‖2

1− ‖z‖2
+

(
∑n
k=1 zkvk)2(

1− ‖z‖2
)2 ) . (3.10)

The restriction of this metric on the unit ball in Rn is up to the constant the Klein metric. More precisely, if
v ∈ TxRn, then Ber(z,v) = (n+ 1)Kle(x,v).

4. Schwarz lemma in the unit ball

In this section we follow [42].For further result see [44]. If f is a function on a set X and x ∈ X sometimes
we write fx instead of f(x). We write z = (z1, z2, ..., zn) ∈ Cn.

On Cn we define the standard Hermitian inner product by < z,w >=
∑n
k=1 zkwk, for z, w ∈ Cn, and by

|z| =
√
< z, z > we denote the norm of vector z. We also use notation (z, w) instead of < z,w > on some

places. By Bn we denote the unit ball in Cn. In particular we use also notation D for the unit disk in complex
plane.

For planar domains G and D we denote by Hol(G,D) the class of all holomorphic mapping from G into D.
For complex Banach manifold X and Y we denote by O(X,Y ) the class of all holomorphic mapping from X
into Y .

We need some properties of bi -holomorphic automorphisms of unit ball (see [59] for more details). For
a fixed z, Bz = {w : (w − z, z) = 0, |w|2 < 1} and denote by R(z) radius of ball Bz . Denote by Pa(z)
the orthogonal projection onto the subspace [a] generated by a and let Qa = I − Pa be the projection on the
orthogonal complement. For z, a ∈ Bn we define

z̃ = ϕa(z) =
a− Pz − saQz

1− (z, a)
, (4.1)

where Pa(z) =
< z, a >

< a, a >
a and sa = (1− |a|2)1/2. Set Ua = [a] ∩ B, Qb = b+ [a]⊥ ∩ Bn,

ϕ1
a(z) =

a− Pz
1− (z, a)

, ϕ2
a(z) =

−saQz
1− (z, a)
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and δ(a, z) = |ϕa(z)|. Then one can check that
(I1) The restriction of ϕa onto Ua is automorphisam of Ua and the restriction ontoBz maps it bi-holomorphically
mapping onto Bz̃ .

A domain U is called complete circular if whenever z ∈ U and |λ| 6 1 then λz ∈ U . Note in passing that a
complete circular domain automatically contains 0.

We need a few results from Rudin [59]. For a we define s = sa =
√

1− |a|2.

Theorem 4 (2.2.2 [59]). For every a ∈ B, ϕa has the following properties:
(i) ϕa(0) = a and ϕa(a) = 0.
(ii) ϕ′a(0) = −s2P − sQ, ϕ′a(a) = −P/s2 −Q/s.
(iii) The identity

1− |ϕa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− (z, a)|2
.

(iv) ϕa is an involution: ϕa(ϕa(z)) = z.
(v) ϕa is a homeomorphism of B onto B, and ϕa ∈ Aut(B).
(vi) Aut(B) acts transitively on B.

We only outline a proof. Since (1 − (z, a))−1 = 1+ < z, a > +O(|z|2) and |a|2Pz = a < z, a >,
ϕa(z) = a− (P + sQ)z + a < z, a > +O(|z|2). Hence

ϕa(z)− ϕa(0) = −s2Pz − sQz +O(|z|2)

and therefore the first formula in (ii) follows; the second one follows from

ϕa(a+ h) =
−Ph− sQh
s2− < h, a >

.

From (iv), it follows that ϕa is one-to-one of B onto B, and that ϕ−1
a = ϕa. If a, b ∈ B, ϕb ◦ ϕa is an

automorphism of B that takes a to b.
If f ∈ Aut(B), a = f−1(0), JRf denotes real Jacobian, then

JRf(z) = (
(1− |a|2)

|1− (z, a)|2
)n+1. (4.2)

Proposition 4.1 (Theorem 8.1.2 [59]). Suppose that (i) G and G′ are complete circular domains in Cn and Cm,
respectively, and
(ii) G′ convex and bounded,
(iii) F : G→ G′ holomorphic.
Then
(a) F ′(0) maps G into G′ and
(b) F (rG) ⊂ rG′ (0 < r 6 1), if F (0) = 0.

The following is an immediate corollary of Proposition 4.1:

Corollary 1. Suppose that f ∈ O(Bn,Bm). If f(0) = 0, then (A1) |f ′(0)| 6 1.

We give another proof which is more in spirit of this paper.

Proof. For z∗ = z/|z| define Dz = {ζz∗ : ζ ∈ D} and F (ζ) = f(ζz∗), ζ ∈ D. Let p be projection of Bm
on the slice Df(z). By one dimensional version of Schwarz lemma |F (ζ)| 6 |ζ| and in particular for ζ = |z|,
|f(z)| 6 |z|. Hence (A1) |f ′(0)| 6 1.

Proposition 4.2 (Theorem 8.1.4 [59]). Suppose that f : Bn → Bm holomorphic, a ∈ Bn and b = f(a). Then
|ϕb(f(z))| 6 |ϕa(z)|, z ∈ Bn, or equivalently,

|1− (fz, fa)|2

(1− |fa|2)(1− |fz|2)
6

|1− (z, a)|2

(1− |a|2)(1− |z|2)
. (4.3)
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Set

σn(z, a) :=
|1− (z, a)|2

(1− |a|2)(1− |z|2)
.

For z, w ∈ Cn, |1− < z,w > |2 = 1 + | < z,w > |2 − (|z|2 + |w|2) + |z − w|2 and therefore
(A1) |1− < z,w > |2 6 (szsw)2 + |z − w|2 and |1− < z,w > |2 = (szsw)2 + |z − w|2, z, w ∈ C. That is

(B1) σn(z, w) 6 1 +
|z − w|2

(szsw)2
, σ1(z, w) = 1 +

|z − w|2

(szsw)2
, z, w ∈ C.

Theorem 5. Suppose that f ∈ O(Bn,Bm), a ∈ Bn and b = f(a).
(i) Then s2

a|f ′(a)| 6 sb, i.e. (1− |a|2)|f ′(a)| 6
√

1− |f(a)|2.
(ii) If m = 1, then s2

a|f ′(a)| 6 s2
b , and

(iii) If m > 1, the inequality (a) σm(fz, fw) 6 σn(z, w), z, w ∈ Bn, does not hold in general, but if f ∈
O(Bn,B1), then σ1(fz, fw) 6 σn(z, w), that is the following inequality holds:

σ1(fz, fa) =
|fz − fa|2

(1− |fa|2)(1− |fz|2)
6

|z − a)|2

(1− |a|2)(1− |z|2)
, z ∈ Bn. (4.4)

Proof. (i) Suppose first that f(0) = 0 and take z ∈ Bn. Hence (A1) |f ′(0)| 6 1.
For u ∈ TaCm, by Theorem 4(ii), v = ϕ′a(a)u = −Pu/s2 −Qu/s and, by Pitagora’s theorem,

|u| =
√
|Pu|2 + |Qu|2, |v|2 = |Pu|2/s4 + |Qu|2/s2

and therefore we find

(B1)
|u|
s
6 |ϕ′a(a)u| 6 |u|

s2
.

If f(a) = b, set h = ϕb ◦ f ◦ ϕa. By the chain rule h′(0) = ϕ′b(b) ◦ f ′(a) ◦ ϕ′a(0).
Set u ∈ TaCn, v = f ′(a)u ∈ TaCm, u′ = ϕ′a(a)u and v′ = ϕ′b(b)v. By (A1), |v′| 6 |u′|. Since, by (B1),

|v|
sb
6 |v′| and |u′| 6 |u|

s2
a

,

hence s2
a|f ′(a)| 6 sb, i.e. (1− |a|2)|f ′(a)| 6

√
1− |f(a)|2 and therefore (i) is proved.

(ii) If m = 1, then s2
b |v′| = |v| and (ii) follows.

(iii) By (B1) and (4.3),

σ1(fz, fa) = 1 +
|fz − fa|2

(sfzsfa)2
6 σn(z, a) =

|1− (z, w)|2

(szsa)2
6 1 +

|z − a|2

(szsa)2

and therefore we get (4.4). If z tends a, (ii) also follows from (4.4). If (a1) holds, then (b1) s2
a|f ′(a)| 6 s2

b . For
function f0 = ϕb ◦ ϕa we have (1− |a|2)|f ′0(a)| = (1− |b|2), which yields a contradiction with (b1).

5. Contraction properties of holomorphic functions with respect to Kobayashi distances

The author also published a paper [36] about holomorphic fixed point theorem on Riemann surfaces.
Let G be bounded connected open subset of complex Banach space, p ∈ G and v ∈ TpG. We define

kG(p,v) = inf{|h|}, where infimum is taking over all h ∈ T0C for which there exists a holomorphic function
such that φ : D→ G such that φ(0) = p and dφ(h) = v.

We define the distance function on G by integrating the pseudometric kG: for z, z1 ∈ G

KobG(z, z1) = inf
γ

∫ 1

0

kG(γ(t), γ̇(t)) dt, (5.1)
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where the infimum is over all piecewise paths γ : [0, 1]→ G with γ(0) = z and γ(1) = z1.
One can prove

Theorem 6. Suppose that G and G1 are bounded connected open subset of complex Banach space and f : G→
G1 is holomorphic. Then

KobG1
(fz, fz1) 6 KobG(z, z1), (5.2)

for all z, z1 ∈ G.

Let A = {1 < |x| < 4}, A∗ = {2 < |x| < 3}, l(t) = 2 + 1
3 (t− 1) andf(x) = −l(|x|)x. l maps the interval

(1, 4) onto the interval (2, 3) and therefore f maps A onto A∗ ⊂ A, but f has no fixed point (there is no point
x ∈ A such that f(x) = x. Hence this example shows that there is no a metric d on G such that f is a contraction
wrt d. The situation is completely different for analytic functions.

Theorem 7. Suppose that G is bounded connected open subset of complex Banach space and G∗ ⊂ G, s0 =
dist(G∗, G

c), d0 = diam(G) and q0 = d0
d0+s0

. Then
(i) KobG 6 q0KobG∗ on G∗.
(ii) In addition if f : G→ G∗ is holomorphic, then

KobG∗(fz, fz1) 6 q0KobG∗(z, z1), (5.3)

for z, z1 ∈ G∗.
KobG(fz, fz1) 6 q0KobG(z, z1), (5.4)

for z, z1 ∈ G.

Proof. Suppose that p ∈ G∗, v ∈ TpG∗ and φ : D → G is a holomorphic function such that φ(0) = p and
dφ(h) = v. Set Rs = d0+s

d0
and qs = d0

d0+s . For h ∈ D define φs(h) = p+Rs(φ(h)− p). Then φs(h)− φ(h) =
(Rs − 1)(φ(h) − p) and therefore |φs(h) − φ(h)| 6 s. For s < s0, φs maps D into G and dφs(h) = Rsv.
Hence kG(p, v) 6 qskG∗(p, v) and if s approaches s0 we first get (i) kG(p, v) 6 q0kG∗(p, v) and by a standard
procedure KobG 6 q0KobG∗ . Now, by (5.2), we have (ii) KobG∗(fz, fz1) 6 KobG(z, z1). Combining (i) and
(ii) we get (5.3) and (5.4).

If d0 = diam(G) is not finite, elementary example Ha = {z : Imz > a}, with f(z) = z + ia, which maps
H onto Ha, shows that the theorem does not hold.

Theorem 8. LetD ⊂ Cn domain for which Kobayshi (Carthéodory) pseudo-distance is distance and f : D → D
holomorphic mapping such that f(D) is a compact subset of D. Then f is contraction with respect to Kobayshi
(Carthéodory) metric on D. In particular f has fixed points in D.

It is a corollary of Theorem 7. A version of Theorems 6-7 was proved in 1968 by Clifford Earle and Richard
Hamilton [20] (see subsections 5.2 for further comments).

5.1. Addition to the proof of Theorem 5(iii) and and Theorems 6-7

The Schwarz-Pick lemma states that every holomorphic function from the unit disk D to itself, or from the
upper half-plane H to itself, will not increase the Poincaré distance between points.

It is convenient to introduce a pseudo-distance

δ(z, ω) = |ϕz(ω)| =
∣∣∣∣ z − ω1− ω z

∣∣∣∣, z, ω ∈ D, (5.5)

which is a conformal invariant.
Shwarz-Pick lemma: If f holomorphic function from the unit disk D to itself, then

δ(f(z), f(ω)) 6 δ(z, ω), z, ω ∈ D, (5.6)

with equality only if f is a Möbius transformation of D onto itself.
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For z, w ∈ C, set a = (1−|z|2)(1−|w|2), b = |z−w|2, A = (1−|fz|2)(1−|fw|2), and B = |fz−fw|2.
By this notation,
(A2) |1− < z,w > |2 = 1 + | < z,w > |2 − (|z|2 + |w|2) + |z − w|2 = a+ b,
(B2) |1− < fz, fw > |2 = A+B.

If f ∈ O(B1,B1), using (A2) and (B2) Shwarz-Pick lemma can be rewritten in the form B
b 6

A+B
a+b and

therefore Ba 6 Ab. That is

(I) |fz − fw|
√

(1− |z|2)
√

(1− |w|2) 6
√

(1− |fz|2)
√

(1− |fw|2)|z − w|.3

Question 1 (D. Jocić). If f ∈ O(Bn,Bm) whether (I) holds?
For z, w ∈ Cn we have

|z − w|2 = |z|2 + |w|2 − 2Re < z,w >

and
|1− < z,w > |2 = 1− 2Re < z,w > +| < z,w > |2.

Hence
|1− < z,w > |2 = 1 + | < z,w > |2 − (|z|2 + |w|2) + |z − w|2 and
|1− < fz, fw > |2 = 1 + | < fz, fw > |2 − (|fz|2 + |fw|2) + |fz− fw|2, thus by Cauchy-Shwarz inequality
| < z,w > |2 6 |z||w| and therefore
(C2) |1− < z,w > |2 6 an + bn, where an = (1− |z|2)(1− |w|2), and bn = |z − w|2.
Set Am = (1− |fz|2)(1− |fw|2) and Bm = |fz − fw|2. By (C2) and (4.3),

σ1(fz, fw) =
A1 +B1

A1
6 σn(z, w) =

|1− (z, w)|2

an
6
an + bn
an

,

so we get (4.4).
We show that (I) does not hold in general. Contrary suppose that (I) holds and that f ∈ O(Bn,Bm), a ∈ Bn

and b = f(a).
Recall if m > 1 we proved,
(II) (1− |a|2)|f ′(a)| 6

√
1− |f(a)|2.

Note that for function f0 = ϕb ◦ ϕa we have equality in (II).
If (I) holds and z tends a then we have,
(III) (1− |a|2)|f ′(a)| 6 (1− |b|2).
An application of (II) and (III) tof0 shows that sb 6 s2

b and consequently sb > 1. Since sb < 1 for b 6= 0, we
have a contradiction.

5.2. Further comments related to Theorems 6-7

We have worked on the subject from time to time between 1980 -1990 and in that time we proved Theorems
6-7(4). But we realized these days that it is a version of the Earle-Hamilton (1968) fixed point theorem, which
may be viewed as a holomorphic formulation of Banach’s contraction mapping theorem. A version of this result
was proved in 1968 (when I enroled Math Faculty) by Clifford Earle and Richard Hamilton [20] by showing
that, with respect to the Carathéodory metric on the domain, the holomorphic mapping becomes a contraction
mapping to which the Banach fixed-point theorem can be applied. Perhaps there are applications of this result in
the Teichmüller theory.

6. Curvature of Kobayashi and Carathéodory metric

6.1. On the Hessian of the Carathéodory metric

Here we collect some materials from Burbea’s paper [12].
In [12], the generalized lower Hessian of an upper semi-continuous function near a point z in Cn is introduced

(for n = 1 see Heins[29]). With this Burbea introduces a "sectional curvature" and he proves that the sectional

3D. Jocić turns my attantion on this form and after communication with him we have added the proof of (4.4))
4we found a my hand written manuscript 1990 and did not pay much attention to it at that time

28



curvature of the Carathéodory-Reiffen metric is always 6 −4. This generalizes a result of Suita [51] in the one
dimensional case. The sectional curvatures of the ball and polydisk are always −4. A few other properties of the
Hessian of the above metric are shown.

Now we give more details.
For ζ in D we write Hζ(D,D) = {f ∈ Hol(D,D) : f(ζ) = 0}. For each ζ in D, CD(ζ, ) is the function

defined on the complex tangent space of D at ζ by CD(ζ,v) = sup{| < ∂f(ζ),v > | : f ∈ Hol(D,D)}.

Exercise 5. For example, in the polydisk CDn(0, z) = maxk ln 1+|zk|
1−|zk| and in the ball CBn(0, z) = ln 1+|z|

1−|z| .

Let (z, w) and (z′, w′) be points in D2 and define A(z, w) = (Tz′(z), Tw′(w)). Then A ∈ Aut(D2) and
A(z′, w′) = (0, 0) and if |Tz′(z)| > |Tw′(w)|, then

CD2((z, w), (z′, w′)) = ln
1 + |Tz′(z)|
1− |Tz′(z)|

.

Since Hol(D,D) is a normal family, the supremum in the definition of CD(ζ;v) is attained by some F ∈
Hζ(D,D). Here F (z) = F (z; ζ,v). By a normal family argument CD(ζ;v) is continuous in (ζ,v).

The Hessian: Let f be upper semi-continuous near z ∈ Cn and let u ∈ Cn \ {0}. The generalized lower
Hessian (or "Laplacian") of at z along the direction u is defined by

4uf(z) = 4 lim inf
r→0

1

r2

[ 1

2π

∫ 2π

0

(
f(z + reitu)− f(z)

)
dt
]
.

Note that, if f is a C2 function near z, then4uf(z) reduces to four times the usual Hessian of at z along u, that
is

∆uf(z) = 4
∑

D2
zizjf(z)uiuj = 4Hz(f,u).

If u is the restriction of f on the complex line z = l(z0 + ζu), that is u(ζ) = f ◦ l(ζ), then using the chain
rule we have

D2
ζζ
u = Hz(f,u) =

∑
D2
zizjf(z)uiuj .

Hence, since ∆u = 4D2
ζζ
u, ∆u = ∆uf(z) = 4Hz(f,u).

Especially, if f is a C1 function near the point z, and v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Cn, then < ∂f, v >=∑n
j=1D

c
jf vj . Let v ∈ Cn \ {0} and consider F (z) = F (z, ζ,v) as before. Define

λ(z;u) =
| < ∂F (z),u > |

1− |F (z)|2
.

Therefore, lnλ(z;u) = ln | < DcF (z),u > |− ln(1−|F (z)|2). The first term on the right is pluriharmonic and
hence its Hessian along any direction (independently of u) is zero. Consequently, 4w lnλ(z;u) = 4λ(z;w)2,
for each direction w ∈ Cn. Especially,4w lnλ(ζ;v) = 4λ(ζ;w)2. Note that λ(ζ;v) = CD(ζ;v).

Theorem 9. Let ζ ∈ D and v ∈ Cn \ {0} be fixed. Then 4u lnCD(ζ;v) > 4λ(ζ;u)2, for each direction
u ∈ Cn, and thus again logCD(ζ;v) is plurisubharmonic.

Let v ∈ Cn \ {0} and assume that the metric density µ(z;v) is a positive upper semi-continuous function at
z. The "curvature" of µ(z;v) at z in the direction v is given by

K(µ; z,v) = − 1

µ(z;v)2
4v lnµ(z;v).

If ρ = µv is the restriction of µ on the complex line z = l(z0 +ωv), then ρ = µv is function of one complex
variable ω. If we consider ρ as a metric density then Kρ = K(µ; z,v).

The "curvature" of λ(z;v) is −4 at z = ζ.

Theorem 10. The curvature of CD(ζ;v) is always 6 −4.
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Proof. By Theorem 9,4v lnCD(ζ;v) > 4λ(ζ;v)2 and, since λ(ζ;v) = CD(ζ;v), the assertion follows.

We also note that the Carathéodory metric has the "distance-decreasing" property that is, if f : D → D∗ is a
holomorphic mapping, then CD(f(z); f∗(v)) 6 CD(z; v). The Carathéodory metric may be defined on arbitrary
complex manifolds, although it may be zero in some directions v. Clearly the Carathéodory metric for the unit
disk D is given by (B1) CD(z;v) = |v|

1−|z|2 .

Proposition 6.1. CD(z;v)||t; ||/d(z), where d(z) is the distance of z ∈ D from the boundary of D.

Proposition 6.2. Let v ∈ Cn \ {0} be fixed. Then log CD(z;v) is plurisubharmonic in z ∈ D.

6.2. Kobayashi and Carathéodory metric

For complex Banach manifold X and Y we denote by O(X,Y ) the class of all holomorphic mapping from
X into Y . A complex Finsler metric F on a complex (Banach) manifold M is an upper semicontinuous function
F : T 1,0M → R+ satisfying
(i) F (p ;v) > 0 for all p ∈M and v ∈ T 1,0

p M with v 6= 0;
(ii) F (p ;λv) = |λ|F (p ;v) for all p ∈M , v ∈ T 1,0

p M and λ ∈ C.

Wong proved the following interesting result, see also [12]:

Theorem 11 ([54]). (A) If G is a hyperbolic manifold in the sense of Kobayashi and the differential Kobayashi
metric KG is of class C2, then the holomorphic curvature of KG is greater than or equal to −4.
(B) If G is Carathéodory-hyperbolic and the differential Caratheodory metric CG is of class C2, then the holo-
morphic curvature of CG is less than or equal to −4.

Here we shortly outline Wong approach [54].

Lemma 1. Let M , N be complex manifolds, and N complete hyperbolic in the sense of Kobayashi, suppose that
we fix two points x1 and x2 in M and N respectively. Then S = {f ∈ O(M,N), f(x1) = x2} is compact in
O(M,N) with respect to the compact open topology.

Definition 4. (a)Suppose that F is a C2 hermitian Finsler metric on a complex one dimensional manifold. It is
obvious that in this case F is just a C2 hermitian metric in the usual sense of differential geometry. Then the
holomorphic curvature of F is given by the following formula:

K(F ) = −D
2
zz lnF

F
. (6.1)

(b) Let G be a complex manifold as before and Mp(v) any complex one dimensional submanifold through the
point p and whose tangent space at p is spanned by {v, Jv}. In the following, G(v)p is the set of all Mp(v).
The holomorphic curvature kF (p,v) of a C2 hermitian Finsler metric F at (p,v) ∈ T (G) is defined to be the
following number:

kF (p,v) = sup
G(v)p

{the holomorphic curvature of the restriction of F toMp(v)}. (6.2)

IfX and Y are complex Banach manifolds byO(X,Y ) (the notation Hol(X,Y ) is also used in the literature)
we denote the family of holomorphic mappings of X into Y . Let G be a complex manifold and T (G) the tangent
bundle; we define the differential Caratheodory metric as follows: CG : T (G)→ R+ ∪ {0},

CG(z, υ) = sup{|dfz(v)| : f ∈ O(G,D), f(z) = 0}. (6.3)

One can obtain a mapping f belonging to O(G,D) satisfying the following conditions:
(1) f(p) = 0 and
(2) CG(p, υ) = |dfp(v)|.

We observe that dfp 6= 0. For any Mp(v) one can choose a neighborhood U of the origin 0 in D such that
f : Mp(v)→ U is a biholomorphism (for sufficiently small choice of Mp(v)).
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Proof. (A) Let us fix a tangent (p,v) at p. It is clear from Definition 4(b) that it suffices to prove the holomorphic
curvature of the restriction of CG to any Mp(v) of G(v)p is less than −4.

With respect to the local coordinates {z, z} ofMp(v), f∗(BD) (the pullback ofBD by f restricted toMp(v))
and the restriction of CG to Mp(v) can be written as follows:

The restriction of f∗(BD) toMp(v) is hdzdz; The restriction ofCG toMp(v) is gdzdz, where h and g = gC
are smooth functions on Mp(v).

It is important to point out here that the Caratheodory metrics enjoy the distance decreasing property under
holomorphic mappings. Therefore we have the following inequality: f∗(BD) 6 CG (i.e. h 6 g), where BD is
Finsler form of Poincare metric D.

We let u = h/g. From (2) we have h(p) = g(p) (f realizes CG at the point p). Together with the above
inequality (h 6 g on Mp(v) ) and the definition of u, one can obtain the following two conditions of u:
(a) u(p) = 1 (i.e. lnu(P ) = 0),
(b) u 6 1 on Mp(v) (i.e. lnu 6 0).

This means lnu attains a maximum at p. Therefore we have Dc
zz lnu(p) 6 0. From the fact that lnu =

lnh− ln g, we have the following inequality:

Dc
zz lnh(p) 6 Dc

zz ln g(p).

However, since h(P ) = g(P ) and 1/h > 1/g, we easily get

− 1

h
Dc
zz lnh(p) > −1

g
Dc
zz ln g(p),

that is −4 = Kh(p) > Kg(p).
The left-hand side is just the holomorphic curvature of the Poincaré metric on D, which is equal to −4. The

right-hand side is the holomorphic curvature of the restriction of CG to Mp(v). This completes the proof.
(B) From the definition of the differential Kobayashi metric there exists a sequence of holomorphic functions

{fi} in O(D, G), such that fi(0) = p, K(P, v) = lim dfi(wi)|, where dfi(wi) = v, wi is a tangent at the origin
of D, and |wi| is taken with respect to the Poincaré metric in the unit disc D.

G is assumed to be hyperbolic in the sense of Kobayashi, so that it is a tight manifold in the sense of Wu
(see [55]). Therefore there exist neighborhoods U1, U2 of 0 and p, respectively, such that fi(U1) ⊂ U2 for all i.
Furthermore, U2 can be chosen to be complete hyperbolic (for example, biholomorphic to the unit ball).

Applying the lemma in part (A) again, we obtain a holomorphic mapping f : U1 → U2 satisfying the
following conditions: f : U1 → U2 satisfying the following conditions:
(i) f(0) = p, (df)0(w0) = υ and |w0| = KG(p, υ).

Since f does not increase the corresponding distances we have
(ii) HypD(z, w) > KG(f(z), (df)0(w)), for all (z, w) ∈ T (D), z ∈ U1.

Let gdzdz (g = gK) be the pullback of the restriction of KG to Mp(v) by f and let hdzdz be the Poincaré
metric of the unit disc D. We let u = h/g. Clearly, by (i), log u attains a minimum at 0 in D. Hence we have
the following inequalities: D2

zz lnu(0) > 0 and Kh(0) 6 Kg(0). One observes that the left-hand side of the
above second inequality is the holomorphic curvature of the Poincaré metric, which is identically equal to −4
(Kh(0) = −4). The right-hand side is equal to the holomorphic curvature of the restriction of KG to Mp(v) at
the point p. Our proof is therefore completed.

Exercise 6. (a) Check that in unit ball KB(0, z) = CB(0, z) = ln 1+|z|
1−|z| .

(b) Fill the details for the proofs: Dc
zz lnh(p) 6 Dc

zz ln gC(p) in the case (A) and −4 = Kh(0) 6 Kg(0), where
g = gK .

The following question is fundamental in hyperbolic complex analysis. If G is complete hyperbolic, does
KG satisfy the maximum modulus principle in T (G).

A Schwarz-Pick system is a functor, denoted by X 7→ dX , that assigns to each complex Banach manifold
X a pseudometric dX so that the following conditions hold: (a) The pseudometric assigned to D is the Poincare
metric (b) If X and Y are complex Banach manifolds then (2.2) dY (f(x1), f(x2)) 6 dX(x1, x2) if x1 ∈ X ,
x2 ∈ X and Ą f ∈ O(X,Y ).

Because of conditions (a) and (b) the sets O(D, X) and O(X,D) provide upper and lower bounds for dX .
These upper and lower bounds lead to the definitions of the Kobayashi and Caratheodory pseudometrics, which
we shall study in the remainder of this paper.
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In this paper dD will always be the Poincaré metric (2.1) on the unit disk D.

Definition 5. A Schwarz-Pick pseudometric on the complex Banach manifold X is a pseudometric d such that
(3.1) d(f(z), f(w)) 6 dD(z, w) for all z and w in D and f in O(D, X). If X 7→ dX is a Schwarz-Pick system,
then dX is obviously a Schwarz-Pick pseudometric on X for every complex Banach manifold X .

The Carathéodory length of a piecewise C1 curve γ : [a, b]→ X in X is L̃X(γ) =
∫ b
a
cX(γ(t), γ′(t))dt and

the distance C̃X(x, y) is the infimum of the lengths of all piecewise C1 curves joining x to y. Observe that the
integrand in (4.6) is piecewise continuous. The functor assigning C̃X to each complex Banach manifold X is a
SchwarzŰPick system. In particular, if x and y are points in X , then d(fx, fy) 6 C̃X(x, y) for all f inO(X,D).
Definition (4.3) therefore implies that CX(x, y) 6 C̃X(x, y) for all x and y in X .

Complex geodesics. Since X 7→ C̃X is a Schwarz-Pick system, C̃X is a Schwarz-Pick pseudometric on
X for every complex Banach manifold X . Therefore C̃X 6 KX for every X . Combining that inequality with
(4.7) we obtain CX(f(z), f(w)) 6 C̃X(f(z), f(w)) 6 KX(f(z), f(w)) 6 dD(z, w), whenever X is a complex
Banach manifold, f ∈ O(D, X), and z and w are points of D.

Following Vesentini [Ves81], we call f in O(D, X) a complex geodesic (more precisely a complex CX -
geodesic) if there is a pair of distinct points z and w in D, with

CX(f(z), f(w)) = dD(z, w), (6.4)

so that none of the inequalities in (5.1) is strict.

Definition 6. A holomorphic map ϕ : D→ X in a complex manifoldX is a complex geodesic if it is an isometry
between the Poincaré distance dhyp and the Kobayashi distance kX .

It is a well-known result of Lempert [34] that on convex domains the Kobayashi and Carathéodory dis-
tances(resp metrics) coincide.

In his famous 1981 paper [34], Lempert proved that given a point in a strongly convex domain the complex
geodesics (i.e., the extremal disks) for the Kobayashi metric passing through that point provide a very useful
fibration of the domain.

In communication with Forstneric and the author the following question has been mentioned:
Question. Whether, in the ball or a bounded convex domains of Rn, there exist minimal geodesics, i.e. conformal
minimal (=harmonic) disks which are extremal at every point. This holds for holomorphic disks in any bounded
convex domain in Cn by a famous theorem of Lempert (1981).

6.3. Calculation of the curvature

Let G be a bounded domain and K(z;w) be the Bergman Kernel on G. Write φ(z) = logK(z, z). The
Bergman metric

ds2 =
n∑

µ,ν=1

D2
zµzνφdzµdzν (6.5)

is the Kahler metric with Kahler form i∂∂φ. We use notation bD or BergD for the Bergman distance on D. Note
that the distance in the Bergman metric from the origin in the unit ball B ⊂ Cn is

bB(0, z) =
√
n+ 1 ln

1 + |z|
1− |z|

=
√
n+ 1bB(0, z) . (6.6)

In the polydisk bD(0, z) = 1√
2

√∑n
k=1 ln 1+|zk|

1−|zk| and CD(0, z) = maxk ln 1+|zk|
1−|zk| .

Let (z, w) and (z′, w′) be points in D2 and define A(z, w) = (Tz′(z), Tw′(w)). Then A ∈ Aut(D2) and
A(z′, w′) = (0, 0) and if |Tz′(z)| > |Tw′(w)|, then C2

D((z, w), (z′, w′)) = ln 1+|Tz′ (z)|
1−|Tz′ (z)|

.
For u > 0

∆ lnu =
u∆u− |∇u|2

u2
.

Let g, f ∈ O(D,Cn) and let f map D into the unit ball in Cn. Thus,

|g|∆|g| = 2|g′(z)|2 − | < g, g′ > |2

|g|2
,
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|∇|g||2 =
| < g, g′ > |2

|g|2
:= A,

∆|f2| = 4|f ′|2,

|∇|f |2|2 = 4| < f ′, f > |2.

Set u = |g|, g = f ′, λ1 := lnu, v := 1− |f |2, λ2 := ln v, I1 = ∆λ1 and I2 = −∆λ2. Then

I1 = u−22(|g′|2 −A) and I2 = −∆λ2 = 4v−2(v|f ′|2 + | < f ′, f > |2).

Set
ρ = |f ′|(1− |f |2)−1.

Hence I = ∆ ln ρ = I1 + I2. Since

I2 = 4v−2(|f ′|2 − |f |2|f ′|2 + | < f ′, f > |2,

it seems that for n = 1, I = ∆ ln ρ > 4ρ2. But, for n > 1, we have some difficulties. Note that I1 > 0. Perhaps,
we can try to apply Schwarz lemma

(1− |z|2)−1|f ′(z)| 6 v = 1− |f |2

to estimate
R = I1 + 4v−2(−|f |2|f ′|2 + | < f ′, f > |2).

Wikipedia says that the metric

h =
4|dx|2

(1− |x|2)2
(6.7)

on the ball B = {|x|2 < 1} ⊂ Rn (for any n ∈ N) is the Poincare model of the hyperbolic space; presumably it
has constant (Gaussian?) curvature −1. However, it seems that this metric might not be the most suitable for our
purposes.

There is another model of a hyperbolic n-space, the so called Beltrami-Klein model, which is represented by
the ball B ⊂ Rn by the metric

g = 4
|dx|2 + (x· dx)2

(1− |x|2)2
; x· dx =

n∑
j=1

xjdxj . (6.8)

In the complex case, replacing Rn by Cn, the metric h is obviously not Kähler. The natural standard Kähler
metric on the ball is the Bergman metric. Up to a normalizing constant, the Bergman kernel for the ball Bn ⊂ Cn
on the diagonal z = w equals

KB(z) =
1

(1− |z|2)n+1
. (6.9)

The Bergman metric on B = Bn is defined by the Kähler (1, 1)-form

kB = −i(n+ 1)∂∂ log(1− |z|2) =
i(n+ 1)

(1− |z|2)2

n∑
j,k=1

z̄jzk dzj ∧ dz̄k. (6.10)

That is, up to a constant we have

ds2
B =

n+ 1

(1− |z|2)2

n∑
j,k=1

z̄jzk dzj ⊗ dz̄k. (6.11)

This is similar to the expression for g (6.8), while h (6.7) amounts to the diagonal terms.

33



Now, if F = (F1, . . . , Fn) : D → Bn is a holomorphic map the the pull-back F ∗ commutes with the ∂ and
∂ operators. Hence, the induced metric on D is given by the Kähler form

F ∗(kB) = −i(n+ 1)∂∂ log(1− |F |2).

Up to a constant, the metric is therefore given by

F ∗(ds2
B) =

n+ 1

2
4 log(1− |F (ζ)|2)|dζ|2.

It might now be possible to complete the calculation of the curvature and use the comparison principle.
Concerning the conformal minimal disks, there might be another problem with using the Beltrami-Klein met-

ric (6.8). This metric is not conformally equivalent to the Poincaré metric (6.7). Hence, disks which are conformal
harmonic in the standard flat (Euclidean) metric (and hence in the Poincaré metric) are no longer conformal in
the Beltrami-Klein metric. Maybe this is not essential since in calculations we get various expressions of standard
inner products which may anyhow simplify if the the disk is conformal in the Euclidean metric.

7. Further results

7.1. Boundary Schwarz lemma and harmonic functions

For the next results see [64, 65]. Define the harmonic density

Har(w) =
1√
2

1

R̂(w)
(7.1)

on U, where R̂(w) =
√

1− |w|2 and denote by dhar the corresponding distance.

Theorem 17. If f is a harmonic mapping from the unit disk D into self, then

dhar(fz, fz
′) 6 dhyp(z, z′), z, z′ ∈ D.

Define A(z) = (1 + z)(1− z)−1, Ag = (1 + g)(1− g)−1, Bg = Rg = Ag −A and h = Re(Ag −A). Then
A′ = 2(1 − z)−2, and if g is a holomorphic function, we have A′g = 2(1 − g)−2g′, and R′g = 2(1 − g)−2g′ −
2(1− z)−2.

Ornek-Akyel [46, 47] use the following form of maximum principle:

Proposition 7.1. If u is harmonic on the unit disk and for every w ∈ T, lim infz→w u(z) > 0, then u > 0.

Theorem 18. Let B : D → D be a finite Blaschke product which equal w0 on a finite set A ⊂ T and let f be a
holomorphic function in the unit disc and |f(z)−1| < 1, for |z| < 1. Suppose the following condition is satisfied
(ii.2) For all a ∈ A, f(z) = 1 +B(z) + o(z − a)2, z ∈ T, z → a.
Then u(z) = ReAF −ReAB is continuous on D ∪A and satisfies the condition
(ii.1) lim infz→w u(z) > 0 for every w ∈ T, and it is non-negative on D.
For every a ∈ A, u(z) = o(1) if z tends a.

Theorem 19. Let B : U → U be a finite Blaschke product which equal w0 on a finite set A ⊂ T and let f be a
holomorphic function in the unit disc and |f(z)− 1| < 1, for |z| < 1. Suppose in addition to (ii.2) the following
conditions is satisfied
(ii.3) there is a a0 ∈ A, such that f(z) = 1 + B(z) + o(z − a0)3, z ∈ T, z → a0. Then u(z) = o(z − 1), if z
tends 1, and f = 1 +B.

In joint work with M. Knežević and the author, it is proved:

Proposition 7.2 (The unit disk euclidean-qch version, [32]). Let f be a k - quasiconformal euclidean harmonic
mapping from the unit disc D into itself. Then for all z ∈ D we have

|fz(z)| 6
1

1− k
1− |f(z)|2

1− |z|2
.
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Using Lf (z) 6 (1 + k)|fz(z)|, we get
(A) Lf (z) 6 K 1−|f(z)|2

1−|z|2 and therefore
(A1) λ(fz′, fz) 6 Kλ(z′, z), z′, z ∈ D.

In proof we use the metric density

σf (z) = (1− k)2λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D,

and check that the curvature K(σ)(z) 6 −1.
In communication with Pavlović appears the following question:
Question 2. Whether (A1) holds if f is k-qr? We announce a positive answer to this question in [42]:

Theorem 12. (i): Let f be a k - quasiregular euclidean harmonic mapping from the unit disc D into itself.
Then for any two points z1 and z2 in D we have

λ(f(z1), f(z2)) 6
1 + k

1− k
λ(z1, z2) .

8. Further comments

Because of limited space we mention only a few papers related to Schwarz lemma holomorphic maps. We
first recall the definition of normality. Let X , Y be two complex manifolds; a family F of holomorphic maps
from X to Y is normal if every sequence in F admits either a convergent subsequence or a compactly divergent
subsequence. A complex manifold X is taut if Hol(D, X) is a normal family. Let X be a taut complex mani-
fold. Then Hol(Y,X) is a normal family for every complex manifold Y . A connected complex manifold X is
(Kobayashi) hyperbolic if kX is a true distance. Every complete hyperbolic manifold is taut.

1. For a review about Schwarz lemma holomorphic maps between Kahler manifolds see Jianbo Chen [14],
Abstract. In Section 1, we introduce some background knowledge of complex geometry. In Section 2, classical
Schwarz lemma and its interpretation is discussed. In Section 3, we study the Ahlfors-Schwarz’s lemma and
its generalization to holomorphic maps between the unit disk and Kahler manifolds with holomorphic sectional
curvature bounded from above by a negative constant. In Section 4, we focus on the case when equality holds at a
certain point is discussed for holomorphic maps between the unit disk and classical bounded symmetric domains
of type I, II and III. In Section 5, two higher-dimensional generalizations of the Ahlfors-Schwarz lemma for
holomorphic maps from a compact Kahler manifold to another Kahler manifold, both of which satisfy respective
conditions on curvature, are studied. In Section 6, we investigate two applications of various versions of Ahlfors-
Schwarz lemma.

2. James J. Faran [22], Abstract. The problem of local equivalence of Hermitian Finsler metrics under holo-
morphic changes of coordinates is solved. On such a Finsler metric we find some differential conditions which
imply that the Finsler metric is the Kobayashi metric of the underlying manifold (these conditions are satisfied if
the metric is the Kobayashi metric on a bounded, strictly convex domain in Cn with smooth boundary).

3. Gunnar Pór Magnússon [35], Abstract. Lars Alhfors proved a differential geometric version of the classi-
cal Schwarz lemma in 1938. His version of the lemma gives an interesting connection between the existence of
non-constant entire functions with values in a given domain and metrics with negative curvature on such domain.
We recall the classical Schwarz lemma and review the notions necessary to understand Ahlfors’ lemma, before
proving both the new form of the lemma and giving some applications.

4. In the survey [21] (see Abstract), C. Frosini and F. Vlacci give geometric interpretations of some standard
results on boundary behaviour of holomorphic self-maps in the unit disc of C and generalize them for holomor-
phic self-maps of some particular domains of Cn.

5. Marco Abate [3], Abstract.These are the notes of a short course I gave in the school "Aspects métriques
et dynamiques en analyse complete", Lille, May 2015. The aim of this notes is to describe how to use a ge-
ometric structure (namely, the Kobayashi distance) to explore and encode analytic properties of holomorphic
functions and maps defined on complex manifolds. We shall first describe the main properties of the Kobayashi
distance, and then we shall present applications to holomorphic dynamics in taut manifolds, strongly pseudo con-
vex domains and convex domains, and to operator theory in Bergman spaces (Carleson measures and Toeplitz
operators).
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Theorem 20 ( Theorem 2.40 Budzynska; Abate-Raissy, [3]). LetD ⊂⊂ Cn be a bounded strictly convex domain,
and take f ∈ Hol(D,D) without fixed points. Then the sequence of iterates {fk} converges to a constant map
defined by z0 ∈ ∂D.
As often happens with objects introduced via a general definition, the Kobayashi pseudodistance can seldom be
explicitly computed. ”Besides the cases listed in Proposition 1.17 [3], as far as we know there are formulas only
for some complex ellipsoids [39], bounded symmetric domains [38], the symmetrized bidisk [11] and a few other
scattered examples.” Recall that in particular (see [30], p.47):

Kob(z, w) = max{Kob(zk, wk) : k = 1, · · · , n}.

On the other hand, it is possible and important to estimate the Kobayashi distance; see Subsection 1.5 [3].
6. For Iteration theory of holomorphic maps on taut manifolds we refer the interested reader to M. Abate

monograph[4], in which a Wolff-Denjoy theorem for hyperbolic Riemann surfaces is proved:
Theorem 21 (Theorem 1.3.12, [4]). Let X be a hyperbolic Riemann surface, and let f ∈ Hol(X,X). Then
either:
(i) f has an attractive fixed point in X , or
(ii) f is a periodic automorphism, or
(iii) f is a pseudoperiodic automorphism, or
(iv) the sequence {fk} is compactly divergent. Furthermore, the case (iii) can occur only if X is either simply
connected (and f has a fixed point) or doubly connected (and f has no fixed points).
If X is compact, Theorem 1.3.12 drastically simplifies, becoming: Corollary 1.3.13: Let X be a compact hyper-
bolic Riemann surface. Then every function f ∈ Hol(X,X) is either constant or a periodic automorphism.

7. Suzuki, Masaaki, citeSuzu-Abstract: In this paper we study the intrinsic metrics for the circular domains
in Cn. We calculate the Kobayashi (pseudo-) metric at its center for pseudoconvex complete circular domain
D using the result of Sadullaev. From this we have that such D is hyperbolic iff D is bounded. If a convex
complete circular domain is complete hyperbolic, then the Caratheodory and Kobayashi metrics coincide at the
center. Using this and the results of Hua we explicitly compute the intrinsic metrics of the classical domains.
Furthermore we define the extremal function and extremal disc for intrinsic metrics and compute them in some
special cases.

8. In [1], the author (Simonic) introduces Ahlfors’ generalization of the Schwarz lemma. With this powerful
geometric tool of complex functions in one variable, he is able to prove some theorems concerning the size of
images under holomorphic mappings, including the celebrated PicardŠs theorems. The article concludes with a
brief insight into the theory of Kobayashi hyperbolic complex manifolds.

9. Filippo Bracci, John Erik Fornaess, Erlend Fornaess Wold, [10]-Abstract: We prove that for a strongly
pseudoconvex domain D ⊂ Cn, the infinitesimal Carathéodory metric C(z, v) and the infinitesimal Kobayashi
metric K(z, v) coincide if z is sufficiently close to bD and if v is sufficiently close to being tangential to bD.
Also, we show that every two close points of D sufficiently close to the boundary and whose difference is almost
tangential to bD can be joined by a (unique up to reparameterization) complex geodesic of D which is also a
holomorphic retract ofD. The same continues to hold if D is a worm domain, as long as the points are sufficiently
close to a strongly pseudoconvex boundary point. We also show that a strongly pseudoconvex boundary point of
a worm domain can be globally exposed, this has consequences for the behavior of the squeezing function.

10. For Pluriharmonic Functions in Balls see Rudin [60]-Abstract: It is proved that a function is pluriharmonic
in the open unit ball of Cn if and only if it is harmonic with respect to both the ordinary Laplacian and the invariant
Laplace-Beltrami operator.
Theorem 22 ([64]). Suppose that G = Gn = (a, b) × Rn−1, −∞ < a < b 6 ∞, f : Bn → Gn. If f1 is
pluriharmonic on Bn and f is K-qc at a ∈ Bn, then kG(fa)|f ′(a)| 6 KkB(a), where k is quasi-hyperbolic
density.

9. Appendix- Schwarz lemma 2

The model of the hyperbolic plane is the half-plane model. The underlying space of this model is the upper
half-plane model H in the complex plane C,defined to be H = {z ∈ C : Im(z) > 0}. In coordinates (x, y)
the line element is defined as ds2 = 1

y2 (dx2 + dy2). The geodesics of this space are semicircles centered on
the x-axis and vertical half-lines. The geometrical properties of the figures on the half-plane are studied by
considering quantities invariant under an action of the general Möbius group, which consists of compositions of
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Möbius transformations and reflections [4]. The curvilinear triangle formed by circular arcs of three intersecting
semicircles is one of the principal figures of the upper half-plane model H. The hyperbolic laws of sines-cosines
for that triangle are proved by using properties of the Möbius group and the upper half-plane H.

In [57] Yamaleev suggests another way of construction of proofs of the sines-cosines theorems of the
Poincaré model. The curvilinear triangle formed by circular arcs is the figure of the Euclidean plane; conse-
quently, on the Euclidean plane we have to find relationships antecedent to the sines-cosines hyperbolic laws.
Therefore, first of all, we establish these relationships by making use of axioms of the Euclidean plane, only.
Secondly, we prove that these relationships can be formulated as the hyperbolic sine-cosine theorems. For that
purpose we refer to the general complex calculus and within its framework establish a relationship between ex-
ponential function and the cross-ratio. In this way the hyperbolic trigonometry emerges on Euclidean plane in a
natural way.

For the benefit of the reader we add some details concerning some parts of subsection 2.2. The cross-ratio of
a 4-tuple of distinct points on the real line with coordinates z1, z2, z3, z4 is given by

(z1, z2; z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z1 − z4)
.

Let γ be a circular arc (geodesic), orthogonal to T at the points w1 and w2, that contains the points z1 and z2

of the unit disk (suppose that the points w1, z1, z2, w2 occur in this order). Since (r, 0,−1, 1) = (1 + r)/(1− r),
we find

λ(z1, z2) = ln(z2, z1, w1, w2).

We leave to the interested reader to check that {z1, z2} = (z2, z1, w1, w2) > 0 if the points are in the order
indicated above.

In this form we can consider λ as the oriented distance which changes the sign of the permutation z1 and z2.
Additivity of the distance on geodesics follow from (z2, z1, w1, w2) = (z2, z3, w1, w2)(z3, z1, w1, w2).

Let K = K(z1, z2) circle orthogonal on T throughout points z1 i z2 and denote by a and b the intersection
points K and T. Usually we denote the intersection points such that z1 is between a and z2.

Recall [z1, z2; a, b] = z1−a
z1−b : z2−a

z2−b . For example if a = −1, b = 1, then according convention about the
notation we write z1 = 0 i z2 = r, 0 < r < 1.

Since [0, r;−1, 1] = 1−r
1+r , it is 0 < [0, r;−1, 1] < 1. Therefore it is convenient to define {z1, z2} =

[z2, z1; a, b]2 = z2−a
z2−b : z1−az1−b .

Check that according our convention on notation {z1, z2} > 1 and {z1, z2} · {z2, z3} = {z1, z3}. Define
dhyp(z1, z2) = ln{z1, z2}. Check {0, r} = 1+r

1−r .
Define Tz1(z) = z−z1

1−z1z , ϕz1 = −Tz1 and
δ(z1, z2) = |Tz1(z2)| = | z−z11−z1z |. Schwarz’s lema yields motivation to introduce the hyperbolic distance: If
f ∈ Hol(D,D), then δ(fz1, fz2) 6 δ(z1, z2).

Consider F = ϕw1 ◦ f ◦ ϕz1 , wk = f(zk). Then F (0) = 0 and |ϕw1(w2)| 6 |ϕz1(z2)|.
Hence

|f ′(z)| 6 1− |fz|2

1− |z|2
.

By notation w = f(z) i dw = f ′(z)dz,
|dw|

1− |w|2
6

|dz|
1− |z|2

.

Define the density ρ(z) = 1
1−|z|2 .

For v ∈ TzC vector def |v|ρ = ρ(z)|v| and set v∗ = dfz(v). Then |v∗|ρ 6 |v|ρ.
If γ piecewise smooth then define |γ|ρ =

∫
γ
ρ(z)|dz| and d(z1, z2) = inf |γ|ρ, where the infimum is taken

over all paths γ in D joining the points z1 and z2.
We summarize

λD = ln
1 + δD
1− δD

, λH = ln
1 + δH
1− δH

. (9.1)

For v ∈ TzC vector we define |v|ρ = ρ(z)|v| and set v∗ = dfz(v).
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Proposition 9.1. If f ∈ Hol(D,D), then |v∗|ρ 6 |v|ρ.

If γ piecewise smooth then define |γ|ρ =
∫
γ
ρ(z)|dz| and d(z1, z2) = inf |γ|ρ, where the infimum is taken

over all paths γ in D joining the points z1 and z2.
Let G be a simply connected domain different from C and let φ : G → D be a conformal isomorphism.

Define the pseudo hyperbolic distance on G by ϕGa (z) = ϕb(φ(z)), where b = φ(a), and δG(a, z) = |ϕGa (z)| =
δD(φ(a), φ(z)). Verify that the pseudo hyperbolic distance on G is independent of conformal mapping φ. In
particular, using conformal isomorphism A(w) = Aw0(w) = w−w0

w−w0
of H onto D, we find ϕH,w0(w) = A(w)

and therefore δH(w,w0) = |A(w)|.

Proposition 9.2. The definition of δG is independent of conformal isomorphism.

Proof. Let φ, φ1 : G→ D be two conformal isomorphism and let z1, z2 be two points in G and wk = φ(zk) and
w′k = φ1(zk), k = 1, 2. If A = φ−1

1 ◦ φ, then A ∈ Aut(D) and A(wk) = w′k, k = 1, 2. Hence δD(w1, w2) =
δD(w′1, w

′
2).

For a domain G in C and z, z′ ∈ G we define δG(z, z′) = sup δD(φ(z′), φ(z)), where the suprimum is taken
over all φ ∈ Hol(G,D).

Proposition 9.3. (a) If G and D are conformally isomorphic to D and f ∈ Hol(G,D), then

δD(fz, fz′) 6 δG(z, z′), z, z′ ∈ G.

(b) The result holds more generally if G and D are hyperbolic domains.

Proof. Let φ : G → D and φ1 : D → D be two conformal isomorphisms and set F = φ1 ◦ f ◦ φ−1. Next let
z1, z2 be two points in G and wk = f(zk), ζk = φ(zk) and ζ ′k = φ1(wk), k = 1, 2. Then δD(ζ ′1, ζ

′
2) 6 δD(ζ1, ζ2)

and the result follows.
A proof of (b) can be based on the fact if φ ∈ Hol(D,D), then φ ◦ f ∈ Hol(G,D).

Set d0(z, w) = | z−w1−wz |. In a response to a nice post, Principle of subordination (see [61]), says: ”In most
textbooks, the hyperbolic metric g is given first and then it is deduced that the isometry group is exactly the group
of all conformal self maps of the disk i.e. disk-preserving holomorphic and antiholomorphic functions. Suppose
we want to reverse this process and want to find a (hyperbolic) metric which is preserved by the conformal self
maps. We observe from the equality case of the Pick’s lemma that for w = w(z) to be a conformal self map,
|dwdz | =

1−|w|2
1−|z|2 , i.e. |dw|

1−|w|2 = |dz|
1−|z|2 . Thus we find that the hyperbolic metric is given by (up to a positive factor)

g = |dz|2
(1−|z|2)2 = dx2+dy2

(1−x2−y2)2 . Interestingly, the other form of Pick’s lemma is given by d0(fz, fw) 6 d0(z, w)

with equality hold iff f is a conformal self map. It suggests (without integrating) that the hyperbolic distance is
actually given by (up a scaling) d0(z, w) = | z−w1−wz |. However, it is different from the usual definition d(z, w) =

tanh−1(| z−w1−wz |), I canŠt think if any way to ’’see” (except integrating) that the correct definition is the later one
instead of the former one (actually I havenŠt checked if the former one really satisfies the triangle inequality).”

Note that the former one really satisfies the triangle inequality and we call it the pseudo-hyperbolic distance.
The pseudo-hyperbolic distance is not additive along hyperbolic geodesics.

9.1. Klein model

Recall for given two distinct points U and V in the open unit ball of the model in Euclidean space, the
unique straight line connecting them intersects the unit sphere at two ideal points A and B, labeled so that the
points are, in order along the line, A,U, V,B. Taking the centre of the unit ball of the model as the origin, and
assigning position vectors u, v, a, b respectively to the points U, V,A,B, we have that that |a− v| > |a− u| and
|u − b| > |v − b|, where | · | denotes the Euclidean norm. Then the distance between U and V in the modelled
hyperbolic space is expressed as

d(u,v) =
1

2
log
‖v − a‖ ‖b− u‖
‖u− a‖ ‖b− v‖

,

where the factor of one half is needed to make the curvature −1.
The associated metric tensor is given by
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ds2 = g(x, dx) =
‖dx‖2

1− ‖x‖2
+

(x · dx)2(
1− ‖x‖2

)2 .
More precisely, if v ∈ TxRn, then

ds2(v) = Kle(x,v) =
‖v‖2

1− ‖x‖2
+

(
∑n
k=1 xkvk)2(

1− ‖x‖2
)2 . (9.2)

Acknowledgement. We have discussed the subject at Belgrade Analysis seminar (in 2016) and in particular in
connection with minimal surfaces with F. Forstnerič and get useful information about the subject via Forstnerič
[56]. We are indebted to the members of the seminar and to professor F. Forstnerič for useful discussions.
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41(2004), No. 1, pp. 175Ű192, http://www.ms.uky.edu/ larry/paper.dir/fixed−pt.pdf

[29] M. Heins, On a class of conformal metrics, Nagoya Math. J. Volume 21 (1962), 1-60.
[30] S. Kobayashi, Hyperbolic manifolds and holomorphic mappings, Marcel-Dekker, New York, 1970.
[31] Steven G. Krantz, The Carathéodory and Kobayashi Metrics and Applications in Complex Analysis,

arXiv:math/0608772v1 [math.CV] 31 Aug 200
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[37] M. Mateljević, Ahlfors-Schwarz lemma and curvature, Kragujevac Journal of Mathematics (Zbornik radova PMF),

Vol. 25, 2003, 155-164.
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1. Morse homology

Let M be a closed manifold and f : M → R. Denote by Crit(f) the set of critical points of f . Morse chain
complex is a Z2-vector space (or a Z−module) generated by Crit(f).

For two critical point p, q ∈ Crit(f), consider an ordinary differential equation:

γ̇ = −∇f (1)

with the boundary condition
γ(−∞) = p, γ(+∞) = q.

This equation does not have to have a solution, or can have infinitely many of them. However, for a suitable
choice of p, q (depending on Morse index) and the generic Riemannian metric defining the gradient ∇, there are
only finitely many solutions. In that case, let n(p, q) denote its number.

Now define a boundary operator as:

∂M : p 7→
∑
q

n(p, q)q,

for those q for which this number is finite.
We will denote by HM(f) the corresponding homology group, known as Morse homology.
It turns out that Morse homology does not depend neither on the choice of a Morse function nor on the choice

of Riemannian metric (that defines the gradient∇ in (1)). Moreover, it is isomorphic to the singular homology of
M :

HM(f) ∼= Hsing(M).

See [2, 22] for the details on Morse theory.

2. Lagrangian Floer homology

Lagrangian Floer homology is a generalization of Morse homology. Namely, let T ∗M be a cotangent bundle
over M , and OM its zero-section. Note that the differential df of f is an one-form and can be considered as a
map

df : OM → T ∗M.
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The set Crit(f) is the intersection
OM ∩ df(OM ).

Now, both OM and df(OM ) are Lagrangian submanifolds of T ∗M , meaning that the canonical symplectic form
ω0 :=

∑
dqj ∧ dpj vanishes on them, and that their dimension is half of the dimension of T ∗M .

If (P, ω) is any symplectic manifold of dimension 2n, then L ⊂ P is Lagrangian submanifold if

dimL = n, ω|TL = 0.

For two Lagrangian submanifolds L0, L1 ⊂ P , we consider

L0 ∩ L1

as the set of generators of Floer chain complex. Floer boundary operator is defined via pseudo-holomorphic
strips with Lagrangian boundary conditions. More precisely, consider the partial differential equation

u : R× [0, 1]→ P, ∂u = 0, u(s, j) ∈ Lj . (2)

The set of u’s satisfying (2) is a union of finite-dimensional manifolds, whose dimensions depend on u(±∞, t) ∈
L0 ∩ L1.

Let x ∈ L0 ∩ L1. Floer boundary operator ∂F is defined as

∂F : x 7→
∑
y

n(x, y)y

where n(x, y) is defined as the cardinality of the set of u solving (2) and the condition

u(−∞, t) = x, u(+∞, t) = y,

for those y for which this number is finite.
The homology groups of this complex are called Floer homology groups and denoted by HF (L0, L1). It

was introduced and developed by Floer in the series of papers [5–12].
Lagrangian Floer homology is not always well defined. We also refer the reader to [13] for the details on

Lagrangian intersection Floer theory.
One case when Lagrangian Floer homology is well defined is the following. Let M be a closed manifold,

L0 = OM ⊂ T ∗M , L1 = φ1
H(OM ), where φ1

H is a time one map of the Hamiltonian flow {φtH} induced by a
smooth Hamiltonian H : T ∗M → R. Floer homology HF (OM , φ

1
H(OM )) is then well defined and independent

of the choice of H . Moreover, it is isomorphic to the singular homology of M :

HF (OM , φ
1
H(OM )) ∼= HM sing(M).

The above isomorphism was proved by Floer. He actually proved that the Morse and Floer chain groups and
boundary operators coincide:

CF (OM , φ
1
H(OM )) = CM(f), ∂F = ∂M

for the special choice of f and H . Then, since both homology do not depend on parameters involved (i.e. f , H),
it is true always.

3. PSS isomorphism

As we already mentioned, there exists a canonical isomorphism for Morse homology for different Morse
functions. We will denote it by

SαβHM(fα)→ HM(fβ),
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for two Morse functions fα, fβ : M → R. The isomorphism Sαβ is defined in a similar way as the boundary
operator ∂M , via the number of certain gradient trajectories (see [22]). In Floer case, we denote the corresponding
canonical isomorphism by

Tαβ : HF (OM , φ
1
Hα(OM ))→ HF (OM , φ

1
Hβ

(OM )).

The map Tαβ is defined by the number of pseudo-holomorphic discs with Lagrangian boundary condition (simi-
larly to ∂F ). Since the isomorphism between Morse and Floer homology is realized even on chain level, it is not
clear weather the diagram

HM(fα)

PSSα

��

Sαβ // HM(fβ)

PSSβ

��
HF (OM , φ

1
Hα

(OM ))
Tαβ // HF (OM , φ

1
Hβ

(OM ))

(3)

commutes.
The PSS isomorphism

PSS : HM(F )→ HF (OM , φ
1
H(OM ))

is defined by a number of combined objects (γ, u), where γ is a negative gradient trajectory and u is a holomor-
phic strip with Lagrangian boundary conditions (see Figure 1). It is originally defined by Piunikhin, Salamon and
Schwarz [20] for the case of Hamiltonian periodic case (which is a special case of Lagrangian intersection). PSS
isomorphism for the case of cotangent bundle (as given in (3)) is constructed in [17] and it is generalized by Al-
bers [1] for some wider class of symplectic manifolds (P, ω) and Lagrangian submanifolds L. PSS isomorphism
is functorial, meaning that the diagram (3) commutes.

Figure 1. Mixed-type object that defines PSS

4. Floer homology for submanifolds

Let N ⊂M be a closed submanifold of a closed manifold M . Its conormal bundle is defined as:

ν∗N := {α ∈ T ∗M |N | αTN = 0}.

It is a Lagrangian submanifold of symplectic manifold (T ∗M,ω0). In his thesis [21], Poz̀niak proved that Floer
homology HF (ν∗N,φ1

H(OM )) is isomorphic to Hsing(N). He also used Morse homology of N as a model for
a singular one and the special choice of a Morse function f and a Hamiltonian H . This isomorphism is also
established on the chain level and it is not functorial with respect to canonical isomorphisms in Morse and Floer
homology.

PSS type isomorphism

HM(f,N)
∼=−→ HF (ν∗N,φ1

H(OM ))

is constructed in [3]. This isomorphism is now functorial, i.e. the diagram similar to (3) commutes.
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5. Floer homology for open subsets

Let U ⊂ M be an open set, such that ∂U is a smooth (n − 1)-dimensional submanifold of M . In [16]
Kasturirangan and Oh constructed Floer homology for U in the following way. Define

ν∗−(∂U) := {α ∈ ν∗(∂U) | α(n) ≤ 0, for n outward normal to ∂U}

and
ν∗−U := OU ∪ ν∗−(∂U).

We call ν∗−U a conormal toU . The problem is that ν∗−U is not a smooth manifold, but there are approximations Υε

of ν∗−U (see Figure 2), such that Υε is a smooth Lagrangian submanifold of (T ∗M,ω0) and that the Lagrangian
Floer homology HF (φ1

H(OU ),Υε) is well defined.
There exists a certain partial order on the set of approximations {Υs}, and homomorphisms

Fab : HF (φ1
H(OU ),Υa)→ HF (φ1

H(OU ),Υb)

such that
Fbc ◦ Fab = Fac, for Υa ≤ Υb ≤ Υc.

Now define Floer homology of an open set as a direct limit

HF (U) := limsHF (φ1
H(OU ),Υs).

Kasturirangan and Oh proved that

HF (U) ∼= HM(f, U) ∼= Hsing(M).

Again they used special choices of f and H , which do not guarantee any functoriality of type (3).

Figure 2. Singular Lagrangian ν∗U and approximation Υ

6. PSS for open subset

In [18] we used PSS isomorphisms for an open subset to construct certain numerical invariants, called spec-
tral invariants, for the case of open subset. We now give the sketch of the construction of PSS for this case
(see [18] for technical details).

In order to avoid some analytical troubles, we choose a Morse function f : M → R such that

• Crit(f) ∩ ∂U = ∅,
• ∇f points outward ∂U.

(4)
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The first step is the construction of PSS for approximations

PSSΥ : HM(f, U)→ HF (φ1
H(OU ),Υs).

Next, we prove that PSSΥ commutes with Fab that defines direct limit. This enables us to define

PSS : HM(f, U)→ HF (U), PSS([p]) := [PSS(p)].

To prove the functoriality of PSS one needs to prove that all PSSΥ are functorial (see [18]).

7. Poincaré duality

There are some analytical difficulties arising in the attempt of defining the inverse of PSS. Namely, it is
usually (in [1, 17, 20]) defined via a number of (u, γ) (recall that PSS is defined via a number of (γ, u)). In our
situation, the choice (4) of f that enabled us to construct of PSS, disables us to construct the other way round
isomorphism. Therefore we need to use the Poincaré duality isomorphisms.

In Morse case, if we take −f instead of f , we obtain Morse Poincaré dual:

PDM : HM(f, U)
∼=−→ HM(−f, U)

which, in singular homology, corresponds to

Hsing(U) ∼= HM(f, U) ∼= HM(−f, U) ∼= Hsing(U, ∂U).

In Floer case, instead of ν∗−(∂U) we need to consider

ν∗+(∂U) := {α ∈ ν∗(∂U) | α(n) ≥ 0}.

Let

ζ : T ∗M → T ∗M, ζ : x = (q, p) 7→ x := (q,−p)

be the symplectic anti-involution map. Note that

ζ(ν∗−∂U) = ν∗+∂U

and that, if Υ is an Lagrangian approximation of ν∗−U , then Υ := ζ(Υ) is the Lagrangian approximation of ν∗+U .
Setting

H(x, t) := H(ζ(x), t)

gives us the identification

φ1
H(OU ) ∩Υ ∼= φ1

H
(OU ) ∩Υ.

Similarly:

J := ζ∗J

leads to the bijection of the spaces of holomorphic discs defining the boundary operation. Therefore, we have

ζ∗ : HF (φ1
H(OU ),Υ : J)

∼=−→ HF (φ1
H

(OU ),Υ : J)

and we define

PDF := ζ∗.
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8. PSS is isomorphism

We define Floer homology for open set via positive approximations of ν∗+U in the way analogous to the
construction for negative ones. We denote this homology by HF+(U).

Now, for f satisfying (4), we can define the inverse isomorphism for the approximations

HM(−f, U)
∼=−→ HF (φ1

H
(OU ),Υ),

using a number of (u, γ). We denote this isomorphism by ΨΥ. The diagram:

HM(f, U)

PDM ∼=
��

PSSΥ
// HF (φ1

H(OU ),Υ)

PDF ∼=
��

HM(−f, U) HF (φ1
H

(OU ),Υ)
Ψoo

commutes. Therefore, we conclude that PSSΥ is an isomorphism.
We next prove that PDM , PDM and ΨΥ all commute with homomorphisms defining a direct limits, and

obtain the commutativity of

HM(f, U)

PDM ∼=
��

PSS // HF (U)

PDF ∼=
��

HM(−f, U) HF+(U).
Ψoo

This proves that PSS is indeed an isomorphism.
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Apstrakt. U radu je razmatrana varijanta problema raspore -divanja vozila (engl. Vehicle Scheduling Problem - VSP) koja
se odnosi na optimizaciju transporta u jednoj fabrici šećera u Srbiji. Predstavljen je precizan matematički model problema
VSP koji je oblika mešovitog celobrojnog programiranja sa kvadratnim ograničenjima (engl. Mixed integer quadratically
constrained program - MIQCP). MIQCP model je korišćen u okviru egzaktnog rešavača Lingo 17 u cilju dobijanja rešenja
na skupu realnih i generisanih test primera. Kako su optimalna ili dopustiva rešenja dobijena samo za test primere malih
dimenzija, razvijena je Opšta metoda promenljivih okolina (engl. General Variable Neighborhood Search - GVNS), kao meta-
heuristički pristup rešavanju razmatranog problema VSP. Izložene su karakteristike predložene GVNS metode i opisani njeni
elementi, prilago -deni karakteristikama posmatrane varijante problema VSP. Analiza eksperimentalnih rezultata pokazuje da
predložena GVNS metoda brzo dostiže sva poznata optimalna rešenja na test primerima malih dimenzija i daje rešenja na test
primerima srednjih i većih dimenzija za koje optimalno rešenje nije poznato.

Ključne reči: problem raspore -divanje vozila; optimizacija transportnih troškova; MIQCP; metaheuristike, opšta metoda
promenljivih okolina.

1. Uvod

Potreba za optimizacijom transporta u brojnim transportnim sistemima prirodno vodi ka velikom intereso-
vanju istraživača za različite varijante problema raspored̄ivanja vozila (engl. Vehicle Scheduling Problem - VSP)
sa teorijskog i praktičnog aspekta. Problemi VSP se u opštem slučaju svode na odred̄ivanje niza tura koje vozilo
realizuje tokom radnog dana sa ciljem smanjenja troškova transporta. Dantzig i Fulkerson su u radu [ 7] 1954.
godine predložili model linearnog programiranja za problem odred̄ivanja minimalnog broja tankera u cilju rea-
lizacije unapred poznatog plana transporta goriva. Njihov rad podstakao je rad drugih istraživača širom sveta i
samim tim i nastanak brojnih varijanti problema raspored̄ivanja vozila i razvoj metoda za njihovo rešavanje.

Značajan broj varijanti problema VSP odnosi se na optimizaciju prevoza ljudi u urbanim sredinama. Baita
i sar. su u studiji [ 4] za rešavanje problema optimizacije javnog prevoza predložili tri pristupa: tradicionalni,
zasnovan na skaliranju različitih kriterijuma, leksikografski, koji koristi principe logičkog programiranja i metod
Pareto optimizacije implementiran pomoću genetskih algoritama. Haghani i sar. su u radu [ 9] analizirali tri mo-
dela za raspored̄ivanja vozila pri autobuskom prevozu putnika. Wang i Shen su u studiji [ 21] razmatrali problem
raspored̄ivanja električnih autobusa i za njegovo rešavanje primenili algoritam zasnovan na metodi optimizacije
kolonijom mrava. Pregled problema raspored̄ivanja vozila može se pronaći u [ 2].

Problemi raspored̄ivanja vozila se često posmatraju zajedno sa problemima rutiranja vozila (engl. Vehicle
Routing Problem - VRP). Preciznije, za dati skup vozila neophodno je definisati raspored po kojem vozila prave
rute, a istovremeno se vrši optimalan izbor lokacija u okviru svake rute. Takvi problemi nazivaju se integrisani
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problemi rutiranja i raspored̄ivanja vozila. Moons i sar. su u radu [ 17] ukazali na značaj ovakvog pristupa, na-
glasivši da odvojeno posmatranje aspekata raspored̄ivanja i rutiranja vodi ka suboptimalnim rešenjima problema.
Agustina i sar. su u studiji [ 1] razmatrali integrisan problem raspored̄ivanja i rutiranja vozila pri transportu hrane,
u cilju minimizacije ukupnih troškova, koji uključuju transportne troškove i troškove penala u slučaju ranije ili
kasnije dostave od planrane. Metodu simuliranog kaljenja primenili su Xiao i sar. u [ 22] za rešavanje zelenog
problema rutiranja i raspored̄ivanja vozila. Matematička formulacija problema predloženog u [ 22] uključuje tri
funkcije cilja koje se, redom, odnose na: minimizaciju ukupne CO2 emisije, ukupno pred̄eno rastojanje i ukupno
vreme putovanja. Androutsopoulos i Zografos su u radu [ 3] integrisali problem rutiranja i raspored̄ivanja vo-
zila pri rešavanju realnog problema odred̄ivanja ruta opsluživanja i rasporeda putovanja tako da ukupni troškovi
transporta i potrošnje goriva budu minimalni, pri čemu su uzeti u obzir i promenljivi uslovi u saobraćaju to-
kom vremena. Aspekti rutiranja i raspored̄ivanja integrisani su u algoritmu zasnovanom na optimizaciji mravljim
kolonijama predloženom u [ 3] za rešavanje posmatranog problema.

Organizacija transporta poljoprivrednih dobara ima svoje specifičnosti koje potiču uglavnom od niske cene
sirovina na tržištu. S obzirom da troškovi transporta čine glavne troškove proizvodnje, ušteda koja se može ostva-
riti u ovoj fazi je od velikog značaja. Kako bi motivisali individualne proizvod̄ače da nastave saradnju, kompanije
koje se bave otkupom i preradom poljoprivrednih sirovina, organizuju i finansiraju transport od svakog proizvo-
d̄ača do fabrike. Preciznije, kompanije obično iznajmljuju vozila i angažuju radnike koji vrše poslove tranporta,
utovara i istovara tokom proizvodne sezone. Iz tog razloga, efikasna organizacija transporta uz ostvarenu uštedu
utrošenog vremena i novca je od velikog značaja u preradi poljoprivrednih prozvoda. U literaturi postoji neko-
liko radova koji se odnose na razne varijante problema transporta poljoprivrednih sirovina. Higgins je u [ 11]
razmatrao problem raspored̄ivanja vozila pri transportu šećerne trske u australijskoj fabrici šećera. Autor je pre-
dložio model mešovitog celobrojnog linearnog programiranja (engl. Mixed Integer Linear Program - MILP) koji
opisuje razmatrani problem i za rešavanje realnih test primera razvio dve metaheurističke metode, tabu pretra-
živanje (engl. Tabu Search - TS) i metodu promenljivih okolina (engl. Variable Neighborhood Search - VNS).
Eksperimentalni rezultati u [ 11] pokazali su da je su obe dizajnirane metaheuristike uspele da pronad̄u rešenja
sa prosečnim smanjenjem redova čekanja za oko 90% u pored̄enju sa dotadašnjim metodama primenjivanim u
praksi. Milan i sar. su u studiji [ 14] razmatrali problem transporta sećerne trske na Kubi, sa ciljem smanje-
nja transportnih troškova integrisanjem drumskog i železničkog saobraćaja. Za razmatrani problem predložen
je MILP model, koji je potom testiran korišćenjem komercijalnog rešavača HyperLINDO u cilju pronalaženja
optimalnih rešenja na realnim test primerima. Kako HyperLINDO nije uspeo da reši ceo model za 200h izvrša-
vanja, autori su najpre rešili potproblem polaznog problema, a zatim iskoristili dobijeno rešenje za konstrukciju
dopustivog rešenja polaznog modela. Thuankaewsing i sar. su u radu [ 18] razmatrali problem transprorta šećerne
trske na Tajvanu koji za cilj ima maksimizaciju očekivanih prinosa pod istim uslovima za sve proizvod̄ače.

Predmet ovog rada je problem raspored̄ivanja vozila pri transportu šećerne repe u jednoj kompaniji u Srbiji.
Varijanta razmatranog problema VSP se razlikuje od problema iz literature [ 11, 14, 18] zbog razlika izmed̄u
šećerne trske i šećerne repe u njihovoj održivosti na otvorenom, tipu korišćenih vozila pri transportu i fabričkih
resursa. Razmatrani problem je formulisan u vidu mešovitog celobrojnog programa sa kvadratnim ograničenjima
(engl. Mixed Integer Quadratically Constrained Program - MIQCP). Razvijeni MIQCP model je korišćen u
okviru egzaktnog rešavača Lingo 17 u cilju dobijanja rešenja na skupu realnih i generisanih test primera. Dobijena
su optimalna rešenja samo na test primerima manjih dimenzija. Iz tog razloga heuristički pristup predstavlja
logičan izbor za rešavanje instanci većih dimenzija.

Metoda promenljivih okolina (VNS) je metaheuristička metoda koja je do sada uspešno primenjena na brojne
probleme optimizacije, uključujući i probleme rutiranja i raspored̄ivanja vozila [ 10]. Macedo i sar. su u [ 13] pri-
menili adaptivni metod promenljivih okolina (engl. Skewed Variable Neighborhood Search - SVNS) na lokacijski
problem rutiranja i raspored̄ivanja vozila (engl. Location Routing Scheduling Problem). De Armas i Melian-
Batista su u studiji [ 8] predložili VNS za rešavanje dinamičkog problema rutiranja vozila sa vremenskim okvi-
rima (engl. Dynamic Vehicle Routing Problem with Time Windows). U radu Cheikh i sar. [ 6], razvijena je VNS
metoda za rešavanje problema rutiranja vozila sa višestrukim putovanjima (engl. Vehicle Routing Problem with
Multiple Trips).

Brojni primeri uspešne primene VNS metode na probleme rutiranja i raspored̄ivanja vozila bile su motivacija
za dizajniranje i implementaciju opšte metode promenljivih okolina (engl. General Variable Neighborhood Se-
arch - GVNS) za rešavanje razmatranog VSP. Predložena GVNS metoda koristi adekvatne strukture okolina u fazi
razmrdavanja, a umesto klasčne lokalne pretrage koristi metodu promenljivog spusta (engl. Variable Neighbor-
hood Descent - VND). Eksperimentalni rezultati na realnim instancama manjih dimenzija pokazuju da predložena
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GVNS metoda brzo dostiže sva poznata optimalna rešenja dobijena egzaktnim rešavačem Lingo 17, dok je na
instancama većih dimenzija, GVNS metoda dostigla ili popravila gornje granice optimalnih rešenja dobijenih
Lingo rešavačem za veoma kratko vreme izvršavanja. GVNS se pokazao efikasnim i pri rešavanju generisanih
instanci većih dimenzija, koje prate strukturu realnih instanci.

Rad je koncipiran na sledeći način. U sekciji 2 detaljno je izložen razmatrani problem raspored̄ivanja vozila
pri transportu šećerne repe, a odgovarajuci MIQCP model prikazan je u sekciji 3. U sekciji 4 opisana je dizajnirana
GVNS metoda za rešavanje razmatranog problema. Eksperimentalni rezultati su izloženi u sekciji 5 i data je
njihova analiza. Konačno, u sekciji 6 izvedeni su zaključci i ukazano je na moguće pravce budućih istraživanja.

2. Opis problema

Sezona sakupljanja šećerne repe u Srbiji, tzv. kampanja počinje u septembru i traje uglavnom do decembra
ili januara sledeće godine. Okvirni plan transporta šećerne repe definiše se u kasno proleće, kada proizvod̄ači
mogu da procene količine šećerne repe koje će spremiti za otkup. Med̄utim, precizan plan transporta se formira
na dnevnom nivou tokom kampanje, tako što se za svaki datum u toku posmatranog perioda unapred priprema
lista lokacija koja će biti posećena toga dana. Pritom, veoma važan uslov je da dnevne potrebe fabrike, u smislu
količine pristigle robe, moraju biti zadovoljene. Kada se pokrenu fabrička postrojenja, proces proizvodnje ne
bi smeo da se zaustavi, s obzirom da ponovno pokretanje mašina stvara značajne dodatne troškove. Takod̄e,
najavljeni vremenski uslovi kao što su velike kiše, mogu primorati proizvod̄ače da pripreme robu nekoliko dana
pre dogovorenog datuma. Šećerna repa, izvad̄ena iz zemlje, ne bi trebalo da stoji previše dugo na otvorenom kako
ne bi izgubila kvalitet. U slučaju da se nekoj lokaciji repa nalazi duže od dozvoljenog broja dana, posmatrana
lokacija se smatra hitnom i mora se isprazniti tokom radnog dana.

Pretpostavka je da su vozila koja se koriste za transport homogena, odnosno imaju isti kapacitet i prosečnu
brzinu. Sva vozila su locirana u krugu fabrike, koja je početna i krajnja tačka svake ture. Dnevni raspored vozila
definisan je nizom tura i odgovarajućim vremenima polazaka iz kruga fabrike. U svakoj turi, vozilo posećuje samo
jednu lokaciju i vraća se u fabriku. Količine pripremljene šećerne repe na svakoj lokaciji značajno su veće od
kapaciteta vozila, pa je stoga potrebno svaku lokaciju posetiti nekoliko puta kako bi se ispraznila. Kada se vozilo
vrati u krug fabrike, uzimaju se uzorci i vrši se procena kvaliteta transportovane šećerne repe. Vozila ne prave
rute kako bi se izbeglo mešanje repe sa različitih lokacija. Čak i u slučaju kada vozilo nije potpuno natovareno
(što se može desiti pri poslednjoj poseti lokaciji) ono se vraća u fabriku, opslužujući samo jednu lokaciju. Posle
završenog istovara, vozilo može započeti novu turu. Zbog jednostavnosti, pretpostavlja se da postoji dovoljno
radne snage i prostora na svakoj lokaciji i u krugu fabrike za istovremeni utovar i istovar neograničenog broja
vozila.

Raspored vozila je definisan nizom tura i odgovarajućim vremenima polazaka iz kruga fabrike. Cilj problema
je pronaći optimalan raspored vozila koji zadovoljava postavljena ograničenja i pritom minimizira maksimalno
radno vreme na skupu posmatranih vozila, odnosno trenutak kada sva vozila završe svoje ture za posmatrani radni
dan. U nastavku je dat pregled karakteristika razmatranog problema raspored̄ivanja vozila pri transportu šećerne
repe:

• Vozila su homogena i koriste se više puta tokom radnog dana;

• Krug fabrike predstavlja početnu i krajnju tačku svake ture;

• Svako vozilo u svakoj turi posećuje samo jednu lokaciju;

• Dnevne potrebe fabrike, u smislu količine prevezene robe, moraju biti zadovoljene;

• Postoji gornja granica u broju dana koliko roba može da stoji na otvorenom;

• Svaka lokacija na kojoj roba stoji na otvorenom duže nego što je dozvoljeno mora biti opslužena;

• Cilj je minimizovati vremenski trenutak kada sva vozila završe svoje poslednje ture.

3. MICP model razmatranog problema

Opisani problem je formulisan u obliku mešovitog celobrojnog programa sa kvadratnim ograničenjima (engl.
Mixed integer quadratically constrained problem - MIQCP). U narednim podsekcijama opisani su datalji MIQCP
formulacije razmatranog problema.
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3.1. Notacija

Za predstavljanje MIQCP modela uvedena je sledeća notacija:

J : Skup lokacija;
I : Skup vozila;
K : Skup tura;
n : Ukupan broj lokacija;
m : Ukupan broj vozila;
kmax : Maksimalan broj tura koje vozilo može da napravi u toku dana;
cj : Količina sakupljene sirovine na lokaciji j ∈ J ;
dj : Rastojanje od farike do lokacije j ∈ J ;
CV : Kapacitet vozila;
C: Dnevne potrebe fabrike;
v: Prosečna brzina vozila;
u: Prosečno vreme zadržavanja u fabrici po završetku ture,

potrebno za istovar i analiziranje uzoraka;
w: Prosečno vreme trajanja utovara;
tj: Broj dana koliko roba stoji na otvorenom na lokaciji j ∈ J ;
t0: Maksimalan broj dana koliko roba može da stoji na otvorenom bez

gubitka kvaliteta;
Tj: Binarna veličina dodeljena lokaciji j ∈ J , definisana sa:

Tj = 1 ako je tj > t0 i Tj = 0 u suprotnom.
ε: Mala pozitivna konstanta, manja od CV i cj/CV , j ∈ J .
tstart: Početak radnog vremena;
tend: Kraj radnog vremena;

3.2. Koncept virtualnih tura

Različita vozila ne moraju realizovati isti broj tura tokom radnog dana. Broj tura jednog vozila direktno zavisi
od udaljenosti lokacija koje to vozilo posećuje od fabrike. Udaljenost direktno odred̄uje vreme trajanja putova-
nja u oba smera, a samim tim i broj realizovanih tura tokom ograničenog radnog vremena. U cilju jednostavnije
formulacije matematičkog modela, uveden je koncept virtualne ture, koji ne narušava ograničenja problema. Pre-
ciznije, izjednačen je broj tura svih vozila tako što je dopušteno da vozila u svom nizu tura tokom radnog dana
imaju jednu ili više virtualnih tura. Pretpostavka je da, u toku virtualne ture, vozilo ostaje u krugu fabrike, tj. ne
posećuje ni jednu lokaciju, pa je trajanje virtualne ture jednako nuli. Imajući u vidu da je cilj problema minimi-
zacija maksimalnog od vremena završetaka radnog dana svih vozila, virtualne ture ne utiču na vrednost funkcije
cilja, te se zanemaruju pri računanju vremena završetka radnog dana vozila. Zbog jednostavnosti, virtualne ture
se nalaze na kraju niza tura koji odgovara vozilu, odmah iza poslednje ture u kojoj vozilo opslužuje neku od loka-
cija. Dodavanje virtualnih tura, ukoliko je potrebno, omogućava dopunu broja tura svakog vozila do maksimalnih
kmax bez uticaja na ograničenja problema i na vrednost funkcije cilja.

3.3. Promenljive

MIQCP formulacija koristi sledeće promenljive:

• Binarna promenljiva xj
ik ima vrednost 1 ako vozilo i ∈ I posećuje lokaciju j ∈ J u turi k ∈ K, a 0 u

suprotnom. Ako je tura k ∈ K vozila i ∈ I virtualna, tada je
∑
j∈J

xj
ik = 0;

• Realna promenljiva tik definiše vreme polaska vozila i ∈ I u turi k ∈ K iz kruga fabrike;

• Binarna promenljiva yj , j ∈ J je uvedena u cilju praćenja ukupne količine prevezene repe do fabrike sa
lokacije j ∈ J . Vrednost promenljive yj jednaka je 0 ako je lokacija j ∈ J ispražnjena, a 1 u suprotnom.
Ako je yj = 1, količina šećerne repe koja je transportovana sa lokacije j ∈ J u fabriku jednaka je cj .
U suprotnom, količina robe dovezene u krug fabrike sa lokacije j ∈ J računa se kao proizvod kapaciteta
vozila CV i ukupnog broja poseta lokaciji j ∈ J od strane svih vozila;

• Realna promenljiva T se koristi za formulisanje funkcije cilja. Označava vremenski trenutak kada sva vozila
završe svoju poslednju turu.
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3.4. MIQCP formulacija

MIQCP formulacija razmatranog problema raspored̄ivanja vozila je:

min T (1)

pri uslovima ∑
j∈J

xj
ik 6 1 ∀i ∈ I, ∀k ∈ K, (2)

CV
∑

(i,k)∈I×K

xj
ik − CV + ε 6 cj ∀j ∈ J, (3)

Tj + yj 6 1 ∀j ∈ J, (4)

∑
j∈J

(1− yj) · cj + CV ·
∑

(i,j,k)∈I×J×K

yjx
j
ik > C, (5)

∑
(i,k)∈I×K

xj
ik > (cj/CV ) · (1− yj) ∀j ∈ J, (6)

∑
(i,k)∈I×K

yjx
j
ik + ε 6 cj/CV ∀j ∈ J, (7)

ti,k+1 > tik +
2

v

∑
j∈J

djx
j
ik + (u+ w)

∑
j∈J

xj
ik ∀i ∈ I, ∀k ∈ K \ {kmax}, (8)

ti,kmax
+

2

v

∑
j∈J

djx
j
ikmax

+ (u+ w)
∑
j∈J

xj
ikmax

6 T ∀i ∈ I, (9)

xj
ik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀j ∈ J, ∀k ∈ K, (10)

yj ∈ {0, 1} ∀j ∈ J, (11)

tik ∈ [tstart, tend] ∀i ∈ I, ∀k ∈ K. (12)

Funkcija cilja (1) zajedno sa ograničenjem (9) minimizuje vremenski trenutak u kojem se završava dnevni trans-
port za sva vozila, odnosno trenutak u kojem poslednje pristiglo vozilo završi istovar robe u svojoj poslednjoj
turi.

Ograničenje (2) obezbed̄uje da svako vozilo u svakoj turi može da opsluži najviše jednu lokaciju. Dakle,
svako vozilo u svakoj turi ima mogućnost da poseti neku lokaciju ili napravi virtualnu turu. Ukupna količina robe
koja se preveze sa lokacije j ∈ J u fabriku ne može biti veća od pripremljene količine cj na datoj lokaciji, što
je obezbed̄eno ograničenjem (3). Umanjilac CV koji se nalazi na levoj strani ograničenja (3) odražava činjenicu
da poslednje vozilo koje posećuje neku lokaciju ne mora biti u potpunosti natovareno. Kako bi količina koja se
transportuje sa lokacije j ∈ J umanjena za veličinu kapacita vozila CV bila strogo manja od prikupljene količine
cj na lokaciji j ∈ J , na levoj strani ograničenja (3) je dodata mala pozitivna konstanta ε. To je neophodno u
slučaju kada je cj jednako proizvodu prirodnog broja i kapaciteta vozila CV tj. celobrojnom umnošku veličine
CV. Bez stroge nejednakosti, bilo bi moguće da vozila nepotrebno naparave turu više do lokacije j ∈ J . Na
primer, ako je cj = 120t i CV = 30t, lokaciju j je potrebno posetiti najviše 4 puta, med̄utim, bez konstante ε u
ograničenju (3), postoji mogućnost da se lokacija j poseti 5 puta, kako je 5 · 30− 30 6 120.

Ograničenje (4) obezbed̄uje uslov da se sve količine sa lokacije j ∈ J moraju prevesti tokom radnog dana,
ukoliko na ovoj lokaciji roba stoji na otvorenom duže od t0 dana. Imajući u vidu definiciju binarnih veličina Tj

(videti podsekciju 3.1), u slučaju kada je tj 6 t0, važi Tj = 0, a desna strana ograničenja (4) je jednaka 1. Stoga
je, u ovom slučaju, ograničenje (4) zadovoljeno nezavisno od transportovane količine sa lokacije j. Sa druge
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strane, ako je tj > t0, tada je Tj = 1 i lokacija j mora biti ispražnjena tokom radnog dana, što znači da yj mora
imati vrednost 0.

Ograničenje (5) obezbed̄uje zadovoljenje dnevnih potreba fabrike. Prva suma na levoj strani relacije (5)
odnosi se na količine koje su dovezene sa lokacija koje su ispražnjene, a druga predstavlja količinu robe, dovezene
sa neispražnjenih lokacija.

Vrednosti promenljivih yj su definisane ograničenjima (6) i (7). Ako je lokacija j ∈ J ispražnjena, yj uzima
vrednost 0 i relacija (6) obezbed̄uje da je lokacija j posećena ne manje od cj/CV puta. U slučaju kada lokacija
j ∈ J nije ispražnjena, tada je yj = 1 i ograničenje (6) je zadovoljeno. Ograničenje (7) obezbed̄uje da je svaka
neispražnjena lokacija j ∈ J posećena strogo manje od cj/CV puta. U slučaju da se radi o neispražnjenoj
lokaciji, ograničenje (7) nije aktivno.

Ograničenje (8) odražava činjenicu da svako vozilo i ∈ I ne može početi novu turu dok se prethodna ne
završi. Vreme polaska svake ture ne sme biti manje od vremena polaska prethodne ture, uvećanom za vreme
trajanja vožnje u oba smera i zbirom dužine trajanja utovara i istovara. Ako je tura k ∈ K \ {kmax} vozila i ∈ I
virtualna, obe sume na desnoj strani ograničenja (8) su jednake 0. Na kraju, ograničenja (10)–(12) definišu tip
promenljivih koje su korišćene u predloženom modelu.

4. Opšta metoda promenljivih okolina za predloženi VSP

Metoda promenljivih okolina (VNS) je poznata metaheuristika koju su uveli Mladenović i Hansen 1997.
godine [ 15]. Osnovna ideja VNS metode je pretraga prostora rešenja problema korišćenjem različitih struktura
okolina. U opštem slučaju, algoritam VNS metode se sastoji iz tri osnovna koraka: faze razmrdavanja (engl. Sha-
king Phase), lokalne pretrage (engl. Local Search) i pomeraja (engl. Move or Not). U fazi razmrdavanja, bira
se rešenje iz okoline tekućeg rešenja, u cilju diversifikacije rešenja, sto pomaže algoritmu da ne završi u lokal-
nom optimumu. Zadatak lokalne pretrage je pokušaj poboljšanja rešenja iz faze razmrdavanja korišćenjem jedne
ili više struktura okolina. Ukoliko lokalna pretraga dostigne rešenje bolje od tekućeg, vrši se zamena tekućeg
rešenja novodobijenim, što predstavlja fazu pomeraja. Ova tri koraka se smenjuju do zadovoljenja kriterijuma
zaustavljanja. U literaturi postoje brojne varijante VNS metode koje su uspešno primenjene na različite probleme
optimizacije: Osnovna VNS metoda (engl. Basic VNS - BVNS), Redukovana VNS metoda (engl. Reduced VNS -
RVNS), Metoda promenljivog spusta (engl. Variable Neighborhood Descent - VND), Opšta VNS metoda (engl.
General VNS - GVNS), Adaptivna VNS metoda (engl. Skewed VNS - SVNS), Primalno-dualna VNS metoda (engl.
Primal-dual VNS - PD-VNS) i druge. Pregled varijanti VNS metode i njihovih primena može se pronaći u [ 10].

Za rešavanje problema razmatranog u ovom radu predložena je Opšta metoda promenljivih okolina (GVNS).
GVNS metoda koristi VND umesto klasične lokalne pretrage, što znači da GVNS pokušava da poboljša rešenje
pretražujući okoline na deterministički način [ 5, 16, 19, 20]. Glavni koraci predložene GVNS za VSP pred-
stavljeni su u Algoritmu 1. Nakon generisanja inicijalnog rešenja, smenjuju se faza razmrdavanja, VND i faza
pomeraja sve dok se ne zadovolji kriterijum zaustavljanja. Rešenje dobijeno u fazi razmrdavanja se poboljšava
VND pretragom. Ukoliko je poboljšanje bolje od tekućeg rešenja, vrši se zamena tekućeg rešenja novim i pretraga
počinje od prve okoline. U suprotnom pretraga nastavlja od naredne okoline u nizu korišćenih struktura okolina.
Ovi koraci se smenjuju sve dok se ne zadovolji kriterijum zaustavljanja, koji u predloženoj GVNS implementaciji
predstavlja dostignutu gornju granicu vremena izvršavanja (tmax). U nastavku ovog odeljka opisani su elementi
dizajnirane GVNS metode za opisani VSP.

4.1. Reprezentacija rešenja. Računanje vrednosti funkcije cilja

Rešenje S predloženog problema VSP predstavljeno je u matricom celih nenegativnih brojeva, koja se sastoji
iz m vrsta dužine kmax. Vrsta i matrice S odgovara vozilu i ∈ {1, . . . ,m} i sadrži cele nenegativne brojeve sik ∈
{0, 1, . . . , n}, gde sik označava indeks lokacije koju vozilo i posećuje u turi k ∈ {1, . . . , kmax}. Preciznije, ako
vozilo i posećuje lokaciju j ∈ {1, . . . , n} u turi k važi sik = j. U slučaju kada je tura k vozila i virtualna, sik = 0.
Zbog jednostavnosti, virtualne ture svakog vozila nalaze se uvek na kraju vrste koja odgovara posmatranom vozilu
u matrici S.

Svako generisano rešenje potrebno je evaluirati. Za dopustivo rešenje, vrednosti sik, i ∈ I, k ∈ K odred̄uju
raspored tura svih vozila. Na osnovu vrednosti sik, računaju se vrednosti tik koje predstavljaju vremena polazaka
vozila iz kruga fabrike za svako vozilo i ∈ I i svaku turu k ∈ K, na sledeći način. Za svaku lokaciju izračuna
se vreme opsluživanja te lokacije koje je jednako sumi vremena trajanja putovanja od fabrike do lokacije i nazad
i vremena trajanja utovara i istovara. Kako sva vozila započinju svoje prve ture u isto vreme, za svako vozilo
i ∈ I , ti1 ima vrednost jednaku vremenu početka radnog dana (tstart). Vreme polaska tid vozila i ∈ I u turi
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Algoritam 1 GVNS za VSP
1: Procedure GVNS(ProblemData,hmax, tmax)
2: Generate an initial solution S;
3: repeat
4: h← 1;
5: while h 6 hmax do
6: S

′ ← Shaking (S, h);
7: S

′′ ← Variable Neighborhood Descent(S
′
);

8: if S
′′

is better than S then
9: S ← S

′′
;

10: h← 1;
11: else h← h+ 1;
12: end while
13: until SessionT ime > tmax

d ∈ {2, . . . , kmax} jednako je vremenu polaska istog vozila u njegovoj prethodnoj turi, uvećanom za vreme
potrebno da se opsluži lokacija posećena u prethodnoj turi. Na taj način, obezbed̄uje se da vozilo može početi
novu turu tek po završetku prethodne. Izračunata vremena polazaka tik smeštaju se u matricu Td. Vreme završetka
radnog dana za svako vozilo računa se kao vreme povratka u krug fabrike u poslednjoj nevirtualnoj turi, uvećano
za neophodno vreme trajanja istovara. Konačno, prema (1) i (9), vrednost funkcije cilja T predstavlja maksimum
skupa vremena završetaka radnog dana svih vozila.

4.2. Generisanje inicijalnog rešenja

Inicijalno rešenje u predloženoj GVNS metodi generisano je pohlepnom procedurom, koja počinje sortira-
njem lokacija na osnovu dva kriterijuma. Najpre se svaka lokacija označava kao hitna ili ne, imajući u vidu broj
dana koliko roba stoji na otvorenom na toj lokaciji. Preciznije, ako se roba na lokaciji j ∈ J nalazi na otvorenom
tj dana i tj > t0, lokacija j se smatra hitnom. Za hitnu lokaciju j, nije od značaja za koliko dana tj prelazi
gornju granicu od t0 dana. Hitne lokacije imaju prioritet i moraju se opslužiti tokom radnog dana. U slučaju
kada se količine repe prikupljene na hitnim lokacijama ne mogu prevesti raspoloživim skupom vozila u okviru
unapred odred̄enog broja tura i pre kraja radnog vremena, smatra se da problem nema dopustivo rešenje. Drugi
kriterijum za izbor lokacija koje će biti opslužene je njihova udaljenost od fabrike, u smislu da lokacija j ∈ J sa
manjom udaljenošću od fabrike dj ima prioritet. Konačno, sortirana lista lokacija ima sledeću strukturu: na vrhu
liste nalaze se hitne lokacije sortitane u neopadajući niz prema udaljenosti od fabrike, a za njima dolaze lokacije
koje nisu hitne, takod̄e sortirane u neopadajući niz prema udaljenosti od fabrike.

Nakon opisanog sortiranja lokacija, matrica S inicijalnog rešenja se formira na sledeći način. Uzima se jedna
po jedna lokacija iz sortirane liste i njenim indeksom popunjava se prva kolona matrice rešenja. Kada su prve ture
za sva vozila formirane, odnosno kada je popunjena prva kolona matrice rešenja, fomiraju se druge ture tj. popu-
njava se druga kolona matrice, zatim treće itd. Pritom se elementi matrice popunjavaju indeksom jedne lokacije
sve dok se posmatrana lokacija ne isprazni, nakon čega se uzima sledeća lokacija sa liste prioriteta. Poslednja ne-
virtualna tura svakog vozila može početi ukoliko se posećena lokacija može opslužiti u okviru radnog vremena.
Ako nije moguće dodeliti lokaciju vozilu tako da ona bude opslužena u okviru radnog vremena, posmatrana tura
i sve naredne ture tog vozila postaju virtualne, a proces generisanja rešenja nastavlja se od sledećeg vozila. Kada
se potrebe fabrike zadovolje prebroje se ture svakog vozila. Ako je indeks poslednje nevirtualne ture ki vozila
i ∈ I manji od kmax, sve preostale ture ki + 1, ki + 2, . . . , kmax postaju virtualne.

Kada je matrica S generisana, računaju se vrednosti matrice Td. Vremena polazaka svih vozila u prvoj turi
jednaka su početku radnog vremena tstart, tj. ti1 = tstart, za svako vozilo i ∈ I . Vremena polazaka u preostalim
turama, tid, d = 2, . . . , kmax računaju se uvećavanjem vremena polaska istog vozila u prethodnoj turi vremenom
koje je neophodno da bi se opslužila posećena lokacija. Na kraju, prebrojavanjem poseta svakoj lokaciji, računaju
se vrednosti promenljivih yj . Ako broj poseta lokaciji j nije manji od cj/CV , promenljiva yj ima vrednost 0, u
suprotnom je yj = 1.

Lako se može primetiti da je ovako generisano inicijalno rešenje dopustivo. Svaki element sik matrice S
uzima jednu vrednost skupa celih nenegativnih brojeva koja odgovara indeksu lokacije j ∈ J posećene od strane
vozila i u turi k. Preciznije, sik = j označava da je xj

ik = 1, sa izuzetkom sik = 0 u slučaju virtualne ture. Dakle,
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ograničenje (2), koje obezbed̄uje uslov da svako vozilo u svakoj turi može posetiti najviše jednu lokaciju ili
napraviti praznu turu, je ispunjeno. Kolone matrice inicijalnog rešenja se popunjavaju indeksima lokacija sa liste
prioriteta dok se sve hitne lokacije ne isprazne i dok se ne zadovolje potrebe fabrike. Iz tog razloga su ograničenja
(4) i (5) takod̄e zadovoljena. Kako se prilikom popunjavanja matrice rešenja, uzima jedna po jedna lokacija sa
liste prioriteta, imajući u vidu količine robe na svakoj od njih, odnosno indeks lokacije se unosi u matricu rešenja
sve dok se ta lokacija ne isprazni, ograničenje (3) će biti ispunjeno. Takod̄e, prilikom popunjavanja matrice
rešenja, vozilo započinje nevirtualnu turu jedino u slučaju kada ona može da se završi u okviru radnog vremena,
što znači da će sva vozila završiti svoje poslednje ture do tend. Vrednosti promenljivih yj su definisane tako da
zadovoljavaju ograničenja (6) i (7). Vrednosti promenljivih tik, xj

ik i yj , dobijene opisanim postupkom očigledno
zadovoljavaju ograničenja (8)-(12).

4.3. Strukture okolina

Predložena GVNS metoda koristi četiri strukture okolina, označenih sa: N I , N II , N III i N IV . Okolina N I

rešenja S definisana je na sledeći način: N I -sused S′ od S se dobija izborom jednog vozila i jedne njegove ne-
virtualne ture ka lokaciji koja nije hitna, koja se zatim menja nekom drugom neispražnjenom lokacijom. Okolina
N II se sastoji iz svih rešenja koja se dobijaju zamenom prve virtualne ture u nizu tura jednog vozila, turom ka
nekoj od neispražnjenih lokacija. Okolinu N III resenja S čine sva rešenja koja se dobijaju kada se jedna nevirtu-
alna tura ka nehitnoj lokaciji vozila sa najdužim vremenom završetka radnog dana u rešenju S, zameni virtualnom
turom, nakon čega se nova virtualna tura pomera na kraj niza tura posmatranog vozila. Konačno, okolina N IV je
definisana na sledeći način: N IV -sused S′ od S se dobija tako što vozilo sa najdužim vremenom završetka radnog
dana i vozilo sa najkraćim vremenom završetka radnog dana razmenjuju po jednu svoju turu. Treba primetiti da
potez kojim je definisana okolina N III može narušiti dopustivost rešenja, jer se može dogoditi da posle poteza u
okolini N III potrebe fabrike ne budu zadovoljene. Iz tog razloga, potez u ovoj okolini se prihvata samo ako novo
rešenje zadovoljava i ovaj uslov. U suprotnom potez u okolini N III se ponavlja.

4.4. Faza razmrdavanja

Faza razmrdavanja predložene GVNS metode koristi dve strukture okolina: N I i N II , pri čemu se prvo
istražuje okolina N I za sve vrednosti reda r = 1, . . . , rmax, a potom okolina N II samo za r = 1. Razmrdavanje
u okolini N I reda r se izvodi ponavljanjem poteza kojim je ta okolina definisana r puta, pri čemu se potezi biraju
na slučajan način.

4.5. Faza VND

VND faza koristi strukture okolina N III i N IV na sledeći način. Prvo se deterministički istražuje okolina
N III , tako što pokušava da zameni jednu po jednu turu vozila sa najvećim vremenom završetka virtualnom
turom. Nakon svakog takvog poteza, proverava se uslov zadovoljenosti potreba fabrike i pretraga u okolini N III

posmatranog rešenja se završava najboljim pronad̄enim susedom u ovoj okolini. Ako je dobijeno poboljšanje
bolje od tekućeg VND rešenja, vrši se odgovarajuća zamena i ponavlja se pretraga u okolini N III , u suprotnom
se prelazi na pretragu u okolini N IV . Okolina N IV se pretražuje na sledeći način. Pronalaze se dva vozila, m1

sa najdužim vremenom završetka i m2 sa nakraćim vremenom završetka radnog dana, i vrši se zamena ture k1
vozila m1 ka najudaljenijoj lokaciji u nizu svih njegovih tura sa turom k2 vozila m2 ka najbližoj lokaciji od
svih lokacija koje vozilo m2 posećuje. Ukoliko se dobije poboljšanje na nivou dva posmatrana vozila, odnosno
ako je maksimum vrednosti njihovih novih vremena završetaka manji od odgovarajuće vrednosti pre izvršene
zamene, novo rešenje postaje tekuće VND rešenje i postupak se ponavlja još jednom u okolini N IV . Primetimo
da poboljšanje maksimalnog vremena završetaka posmatranog para vozila ne mora obavezno da predstavlja i
poboljšanje na nivou celog rešenja. Opisano pretraživanje okoline N IV može dati poboljšanje rešenja u slučaju
kada postoje dva vozila sa istom vrednosti vremena završetka koja je pritom i maksimalna u skupu svih vozila.
Nakon pretrage okoline N IV , VND algoritam evaluira dobijeno rešenje. Ako je postignuto poboljšanje u odnosu
na tekuće VND rešenje, tekuće rešenje se zamenjuje novim i VND pretraga nastavlja istražujući okolinu N III .
U suprotnom završava se jedna VND iteracija. Opisane VND iteracije se smenjuju sve dok se dobija poboljšanje
tekućeg VND rešenja. Ako su nekoj iteraciji ne ostvari poboljšanje rešenja, VND pretraga se završava, vraćajući
najbolje pronad̄eno rešenje.
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5. Eksperimentalni rezultati

Svi eksperimentalni rezultati predstavljeni u ovom odeljku dobijeni su na računaru sa Intel Core i5 - 3320M
procesorom, na 2,60 GHz i sa 2 GB RAM memorije pod Windows 7 operativnim sistemom. Eksperimenti su
izvršeni nad dva skupa instanci:

- Realne instance dobijene na osnovu podatka iz posmatrane fabrike šećera u Srbiji. Ovaj skup instanci uklju-
čuje 43 test primera sa do 15 lokacija, 40 vozila i maksimalno 20 tura tokom radnog dana;

- Generisane instance koje uključuju do 150 lokacija, 100 vozila i maksimalno 100 tura tokom radnog dana.
Ovaj skup obuhvata 12 test primera, koji su generisani prateći strukturu realnih instanci.

Za dobijanje optimalnih rešenja problema VSP korišćen je komercijalni rešavač Lingo 17, koji je dizajniran
za rešavanje velikog broja različitih tipova matematičkih modela [ 12]. MIQCP formulacija razmatranog VSP
problema je korišćena u okviru Lingo 17 rešavača u cilju dobijanja optimalnih rešenja ili bar gornjih granica.
Pritom je postavljena gornja granica vremena rada Lingo rešavača od 5h. Parametar koji se odnosi na kriterijum
zaustavljanja u predloženoj GVNS metodi uzima sledeće vrednosti: tmax = 1s za male realne instance, tmax =
10s za realne primere srednjih dimenzija i tmax = 100s za generisane instance. Ove vrednosti paramatara su
izabrane tako da se postigne kompromis izmed̄u kvaliteta dobijenih rešenja i vremena izvršavanja algoritma. Na
svakom razmatranom test primeru, GVNS metoda je izvršavana po 30 puta.

Eksperimentalni rezultati na skupu realnih instanci malih dimenzija za koje je dobijeno optimalno reše-
nje korišćenjem Lingo rešavača predstavljeni su u Tabeli 1, koja je organizovana na sledeći način. Prva kolona
Tn,m,kmax sadrži naziv instance. U drugoj i trećoj koloni, označenim sa opt.sol. i t(s), predstavljeni su vrednost
funkcije cilja koja odgovara optimalnom rešenju dobijenim korišćenjem Lingo rešavača i odgovarajuće vreme
rada. Naredne tri kolone se odnose na rezultate testiranja dizajnirane GVNS metode i sadrže: vrednost funkcije
cilja najboljeg pronad̄enog dopustivog rešenja (best sol.), pri čemu je korišćena oznaka opt u slučaju kada se
GVNS rešenje poklapa sa opt.sol., zatim prosečno vreme koje je bilo neophodno GVNS metodi da dostigne
svoje najbolje rešenje u 30 uzastopnih izvršavanja i na kraju, prosečno procentualno odstupanje (avg. gap (%))
najboljeg GVNS rešenja od optimalnog u 30 uzastopnih izvršavanja.

Na osnovu rezultata predstavljenih u Tabeli 1 može se zaključiti da GVNS za vrlo kratko vreme (u proseku
0,001s) dostiže sva optimalna rešenja koje je pronašao Lingo rešavač za 6,431s u proseku. Može se zaključiti da
je GVNS više od 6000 puta brži od Lingo rešavača na skupu realnih test primera malih dimenzija. Osim toga,
dizajnirana GVNS metoda je izuzetno stabilna na skupu realnih instanci malih dimenzija, s obzirom da prosečno
procentualno odstupanje najboljih GVNS rešenja od optimalnih ima veoma malu vrednost (0,092 %).

Tabela 2 sadrži eksperimentalne rezultate na skupu realnih instanci za koje Lingo rešavač nije uspeo da pro-
nad̄e optimalno rešenje za 5h, kao i na skupu generisanih instanci većih dimenzija. Prva kolona Tn,m,kmax

sadrži
naziv instance. Naredne dve kolone sadrže rezultate testiranja MIQCP formulacije Lingo rešavačem: vrednost
funkcije cilja najboljeg pronad̄enog dopustivog rešenja (UB) i odgovarajuću donju granicu vrednosti funkcije
cilja (LB). Ako u okviru datog vremena izvršavanja nije pronad̄eno optimalno ili dopustivo rešenje, oznaka / je
upisana u odgovarajuće polje. Poslednje tri kolone odnose se na rezultate testiranja predložene GVNS metode i
predstavljene su na isti način kao u Tabeli 1.

Levi deo Tabele 2 sadrži rezultate testiranja na skupu realnih instanci srednjih dimenzija, za koje je Lingo
rešavač u najboljem slučaju dao dopustivo rešenje za 5h izvršavanja. U slučaju 9 od 12 realnih instanci srednjih
dimenzija Lingo rešavac je ponašao dopustiva rešenja koja je GVNS metoda potvrdila ili poboljšala, osim pri
testiranju instance T8,6,5, a kod koje je GVNS pronašla za nijansu lošije rešenje od Lingo rešavača. Za preostale
3 instance na kojima Lingo rešavač nije uspeo da pronad̄e čak ni dopustivo rešenje, GVNS je dala rešenja za
relativno kratko vreme. Prosečno GVNS vreme izvršavanja na skupu realnih instanci srednjih dimenzija iznosi
0,950s što je više od 18 900 puta brže u pored̄enju sa vremenom izvršavanja Lingo rešavača (5h). Pored toga, niska
vrednost prosečnog procentualnog odstupanja dobijenih GVNS rešenja od najboljih pronad̄enih u 30 uzastopnih
izvršavanja (0,055 %) pokazuje stabilnost predložene GVNS metode na skupu realnih instanci srednjih dimenzija.

Rezultati testiranja generisanih instanci većih dimenzija predstavljeni su u desnom delu Tabele 2. Lingo
rešavač nije uspeo da pronad̄e dopustivo rešenje ni na jednoj generisanoj instanci, dok je GVNS metoda pronašla
svoja najbolja rešenja za 24,495s u proseku, sa malim prosečnim procentualnim odstupanjem od najboljih rešenja,
dobijenih u 30 uzastopnih puštanja (0,514 %).
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Tabela 1. Eksperimentalni rezultati na realnim instancama manjih dimenzija rešenih do optimalnosti

Naziv instance Lingo 17 GVNS
Tn,m,kmax opt. sol. t(s) best sol. t(s) avg. gap (%)

T3,2,4 16,874 0,40 opt 0,001 0,000
T3,3,2 9,780 0,13 opt 0,001 0,000
T3,3,3 13,727 0,37 opt 0,001 0,000
T3,3,4 16,303 4,33 opt 0,001 0,000
T3,4,2 10,580 0,30 opt 0,002 0,000
T3,4,3 13,727 0,27 opt 0,001 0,000
T3,4,4 16,303 52,90 opt 0,001 0,000
T3,5,2 12,294 0,30 opt 0,002 0,000
T4,2,3 12,870 0,22 opt 0,001 0,000
T4,2,4 13,446 0,26 opt 0,001 0,000
T4,3,2 10,580 0,13 opt 0,001 0,000
T4,3,3 12,299 2,94 opt 0,001 0,000
T4,4,2 11,151 0,17 opt 0,001 0,000
T4,4,3 14,299 6,35 opt 0,002 0,000
T4,4,4 17,446 71,06 opt 0,001 0,000
T4,5,2 10,866 0,39 opt 0,002 2,717
T5,2,3 10,584 0,46 opt 0,000 0,000
T5,2,4 13,156 1,40 opt 0,002 0,000
T5,3,2 10,580 0,13 opt 0,002 0,000
T5,3,3 13,156 6,04 opt 0,002 0,000
T5,3,4 16,589 9,42 opt 0,001 0,000
T5,4,3 13,156 5,23 opt 0,001 0,145
T5,5,2 11,437 3,59 opt 0,001 0,000
T6,2,3 11,727 0,72 opt 0,001 0,000
T6,2,4 13,160 9,98 opt 0,001 0,000
T6,3,2 10,294 0,60 opt 0,001 0,000
T6,3,3 12,870 6,74 opt 0,001 0,000
T6,4,2 10,009 0,32 opt 0,001 0,000
T6,5,2 10,866 3,43 opt 0,001 0,000
T7,3,3 12,299 4,86 opt 0,004 0,000
T7,5,2 10,580 6,69 opt 0,004 0,000

Prosek 12,800 6,431 opt 0,001 0,092

Tabela 2. Eksperimentalni rezultati na realnim instancama srednjih dimenzija i generisanim instancama za koje
Lingo 17 nije pronašao optimalno rešenje

Naziv instance Lingo 17 GVNS Naziv instance Lingo 17 GVNS
Tn,m,kmax UB LB best sol. t(s) avg. gap (%) T r

n,m,kmax
UB LB best sol. t(s) avg. gap (%)

T4,5,7 15,287 14,315 15,287 0,993 0,000 T r
20,40,20 / / 42,020 25,120 0,136

T5,5,5 18,879 18,210 18,879 0,001 0,000 T r
30,30,25 / / 47,017 12,345 0,454

T5,5,10 17,839 16,540 17,781 0,003 0,000 T r
30,60,15 / / 29,831 24,745 1,527

T5,10,10 17,129 15,974 17,014 0,627 0,000 T r
40,60,55 / / 103,966 19,595 0,354

T5,20,20 / / 24,591 2,321 0,205 T r
45,65,70 / / 110,774 1,551 1,001

T6,6,6 16,626 16,169 16,569 3,355 0,076 T r
50,70,70 / / 117,526 4,260 1,467

T6,7,6 11,511 10,765 11,479 0,065 0,000 T r
70,60,60 / / 172,653 23,346 0,149

T7,5,6 16,426 15,785 16,140 0,773 0,110 T r
80,65,65 / / 182,556 45,854 0,272

T8,6,5 14,246 13,911 14,250 0,097 0,017 T r
90,80,80 / / 159,383 6,956 0,255

T8,40,10 / / 27,920 0,001 0,000 T r
100,85,85 / / 185,36 40,487 0,140

T10,10,10 16,924 14,998 16,243 0,870 0,000 T r
120,90,90 / / 216,256 31,136 0,010

T15,20,15 / / 26,014 2,298 0,248 T r
150,100,100 / / 240,303 40,148 0,025

Prosek / / 18,514 0,950 0,055 Prosek / / 142,625 24,495 0,514

6. Zaključak

Predmet ovog rada je varijanta problema raspored̄ivanja vozila koja se odnosi na optimizaciju transporta še-
ćerne repe u Srbiji. Problem je formulisan u vidu Mešovitog celobrojnog programa sa kvadratnim ograničenjima
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(MIQCP), koji uključuje sva specifična ograničenja problema i cilj optimizacije. MIQCP model je korišćen u
okviru Lingo 17 rešavača, pri čemu su dobijena optimalna rešenja samo za realne test primere malih dimenzija.
U cilju rešavanja instanci problema većih dimenzija, dizajnirana je Opšta metoda promenljivih okolina (GVNS)
koja je prilagod̄ena razmatranoj varijanti problema raspored̄ivanja vozila. Predložena GVNS metoda sastoji se
iz faze razmrdavanja, metode promenljivog spusta (VND), umesto klasične lokalne pretrage i faze pomeraja.
Eksperimentalni rezultati pokazuju da GVNS za vrlo kratko vreme izvršavanja dostiže sva optimalna rešenja
dobijena Lingo rešavačem i dostiže ili poboljšava gornje granice na realnim instancama srednjih dimenzija koje
nisu rešene do optimalnosti (sa izuzetkom jedne instance). Takod̄e, dizajnirana GVNS metoda obezbed̄uje reše-
nja na generisanim instancama većih dimenzija za relativno kratko vreme izvršavanja, imajući u vidu dimenzije
problema.

Jedan od pravaca budućih istraživanja je kombinovanje dizajnirane GVNS metode sa drugim metodama
optimizacije kako bi se poboljšao kvalitet dobijenih rešenja ili dodatno smanjilo vreme izvršavanja, pri rešavanju
razmatranog VSP. Takod̄e, predloženi VSP problem se može proširiti dodavanjem novih ograničenja, na primer,
uključivanjem vozila koja nisu homogena ili optimizacijom transporta do dve ili više fabrika za preradu.

Zahvalnica. Istraživanja na ovom radu su delimično podržana od strane Ministarstva obrazovanja, nauke i
tehnološkog razvoja, Republike Srbije, kroz projekte pod brojem OI174010 i OI174033.
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[21] H. Wang, J. Shen. Heuristic approaches for solving transit vehicle scheduling problem with route and fueling time
constraints. Applied Mathematics and Computation, 2007, 190 (2), pp. 1237 - 1249.

[22] Y. Xiao, A. Konak. A simulating annealing algorithm to solve the green vehicle routing & scheduling problem with
hierarchical objectives and weighted tardiness. Applied Soft Computing, 2015, 34, pp. 372 - 388.

60



Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2016 ,Vol. VII(1)
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Apstrakt. U ovom predavaǌu da�emo kra�i pregled ve�eg dela Teorije brojeva, koja se javǉa u redovnoj i

dodatnoj nastavi u osnovnoj i sredǌoj xkoli. Uvex�emo osnovne pojmove iz teorije brojeva, kao xto su deǉivost,

najve�i zajedniqki deliteǉ, prosti i slo�eni brojevi, a zatim �emo pre�i na kongruencije i ǌihove osobine.

Formulisa�emo i najva�nije teoreme Teorije brojeva, koje su povezane sa pojmovima deǉivosti i kogruencija.

Sve ovo �emo ilustrovati primerima.

Kǉuqne reqi: teorija brojeva; kongruencije; prosti i slo�eni brojevi.

1. Uvod

Jedan od najve�ih matematiqara svih vremena, Karl Fridrih Gaus je rekao: ”Matem-
atika je kraǉica nauka, a teorija brojeva je kraǉica matematike!” Jox od antiqkih vre-
mena ǉude su zanimala neka svojstva brojeva. Na primer, u Vavilonu, hiǉadu godina pre
Pitagore, matematiqari su znali kako sistematski da na�u Pitagorine brojeve, tj. cele
brojeve koji qine stranice pravouglog trougla. Na radovima koji su ostali iza Pitagore,
Nikomaha, Euklida, Arhimeda, Diofanta, Hipaije (ona je bila prva �ena matematiqar)
razvijala se i sredǌovekovna i renesansna teorija brojeva preko kǌiga Fibonaqija, Luke
Pa�olija i Ferma. Potpuno nezavisno, u drugim delovima sveta teorijom brojeva bavili
su se kineski matematiqar Sun-Ce, indijski Bramagupta, kao i nekolicina sredǌovekovnih
arapskih matematiqara. Osamnaesti vek donosi procvat ove oblasti kroz radove matem-
atiqkih veliqina Ojlera, Gausa, kao i Lagran�a, Le�andra, Voringa, Furijea. U devet-
naestom veku znaqajan trag u ovoj oblasti ostavili su Dirihle, Kroneker (koji je rekao
”Bog je stvorio cele brojeve, a sve ostalo je delo qoveka!”), Kumer, Markov, Peano (koji
je uveo aksiomatiku), dok su proxli vek obele�ili Vinogradov, Pol Erdox, nax Aleksan-
dar Ivi� i svakako Endrju Vajls (dokazao Veliku Fermaovu teoremu aparatom koji izlazi
van okvira elementarne teorije brojeva). Pored ovih velikana matematike, teorija brojeva
je oblast koja je zainteresovala i veliki broj matematiqara amatera (svako najpoznatiji
od ǌih je francuski pravnik Pjer Ferma), jer ǌeni problemi zauzimaju raspon od onih
razumǉivih i laicima do onih koji su bili nerexeni nekoliko vekova (ili su i daǉe bez
rexeǌa).

U prvom delu da�emo definiciju deǉivosti, zatim �emo navesti i neke od osnovnih
osobina ove relacije, navex�emo razne kriterijeme deǉivosti sa nekim od prirodnih bro-
jeva. Na kraju �emo uvesti pojam ostatka pri deǉeǌu (koji �e imati glavnu ulogu u tre�em
delu), dati Algoritam deleǌa i navesti pojmove najve�eg zajedniqkog delioca (NZD) i na-
jmaǌeg zajedniqkog sadr�aoca (NZS) sa ǌihovim najva�nijim osobinama.

U drugom delu se bavimo prostim i slo�enim brojevima. Navodimo metod Eratostenovog
sita, postupke za rastavǉaǌe na proste qinioce i tra�eǌe NZD i NZS i dajemo neke od
najva�nijih osobina prostih brojeva (npr. Osnovni stav aritmetike, Euklidova teorema).

U tre�em delu uvodimo kongruencije po modulu, a prirodan razlog za to je xto bro-
jevi koji daju isti ostatak pri deǉeǌu brojem m imaju mnoxtvo zajedniqkih osobina.
Odgovaraju�u notaciju uveo je jox Gaus u kǌizi ”Disquisitiones arithmeticae”, koja je bila ob-
javǉena 1801. godine, kada je Gausu bilo svega 24 godine. Navex�emo i dokazati veliki
broj osobina kongruencija.

U qetvrtom delu �emo navesti (bez dokaza) veliki broj va�nih teorema Teorije bro-
jeva, koje su u vezi sa pojmovima deǉivosti i kongruencija: Ojlerovu, malu Fermaovu,
Lagran�ovu, Vilsonovu, Lukasovu i Kinesku teoremu o ostacima.
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Na osnovu ǌih �emo objasniti kada ima rexeǌa kongruencija ax ≡ b (mod m), kao i kako
se ona mogu odrediti. Osvrnu�emo se i na neke polinomne kongruencije.

Ovim smo se dotakli velikog dela Teorije brojeva. Pomenimo i teme koja nismo ovde
obuhvatili, a znaqajne su, poput kvadratnih ostataka, Pitagorinih trojki i Diofantovih
jednaqina.

2. Deǉivost brojeva

Definicija 1. Ceo broj a je deǉiv celim brojem b 6= 0, ako postoji ceo broj q takav da je
a = bq. Ako broj b deli broj a, to se oznaqava sa b | a (Rusi koriste i oznaku a ... b za a je
deǉiv brojem b). Tada jox ka�emo da je b delilac broja a. Ako b ne deli a, to se pixe b - a.

Primer 1. Va�i 3 | 15, tj. 15 ... 3, ali 6 - 15, jer je 15 = 3 · 5 i 15 = 6 · 2 + 3. 4

Ve� na osnovu prethodne definicije mo�emo da doka�emo nekoliko osobina deǉivosti
celih brojeva:

Teorema 1. Neka su n,m, a, b i d proizvoǉni celi brojevi, tada va�i
a) n | n. (osobina refleksije)
b) d | n i n | m povlaqi d | m. (osobina tranzitivnosti)
v) d | n i d | m povlaqi d | (an+ bm). (osobina linearnosti)
g) d | n povlaqi ad | an. (osobina multiplikativnosti)
d) ad | an i a 6= 0 povlaqi d | n. (osobina skra�ivaǌa)
�) 1 | n. (1 deli svaki broj)
e) n | 0. (svaki broj deli 0)
�) d | n povlaqi −d | n i d | −n i −d | −n.
z) d | n i n 6= 0 povlaqi |d| 6 |n|.
i) d | n i n | d povlaqi |d| = |n|, tj. d = n ili d = −n.
j) d | n povlaqi

n

d
| n.

Za svaki prirodan broj > 2 mo�emo da napravimo kriterijum deǉivosti sa ǌim. Za
neke brojeve postoji i vixe razliqitih kriterijuma. To �emo ilustrovati kroz naredne
primere.

Primer 2. Sada �emo dati neke od kriterijuma deǉivosti prirodnih brojeva sa nekim od
brojeva.

• 2: Broj n je deǉiv sa 2 (ili drugaqije reqeno, broj n je paran) ⇔ n se zavrxava parnom
cifrom, odnosno nekom od cifara 0, 2, 4, 6 ili 8.

• 3: Broj n je deǉiv sa 3 ⇔ zbir cifara broja n je deǉiv sa 3.
• 4: Broj n je deǉiv sa 4 ⇔ n se zavrxava dvocifrenim brojem koji je deǉiv sa 4.
• 5: Broj n je deǉiv sa 5 ⇔ n se zavrxava nekom od cifara 0 ili 5.
• 6: Broj n je deǉiv sa 6 ⇔ n je deǉiv i sa 2 i sa 3.
• 7: Broj n = akak−1 . . . a3a2a1 je deǉiv sa 7 ⇔ i broj m = a3a2a1 − a6a5a4 + a9a8a7 − . . . je
deǉiv sa 7.

• 7: Broj n je deǉiv sa 7 ⇔ i broj m, koji se dobija tako xto izbrixemo cifru jedinica
broja n i od tog broja oduzmemo dvostruku cifru jedinica broja n, je deǉiv sa 7.

• 8: Broj n je deǉiv sa 8 ⇔ n se zavrxava trocifrenim brojem koji je deǉiv sa 8.
• 9: Broj n je deǉiv sa 9 ⇔ zbir cifara broja n je deǉiv sa 9.
• 10: Broj n je deǉiv sa 10 ⇔ n se zavrxava cifrom 0.
• 11: Broj n = akak−1 . . . a3a2a1 je deǉiv sa 11 ⇔ i broj m = a1 − a2 + a3 − a4 + . . . je deǉiv
sa 11.

• 11: Broj n = akak−1 . . . a3a2a1 je deǉiv sa 11 ⇔ i broj m = a2a1 + a4a3 + a6a5 + a8a7 + . . . je
deǉiv sa 11.

• 12: Broj n je deǉiv sa 12 ⇔ n je deǉiv i sa 3 i sa 4.
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• 13: Broj n = akak−1 . . . a3a2a1 je deǉiv sa 13 ⇔ i broj m = a3a2a1 − a6a5a4 + a9a8a7 − . . . je
deǉiv sa 13.

• 13: Broj n je deǉiv sa 13 ⇔ i broj m, koji se dobija tako xto izbrixemo cifru jedinica
broja n i tom broju dodamo qetvorostruku cifru jedinica broja n, je deǉiv sa 13.

• 14: Broj n je deǉiv sa 14 ⇔ n je deǉiv i sa 2 i sa 7.
• 15: Broj n je deǉiv sa 15 ⇔ n je deǉiv i sa 3 i sa 5.
• 16: Broj n je deǉiv sa 16 ⇔ n se zavrxava qetvorocifrenim brojem koji je deǉiv sa 16.
• 25: Broj n je deǉiv sa 25 ⇔ n se zavrxava dvocifrenim brojem koji je deǉiv sa 25.
• 27: Broj n = akak−1 . . . a3a2a1 je deǉiv sa 27 ⇔ i broj m = a3a2a1 + a6a5a4 + a9a8a7 + . . . je
deǉiv sa 27.

• 37: Broj n = akak−1 . . . a3a2a1 je deǉiv sa 37 ⇔ i broj m = a3a2a1 + a6a5a4 + a9a8a7 + . . . je
deǉiv sa 37.

• 100: Broj n je deǉiv sa 100 ⇔ n se zavrxava sa dve cifre 0 (tj. sa 00). 4

Napomena 1. Mo�e se pokazati i jaqe tvr�eǌe:
n i zbir cifara broja n daju iste ostatke pri deǉeǌu sa 3 (isto va�i i za 9, kao i za
sve prethodno navedene kriterijume, sem onih gde se brixe posledǌa cifra!).

Neke od prethodnih kriterijuma �emo ilustrovati kroz slede�e primere, a sus-
reta�emo ih i kasnije u zadacima.

Primer 3. Broj n = 123 456 789 = 9 · 3 607 · 3 803 je deǉiv sa 9, a to potvr�ujemo i na osnovu
kriterijuma koji posmatra ǌegov zbir cifara m:

m = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45 = 9 · 5. X

Broj n = 1234 567 = 9 · 137 174 + 1 nije deǉiv sa 9, a ni

m = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28 = 9 · 3 + 1. 4

Vidimo i u ovom primeru i da m i n daju iste ostatke pri deǉeǌu sa 9 (prvo 0, pa
onda 1).

Primer 4. Broj n = 4976 761 801 = 11 · 452 432 891 je deǉiv sa 11, kao i

m = 1− 0 + 8− 1 + 6− 7 + 6− 7 + 9− 4 = 11 = 11 · 1. X

Broj n = 25945 = 11 · 2358 + 7 ni je deǉiv sa 11, kao i

m = 5− 4 + 9− 5 + 2 = 7.

Do istih rezultata dolazimo i sa drugim kriterijumom:

m = 01 + 18 + 76 + 76 + 49 = 220 = 11 · 20. X m = 45 + 59 + 2 = 106 = 11 · 9 + 7. 4

Primer 5. Broj n = 1123 477 641 = 13 · 86 421 357, je deǉiv sa 13, kao i

m = 641− 477 + 123− 1 = 286 = 13 · 22. X

Broj n = 865 366 = 13 · 66 566 + 8, nije deǉiv sa 13, kao i

m = 366− 865 = −499 = 13 · (−39) + 8.

Do istih rezultata dolazimo i sa drugim kriterijumom, samo �emo umesto n = 1123 477 641
uzeti maǌi broj n = 1118 = 13 · 86:

n = 1118 ⇒ m1 = 111 + 4 · 8 = 143

n = 143 ⇒ m2 = 14 + 4 · 3 = 26 = 13 · 2. X

63



Broj n = 865 366 = 13 · 66 566 + 8.

n = 865366 ⇒ m1 = 86536 + 4 · 6 = 86560

n = 86560 ⇒ m2 = 8656 + 4 · 0 = 8656

n = 8656 ⇒ m3 = 865 + 4 · 6 = 889

n = 889 ⇒ m4 = 88 + 4 · 9 = 124

n = 124 ⇒ m5 = 12 + 4 · 4 = 28 = 13 · 2 + 2. 4

U posledǌem primeru vidimo da broj n i svi brojevi m1,m2,m3,m4,m5 daju sve razli-
qite ostatke pri deǉeǌu sa 13 (redom to su: 8, 6, 11, 5, 7, 2).

Slede�a teorema govori o tome da ako posmatramo dva cela broja a i b i izvrximo
deǉeǌe a/b (a 6= 0), onda postoji samo jedan ceo broj q (delimiqni koliqnik) i samo jedan
nenegativan ceo broj r maǌi od |b| (ostatak) tako da je

a = bq + r, 0 6 r < |b|. (1)

Ubrzo �emo videti koliko je jedinstvenost ovog zapisa va�na. Jednostavnosti radi,
teoremu �emo dokazati samo za sluqaj kada je b > 0. Dokaz za b < 0 je potpuno analogan.

Teorema 2. (Algoritam deǉeǌa).
Ako je a ∈ Z i b ∈ N, onda a mo�e na jedinstven naqin da se predstavi kao

a = bq + r, (q, r ∈ Z, 0 6 r < b).

Dokaz. Da bi dokaz ove teoreme bio potpun, prvo moramo da doka�emo da brojevi q i r
uopxte postoje, a zatim su jedinstveni:
Egzistencija: Posmatrajmo aritmetiqku progresiju

. . . , a− 3b, a− 2b, a− b, a, a+ b, a+ 2b, a+ 3b, . . .

koja se u oba smera prote�e u beskonaqnost. Onda mora da postoji najmaǌi nenegativni
element progresije, recimo r. Tada je r > 0, a mora biti r < b, jer je u protivnom r − b
nenegativni qlan progresije maǌi od r, xto protivreqi izboru r. Kako r pripada progre-
siji mora biti r = a− bq za neki ceo broj q. Time smo utvrdili egzistenciju brojeva q i r.
Jedinstvenost: Doka�imo da su brojevi r i q jednoznaqno odre�eni.
Naime ako je a = bq1 + r1 (0 6 r1 < b), a = bq2 + r2 (0 6 r2 < b), onda sledi

a|q1 − q2| = |r1 − r2|.

Ako bi bilo q1 6= q2, onda je a|q1 − q2| > a, dok je s druge strane |r1 − r2| < a, pa mora biti
q1 = q2 te onda sledi i r1 = r2, qime smo dokazali jedinstvenost q i r.

Primer 6. Podelimo 35 sa 11 i −51 sa -7.

35 = 11 · 3 + 2, −51 = (−7) · 8 + 5. 4

Definicija 2. Ceo broj d za koji va�i d | a i d | b naziva se zajedniqki delilac brojeva a i
b. Ceo broj s za koji va�i a | s i b | s naziva se zajedniqki sadr�alac brojeva a i b.

Kako delilac brojeva ne mo�e biti ve�i od apsolutne vrednosti tog broja, vidimo
da me�u zajedniqkim deliocima brojeva a i b postoji najve�i. Sliqno me�u sadr�aocima
postoji najmaǌi (samo �emo tu posmatrati najmaǌi pozitivan sadr�alac, tj. sadr�alac
koji je prirodan broj).
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Definicija 3. Najve�i broj u skupu delilaca brojeva a i b se naziva najve�i zajedniqki
delilac ta dva broja i obele�ava se sa NZD(a, b) ili (a, b). Najmaǌi (pozitivan) broj u
skupu sadr�alaca brojeva a i b se naziva najmaǌi zajedniqki sadr�alac ta dva broja i
obele�ava se sa NZS(a, b) ili [a, b].

Primer 7. Zajedniqki delioci brojeva 12 i 18 su brojevi: 1, 2, 3 i 6. Najve�i od ǌih je 6, pa
va�i NZD(12, 18) = 6.

Zajedniqki sadr�oci brojeva 12 i 18 su brojevi: 36, 72, 108,... tj. brojevi oblika 36k, k ∈ N.
Najmaǌi od ǌih je 36, pa va�i NZS(12, 18) = 36. 4

Ako su dva broja uzajamno prosta, tj. ako nemaju zajedniqkih faktora, onda im je najve�i
zajedniqki delilac 1, tj. (a, b) = 1. Zbog toga se qiǌenica da su a i b uzajamno prosti
simboliqki pixe bax tako, (a, b) = 1.

Na osnovu Algoritma deǉeǌa (Teorema 2) baziran je postupak za odre�ivaǌe NZD dva
prirodna broja. To je takozvani Euklidov algoritam. On se sastoji u slede�em.

Neka su dati prirodni brojevi a i b, pri qemu bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da
je a > b (u suprotnom ako je b > a imali bismo jedan korak vixe u Euklidovom algoritmu).
Tada ako podelimo a sa b, prema Algoritmu deǉeǌa (Teorema 2), postoje jednoznaqno odred-
jeni brojevi q1 i r1 takvi da je a = b · q1 + r1, pri qemu je 06 r1 < b. Daǉe, mo�emo ponoviti
postupak sa b i r1, b > r1, tj. podeli�emo b sa r1 i dobiti b = r1 ·q2+r2, pri qemu je 06r2 < r1.
Ovaj postupak �emo nastavǉati daǉe, sve dok ne dobijemo da je neki ostatak jednak nuli,
rk+1 = 0. To mo�emo predstaviti na slede�i naqin (ovde su svi brojevi qi i ri, 16 i6 k+1,
jedinstveno odre�eni na osnovu Algoritma deǉeǌa):

a = b · q1 + r1, (0 < r1 < b)
b = r1 · q2 + r2, (0 < r2 < r1)
r1 = r2 · q3 + r3, (0 < r3 < r2)

...
rk−3 = rk−2 · qk−1 + rk−1, (0 < rk−1 < rk−2)
rk−2 = rk−1 · qk + rk, (0 < rk < rk−1)
rk−1 = rk · qk+1, (rk+1 = 0).

Niz r1, r2, . . . , rk je opadaju�i niz prirodnih brojeva maǌih od b, xto povlaqi da se
gorǌi postupak mora zavrxiti u konaqnom broju koraka. Slede�e tvr�eǌe nam daje vezu
Euklidovog algoritma i najve�eg zajedniqkog delioca.

Teorema 3. Kada primenimo Euklidov algoritam na prirodne brojeve a i b, posledǌi pozitivan
ostatak jednak je najve�em zajedniqkom deliocu brojeva a i b, tj. NZD(a, b) = rk.

Primer 8. Odredimo NZD(768, 180).

Rexeǌe. U Euklidovom algoritmu imamo slede�i niz deleǌa:

768 = 180 · 4 + 48, (0 < 48 < 180)
180 = 48 · 3 + 36, (0 < 36 < 48)
48 = 36 · 1 + 12, (0 < 12 < 36)
36 = 12 · 3, (r = 0),

pa je NZD(768, 180) = 12. 4

Posledica Euklidovog algoritma je i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 4. Postoje celi brojevi x0 i y0 tako da je

(a, b) = ax0 + by0,

ako barem jedan od brojeva a i b nije nula.
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Dokaz prethodnog tvr�eǌa izostavǉamo (dobili bi ga kada bi ixli od prvog do
pretposledǌeg koraka u Euklidovom algoritmu), ali �emo ga ilustrovati na konkretnom
primeru brojeva iz prethodnog primera.

Primer 9. Predstaviti NZD(768, 180) = 12 u obliku 768x0 + 180y0.

Rexeǌe. Iz prvog koraka Euklidovog algoritma imamo da je 48 = 768 − 180 · 4. Formalno
ovu jednakost bi mogli da zapixemo kao 48 = 768 · 1 + 180 · (−4) da bi imali oblik kao u
tvr�eǌu prethodne teoreme. To ne�emo qiniti. Prethodnu jednakost uvrstimo u jednakost
iz drugog koraka Euklidovog algoritma:

180 = 48 · 3 + 36 = (768− 180 · 4) · 3 + 36,

odakle nakon sre�ivaǌa dobijamo da je 36 = 180 · 13− 768 · 3.
Sada �emo prethodno dobijeno uvrstiti u jednakost iz drugog koraka Euklidovog algo-
ritma:

48 = 36 · 1 + 12 ⇒ 768− 180 · 4 = (180 · 13− 768 · 3) · 1 + 12,

odakle nakon sre�ivaǌa dobijamo da je 12 = 768 · 4 + 180 · (−17), tj. x0 = 4 i y0 = −17. 4

Pomo�u ovog tvr�eǌa mo�emo pokazati i Pitagorin rezultat da broj
√
2 nije

racionalan. To �emo uraditi u drugom dokazu.

Teorema 5. (Pitagorina teorema).
Broj

√
2 je iracionalan.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je broj
√
2 racionalan. Tada se on mo�e predstaviti u obliku√

2 = a
b , gde su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi, (a, b) = 1. Kvadriraǌem prehodne

jednakosti dobijamo da je a2 = 2b2. Kako je na desnoj strani paran broj, sledi da je i a2

paran, xto je mogu�e samo ukoliko je i a paran, tj. a = 2c. Kada to zamenimo u prethodnu
jednakost dobijamo da je (2c)2 = 2b2, odakle je b2 = 2c2, pa je b2 paran, xto povlaqi i da je
b paran, tj. b = 2d. Ali onda smo dobili da su i a i b parni, xto je u suprotnosti sa time
da su oni uzajamno prosti. Kako smo dobili kontradikciju, polazna pretpostavka da je

√
2

racionalan nije taqna qime je dokazana teorema.

Dokaz. 2. Pretpostavimo da je
√
2 racionalan tj.

√
2 = a

b , gde je a, b ∈ N, (a, b) = 1. Prema
Teoremi 4, postoje celi brojevi r i s tako da va�i jednakost ar + bs = 1. Kako iz

√
2 = a

b

imamo da je a = b
√
2, a kad pomno�imo sa

√
2 imamo 2b = a

√
2, to povlaqi da je

√
2 =
√
2 · 1 =

√
2(ar + bs) =

(
a
√
2
)
r +

(
b
√
2
)
s = 2br + as.

Na osnovu prethodne jednakosti imao da je
√
2 = 2br + as ∈ Z, xto je nemogu�e. Time je

pokazano da polazna pretpostavka nije taqna.

Napomena 2. Xtavixe, va�i da je (a, b) najmaǌa pozitivna vrednost funkcije ax+ by kad x
i y prolaze skupom Z.

Primer 10. Na osnovu prethodne napomene i prethodnog primera imamo da je NZD(180, 48) =
12 najmaǌa pozitivna vrednost funkcije 768x+ 180y kad x i y prolaze skupom Z.

Zbog toga imamo i da se nijedan od brojeva iz skupa {1, 2, . . . , 11} ne mo�e predstaviti u
obliku 768x+ 180y. 4
Teorema 6. a) (ma,mb) = m(a, b), za m ∈ N.

b) Ako d | a, d | b i d > 0, onda je
(
a

d
,
b

d

)
=

1

d
(a, b).

v)
(

a

(a, b)
,

b

(a, b)

)
= 1.

g) Ako je (a,m) = (b,m) = 1, onda je (ab,m) = 1.

d) Ako c | ab i (b, c) = 1, onda c | a.
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Vezu izme�u najve�eg zajedniqkog delioca i najmaǌeg zajedniqkog sadr�aoca brojeva a
i b daje nam slede�a teorema:

Teorema 7. a) Ako a1 | b, a2 | b, . . . , an | b, onda [a1, . . . , an] | b.
b) [ma,mb] = m[a, b].

v) (a, b) · [a, b] = |a · b|.

Sada �emo definisati NZD i NZS za vixe od 2 cela broja.

Definicija 4. Neka su a1, a2, . . . , an nenegativni celi brojevi, pri qemu je bar jedan ra-
zliqit od 0. Najveci prirodan broj d koji deli sve te brojeve je ǌihov najve�i zajedniqki
delilac i oznaqavamo ga sa NZD(a1, a2, . . . , an). Najmaǌi prirodan broj koji je sadr�alac
svakog od brojeva a1, a2, . . . , an je ǌihov namaǌi zajedniqki sadr�alac i oznaqavamo ga sa
NZS(a1, a2, . . . , an).

Teorema 8. Neka su a1, a2, . . . , an ∈ N i n> 3.
Tada va�i da je NZD(a1, a2, . . . , an) = NZD

(
NZD(a1, a2, . . . , an−1), an

)
.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da NZD vixe prirodnih brojeva mo�emo odred-
iti vixestrukom primenom Euklidovog algoritma. U narednom poglavǉu �emo se baviti
faktorizacijom prirodnog broja na proste qinioce i tada �emo dati jox neke metode za
odre�ivaǌe najve�eg zajedniqkog delioca i najmaǌeg zajedniqkog sadr�aoca.

3. Prosti brojevi i osnovni stav aritmetike

Definicija 5. (Prosti i slo�eni brojevi) Prirodni brojevi p ∈ N koji imaju taqno dva
delioca nazivaju se prosti brojevi. Prirodni brojevi (6= 1) koji nisu prosti su slo�eni
brojevi.

Naravno ta dva delioca su 1 i p. Napomenimo da broj 1 nije prost broj.

Niz prostih brojeva poqiǌe ovako:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, . . .

Teorema 9. Najmaǌi prost delilac slo�enog broja n je maǌi ili jednak od
√
n.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da n ima delilac koji je ve�i od 1, ali maǌi ili jednak od
√
n.

Kako je n slo�en, tada se on mo�e predstaviti u obliku proizvoda n = d1 · d2, gde su d1 > 1,
d2 > 1.

Ako bi bilo d1 >
√
n i d2 >

√
n, onda bi va�ilo

n = d1 · d2 >
√
n ·
√
n = n,

xto je kontradikcija.
Daǉe, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je d1 6

√
n. Tada �e svaki prost delilac

broja d1 biti maǌi ili jednak od
√
n, pa dobijamo da najmaǌi prost delilac q broja d1

zadovoǉava nejednakost q 6
√
n. Ali kako je svaki delilac od d1 i delilac od n, to za

najmaǌi prost delilac p broja n va�i p 6 q, te za p va�i nejednakost p 6
√
n. Time je

teorema dokazana.

Slede�i algoritam, tzv. Eratostenovo sito, je baziran na prethodnom tvr�eǌu. On je
dobio ime po starogrqkom matematiqaru Eratostenu iz Kirene, koji ga je primenio jox u
3. veku pre nove ere.

Da odredimo sve proste brojeve maǌe od n, mo�emo iskoristiti metod poznat pod
nazivom Eratostenovo sito:
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• prvo ispixemo sve prirodne brojeve od 2 do n− 1;
• zatim uokvirimo broj 2 i redom iz spiska eliminixemo sve parne brojeve izuzev
broja 2;

• zatim uokvirimo broj 3 i eliminixemo sve brojeve deǉive sa 3, izuzev samog broja
3;

• zatim sliqno za 5, 7 itd. ponavǉamo postupak sve do posledǌeg prostog broja maǌeg
od
√
n.

Primetimo da posle eliminacije parnih brojeva nije vixe potrebno tra�iti brojeve
deǉive sa 4, 6 itd. jer su ti svi brojevi parni, pa su ve� izbaqeni. Sliqno, posle elimi-
nacije brojeva deǉivih sa 3, vixe nije potrebno tra�iti brojeve deǉive sa 6, 9 itd. To je
razlog, xto nam kao zaokru�eni brojevi (tj. jedini preostali brojevi) ostaju samo prosti
brojevi. Pritom, da bi odredili proste brojeve maǌe od n koristimo proste brojeve maǌe
od
√
n (to je posledica prethodne teoereme).

Primer 11. Eratostenovim sitom odrediti sve proste brojeve < 100.

Rexeǌe. Da bismo pomo�u Eratostenovog sita odredili sve proste brojeve < 100, treba
redom da eliminixemo sve brojeve deǉive sa 2, 3, 5 i 7 (to su prosti brojevi maǌi od√
100 = 10). Na poqetku na tabli imamo ispisane slede�e brojeve:

2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99

Zatim uokvirimo 2 i precrtamo ostale parne brojeve:

2 3 × 5 × 7 × 9 ×
11 × 13 × 15 × 17 × 19 ×
21 × 23 × 25 × 27 × 29 ×
31 × 33 × 35 × 37 × 39 ×
41 × 43 × 45 × 47 × 49 ×
51 × 53 × 55 × 57 × 59 ×
61 × 63 × 65 × 67 × 69 ×
71 × 73 × 75 × 77 × 79 ×
81 × 83 × 85 × 87 × 89 ×
91 × 93 × 95 × 97 × 99

Sada je najmaǌi broj koji nije ni uokviren, ni precrtan 3, pa ǌega uokvirimo, a sve ostale
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brojeve deǉive sa 3 precrtamo:

2 3 × 5 × 7 × × ×
11 × 13 × × × 17 × 19 ×
× × 23 × 25 × × × 29 ×
31 × × × 35 × 37 × × ×
41 × 43 × × × 47 × 49 ×
× × 53 × 55 × × × 59 ×
61 × × × 65 × 67 × × ×
71 × 73 × × × 77 × 79 ×
× × 83 × 85 × × × 89 ×
91 × × × 95 × 97 × ×

Sada je najmaǌi broj koji nije ni uokviren, ni precrtan 5, pa ǌega uokvirimo, a sve ostale
brojeve deǉive sa 5 precrtamo:

2 3 × 5 × 7 × × ×
11 × 13 × × × 17 × 19 ×
× × 23 × × × × × 29 ×
31 × × × × × 37 × × ×
41 × 43 × × × 47 × 49 ×
× × 53 × × × × × 59 ×
61 × × × × × 67 × × ×
71 × 73 × × × 77 × 79 ×
× × 83 × × × × × 89 ×
91 × × × × × 97 × ×

Sada je najmaǌi broj koji nije ni uokviren, ni precrtan 7, pa ǌega uokvirimo, a sve ostale
brojeve deǉive sa 7 precrtamo:

2 3 × 5 × 7 × × ×
11 × 13 × × × 17 × 19 ×
× × 23 × × × × × 29 ×
31 × × × × × 37 × × ×
41 × 43 × × × 47 × × ×
× × 53 × × × × × 59 ×
61 × × × × × 67 × × ×
71 × 73 × × × × × 79 ×
× × 83 × × × × × 89 ×
× × × × × × 97 × ×

Vixe nema neuokvirenih prostih brojeva maǌih od
√
100 = 10, pa stajemo sa algoritmom.

Na tabli su ostali neprecrtani samo prosti brojevi maǌi od 100:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Ukupno ima 25 prostih brojeva maǌih od 100. 4

Primetimo da je 2 jedini paran prost broj. Tako�e i 3 je jedini deǉiv sa 3.
Svi ostali prosti brojevi su oblika 6k ± 1 xto se qesto koristi u zadacima.

Oznaqimo sa π(x) broj prostih brojeva koji nisu ve�i od x.
Na osnovu prethodnog primera imamo da je π(100) = 25.
Zbog nepravilnog rasporeda prostih brojeva, ne mo�emo oqekivati jednostavnu for-

mulu za π(x). Ipak, jedan od najimpresivnijih rezultata napredne Teorije brojeva daje
asimptotsko ponaxaǌe za π(x) i ǌega �emo samo formulisati u narednoj teoremi.
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Teorema 10. (o broju prostih brojeva).
Va�i jednakost

lim
x→∞

π(x)
lnx

x
= 1,

gde lnx oznaqava prirodni logaritam (tj. logaritam sa osnovom e ≈ 2, 71...).

Teorema 11. Svaki prirodan broj n > 1 je ili prost ili je proizvod prostih brojeva.

Teorema 12. Ako prost broj p - a onda je (a, p) = 1.

Teorema 13. Ako p | ab, onda p | a ili p | b. Opxtije, ako p | a1a2 . . . an, tada p deli barem jedan
od brojeva a1, a2, . . . , an.

Teorema 14. (Osnovni stav aritmetike).
Svaki prirodan broj n > 1 mo�e se predstaviti kao proizvod prostih brojeva na jedinstven
naqin (sa taqnox�u do ǌihovog poretka).

Ova teorema je kǉuqni stav tzv. multiplikativne teorije brojeva. U faktorizaciji
broja n neki prost broj se mo�e pojaviti kao faktor vixe puta, recimo 24 = 2 · 2 · 2 · 3. Ako
su p1, . . . , pk svi razliqiti prosti faktori broja n, onda se n mo�e predstaviti kao

n = pα1
1 · p

α2
2 · . . . · p

αk

k =
k∏
j=1

p
αj

j ,

gde su α1, α2, . . . , αk jednoznaqno odre�eni prirodni brojevi. Ovo se naziva kanonska
reprezentacija ili (kanoniqko razlagaǌe) prirodnog broja n. Ona se vrlo qesto koristi
u teoriji brojeva.

Primer 12. (Republiqko za VI razred, 2000.)

Rexiti jednaqinu
2

73
=

1

60
+

1

219
+

1

292
+

1

x
.

Rexeǌe. Kada izvrximo faktorizaciju svih imenilaca dobijamo da je 73 prost, a ostali
su 60 = 22 · 3 · 5, 219 = 3 · 73 i 292 = 22 · 73. Zato kada sve brojeve prebacimo na jednu stranu
i svedemo ih na zajedniqki imenilac dobijamo:

1

x
=

2

73
− 1

60
− 1

219
− 1

292
=

2 · 22 · 3 · 5− 73− 22 · 5− 3 · 5
22 · 3 · 5 · 73

=
12

22 · 3 · 5 · 73
=

1

5 · 73
=

1

365
,

odakle je x = 365 4

U narednom primeru �emo iskoristiti kanonsku reprezentaciju da odredimo NZD i
NZS dva prirodna broja.

Primer 13. Neka su data 2 prirodna broja:

n = pα1
1 · p

α2
2 · . . . · p

αk

k =
k∏
j=1

p
αj

j , m = pβ1

1 · p
β2

2 · . . . · p
βk

k =
k∏
j=1

p
βj

j ,

gde su α1, α2, . . . , αk, β1, β2, . . . , βk nenegativni celi brojevi (npr. ako u n nema faktora pj, onda
je αj = 0; sliqno ako u m nema faktora pj, onda je βj = 0).

Najve�i zajedniqki delilac i najmaǌi zajedniqki sadr�alac ova dva broja dat je sa:

NZD(n,m) = p
min(α1,β1)
1 · pmin(α2,β2)

2 · . . . · pmin(αk,βk)
k =

k∏
j=1

p
min(αj ,βj)
j ,
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NZS(n,m) = p
max(α1,β1)
1 · pmax(α2,β2)

2 · . . . · pmax(αk,βk)
k =

k∏
j=1

p
max(αj ,βj)
j .

Broj n deli m, n | m, ako i samo ako va�i 06 αi 6 βi, za i = 1, 2, . . . , k. 4

Rezultate prethodnog primera mo�emo iskoristiti za efektivno izraqunavaǌe NZD i
NZS dva broja. Tu ne moramo da odredimo kanonske faktorizacije oba broja, pa da pri-
menimo gorǌe formule sa min i max. Ako odre�ujemo NZD onda u svakom koraku izdvajamo
proste qinioce koji dele oba broja (tu recimo koristimo svojstvo iz Teoreme 6. b), a ako
odre�ujemo NZS onda u svakom koraku izdvajamo proste faktore koji dele bar jedan broj.
To �emo ilustrovati na slede�em konkretnom primeru.

Primer 14. Odrediti NZD(180, 168) i NZS(180, 168). Proveriti jednakost iz Teoreme 7. v).
Da li 168 deli 180?

Rexeǌe. 1. Na osnovu slede�ih rastavǉaǌa na proste qinioce:

180 2
90 2
45 3
15 3
5 5
1

168 2
84 2
42 2
21 3
7 7
1

dobijamo da je n = 180 = 22 · 32 · 5 i m = 168 = 23 · 3 · 7.
Predstavimo oba broja da imaju zajedniqke proste faktore:

n = 180 = 22 · 32 · 51 · 70 i m = 168 = 23 · 31 · 50 · 71.
Daǉe, prema rezultatima Primera 13 imamo da je

NZD(n,m) = 2min(2,3) · 3min(2,1) · 5min(1,0) · 7min(0,1) = 22 · 31 · 50 · 70 = 12,
NZS(n,m) = 2max(2,3) · 3max(2,1) · 5max(1,0) · 7max(0,1) = 23 · 32 · 51 · 71 = 2520.

Kako je 12 · 2 520 = 30 240 = 180 · 168, vidimo da va�i jednakost iz Teoreme 7. v).
Kako stepen dvojke u m je ve�i od stepena dvojke u n, 3 > 2, dobijamo da m - n (mogli

smo da posmatramo i stepene 7). 4

Rexeǌe. 2. Sada �emo bez faktorisaǌa brojeva 180 i 168 da dobijemo proste qinioce od
NZD(180, 168) i NZS(180, 168).

Na levoj strani �emo oba broja da delimo sa najmaǌim prostim brojem sa kojim su
oba deǉiva (i postupak se zavrxava kada dobijemo dva uzajamno prosta broja), dok �emo
na desnoj strani oba broja da delimo sa najmaǌim prostim brojem sa kojim je bar jedan
od ǌih deǉiv – ukoliko je samo jedan od tih brojeva deǉiv sa p, onda taj koji je deǉiv
podelimo sa p, a drugi ostavimo kakav je bio (i postupak se zavrxava kada dobijemo dve
1):

180, 168 2
90, 84 2
45, 42 3
15, 14

180, 168 2
90, 84 2
45, 42 2
45, 21 3
15, 7 3
5, 7 5
1, 7 7
1, 1

dobijamo da je NZD(180, 168) = 22 · 31 = 12 i NZS(180, 168) = 23 · 32 · 5 · 7 = 2 520. 4
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Primer 15. Broj delilaca broja n se oznaqava sa τ(n). Ako broj n ima kanonsku reprezentaciju
onda je svaki delilac broja n oblika

n = pβ1

1 · p
β2

2 · . . . · p
βk

k ,

gde su brojevi βi(i = 1, 2, . . . , k) takvi da va�i 0 6 βi 6 αi(i = 1, 2, . . . , k). Zbog jedinstvenosti
faktorizacije, koja se odnosi i na d, svaki delilac broja n je na jedinstven naqin odre�en
izborom eksponenata βi(i = 1, 2, . . . , k). Kako βi mo�emo da izaberemo na αi + 1 naqina, vidimo
da je ukupan broj izbora, odnosno ukupan broj delilaca broja n jednak

τ(n) = (α1 + 1) · (α2 + 1) · . . . · (αk + 1).

U teoriji brojeva je veoma bitna i Ojlerova fi–funkcija, ϕ(n) koja predstavǉa broj prirodnih
brojeva maǌih od n i uzajamno prostih sa n:

ϕ(n) = n · (1− 1

p1
) · (1− 1

p2
) · . . . · (1− 1

pk
).

Funkcije τ(n) i ϕ(n) su multiplikativne funkcije, tj. va�i: ako su brojevi m i n uzajamno
prosti, (m,n) = 1, tada je

τ(m · n) = τ(m) · τ(n) ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n).

Ova osobina se mo�e iskoristi za raqunaǌe Ojlerove funkcije jer je za prost broj p i k ∈ N0

ispuǌeno
ϕ(pk) = pk − pk−1.

Tako broj 24 = 23 · 3 ima τ(24) = (3 + 1) · (1 + 1) = 8 delilaca i to su: 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 i
24. Prirodni brojevi < 24 i uzajamno prosti sa 24 su: 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19 i 23 i ǌih ima

ϕ(24) = 24 ·
(
1− 1

2

)
·
(
1− 1

3

)
= 8. Sada jox da proverimo multiplikativnost ovih funkcija.

τ(8) = (3+1) = 4 (delioci su 1,2,4,8), τ(3) = (1+1) = 2 (delioci su 1,3) i τ(24) = τ(8)·τ(3) = 4·2 =
8. ϕ(8) = ϕ(23) = 23−22 = 8−4 = 4 (uzajamno prosti su 1,3,5,7), ϕ(3) = ϕ(31) = 31−30 = 3−1 = 2
(uzajamno prosti su 1,2), ϕ(24) = ϕ(8) · ϕ(3) = 4 · 2 = 8. 4

Odgovor na pitaǌe koliko ima prostih brojeva znali su jox starogrqki matematiqari.
Euklid u IX kǌizi svojih ”Elemenata” daje slede�i dokaz qiǌenice da je skup prostih
brojeva beskonaqan:

Teorema 15. (Euklidova teorema).
Ne postoji najve�i prost broj.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji samo konaqno mnogo prostih brojeva: p1, p2, . . . , pn i neka
je pn najve�i me�u ǌima. Ako formiramo broj

P = p1p2 . . . pn + 1,

vidimo da je P > pn i da za P postoje dve mogu�nosti:
1o P je prost broj — xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je pn najve�i prost broj;
2o P je slo�en broj — P pri deleǌu sa svakim od p1, p2, . . . , pn daje ostatak 1, tj. P nije
deǉiv ni sa jednim od ǌih, odnosno P ima neke druge proste faktore, xto je u suprotnosti
sa pretpostavkom da su p1, p2, . . . , pn svi prosti brojevi.
Dobijaǌem kontradikcije smo pokazali da prostih brojeva nema konaqno mnogo, tj. da je
skup prostih brojeva beskonaqan.

U narednom primeru iskoristi�emo dokaz Euklidove teoreme, kao i jox neke procene
da bi ograniqili veliqinu n-tog prostog broja.
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Primer 16. Odredimo od qega je maǌi n-ti prost broj.

Rexeǌe. Na osnovu Euklidovog dokaza Teoreme 15 imamo da va�i pn+1 6 p1p2 . . . pn + 1 za
n> 1. Ako smaǌimo sve indekse za 1 dobijamo nejednakost:

pn 6 p1p2 . . . pn−1 + 1 za n> 2.

Sa malom modifikacijom Euklidovog rezonovaǌa, prethodna nejednakost mo�e biti
poboǉxana na:

pn 6 p1p2 . . . pn−1 − 1 za n> 3.

Recimo za n = 6 imamo da je

p6 = 136 2 · 3 · 5 · 7 · 11− 1 = 2 309,

pa vidimo da je ovo veoma gruba procena. Malo boǉe ograniqeǌe daje Bonsova nejednakost
(eng. Bonse’s inequality):

(pn)
2 < p1p2 . . . pn−1 za n> 5.

Iz ǌe imamo da je (p6)
2 < 2 310, tj. p6 6 48.

Jox boǉu procenu dobijamo iz nejednakosti:

p2n < p2p3 . . . pn za n> 3.

Odatle je p6 < p2 · p3 − 2 = 3 · 5− 2 = 13. 4

Problem kod svih procena iz prethodnog primera je xto za ǌihovu primenu moramo
da znamo vrednosti svih maǌih prostih brojeva. Ograniqeǌe koje ne zavisi od prethodnih
prostih brojeva je dato u narednoj teoremi.

Teorema 16. Neka pn oznaqava n-ti prost broj. Tada va�i pn 6 22
n−1

.

Slede�a posledica ove teoreme je zanimǉiva.

Posledica 1. Za n> 1 postoji bar n+ 1 prostih brojeva maǌih od 22
n

.

Navex�emo jox dve poznate teoreme vezane za proste brojeve, koje se qesto koriste
na me�unarodnim takmiqeǌima, a ǌihovi dokazi su daleko od elementarnih. Nakon toga
�emo navesti i nekoliko otvorenih problema Teorije brojeva (za ta tvr�eǌa jox uvek nije
poznato da li su taqna ili ne).

Teorema 17. (Bertranov postulat – pokazao ga je Qebixev).
Za svaki prirodan broj broj n > 1 postoji prost broj p, takav da va�i n < p < 2n.

Rezultat i ovog tvr�eǌa mo�emo iskoristi za boǉe procene veliqine n-tog prostog
broja.

Posledica 2. Va�i pn < 2n za n> 2.

Posledica 3. Va�i pn+1 < 2pn za n> 2.

Teorema 18. (Dirihleova teorema).
Ako su a i b uzajamno prosti brojevi, (a, b) = 1, tada postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva
oblika an+ b, gde je n = 1, 2, . . .

Neki od najpoznatijih otvorenih problema teorije brojeva (vezanih za proste brojeve)
su:
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• Goldbahova hipoteza. Svaki paran broj ve�i od 2 mo�e se predstaviti u obliku
zbira 2 prosta broja, a svaki neparan broj ve�i od 7 mo�e se predstaviti kao zbir
3 neparna prosta broja (ovaj drugi deo je 1937. godine pokazao ruski matematiqar
Vinogradov analitiqkim metodama, za dovoǉno velike neparne brojeve n > n0;
Vinogradov nije dao procenu za n0, a to je prvi uqinio Borozdkin 1956. godine –
n0 < 33

15

, dok je 1989. granica za n0 smaǌena na 1043 000).
• Ne zna se da li izme�u svaka 2 uzastopna kvadrata n2 i (n+ 1)2 postoji prost broj.
• Ne zna se da li postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva oblika 4k2 + 1.
• Kroneker je dao pretpostavku da se svaki pozitivan paran broj mo�e predstaviti
kao razlika 2 prosta broja na beskonaqno mnogo naqina (specijalan sluqaj ovog
tvr�eǌa je i hipoteza da postoji beskonaqno mnogo parova prostih brojeva
blizanaca, tj. parova prostih brojeva koji se razlikuju za 2).

4. Kongruencije

Brojevi koji daju isti ostatak pri deǉeǌu brojem m imaju zajedniqkih osobina. Zbog
toga se i uvode slede�a definicija i oznaka:

Definicija 6. Za cele brojeve a i b koji pri deǉeǌu sa m 6= 0 daju iste ostatke (tj. ako ceo
broj m deli a−b; ova dva iskaza su ekvivalentna zbog Teoreme 2) ka�e se da su kongruentni
po modulu m. Simboliqki se to pixe

a ≡ b (mod m).

Ako m ne deli a− b, ka�e se da a nije kongruentno b po modulu m i pixe se

a 6≡ b (mod m).

Ovu notaciju uveo je Gaus u kǌizi ”Disquisitiones arithmeticae”, koja je bila objavǉena
1801. godine, kada je Gausu bilo svega 24 godine.

Kako je a − b deǉivo sa m ako i samo ako je deǉivo sa −m, mo�emo bez ograniqeǌa
opxtosti u kongruencijama pretpostaviti da su moduli m prirodni brojevi. Stoga �emo
od sad pa nadaǉe pretpostavǉati da je m prirodan broj.

Primer 17. Na osnovu Primera 6, iz jednakosti 35 = 11 · 3+ 2 sledi da je 35 ≡ 2 (mod 11),
a iz −51 = (−7) · 8 + 5 = 7 · (−8) + 5 sledi da je −51 ≡ 5 (mod 7). 4

Kongruencije imaju i mnoge zajedniqke osobine sa jednakostima. Neke od tih osobina
slede neposredno iz definicije kongruencije i sadr�i ih slede�a teorema.

Teorema 19. Neka su a, b, c, d, x i y proizvoǉni celi brojevi. Tada va�i:
a) a ≡ a (mod m). (osobina refleksivnosti)
b) a ≡ b (mod m), b ≡ a (mod m) i a− b ≡ 0 (mod m) su ekvivalentna tvr�eǌa.

(osobina simetriqnosti)
v) Ako je a ≡ b (mod m) i b ≡ c (mod m) onda je i a ≡ c (mod m). (osobina tranzitivnosti)
g) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m) onda je i ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m). (osobina
linearnosti)
d) Ako je a ≡ b (mod m), onda postoji ceo broj q takav da je a = mq + b.
�) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m) onda je i ac ≡ bd (mod m). (osobina
multiplikativnosti)
e) Ako je a ≡ b (mod m) onda je i ak ≡ bk (mod m).
�) Ako je a ≡ b (mod m) i f(x) polinom sa celim koeficijentima, onda je f(a) ≡ f(b) (mod m).
z) Ako je a ≡ b (mod m) i d | m, onda je a ≡ b (mod d).
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Za realne brojeve va�i osobina skra�ivaǌa: ako je ax = ay i a 6= 0, onda je x = y. Kod
skra�ivaǌa kongruencija potrebno je vixe opreza, kao xto pokazuje slede�a teorema.

Teorema 20. a) ax ≡ ay (mod m) ako i samo ako je x ≡ y
(
mod

m

(a,m)

)
(a 6= 0).

b) Ako je ax ≡ ay (mod m) i (a,m) = 1, onda je x ≡ y (mod m).

v) a ≡ b (mod mi) za i = 1, 2 . . . , k akko je a ≡ b (mod NZS(m1, . . . ,mk)).

Primer 18. Va�i 2 · 5 ≡ 2 · 14 (mod 6), ali ne mo�emo skratiti sa 2, jer je 5 6≡ 14 (mod 6).

Kako je (2, 6) = 2 i
6

(2, 6)
=

6

2
= 3, prema Teoremi 20 a) imamo da je 5 ≡ 14 (mod 3). 4

Na osnovu osobina a), b) i v) Teoreme 19 sledi da je kongruencija po modulu m relacija
ekvivalencije. Klase ekvivalencije su brojevi koji pri deǉeǌu sa m daju isti ostatak. U
radu sa brojevima po modulu m u suxtini vrximo uobiqajene operacije aritmetike + i · ,
ali zanemarujemo umnoxke broja m. Za svako a > 1 neka je

a = qm+ r (0 6 r < m)

po algoritmu deǉeǌa (Teorema 2). Tada je a ≡ r (mod m), i vidi se da je svaki ceo broj
kongruentan po modulu m nekom od brojeva 0, 1, . . . ,m−1. Tako�e je jasno da me�u posledǌim
brojevima nikoja dva nisu kongruentna po modulu m. Ka�e se da tih m brojeva obrazuje
potpuni sistem ostataka po modulu m. U opxtem sluqaju brojevi x1, x2, . . . , xm obrazuju
potpuni sistem ostataka po modulu m ako xi 6≡ xj (mod m) za i 6= j. Tada je opet svaki broj a
kongruentan jednom (i samo jednom) od brojeva xi po modulu m. Jasno je da potpunih sistema
ostataka ima beskonaqno mnogo, jer se recimo dodavaǌem istog broja svakom elementu iz
potpunog sistema ostataka dobijaju brojevi koji opet qine potpuni sistem ostataka.

Teorema 21. a) Ako je a ≡ b (mod m), onda je (a,m) = (b,m).
b) Ako je a ≡ b (mod m), a ≡ b (mod n) i (m,n) = 1 onda je a ≡ b (mod mn).

Ka�e se da brojevi r1, r2, . . . , rt obrazuju redukovani (ili svedeni) sistem ostataka po
modulu m ako je (ri,m) = 1 za i = 1, 2, . . . , t i ri 6≡ rj za i 6= j, i ako svako x za koje je (x,m) = 1
zadovoǉava x ≡ ri (mod m) za neko i. Jasno je da se redukovani sistem ostataka po modulu
m mo�e dobiti ako se iz potpunog sistema ostataka po modulu m odstrane svi oni brojevi
xi za koje je (xi,m) > 1, tj. zadr�e oni brojevi xi za koje je (xi,m) = 1. Jednoznaqno odre�eni
broj t predstavǉa Ojlerovu funkciju, tj. t = ϕ(m). Jasno je da je ϕ(1) = 1. Ako je p prost
broj i k > 1, onda je

ϕ(pk) = pk − pk−1,

jer su brojevi n 6 p za koje je (n, pk) > 1 brojevi p, 2p, 3p, . . . , pk, a ǌih je ukupno pk−1.

Primer 19. Ako posmatramo ostatke po modulu 8 (tj. m = 8), tada brojevi 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
qine potpuni, a 1, 3, 5, 7 redukovani sistem ostataka po modulu 8. Svaki ceo broj je kongru-
entan po modulu 8 nekom od brojeva iz potpunog sistema ostataka po modulu 8, a svaki broj
uzajamno prost sa 8 je kongruentan po modulu 8 nekom od brojeva iz redukovanog sistema os-
tataka po modulu 8, tj. nekom od brojeva 1, 3, 5 ili 7. t = 4 = ϕ(8) = 8 · (1− 1

2 ). 4

5. Osnovne teoreme teorije brojeva

U ovom poglavǉu �emo samo navesti (bez dokaza) osnovne teoreme teorije brojeva.

75



Teorema 22. (Ojlerova teorema).
Ako je (a,m) = 1, onda je

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

U posebnom sluqaju Ojlerova teorema, kada je m = p prost broj (tada je ϕ(p) = p− 1), je

ap−1 ≡ 1 (mod p) za (a, p) = 1,

a mno�eǌem sa a dobija se slede�i rezultat, koji je u literaturi poznat kao mala Fermaova
teorema (velika Fermaova teorema je tvr�eǌe da jednaqina xn + yn = zn nema rexeǌa u
skupu prirodnih brojeva ako je n > 3 i ona je bila vekovima izazov za matematiqare, a
rexio je 1997. godine Endrju Vajls).

Teorema 23. (mala Fermaova teorema).
Ako je p prost broj i a ceo broj koji nije deǉiv sa p, onda je

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Ova teorema se qesto zadaje i u obliku ap ≡ a (mod p), gde je p prost broj, a a proizvoǉan
broj.

Mala Fermaova teorema nalazi praktiqnu primenu u raqunarstvu: za potrebe kodiraǌa
potrebno je odrediti velike proste brojeve (jedini 100% efikasan naqin za ustanovǉavaǌe
slo�enosti nekog broja n je Eratostenovo sito, ali taj postupak iziskuje dosta vremena) i
tada ako nam neki broj zadovoǉava malu Fermaovu teoremu za nekoliko (xto vixe to boǉe
— ve�a je verovatno�a da je taj broj zaista prost) razliqitih vrednosti a onda ga mo�emo
smatrati kao prost za generisaǌe nekog koda.

Primer 20. Pomo�u Ojlerove teoreme mo�emo da reximo kongruenciju

ax ≡ b (mod m) ((a,m) = 1), (2)

gde je x nepoznata, a veliqine a, b i m su date.

Rexeǌe. Ova jednaqina ne mo�e da ima vixe od jednog rexeǌa po modulu m. Naime, ako x1
i x2 zadovoǉavaju (2), onda sledi

ax1 ≡ ax2 (mod m),

a po Teoremi 20 b) dobija se da je x1 ≡ x2 (mod m). S druge strane

x1 = aϕ(m)−1b

je oqigledno rexeǌe jednaqine (2), jer je

ax1 = aϕ(m)b ≡ 1 · b (mod m)

po Ojlerovoj teoremi. Drugim reqima jednaqina (2) ima jedinstveno rexeǌe po modulu
m. 4

Teorema 24. Linearna kongruencija ax ≡ b (mod m) ima rexeǌa ako i samo ako d | b, gde je
d = NZD(a,m). Ako d | b tada kongruencija ima d me�usobno nekongruentnih rexeǌa po modulu
m:

x0, x0 +
m

d
, x0 + 2

m

d
, . . . , x0 + (d− 1)

m

d
,

gde je x0 neko rexeǌe date kongruencije.
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Na osnovu prethodne teoreme imamo da ako d - b tada linearna kongruencija ax ≡ b
(mod m) ima rexeǌa, xto se qesto koristi u zadacima. Tako�e ovo tvr�eǌe za kongruencije,
mo�e se svesti na linearnu jednaqinu, xto je dato u narednoj posledici.

Posledica 4. Linearna jednaqina ax+my = b (ovo je jednaqina po x i y) ima rexeǌa u skupu
celih brojeva ako i samo ako d | b, gde je d = NZD(a,m).

Primer 21. (Me�uopxtinsko za V razred, 1987.)
Zbir dva razlomka sa jednocifrenim imeniocima je 11

18 . Odredi o kojim razlomcima je req.
Koliko rexeǌa ima?

Rexeǌe. Prvo �emo razmatrati ako su razlomci ve� skra�eni, tj. da za ǌihove imenioce

i brojioce va�i (p, q) = 1 i (r, s) = 1. Onda se zadatak svodi na jednaqinu
p

q
+
r

s
=

11

18
, gde

su (p, q) = 1 i (r, s) = 1.

Za imenioce ova dva razlomka, q i s, mora da va�i da je NZS(q, s) = 18. Iz uslova
zadatka su q i s jednocifreni brojevi, a oni su i razliqiti od 1. Zaxto? Ukoliko bi neki
od ǌih bio jednak 1, onda bi ǌihov NZS bio jednak onom drugom broju, koji je jednocifren,
a ne 18.

Kako se u zadatku nixta ne ka�e za brojioce, oni mogu biti proizvoǉni celi brojevi
(0 ne mogu biti iz istog razloga, kao xto 1 nije moglo da bude u imeniocu).

Na osnovu prethodog, imamo slede�e sluqajeve:

1◦
p

2
+
r

9
=

11

18
, 2◦

p

3
+
r

6
=

11

18
, 3◦

p

6
+
r

9
=

11

18
.

1◦ kada jedankost p
2 + r

9 = 11
18 pomno�imo sa 18, dobijamo linearnu jednaqinu 9p + 2r =

11. Kod ǌe d = NZD(9, 2) = 1 | 11, pa prema prethodnoj posledici ona ima rexeǌa. Ako
ǌu posmatramo po modulu 2, dobijamo (ekvivalentnu) kongruenciju 9p ≡ 11 (mod 2), tj.
dobijamo p ≡ 1 (mod 2) i ǌeno rexeǌe qine svi neparni celi brojevi p, tj. p = 2k+1, k ∈ Z.
Kada to uvrstimo u 9p+ 2r = 11 dobijamo da je r = 1− 9k.
2◦ dobijamo linearnu jednaqinu 6p + 3r = 11. Kod ǌe d = NZD(6, 3) = 3 - 11, pa prema
prethodnoj posledici ona ima rexeǌa (do toga smo mogli do�i jer je leva strana deǉiva
sa 3, a desna nije).
3◦ dobijamo linearnu jednaqinu 3p + 2r = 11. Kod ǌe d = NZD(3, 2) = 1 | 11, pa i ona ima
rexeǌa. Opet posmatramo po modulu 2, pa dobijamo 3p ≡ 11 (mod 2), tj. dobijamo p ≡ 1
(mod 2) i ǌeno rexeǌe qine svi neparni celi brojevi p, tj. p = 2k + 1, k ∈ Z. Kada to
uvrstimo u 3p+ 2r = 11 dobijamo da je r = 4− 3k.

Konaqno dobijamo da zadatak ima beskonaqno mnogo rexeǌa oblika:

2k + 1

2
+

1− 9k

9
i

2k + 1

6
+

4− 3k

9
, gde je k ∈ Z.

Ukoliko bi se u zadatku tra�ilo da su imenioci prirodni brojevi, onda bi trebalo
odrediti vrednosti za k tako da su istovremeno 2k + 1 ∈ N i 1− 9k ∈ N (u prvom sluqaju),
kao i da su istovremeno 2k+1 ∈ N i 4−3k ∈ N (u tre�em sluqaju). To nam daje samo rexeǌa
1

2
+

1

9
i

1

6
+

4

9
(gde su svi razlomci skra�eni), ali kako od prvog mo�emo dobiti jox 3 rexeǌa kod ko-
jih je imenilac jednocifren, ali razlomci nisu skra�eni, konaqno dobijamo da bi u ovoj

varijanti zadatak imao 5 rexeǌa:
1

2
+

1

9
,

2

4
+

1

9
,

3

6
+

1

9
,

4

8
+

1

9
i

1

6
+

4

9
. 4
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Po analogiji sa problemima rexavaǌa algebarskih jednaqina postavǉa se prirodno i
problem rexavaǌa kongruencija. U opxtem sluqaju se rexava kongruencija

f(x) ≡ 0 (mod m),

gde je f polinom n–tog stepena (zbog toga je potrebno da je an 6≡ 0 (mod m) jer se u protivnom
dobija kongruencija sa polinomom stepena maǌim od n) f(x) = anx

n+an−1x
n−1+ . . .+a1x+a0

qiji su koeficijenti aj celi brojevi.

Ako je skup {x1, x2, . . . , xm} potpuni sistem ostataka po modulu m, broj rexeǌa kongruen-
cije f(x) ≡ 0 (mod m) se definixe kao broj onih xi za koje je f(xi) ≡ 0 (mod m). Po Teoremi
19 e) jasno je da je broj rexeǌa f(x) ≡ 0 (mod m) nezavistan od izbora potpunog sistema
ostataka po modulu m, kao i da taj broj rexeǌa nikada ne prelazi m.

Primer 22. Odredimo razne polinomne kongruencije koliko imaju rexeǌa.

• x3 − x ≡ 0 (mod 3) ima tri, tj. maksimalan broj rexeǌa (to su 0,1,2).
• x2 + 1 ≡ 0 (mod 7) nema rexeǌa.
• x2 + 1 ≡ 0 (mod 5) ima dva rexeǌa (to su 2,3).
• x2 − 1 ≡ 0 (mod 8) ima qetiri rexeǌa (to su 1,3,5,7). 4

Teorema 25. (Lagran�ova teorema).
Neka je p prost broj i p - an i neka je f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 dati polinom sa

celim koeficijentima. Tada kongruencija

f(x) ≡ 0 (mod p)

ima najvixe n rexeǌa po modulu p.

Tvr�eǌe ne mora biti taqno ako p nije prost broj, kao xto recimo pokazuje primer
kongruencije x2 − 1 ≡ 0 (mod 8), koja ima qetiri rexeǌa: 1, 3, 5 i 7.

Posledica 5. Neka je p prost broj i neka je f(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 dati polinom
sa celim koeficijentima. Ako kongruencija

f(x) ≡ 0 (mod p)

ima vixe od n rexeǌa po modulu p, onda je svaki koeficijent polinoma f(x) deǉiv sa p.

Imaju�i u vidu Lagran�ovu teoremu i ǌenu posledicu, sada mo�emo lako da doka�emo
jedan od klasiqnih stavova elementarne teorije brojeva, koji je u literaturi poznat kao
Vilsonova teorema. Slede�a teorema je zanimǉiva, jer daje formulu koja va�i za sve
proste brojeve i ni za jedan drugi broj (to nije sluqaj sa malom Fermaovom teoremom
– videti zadatak ??). Na �alost, korix�eǌe te formule za ispitivaǌe slo�enosti bro-
jeva, odnosno odre�ivaǌe prostih brojeva, nije nimalo praktiqno. Ovu teoremu je prvi
otkrio Lajbnic 1682. godine (videti zadatak ??), ali danas nosi Vilsonovo ime. (p − 1)!
predstavǉa proizvod prvih p− 1 prirodnih brojeva, tj. (p− 1)! = 1 · 2 · . . . · (p− 1).

Teorema 26. (Vilsonova teorema).
Kongruencija

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

va�i ako i samo ako je p prost broj.

Teorema 27. (Lukasova teorema).
Neka za n, a ∈ N va�i

an−1 ≡ 1 (mod n) i a
n−1
p 6≡ 1 (mod n)
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za svaki prost delilac p broja n− 1. Tada je n prost broj.

Sistem od dve ili vixe kongruencija ne mora da ima rexeǌa, premda svaka pojedinaqna
kongruencija ima rexeǌa. Recimo ne postoji x koje istovremeno zadovoǉava x ≡ 1 (mod 2)
i x ≡ 0 (mod 4), mada svaka od pojedinaqnih kongruencija ima rexeǌa. Razlog tome je xto
moduli kongruencija 2 i 4 nisu uzajamno prosti. Slede�a teorema, poznata u literaturi
kao Kineska teorema o ostacima daje uslove pod kojima vixe linearnih kongruencija ima
zajedniqko rexeǌe ako su moduli kongruencija uzajamno prosti u parovima. Mada je prvo
opxte rexeǌe za probleme ovog tipa dao Ojler, ova teorema se naziva kineskom jer je
kineski matematiqar Sun-Cu u I veku rexio zadatak koji se svodi na nala�eǌe celih
brojeva x koji pri deǉeǌu sa 3, 5 i 7 daju redom ostatke 2, 3 i 2. Taj problem je ekvivalentan
slede�em sistemu kongruencija:

x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

 ⇒ x ≡ 23 (mod 105).

105 je jednako 105 = 3 · 5 · 7.
Teorema 28. (Kineska teorema o ostacima).
Neka su m1,m2, . . . ,mr prirodni brojevi koji zadovoǉavaju (mi,mj) = 1 za i 6= j, i neka su
b1, b2, . . . , br proizvoǉni celi brojevi. Tada sistem kongruencija

x ≡ b1 (mod m1)
x ≡ b2 (mod m2)

...
x ≡ br (mod mr)


ima taqno jedno rexeǌe x0 po modulu m = m1 ·m2 · . . . ·mr.

Va�i i slede�e uopxteǌe prethodne teoreme.

Teorema 29. Neka su m1,m2, . . . ,mr prirodni brojevi koji su uzajamno prosti u parovima
((mi,mj) = 1 za i 6= j) i neka su a1, a2, . . . , ar i b1, b2, . . . , br proizvoǉni celi brojevi. Tada
sistem kongruencija

a1x ≡ b1 (mod m1)
a2x ≡ b2 (mod m2)

...
arx ≡ br (mod mr)


ima taqno jedno rexeǌe x0 po modulu m = m1 ·m2 · . . . ·mr.

Primer 23. Sada �emo na primeru Sun-Ceovog zadatka da ilustrujemo kako se koristi Kineska
teorema o ostacima.

Rexeǌe. Iz sistema
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)


nalazimo da je m1 = 3, m2 = 5, m3 = 7, m = m1 · m2 · m3 = 105 i

m

m1
= 35,

m

m2
= 21,

m

m3
= 15 i b1 = 2, b2 = 3, b3 = 2. Sada treba da reximo tri kongruencije (svaku ponaosob)

po nepoznatim c1, c2 i c3:

35c1 ≡ 1 (mod 3)
21c2 ≡ 1 (mod 5)
15c3 ≡ 1 (mod 7)

⇒
−c1 ≡ 1 (mod 3)
c2 ≡ 1 (mod 5)
c3 ≡ 1 (mod 7)

.
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Odmah dobijamo rexeǌa c1 = 2, c2 = 1 i c3 = 1, xto nam daje osnovno rexeǌe

x0 = 35 · 2 · 2 + 21 · 1 · 3 + 15 · 1 · 2 = 233 ≡ 23 (mod 105),

a odatle nalazimo i konaqno rexeǌe

x = 105k + 23, k ∈ Z.

4

Pomo�u Kineske teoreme o ostacima mo�e se pokazati da se rexavaǌe polinomne kon-
gruencije f(x) ≡ 0 (mod m) mo�e svesti na rexavaǌe jednostavnijih kongruencija f(x) ≡ 0
(mod pk), a zatim se mo�e i�i i daǉe i pokazati da je dovoǉno ograniqiti se na kongruen-
cije tipa f(x) ≡ 0 (mod p).

Teorema 30. Sistem linearnih kongruencija

ax + by ≡ r (mod m)
cx + dy ≡ s (mod m)

ima jedinstveno rexeǌe kada je NZD(ad− bc,m) = 1.

Kao xto smo videli kongruencije igraju veoma bitnu ulogu u Teoriji brojeva. Neke
od najznaqajnijih teorema u elementarnoj teoriji brojeva se pokazuju pomo�u aparata koji
koristi kongruencije. Daǉe u izuqavaǌu opxte teorije brojeva slede kvadratni ostaci
koje je uveo Le�andr radi rexavaǌa kvadratnih kongruencije, a osnovni stav je dao Gaus
i po ǌemu se zove Gausov zakon kvadratnog reciprociteta.

Bibliografija

[1] James A. Anderson, "Discrete Mathematics with Combinatorics", Pearson Prentice Hall, 2004.
[2] Alan Baker, "A concise introduction to the theory of numbers", Cambridge University Press, 1984
[3] Vladimir Balti�, Duxan �uki�, �or�e Krtini�, Ivan Mati�, Pripremni zadaci za

takmiqeǌa iz matematike uqenika sredǌih xkola, DMS, Beograd, 2008.
[4] David M. Burton, "Elementary Number Theory", McGraww-Hill 2002.
[5] Aleksandr Adol~foviq Buhxtab, ”Teori� qisel”, Moskva, 1960.
[6] Ivan Matveeviq Vinogradov ”Osnovy teorii qisel”, Moskva, 1965.
[7] Richard K. Guy, "Unsolved Problems in Number Theory", Springer-Verlag, 1994.
[8] Leonard Eugene Dickson, "History of the Theory of Numbers", New York, 1952
[9] Aleksandar Ivi� ”Uvod u analitiqku teoriju brojeva”, Beograd 1995.
[10] Branislav Kisaqanin ”Mala matematika”, Novi Sad 1995.
[11] Marija Stani�, Nebojxa Ikodinovi�, ”Teorija brojeva: zbirka zadataka”, Zavod za

u
benike, Beograd, 2004.
[12] Marija Stani� (redaktor), ”Tangenta 600 – Zbirka zadataka iz qasopisa Tangenta”,

DMS, Beograd, 2014.
[13] Ratko Toxi�, Vaǌa Vukoslavqevi�, ”Elementi teorije brojeva”, Alef, Novi Sad,

1995.
[14] Dmitri� Konstantinoviq Faddeev, Il~� Samuiloviq Sominski�, ”Sbornik zadaq po

vysxe� algebre”, Moskva, 1977.
[15] On-line encyclopedia of integer sequences,

http://oeis.org
[16] Weisstein, E.W, The World of Mathematics,

http://mathworld.wolfram.com/topics/NumberTheory.html
http://mathworld.wolfram.com/NumberTheory.html

80
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Apstrakt. Na prvi pogled, drevna kineska slagalica tangram i ne izgleda kao ozbiljan matematički alat, ali taj skup od 7
jednostavnih geometrijskih likova pruža mnoštvo mogućnosti za (ozbiljnu) primjenu u nastavi matematike.

Brojna znanstvena istraživanja o učenju i poučavanju geometrije zadnjih desetljeća otkrivaju razloge zašto mnogi učenici
imaju teškoće pri učenju geometrijskih sadržaja te daju smjernice koje bi mogle pomoći u savladavanju tih teškoća (vidjeti
[1], [2], [4], [5], [7] - [13]). Neka od njih podupiru tangram aktivnosti u nastavi matematike u korist razvoja geometrijskog
mišljenja i procesa zaključivanja. Jer, osim što učenje pomoću tangrama potiče aktivno sudjelovanje učenika, njihovu mo-
tivaciju i interes, kreativnost i maštu, kroz tangram aktivnosti učenici obogaćuju matematički rječnik, razvijaju strategiju
rješavanja problema, vizualno-prostorne vještine; samostalno istražuju, uočavaju pravilnosti i postavljaju tvrdnje, uče s većim
razumijevanjem itd. (vidjeti [5], [8], [9], [10], [13]).

U radu se opisuju tangram aktivnosti koje potiču razvoj geometrijskog mišljenja, vizualno-prostornih i strateških vje-
ština koje podupiru učenje geometrije s većim razumijevanjem. Aktivnosti su usmjerene na otkrivanje teorema o tangramu i
njegovih lema kroz usmjereno opažanje, vizualno-analitičkom metodom.

Nastavnici, koji bi opisane ili neke druge tangram aktivnosti željeli provesti u učionici, najprije sami trebaju samostalno
istraživati te iskustveno doživjeti pravu matematičku snagu i nastavni potencijal ove slagalice, a tek onda tome poučavati
učenike (vidjeti [9], [10]).

Ključne reči: geometrijsko mišljenje; tangram aktivnosti; usmjereno opažanje; van Hiele-ova teorija, vizualno-analitička
metoda.

1. Uvod

„Kada pažljivo njegujete geometrijsko
mišljenje učenika, oni će biti uspješniji u
savladavanju i Euklidove matematike.”
Pierre M. van Hiele

Matematika, a posebno geometrija kao njezin bitan dio, omogućava prikazivanje, opisivanje i svakodnevno
snalaženje u svijetu u kojem živimo. Zato je jedan od glavnih ciljeva matematičkog obrazovanja podizanje razine
geometrijskog mišljenja učenika, koje je neophodno za primjenu geometrije (vidjeti [7]).

Med̄utim, geometrija se često zanemaruje u školskom kurikulumu i marginalizira kroz nastavu matematike,
što je prema nekim autorima najčešće posljedica nedostatka primjerenih nastavnih sredstava, ali i nedovoljne
stručnosti nastavnika (vidjeti [7], [12]). Mnogi učenici imaju teškoća pri učenju geometrije, pri vizualizaciji
odred̄enih geometrijskih sadržaja, kao i pri zaključivanjima koja se na njima temelje, što je često rezultat nepri-
mjerenog poučavanja, a ono je pak posljedica nedovoljnog poznavanja geometrijskih koncepata i razina mišljenja
potrebnih za njihov razvoj (vidjeti [12]).

Zahvaljujući tehnološkom razvoju i primjeni računala u gotovo svim sferama ljudskog djelovanja na prije-
lazu s 20. na 21. stoljeće, potreba za geometrijskim znanjima stalno je u porastu. Sve veća važnost pridaje se
vizualizaciji koja je neophodna u primjeni raznih računalnih programa, a čiji razvoj se u velikoj mjeri temelji na
geometriji. Budući je geometrija neophodna za razvoj geometrijskog mišljenja, vizualno-prostornih vještina, de-
duktivnog zaključivanja, strateškog djelovanja, vještina rješavanja problema, tj. vještina potrebnih za snalaženje i
funkcioniranje u 21. stoljeću, ona se opet postupno vraća u kurikulume matematičkog obrazovanja na svim razi-
nama (vidjeti [2]). Različita obrazovna istraživanja potvrd̄uju da učenici spomenute vještine mogu razvijati kroz
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ciljano odabrane i primjereno osmišljene tangram aktivnosti. Tako Tchoshanov opisuje tangram aktivnosti kroz
koje učenici poboljšavaju konceptualno razumijevanje, usavršavaju proceduralne te izgrad̄uju strateške vještine,
razvijaju sposobnost logičkog promišljanja i kritičkog osvrta, posebno naglašavajući da kroz aktivno sudjelovanje
i samostalno istraživanje učenici uspješno povezuju različite sadržaje u funkcionalnu cjelinu, a koje inače kroz
nastavu matematike uče izolirano (vidjeti [10, str. 16-22]).

Cilj ovog rada je prikazati neke tangram aktivnosti koje učenicima omogućavaju da kao aktivni sudionici
samostalno istražuju, otkrivaju, izvode zaključke, svoje rezultate opisuju i uspored̄uju i na taj način geometrij-
ska znanja usvajaju s većim razumijevanjem i bez straha. Uz to se demonstrira metoda usmjerenog opažanja te
vizualno-analitička metoda, koja uvelike doprinosi razvoju vizualno-prostornih i strateških vještina te geometrij-
skog mišljenja.

Tangram aktivnosti, koje će se opisati u ovom radu, temelje se na teoremu o tangramu i njegovom dokazu
(kojeg bi analitički mogli izvesti i razumjeti tek napredniji srednjoškolci), a obrad̄uju se na način koji je primjeren
svim učenicima 8. razreda osnovne škole pa na dalje. Time se želi ukazati na to kako se apstraktna geometrijska
znanja, primjenom vizualizacije u istraživanju algebarsko - geometrijskog problema, mogu približiti učenicima
na njima razumljiv i prihvatljiv način.

2. Osnovno o tangramu

Tangram je prihvaćen kao drevna kineska slagalica iako se o porijeklu te slagalice zapravo jako malo zna.
Ni porijeklo samog naziva nije u potpunosti razjašnjeno, premda su neki nazivi vremenom bili učestaliji pa je
tako naziv tangram danas postao opće prihvaćen. Zanimljiv je jedan stari kineski naziv, Ch’i ch’iao t’u, koji se na
engleski prevodi sa „Seven ingenious plan”, što u našem prijevodu znači „Sedam pločica mudrosti” (vidjeti [4]).

Pojavom prvih tiskanih izdanja početkom 19. stoljeća, tangram postaje popularna rekreacijska slagalica ne
samo u Kini, već i u Americi, Europi i Aziji, a njezina popularnost stalno raste sve do danas. Svojom posebnošću,
osim u svrhu zabave, tangram sve više privlači stručnjake raznih profila: dizajneri izrad̄uju namještaj i posude
u obliku tangrama, umjetnici stvaraju nakit nalik tangram likovima, menadžeri i filatelisti tangram likovima
promoviraju razne ideje . . . , a matematičari ga koriste u svrhu učenja raznih matematičkih sadržaja i razvijanja
matematičkog mišljenja, posebno geometrije i geometrijskog mišljenja.

Prema jednoj od poznatih legendi, tangram slagalica je nastala kada se sluga, noseći kralju staklo kvadratnog
oblika za prozor njegove palače, spotakao i staklo razbio. Ali na iznenad̄enje svih, staklo nije bilo uništeno
već razlomljeno na 7 točno odred̄enih geometrijskih oblika (slika 1(a)). U nastojanju da se pred kraljem opravda,
prepričavajući svoje naporno putovanje, sluga je oblikovao razne oblike radi što veće vjerodostojnosti svoje priče.
Tako je oblikom sa slike 1(b) prikazao brod kojim je prešao rijeku. Kralj je, oduševljen mogućnostima slaganja
raznovrsnih oblika, dao izraditi identične drvene geometrijske likove i tako je nastala tangram slagalica, koju je
prihvatilo cijelo njegovo kraljevstvo (vidjeti [6]).

(a)

(b)

Slika 1. Dijelovi tangram slagalice i model broda sastavljen od tih dijelova

Kao što se može vidjeti sa slike 1, tangram slagalica sastoji se od pet jednakokračnih pravokutnih trokuta
(med̄u kojima su dva para sukladnih) te od jednog kvadrata i jednog paralelograma. Svaki od tih dijelova naziva
se tangram dio ili najčešće samo tan. Naime, kako bi istaknuli pripadnost odred̄enog lika tangram slagalici,
za najmanji trokut se kaže mali trokut tangrama ili mali tan trokut, za kvadrat se kaže kvadrat tangrama ili tan
kvadrat itd. (Slika 1(a)).

Kada se od svih sedam tanova oblikuje novi lik onda se on naziva tangram lik. Na slici 1(b) lik oblikovan
od svih sedam tanova prikazuje brod pa se naziva tangram brod. Slično, na slici 2 prikazan je kvadrat koji je
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oblikovan od svih sedam tanova te se za njega kraće kaže tangram kvadrat. Ako se pri slaganju od svih sedam
tanova oblikuje konveksni lik, onda se za njega kraće kaže konveksni tangram lik.

(a) (b)

Slika 2. Tangram kvadrat

Pomoću svih sedam tanova može se oblikovati na tisuće različitih oblika, med̄u kojima se opet mogu prou-
čavati posebne skupine kao što su konveksni tangram likovi, tangram zvjezdice, tangram uvale i sl. Ovaj rad bavi
se posebno konveksnim tangram likovima.

3. Tangram kao nastavno sredstvo

Kao što je u uvodu spomenuto, tangram slagalica može biti korisno didaktičko sredstvo u nastavi matema-
tike, a posebno u nastavi geometrije. Med̄utim, preduvjet za učinkovito korištenje tangrama u nastavi matematike
je iskustvo nastavnika. Tek kad sami nastavnici steknu odred̄ena iskustva u tangram aktivnostima, onda mogu
ciljano osmišljavati te iste aktivnosti za učenike.

Prema Siew & Abdullah, nastavnici su, sudjelujući u tangram aktivnostima, osvijestili da oni sami imaju
nedovoljno razvijeno geometrijsko mišljenje i vizualno-prostorne sposobnosti. Nakon provedenih istraživačkih
aktivnosti, crtanja, otkrivanja pravilnosti i postavljanja tvrdnji, nastavnici su istaknuli kako pozitivnije gledaju na
geometriju, više je cijene i osjećaju veće samopouzdanje u rješavanju geometrijskih problema te da bi takvom
načinu rada trebalo ostaviti više prostora u nastavi matematike (vidjeti [8, str. 256]).

Za efikasno uvod̄enje tangram u nastavu matematike postoje razne preporuke (vidjeti [4], [11]) i svi se
slažu u jednom: prilikom prvog susreta s tangramom, korisno je dopustiti učenicima da najprije rade zadatke
otvorenog tipa, ovisno o njihovom uzrastu i interesima. Koristeći svih sedam tanova, učenici mogu oblikovati:
slova engleskog alfabeta, znamenke, interpunkcijske znakove, različite vrste simbola, oblike koji prikazuju osobe,
životinje, biljke, predmete itd. Na primjer, tangram slovima može se zapisati riječ tangram (slika 3).

Slika 3. Riječ tangram zapisana tangram slovima

Odmah nakon toga, važno je da učenici samostalno istraže i opišu osnovne karakteristike tanova, služeći
se pritom odgovarajućim definicijama, aksiomima i teoremima jer se te karakteristike dalje koriste u mnogim
tangram aktivnostima. Na primjer, ako se radi s modelima tangrama, preklapanjem malih (velikih) tan trokuta
do podudarnosti stranica i kutova jednostavno se provjerava da se radi o sukladnim trokutima; uzastopnom pri-
mjenom aksioma: Ako su dva objekta jednaka trećem objektu, onda su i oni med̄usobno jednaki jednostavno se
izvodi zaključak da su svi tan trokuti jednakokračni; a primjenom poučka o ispruženom kutu: Ako dva sukladna
kuta zajedno čine ispruženi kut, onda su to pravi kutovi jednostavno se izvodi zaključak da su svi tan trokuti
pravokutni. Do istih zaključaka može se doći i proučavanjem tangram kvadrata sa slike 2(a), a posebno ako se
smjesti u kvadratnu točkastu mrežu kao na primjer na slici 2(b). Neposredno nakon takvog istraživanja, korisno je
na jednom mjestu istaknuti odnose izmed̄u stranica i kutova svih tanova (slika 4) jer su ti odnosi važni u daljnjim
istraživanjima. Više o osnovnim karakteristikama tanova može se pročitati u [4, str. 10]).
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Slika 4. Odnosi stranica svih tanova

Na sličan način mogu se istražiti tanovi s obzirom na njihove površine. Na primjer, jedna tangram aktivnost
može biti pronalaženje svih mogućih načina oblikovanja velikog tan trokuta pomoću ostalih tanova (slika 5).
Zatim, ako se uzme da je P mjera površine malog tan trokuta, onda se na temelju te aktivnosti može izvesti
zaključak da je mjera površine srednjeg tan trokuta, tan kvadrata i tan paralelograma jednaka 2P , a mjera površine
velikog tan trokuta je 4P . Na kraju ove aktivnosti prikladan je trenutak da se komentira kako svi tangram likovi
imaju jednaku površinu (16P ), bez obzira na oblik. Na primjer, sva tangram slova sa slike 3 su jednake površine.

(a) (b) (c) (d)

Slika 5. Odnosi površina tanova

Prethodno opisane tangram aktivnosti osiguravaju prirodan put za uvod̄enje koncepta mjerne jedinice i mje-
renja površine, kao i pojma sukladnosti likova. Na sličan način se mogu razvijati i koncepti drugih matematičkih
pojmova: omjera, razlomka, postotka, klasične vjerojatnosti, sličnosti itd.

Osim za razvoj različitih koncepata, tangram aktivnosti mogu biti usmjerene na razvoj različitih vještina
kroz crtanje, istraživanje, otkrivanje i postavljanja matematičkih zakonitosti, a time i na razvoj matematičkog
(geometrijskog) rječnika i procesa mišljenja. Više o korištenju tangrama kao matematičkog alata može se pročitati
u [4] i [11].

U ovom radu će se opisat odgovarajuće tangram aktivnosti primjerene učenicima za samostalno istraživanje,
otkrivanja i postavljanje matematičkih zakonitosti, a vezanih za konveksne tangram likove.

4. Konveksni tangram likovi

Poseban podskup geometrijskih likova su konveksni likovi. Za lik u ravnini kažemo da je konveksan lik
ako taj lik za svake svoje dvije točke sadrži i dužinu koja te dvije točke spaja. Na slici 6(a) i 6(d) prikazani su
konveksni likovi, a na slici 6(b) i 6(c) nekonveksni.

(a) (b) (c) (d)

Slika 6. Konveksni i nekonveksni likovi

Na sličan način, med̄u tisućama različitih tangram likova mogu se promatrati samo konveksni. Dva kineska
matematičara, Fu Traing Wang i Chuan-Chih Hsiung, 1942. godine dokazali su da postoji samo 13 konveksnih
tangram likova (vidjeti [14]).

Njihov dokaz temelji se na četiri leme koje opisuju karakteristike slaganja 16 malih tan trokuta u konveksan
oblik, a glavni dio dokaza temelji se na činjenici da se svaki konveksan lik može upisati u pravokutnik. Iz toga
izvode kvadratnu diofantsku jednadžbu sa šest nepoznanica i četiri nejednakosti. Postavljena jednadžba ima 48
različitih rješenja, koja odred̄uju 20 različitih konveksnih likova, med̄u kojima je samo 13 tangram likova (Slika
7).
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Slika 7. Konveksni tangram likovi

Svijetlo obojani likovi sa slike 7, konveksni su likovi koji se ne mogu popločati tanovima pa ne spadaju u
konveksne tangram likove. Tamno obojani likovi sa slike 7, čine preostalih 13 konveksnih tangram likova, med̄u
kojima se nalazi: jedan trokut, šest četverokuta, dva peterokuta i četiri šesterokuta.

U daljnjem radu, metodom usmjerenog opažanja otkrivaju se iskazi lema i samog teorema, a vizualno-
analitičkom metodom svi konveksni likovi, prikazani na slici 7.

4.1. Otkrivanje iskaza lema primjenom metode usmjerenog opažanja

Istraživanje u učionici se može provesti kroz osam aktivnosti, u obliku individualnog ili grupnog rada. Za
provod̄enje svih aktivnosti potrebno je osigurati konture svih 13 konveksnih tangram likova te za svakog sudi-
onika model tangram slagalice, kvadratnu točkastu mrežu, jednu grafitnu olovku i dvije olovke različitih boja.
Pritom, konture konveksnih tangram likova trebaju odgovarati modelu tangram slagalice, koju učenici koriste. Iz
praktičnih razloga, ovdje se koristi kontura samo jednog konveksnog tangram lika - pravokutnog trapeza.

Aktivnost 1: Oblikovati lik zadan konturom (pravokutni trapez, slika 8(a)) koristeći sve dijelove tangrama -
tanove. Napomena: Površinu omed̄enu konturom treba cijelu prekriti tanovima, bez praznina i bez preklapanja1.
Jedan od načina popločavanja konveksnog tangram trapeza prikazan je na slici 8(b).

(a) (b)

Slika 8. Kontura tangram trapeza i rješenje

Aktivnost 2: Rješenje dobiveno u 1. aktivnosti treba skicirati u točkastoj kvadratnoj mreži, grafitnom olov-
kom. Napomena: Dimenzije tangram likova, pri skiciranju, potrebno je proporcionalno umanjiti, a vrhove svih
tanova smjestiti u točke mreže (slika 9(a) ili 9(b)).

Ove dvije aktivnosti potiču razvoj vizualno-prostornih vještina te uspostavljanje odnosa med̄u pojedinim
dijelovima, a te vještine osiguravaju razvoj mišljenja na 1. i 2. razini prema van Hiele-ovoj teoriji (vidjeti [9],
[12]). Učenici koji nisu u potpunosti savladali 1. razinu mišljenja imat će teškoće pri crtanju srednjeg tan trokuta
jer se nalazi u nestandardnom položaju. Učenici koji se nalaze na 2. razini mišljenja i nisu u potpunosti savladali
3. razinu, imat će teškoće pri crtanju lika sa svim dijelovima u kvadratnu mrežu na opisani način jer neće biti u
mogućnosti uspostaviti odgovarajuće odnose med̄u stranicama likova koji se dodiruju. Bez ikakvih teškoća lik će
nacrtati učenici koji se nalaze na 3. razini mišljenja i više.

1Ovaj postupak prekrivanja površine naziva se popločavanje.
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(a) (b)

Slika 9. Tangram trapez u točkastoj kvadratnoj mreži

Aktivnost 3: Pod pretpostavkom da je tan kvadrat jedinični kvadrat, odrediti duljine stranica promatranog
tangram trapeza i duljine stranica svakog od sastavnih tanova. Opisati na koji način se dodiruju susjedni tanovi,
s obzirom na stranice duž kojih se dodiruju. Ishod 3. aktivnosti prikazan je na slici 10, na primjeru pravokutnog
tangram trapeza.

U daljnjem radu, sve stranice čije su duljine iskazane racionalnim brojevima nazivaju se racionalne stranice,
a stranice čije su duljine iskazane iracionalnim brojevima nazivaju se iracionalne stranice.

Aktivnost 4: U liku prikazanom u točkastoj kvadratnoj mreži, jednom bojom istaknuti sve racionalne stra-
nice, a drugom sve iracionalne stranice. Zatim odgovoriti na sljedeće: (a) Kakve su stranice prikazanog tangram
lika: racionalne / iracionalne? (b) Proučite i opišite veze med̄u stranicama ovisno o bojama (vrstama stranica).

Aktivnost 5: Odrediti mjere unutarnjih kutova prikazanog konveksnog tangram lika i mjere unutarnjih ku-
tova svih sastavnih tanova. Zatim proučiti i opisati veze med̄u stranicama i kutovima ovisno o bojama (vrstama
stranica).

Slika 10. Duljine stranica i kutovi u tangram trapezu

Na temelju 4. aktivnosti može se iskazati Lema 1: U konveksnom tangram liku, sastavni tanovi su posloženi
tako da se racionalna stranica nalazi uz racionalnu, a iracionalna uz iracionalnu (vidjeti [14, str. 596]).

Zaključci koji se mogu izvesti na temelju 3., 4. i 5. aktivnosti zapravo su tvrdnje Leme 2: (a) Stranice konvek-
snog tangram lika su ili racionalne (slika 10, crvena boja) ili iracionalne (slika 10, zelena boja); (b) Racionalne
stranice konveksnog lika sastavljene su od racionalnih stranica sastavnih tanova, a iracionalne od iracionalnih
stranica sastavnih tanova. (c) Stranice iste vrste su med̄usobno paralelne ili med̄usobno okomite. (d) Mjere svih
unutarnjih kutova su: 45◦, 90◦ ili 135◦; a stranice različitih vrsta zatvaraju kut od 45◦ ili kut od 135◦ (vidjeti [14,
str. 597]).

Nadalje, na temelju 5. aktivnosti može se izvesti zaključak: Kako je zbroj svih unutarnjih kutova nekog
konveksnog n−terokuta K = (n − 2) · 180◦, a najveći kut konveksnog tangram lika je 135◦, to znači da zbroj
svih unutarnjih kutova ne može premašiti n · 135◦, tj. vrijedi da je: K ≤ n · 135◦. Iz dobivene nejednakosti
(n − 2) · 180◦ ≤ n · 135◦ slijedi da je n ≤ 8 . Drugim riječima, pomoću svih sedam tanova može se oblikovati
najviše konveksni osmerokut, što je zapravo tvrdnja Leme 3 (vidjeti [14, str. 597]).
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Aktivnost 6: Konveksni tangram lik, prikazan u točkastoj kvadratnoj mreži, upisati u pravokutnik tako da
racionalne stranice pripadaju stranicama pravokutnika. Zatim odgovoriti na sljedeće: (a) Kakvi su nastali dijelovi
pravokutnika, koji prikazani tangram lik nadopunjuju do pravokutnika? (b) Kolika je mjera površine konveksnog
tangram lika, uz pretpostavku da je tan kvadrat jedinični kvadrat?

Upisivanje promatranog pravokutnog trapeza u odgovarajući pravokutnik prikazano je na slici 11. Pozornim
opažanjem uočava se da su unutarnji kutovi pravokutnog trapeza 45◦, 90◦ i 135◦ pa su šiljati kutovi nastalih
trokuta 45◦, a treći kut je pravi jer se radi o kutu pravokutnika. Dakle, konveksni tangram lik do pravokutnika
nadopunjuju jednakokračni pravokutni trokuti. Do tog zaključka može se doći i korištenjem svojstava kvadratne
mreže.

Kako racionalne stranice, upisanog konveksnog tangram lika, pripadaju stranicama pravokutnika, iracionalne
stranice tog lika su hipotenuze promatranih trokuta. Stoga, kada je iracionalna stranica konveksnog tangram lika
duljine a

√
2 , to će ujedno biti i duljina hipotenuze promatranog trokuta, a pripadne katete će biti duljine a, itd.

Slika 11. Pravokutni tangram trapez upisan u pravokutnik

Na temelju ove aktivnosti može se iskazati Lema 4: Konveksni tangram lik se može upisati u pravokut-
nik tako da racionalne stranice pripadaju stranicama pravokutnika. Analogno razmatranje se može provesti i sa
iracionalnim stranicama (vidjeti [14, str. 597]).

Mjera površine promatranog konveksnog tangram lika iznosi P = 8 i može se odrediti na različite načine: (1)
prebrojavanjem jediničnih kvadrata unutar lika smještenog u mrežu; (2) očitavanjem duljina osnovica i visine tra-
peza na temelju mreže te izračunavanjem preko formule; (3) dijeljenjem trapeza na trokute ili neke druge likove,
računanjem mjera njihovih površina te na kraju zbrajanjem svih; (4) odred̄ivanjem mjera površina pravokutnika i
promatranih trokuta te oduzimanjem površina trokuta od površine pravokutnika; (5) ili se jednostavno poslužimo
prethodnim zaključkom da je površina konveksnog tangram trapeza mjere 16P , gdje je P mjera površine malog
tan trokuta. Površina svakog tangram lika (bilo da je konveksan ili nekonveksan) je mjere 8, uz pretpostavku da
je tan kvadrat jedinični kvadrat.

Učenici u samostalnom istraživanju odabiru različite pristupe rješavanja problema, koje je uvijek dobro me-
d̄usobno usporediti i komentirati, kako je Descartes rekao: Bolje je riješiti jedan zadatak na više različitih načina
nego više zadataka na sličan način.

Nakon što su prethodno opisane aktivnosti u potpunosti završene, sve je spremno za postavljanje glavnog
odnosa u obliku diofantske jednadžbe, na temelju koje se izvodi dokaz postavljenog teorema.

4.2. Glavna jednadžba i iskaz teorema o tangramu

Na temelju Leme 2 i Leme 4, može se postavi problem: u pravokutnik treba upisati konveksni osmerokut,
kao najveći potencijalni tangram lik, na prethodno opisani način. Neka su stranice pravokutnika duljine x i y, a
katete pravokutnih jednakokračnih trokuta a, b, c i d (slika 12).

Aktivnost 7: Uspostaviti vezu izmed̄u svih veličina istaknutih na slici 12.

87



Slika 12. Konveksni lik upisan u pravokutnik

Veza se može uspostaviti primjenom metode površine. S jedne strane, mjera površine pravokutnika računa se
po formuli P = xy. S druge strane, ista mjera se može odrediti zbrajanjem mjera pojedinačnih površina: četiriju
pravokutnih trokuta duljina kateta a, b, c i d redom te površine upisanog konveksnog tangram lika, koja iznosi 8.

Stoga je: P =
a2

2
+

b2

2
+

c2

2
+

d2

2
+ 8. Izjednačavanjem i sred̄ivanjem, dobiva se:

a2 + b2 + c2 + d2 = 2xy − 16, (1)

pri čemu su x, y ∈ N i a, b, c, d ∈ N0.
Nadalje, za duljine stranica pravokutnika x i y te duljine kateta a, b, c i d promatranih jednakokračnih trokuta

vrijedi

a+ b ≤ x

c+ d ≤ x

a+ d ≤ y

b+ c ≤ y.

(2)

Analitičkim rješavanjem postavljene kvadratne diofantske jednadžbe (1) uz uvjete (2) dobiva se 48 rješenja,
uz pretpostavku da je x ≥ y . Kada se isključe sukladni likovi preostaje 20 različitih konveksnih likova. Med̄u
tih 20 likova, 7 je onih koji se ne mogu popločati svim tanovima pa njihovim isključivanjem preostaje samo 13
likova i to su svi mogući konveksni tangram likovi pa Teorem o tangramu glasi: Pomoću tangram slagalice
može se oblikovati točno 13 konveksnih mnogokuta.

Analitički dokaz dan je u [14] ali samo u kratkim crtama vjerojatno zbog ograničenog prostora pisanja, a
kompletan izvod nije trivijalan i zahtjeva odred̄ena matematička znanja i vještine operiranja s nejednakostima. U
tom obliku imalo bi ga smisla raditi sa starijim i vještijim srednjoškolcima. Kako je cilj ove sadržaje približiti i
učenicima osnovne škole, u ovom radu se predstavlja primjena vizualno - analitičke metode, kojom se takod̄er
mogu odrediti sva rješenja jednadžbe (1) uz uvjete (2).

4.3. Odred̄ivanje konveksnih tangram likova primjenom vizualno - analitičke metode

Vizualno-analitička metoda sastoji se u sljedećem: od pravokutnika površine x · y, koji se crta u kvadratnoj
mreži, režu se njegovi vrhovi u obliku jednakokračnih pravokutnih trokuta duljina kateta a, b, c i d redom, tako da
površina preostalog lika bude 8. Nakon toga se rješenje jednadžbe (1) očitava sa slike i zapisuje u obliku ured̄ene
šestorke: (x, y, a, b, c, d), a preostali lik je konveksni lik. Na primjer, za x = 6 i y = 2, površina pravokutnika je
veličine 12 pa je potrebno odrezati površinu veličine 4, kako bi preostali lik bio površine 8. To se može učiniti na
4 različita načina, kako je prikazano na slici 13.

(a) (b) (c) (d)

Slika 13. Rezanje pravokutnika do konveksnog lika
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Sa svake slike se očitava pripadno rješenje. Tako sa slike 13(a) čitamo da je pripadno rješenje jednadžbe:
(6, 2, 2, 2, 0, 0) , sa slike 13(b) očitava se rješenje (6, 2, 2, 0, 2, 0), sa slike 13(c) očitava se rješenje (6, 2, 0, 0, 2, 2)
i konačno sa slike 13(d) očitava se rješenje (6, 2, 0, 2, 0, 2). Prvo i treće rješenje odred̄uju sukladne jednakokračne
trapeze, a drugo i četvrto rješenje sukladne paralelograme pa od četiri rješenja izdvajamo samo dva, koja odred̄uju
različite likove. Oba su tangram likovi jer se mogu popločati sa svih sedam tanova (slika 14).

Slika 14. Jednakokračni tangram trapez i tangram paralelogram

Aktivnost 8: Crtanjem pravokutnika i rezanjem jednakokračnih pravokutnih trokuta, odrediti sve različite
konveksne likove, površine veličine 8.

Radi efikasnosti, istraživanja se može podijeliti u dva slučaja: (a) x = y, (b) x > y. Promatranjem mjera
površina odrezanih trokuta, uz kraću analizu, dolazi se do zaključka da za stranice pravokutnika u promatranim
slučajevima vrijedi: (a) 3 ≤ x ≤ 5, (b) 9 ≥ x > y ≥ 1.

Nakon što je aktivnost 8 u potpunosti završena, imate svih 48 različitih rješenja (x ≥ y) diofantske jed-
nadžbe (1) uz uvjete (2), koja odred̄uju 48 konveksnih likova, ali med̄u kojima ima i sukladnih (slika 13). Nakon
izdvajanja podudarnih likova, preostaje samo 20 različitih konveksnih likova. Med̄utim, med̄u njima je 7 onih
koji se ne mogu popločati sa svih sedam tanova (slika 15).

Slika 15. Konveksni lik koji nije tangram lik

Preostalih 13 likova su traženi konveksni tangram likovi. Sva rješenja su dana u tablici 1, a uz malo vježbe,
pripadna skica rezanja se lako rekonstruira na temelju danih rješenja.

Aktivnost 8 zahtjeva dosta vremena i primjenu različitih vještina: vizualno - prostorne vještine, vještinu
računanja, kombiniranja, prebrojavanja itd. Stoga je dobro da učenici aktivnost 8 provode samostalno za domaću
zadaću i time dodatno razvijaju potrebne vještine.

Kad su konačno odred̄eni svi konveksni tangram likovi, može se uočiti da se med̄u njima nalazi jedan jedna-
kokračni pravokutni trokut, šest četverokuta (kvadrat, pravokutnik, paralelogram, dva pravokutna i jedan jedna-
kokračni trapez), dva peterokuta i četiri šesterokuta (tablica 2).
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Tabela 1. Sva rješenja diofantske jednadžbe (1) za x ≥ y

Lik x y a b c d Napomena
1 8 1 0 0 0 0 Nije tangram lik
2 9 1 1 1 0 0 Nije tangram lik
3 9 1 0 0 1 1 3 ∼= 2.2

4 9 1 1 0 1 0 Nije tangram lik
5 9 1 0 1 0 1 5 ∼= 4

6 4 2 0 0 0 0 Tangram lik
7 4 3 2 2 0 0 Tangram lik
8 4 3 0 0 2 2 8 ∼= 9

9 4 3 2 0 2 0 Tangram lik
10 4 3 0 2 0 2 10 ∼= 9

11 5 2 1 1 1 1 Tangram lik
12 5 2 2 0 0 0 Tangram lik
13 5 2 0 2 0 0 13 ∼= 12

14 5 2 0 0 2 0 14 ∼= 12

15 5 2 0 0 0 2 15 ∼= 12

16 5 3 0 1 2 3 Tangram lik
17 5 3 2 3 0 1 17 ∼= 16

18 5 3 1 0 3 2 18 ∼= 16

19 5 3 3 2 1 0 19 ∼= 16

20 5 3 1 3 0 2 Tangram lik
21 5 3 0 2 1 3 21 ∼= 20

22 5 3 3 1 2 0 22 ∼= 20

23 5 3 0 1 2 3 23 ∼= 20

24 6 2 2 2 0 0 Tangram lik
25 6 2 0 0 2 2 25 ∼= 24

26 6 2 2 0 2 0 Tangram lik
27 6 2 0 2 0 2 27 ∼= 26

28 6 4 4 0 4 0 Nije tangram lik
29 6 4 0 4 0 4 29 ∼= 28

30 9 8 8 0 8 0 Nije tangram lik
31 9 8 0 8 0 8 31 ∼= 30

32 3 3 1 1 0 0 Tangram lik
33 3 3 0 1 1 0 33 ∼= 32

34 3 3 0 0 1 1 34 ∼= 32

35 3 3 1 0 0 1 35 ∼= 32

36 3 3 1 0 1 0 Tangram lik
37 3 3 0 1 0 1 37 ∼= 36

38 4 4 4 0 0 0 Tangram lik
39 4 4 0 4 0 0 39 ∼= 38

40 4 4 0 0 4 0 40 ∼= 38

41 4 4 0 0 0 4 41 ∼= 38

42 4 4 2 2 2 2 Tangram lik
43 5 5 5 0 3 0 Nije tangram lik
44 5 5 0 5 0 3 44 ∼= 43

45 5 5 3 0 5 0 45 ∼= 43

46 5 5 0 3 0 5 46 ∼= 43

47 5 5 4 1 4 1 Nije tangram lik
48 5 5 1 4 1 4 48 ∼= 47

48 različitih rješenja 13 tangrama

2Skraćeni zapis za iskaz da je lik pod brojem 3 sukladan liku pod brojem 2.
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Tabela 2. Svi konveksni tangram likovi

Trokut Četverokuti Peterokuti Šesterokuti

5. Daljnja istraživanja tangram likova

Kada se odrede svi konveksni tangram likovi, istraživanje o njima se može nastaviti. Mogu se istražiti svi
mogući načini popločavanja jednog te istog lika. Na primjer, tangram trokut se može popločati na dva bitno razli-
čita načina, dok se ostali načini popločavanja razlikuju do na odred̄enu izometriju (rotaciju, simetriju). Tangram
kvadrat se može popločati samo na jedan način, a pravokutni tangram trapez na više od dva načina, itd.

Nadalje, s obzirom da svi konveksni tangram likovi imaju jednake površine, mogu se istražiti odnosi njihovih
opsega i na temelju toga izvesti odgovarajuće tvrdnje. Na primjer, postoje tangram likovi jednakog i opsega i
površine, a da nisu sukladni.

Osim konveksnih tangram likova, mogu se proučavati još četiri posebne vrste tangram likova: tangram zvi-
jezde, čvrsti tangrami, tangram uvale i tangram prozori, ali i odnosi med̄u posebnim vrstama. Više o tome može
se pročitati u [3].

Zatim, mogu se proučavati tangram paradoksi - prividno različiti tangram likovi od kojih je jedan podskup
drugog, iako su im površine jednake (vidjeti [4, str. 21]). Itd.

6. Zaključak

Različita obrazovna istraživanja potvrd̄uju da učenje matematike, posebno geometrije, kroz tangram aktivno-
sti osigurava poticajno okruženje unutar kojeg učenici rado sudjeluju, a ono što uče na takav način bolje razumiju
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i više cijene (vidjeti [9]). Jer, kada učenici samostalno provode aktivnosti, onda o tome slobodnije raspravljaju,
postaju odgovorniji za svoj rad, stvaraju osjećaj izgradnje vlastitog znanja itd. čime se povećava njihovo samo-
pouzdanje, a strah od matematike smanjuje. Aktivnim sudjelovanjem učenici stvaraju pozitivan stav i veći interes
da se time i dalje bave, za razliku od situacija u kojima puko reproduciraju bez razumijevanja ono što slušaju od
svojih nastavnika, te brzo odustaju od učenja, a naučeno zaboravljaju. Opisane tangram aktivnosti u ovom radu
provjereno pružaju mogućnost otkrivanja, istraživanja, raspravljanja, postavljanja zakonitosti . . . , a sve to dopri-
nosi postupnom razvoju mišljenja, posebno geometrijskog i to barem do razine neformalne dedukcije prema van
Hiele-u. Kako bi nastavnici provodili opisane tangram aktivnosti, najprije sami trebaju steći iskustvo učenja geo-
metrije (matematike) na ovaj način i poznavati van Hiele-ove razine mišljenja, a tek onda tome mogu učinkovito
poučavati i svoje učenike. Misao bih zaključila riječima van Hiele-a: Ako netko od učenika očekuje nešto više od
sposobnosti ropskog ponavljanja onoga što nastavnik tvrdi ili se nada da će učenik zauzeti kritički stav prema
tim tvrd̄enjima i htjeti raditi na njihovom poboljšanju, on mora poučavati na nov, neuobičajen način. (vidjeti [12,
str. 113]).
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Apstrakt. U ovom radu data je jedna Mupad procedura za nalaženje Moore-Penrose-ovog inverza proizvoljne matrice
nad poljem realnih brojeva. Svaka matrica nad poljem realnih brojeva ima jedinstven Moore-Penrose-ov inverz. Ideja ovog
rada je da se prvo odredi normalna forma date matrice, kao i matrice elementarnih transformacija vrsta i kolona u postupku
odred-ivanja normalne forme. Zatim, se odred-uje opšti {1}-inverz polazne matrice u blokovskoj reprezentaciji. Koristeći opšti
oblik {1}-inverza računaju se {2}, {3} i {4}-inverz. Na kraju dobijamo i Moore-Penrose-ov inverz polazne matrice. Vredi
napomenuti da u programskom alatu Mupad postoji gotova naredba za računanje Moore-Penrose-ovog inverza, ali ne i za
računanje {1},{2}, {3} i {4}-inverza.

Ključne reči: Mupad; Moore-Penrose-ov inverz matrice; opšti {1}-inverz matrice; normalna forma matrice.

1. Uvod

Neka je A ∈ Rn×n kvadratna matrica reda n nad poljem realnih brojeva. Za matricu A kažemo da je
regularna ako ima inverz, tj. ako postoji matrica A−1 ∈ Rn×n takva da je A · A−1 = A−1 · A = In, gde je
In ∈ Rn×n jedinična matrica reda n. Singularne matrice ili one matrice koje nisu kvadratne nemaju inverz. U
raznim granama primenjene matematike javila se potreba za uopštenjem pojma inverza matrice. Pod uopštenim
inverzom matrice A ∈ Rm×n smatra se matrica X ∈ Rn×m za koju važi da:

• se odred-uje i za matrice koje nisu regularne;
• ima neke osobine koje ima i inverz;
• se svodi na inverz u slučaju kada je matrica regularna.

U literaturi se najčešće sreće definicija uopštenog inverza matrice A kao skupa matrica X za koje važi A ·X ·A =
A, pogledati knjige [ 1], [ 2], [ 3], [ 4], [ 6], [ 8].

Jedna od najpoznatijih primena teorije matrica je na sisteme linearnih algebarskih jednačina. Neka je dat
sistem u matričnom obliku A · x = b, gde je A ∈ Rm×n matrica sistema, x ∈ Rn×1 kolona-matrica nepoznatih
i b ∈ Rm×1 kolona-matrica slobodnih članova. Ako je m = n i matrica A regularna, sistem ima jedinstveno
rešenje x = A−1 · b. U ostalim slučajevima sistem ili nema rešenje ili ih ima beskonačno, u zavisnosti od toga da
li se kolona-matrica b može predstaviti kao linearna kombinacija kolona matrice A ili ne. Ako je kolona-matrica
b jednaka linearnoj kombinaciji kolona matrice A, onda postoji kolona-matrica h ∈ Rn×1 takva da je b = A · h
i prema Koneker-Kapelijevoj teoremi sistem A · x = b ima rešenje. Ako je matrica X uopšteni inverz matrice A
definisan sa A ·X ·A = A imamo da je x = X ·b rešenje datog sistema. Zaista, A ·x = A · (X ·b) = (A ·X) ·b =
(A ·X) · (A ·h) = (A ·X ·A) ·h = A ·h = b. Uopšteno, može se pokazati da sistem A ·x = b ima rešenje ako i
samo ako važi da je A ·X · b = b, gde je X proizvoljan uopšteni inverz matrice A definisan sa A ·X ·A = A. U
ovom slučaju rešenje datog sistema je x = X · b+(In−X ·A) · y, gde je y ∈ Rn×1 proizvoljna kolona-matrica.

Ako želimo da nad-emo srednje kvadratno rešenje sistema linearnih algebarskih jednačina koji nije saglasan
ili rešenje koje ima najmanju normu, onda je potrebno dodati nove relacije za matricu i njen uopšteni inverz i
na taj način suziti klasu uopštenih inverza. U nastavku rada mi ćemo razmatrati neke osnovne klase uopštenih
inverza koje dobijamo dodajući najčešće korišćene restrikcije na uopšteni inverz. Vod-eni tom logikom doći ćemo
do Moore-Penrose-ovog inverza matrice koji zauzima centralno mesto u ovom radu i koji je jedinstven. Prateći
izlaganje iz [ 7] ili [ 5] formiraćemo jednu proceduru u programskom alatu Mupad za nalaženje Moore-Penrose-
ovog inverza matrice. Data procedura računa i neke druge tipove uopštenog inverza za datu matricu.

Rad je podeljen u dve celine. U prvom delu rada biće dat pregled uopštenih inverza, njihove definicije i
osnovne osobine. U drugom delu biće prezentovana odgovarajuća Mupad procedura, sa kratkim opisom i prime-
rom rada.
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2. Uopšteni inverzi

Pre nego što krenemo sa detaljnim razmatranjem uopštenih inverza matrica podsetimo se pojmova teorije
matrica koji će nam biti potrebni za bolje razumevanje izložene problematike. Pre svega, izlistajmo tipove ele-
mentarnih matrica i opišimo njihovu ulogu u odred-ivanju normalne forme proizvoljne matrice.

2.1. Elementarne matrice i normalna forma matrice

Elementarna matrica I tipa je kvadratna matrica reda n koja na dijagonali ima sve elemente izuzev na
poziciji (i, i), 1 6 i 6 n, jednake 1, na poziciji (i, i) je element u različit od 0, a elementi van dijagonale su
jednaki 0; odnosno to je matrica koja se od jedinične matrice In razlikuje samo u jednom elementu na dijagonali
i koja je oblika

E(i;u) =



1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 u 0 . . . 0
0 . . . 0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 1


.

Primetimo da je matrica E(i;u) regularna i da je njen inverz E(i;u)−1 = E(i;u−1) takod-e elementarna matrica
I tipa. Množenje sleva matrice A matricom E(i;u) kao rezultat daje matricu A kod koje je i-ta vrsta pomnožena
elementom u. Množenje zdesna matrice A matricom E(i;u) kao rezultat daje matricu A kod koje je i-ta kolona
pomnožena elementom u. Jedinična matrica In je elementarna matrica I tipa. Elementarna transformacija vrsta
I tipa matrice A je množenje jedne vrste matrice A elementom koji je različit od 0. Elementarna transformacija
kolona I tipa matrice A je množenje jedne kolone matrice A elementom koji je različit od 0. Izvršavanje elemen-
tarne transformacije vrsta (kolona) I tipa matrice A je u stvari množenje matrice A sleva (zdesna) elementarnom
matricom I tipa.

Zatim, elementarna matrica II tipa je matrica dobijena od jedinične matrice In zamenom mesta i-toj i j-toj
vrsti, 1 6 i, j 6 n, odnosno to je matrica oblika

E(i, j) =



1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


.

Datu matricu E(i, j) možemo dobiti i zamenom mesta i-toj i j-toj koloni u jediničnoj matrici In. Matrica E(i, j)
je regularna i njen inverz je ona sama. Množenje sleva matrice A matricom E(i, j) kao rezultat daje matricu
A kod koje su i-ta i j-ta vrsta zamenile mesta. Množenje zdesna matrice A matricom E(i, j) kao rezultat daje
matricu A kod koje su i-ta i j-ta kolona zamenile mesta. Otuda zaključujemo da je E(i, j)2 = In, t.j. da je
matrica E(i, j) sama sebi inverz. Elementarna transformacija vrsta II tipa matrice A je zamena mesta dvema
vrstama date matrice. Elementarna transformacija kolona II tipa matrice A je zamena mesta dvema kolonama
matrice A. Izvršavanje elementarne transformacije vrsta (kolona) II tipa matrice A je množenje matrice A sleva
(zdesna) elementarnom matricom II tipa.

Elementarna matrica III tipa je kvadratna matrica reda n koja na dijagonali ima sve elemente jednake 1,
na poziciji (i, j), i 6= j, 1 6 i, j 6 n, proizvoljan element a, i sve ostale elemente jednake 0; odnosno to je
matrica koja se od jedinične matrice In razlikuje samo u jednom elementu van dijagonale i oblika je

E(i, j; a) =



1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 1 . . . a . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


.
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Primetimo da je matrica E regularna i da je njen inverz E(i, j; a)−1 = E(i, j;−a) takod-e elementarna matrica
III tipa. Množenje sleva matrice A matricom E(i, j; a) kao rezultat daje matricu A kod koje je i-ta vrsta zame-
njena zbirom i-te vrste i j-te vrste pomnožene sa a. Množenje zdesna matrice A matricom E(i, j; a) kao rezultat
daje matricu A kod koje je j-ta kolona zamenjena zbirom j-te kolone i i-te kolone pomnožene sa a. Elemen-
tarna transformacija vrsta III tipa matrice A je zamena jedne vrste matrice A sa zbirom te vrste i neke druge
vrste pomnožene brojem. Elementarna transformacija III tipa na kolonama matrice A je zamena jedne kolone
matrice A sa zbirom te kolone i neke druge kolone pomnožene brojem. Izvršavanje elementarne transformacije
vrsta (kolona) III tipa matrice A je u stvari množenje matrice A sleva (zdesna) elementarnom matricom III tipa.

Elementarne matrice I, II ili III tipa dobijamo primenom elementarnih transformacija vrsta (kolona) I, II ili
III tipa na jediničnu matricu In. Elementarna matrica je elementarna matrica I, II ili III tipa. Elementarna
transformacija vrsta je elementarna transformacija vrsta I, II ili III tipa. Elementarna transformacija kolona
je elementarna transformacija kolona I, II ili III tipa.

Matrice A1 i A2 su vrsta-ekvivalentne ako se matrica A2 može dobiti od matrice A1 primenom konačnog
broja elementarnih transformacija vrsta. Matrice A1 i A2 su kolona-ekvivalentne ako se matrica A2 može dobiti
od matrice A1 primenom konačnog broja elementarnih transformacija kolona. Matrice A1 i A2 su ekvivalentne,
u oznaci A1

∼= A2, ako se matrica A2 može dobiti od matrice A1 primenom konačnog broja elementarnih trans-
formacija vrsta i kolona. Odnosno, matrice A1 i A2 su vrsta-ekvivalentne ako postoji konačan niz elementarnih
matrica P1, P2, . . . , Pr takvih da važi A2 = Pr · . . . · P2 · P1 · A1. Matrice A1 i A2 su kolona-ekvivalentne
ako postoji konačan niz elementarnih matrica Q1, Q2, . . . , Qr takvih da važi A2 = A1 · Q1 · Q2 · . . . · Qs. I na
kraju, matrice A1 i A2 su ekvivalentne ako postoje elementarne matrice P1, P2, . . . , Pr i Q1, Q2, . . . , Qs takve
da važi A2 = Pr · . . . · P2 · P1 · A1 · Q1 · Q2 · . . . · Qs. U daljem tekstu ćemo proizvod matrica P1, P2, . . . , Pr

i Q1, Q2, . . . , Qs označavati redom sa P i Q. Prema tome, matrice A1 i A2 su ekvivalentne ako postoje ma-
trice P i Q, koje su jednake proizvodu elementarnih matrica, takve da je A2 = P · A1 · Q. Vrsta-ekvivalencija,
kolona-ekvivalencija i ekvivalencija su relacije ekvivalencije na skupu svih matrica istog tipa. Zaista, refleksiv-
nost sledi iz činjenice da je jedinična matrica elementarna matrica. Simetričnost sledi iz činjenice da su ele-
mentarne matrice regularne. Pokažimo tranzitivnost. Neka za matrice A1, A2 i A3 važi A1

∼= A2 i A2
∼= A3.

Tada postoje elementarne matrice P1, P2, . . . , Pr, P
′
1, P

′
2, . . . , P

′
r′ i Q1, Q2, . . . , Qs, Q

′
1, Q

′
2, . . . , Q

′
s′ takve da

važi A2 = Pr · . . . · P2 · P1 ·A1 ·Q1 ·Q2 · . . . ·Qs i A3 = P ′r′ · . . . · P ′2 · P ′1 ·A2 ·Q′1 ·Q′2 · . . . ·Q′s′ . Pa imamo
A3 = P ′r′ · . . . · P ′2 · P ′1 · Pr · . . . · P2 · P1 ·A1 ·Q1 ·Q2 · . . . ·Qs ·Q′1 ·Q′2 · . . . ·Q′s′ , odnosno A1

∼= A3.
Neka je A ∈ Rm×n proizvoljna matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva. Primenjujući elementarne

trasformacije vrsta i kolona može se pokazati da je matrica A ekvivalentna matrici:

Er =



1 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . 0


=

[
Ir O
O O

]
,

gde je Ir jedinična matrica reda r i r rang matrice A. Matrica Er se naziva normalnom formom matrice A.
Za matrice P i Q koje su proizvodi elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju
izmed-u matrica A i Er važi da je Er = P ·A ·Q.

2.2. {1}-inverz ili uopšteni inverz

U ovom poglavlju ćemo se detaljno baviti uopštenim inverzima, njihovom definicijom, konstrukcijom i naj-
važnijim osobinama.

Opšti {1}-inverz ili uopšteni inverz matrice A ∈ Rm×n je bilo koja matrica X ∈ Rn×m koja zadovoljava

jednačinu A ·X ·A = A. Svaka matrica oblika X = Q ·

[
Ir X1

X2 X3

]
·P , gde je Ir jedinična matrica reda r, r rang

matrice A, X1, X2 i X3 proizvoljne matrice redom tipa r×(m−r), (n−r)×r i (n−r)×(m−r), a P i Q proizvodi
elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne
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forme, jeste {1}-inverz matrice A. Zaista, kako su matrice P i Q regularne važi da je A = P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1,

pa prema tome imamo:

A·X ·A = P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1 ·Q·

[
Ir X1

X2 X3

]
·P ·P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1

= P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·

[
Ir X1

X2 X3

]
·

[
Ir O
O O

]
·Q−1

= P−1 ·

[
Ir X1

O O

]
·

[
Ir O
O O

]
·Q−1 = P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1 = A.

Može se pokazati i obrat tvrd-enja, tj. da se svaki {1}-inverz može predstaviti u obliku proizvoda matrica Q,[
Ir X1

X2 X3

]
i P . U opštem {1}-inverzu matrice A broj slobodnih parametara je N1 = n ·m − r2. Za konkretno

izabrane matrice X1, X2 i X3 matricu X = Q ·

[
Ir X1

X2 X3

]
· P nazivamo partikularnim {1}-inverzom matrice

A. Proizvoljan {1}-inverz matrice A označavamo A(1). Primetimo da ukoliko je matrica A regularna njen jedini
{1}-inverz jeste njen inverz. Množenjem jednakosti A ·X · A = A sleve i zdesne strane sa A−1 dobijamo da je
X = A−1.

Naredne tri teoreme se bave konstrukcijom parcijalnih {1}-inverza.

Teorema 1. Neka je A ∈ Rm×n matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva ranga r. Neka je P ∈ Rm×m

matrica za koju važi P ·A =

[
Ir C

O O

]
. Tada je jedan {1}-inverz matrice A dat sa X =

[
Ir O
O O

]
· P .

Dokaz. Za {1}-inverz X matrice A važi A·X ·A = A. Matrica P je regularna matrica kao proizvod elementarnih

matrica reda m. Prema tome, za matricu A važi A = P−1 ·

[
Ir C

O O

]
. Imamo:

A ·X ·A = P−1 ·

[
Ir C

O O

]
·

[
Ir O
O O

]
·P ·P−1 ·

[
Ir C

O O

]
= P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·

[
Ir C

O O

]
= P−1 ·

[
Ir C

O O

]
= A.

Teorema 2. Neka je A ∈ Rm×n matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva ranga r. Neka je Q ∈ Rn×n

matrica za koju važi A ·Q =

[
Ir O
C O

]
. Tada je jedan {1}-inverz matrice A dat sa X = Q ·

[
Ir O
O O

]
.

Dokaz. Dokaz se izvodi analogno kao i dokaz Teoreme 1.

Teorema 3. Neka je A =

[
A0 A1

A2 A3

]
∈ Rm×n blok matrica za koju važi rang (A) = rang (A0) = r, gde je

A0 ∈ Rr×r. Tada je jedan parcijalni {1}-inverz matrice A dat sa X =

[
A−10 O
O O

]
.

Dokaz. Vrste matrice A razmatramo kao vektore u vektorskom prostoru Rn nad poljem R. Kako je rang matrice
A0 jednak r, prvih r vrsta matrice A su linearno nezavisne. Rang matrice A je takod-e jednak r, pa se poslednjih
m − r vrsta može predstaviti kao linearna kombinacija prvih r. Zaista, postoji matrica T ∈ R(m−r)×r takva da
važi

[
A2 A3

]
= T ·

[
A0 A1

]
=
[
T ·A0 T ·A1

]
. Rang matrice A0 je jednak njenom redu, pa je matrica A0

regularna. Kako je matrica A0 regularna, iz A2 = T ·A0 zaključujemo da je T = A2 ·A−10 . Zamenom u matričnu
jednakost A3 = T ·A1 dobijamo A3 = A2 ·A−10 ·A1. Matrica X je {1}-inverz matrice A ako važi A ·X ·A = A.
Prema tome, imamo da je:

A ·X ·A =

[
A0 A1

A2 A3

]
·

[
A−10 O
O O

]
·

[
A0 A1

A2 A3

]
=

[
Ir O

A2 ·A−10 O

]
·

[
A0 A1

A2 A3

]

=

[
A0 A1

A2 ·A−10 ·A0 A2 ·A−10 ·A1

]
=

[
A0 A1

A2 A3

]
= A.
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2.3. {1, 2}-inverz ili refleksivni uopšteni inverz

Opšti {2}-inverz matrice A∈Rm×n je bilo koja matrica X∈Rn×m koja zadovoljava jednačinuX ·A·X=X.

Svaka matrica oblika X =Q ·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P , gde su X0, X1 i X2 matrice redom tipa r × r, r × (m − r)

i (n − r) × r, za koje važi da je X2
0 = X0 (matrica X0 je idempotentna), X0 · X1 = X1 i X2 · X0 = X2,

a P i Q proizvodi elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A
i njene normalne forme, jeste {2}-inverz matrice A. Zaista, kako su matrice P i Q regularne važi da je A =

P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1, pa prema tome imamo:

X ·A ·X = Q ·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P · P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1 ·Q ·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P

= Q ·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
·

[
Ir O
O O

]
·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P = Q ·

[
X0 O
X2 O

]
·
[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P

= Q ·

[
X2

0 X0 ·X1

X2 ·X0 X2 ·X1

]
· P = Q ·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P = X.

Može se pokazati i obrat tvrd-enja, tj. da se svaki {2}-inverz može predstaviti u obliku proizvoda matrica Q,[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
i P , pri čemu važi X2

0 = X0, X0 ·X1 = X1 i X2 ·X0 = X2. U opštem {2}-inverzu matrice A

broj slobodnih parametara je N2 = n ·m− (n− r) · (m− r) = r · (n+m− r). Za konkretno izabrane matrice

X0, X1 i X2 matricu Q ·

[
X0 X1

X2 X2 ·X1

]
· P nazivamo partikularnim {2}-inverzom matrice A. Proizvoljan

{2}-inverz matrice A označavamo A(2). Primetimo da je matrica X {1}-inverz matrice A ako i samo ako je A
{2}-inverz matrice X .

Opšti {1, 2}-inverz ili refleksivni uopšteni inverz matrice A ∈ Rm×n je bilo koja matrica X ∈ Rn×m koja

zadovoljava jednačine A ·X ·A = A i X ·A ·X = X . Svaka matrica oblika X = Q ·

[
Ir X1

X2 X2 ·X1

]
·P , gde su

X1 i X2 proizvoljne matrice redom tipa r×(m−r) i (n−r)×r, a P i Q proizvodi elementarnih matrica reda m,
odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne forme, jeste {1, 2}-inverz matrice
A. U opštem {1, 2}-inverzu matrice A broj slobodnih parametara je N1,2 = n ·m − r2 − (n − r) · (m − r) =

r(n+m−2r). Za konkretno izabrane matrice X1 i X2 matricu Q ·

[
Ir X1

X2 X2 ·X1

]
·P nazivamo partikularnim

{1, 2}-inverzom matrice A. Proizvoljan {1, 2}-inverz matrice A označavamo A(1,2).

2.4. S i T matrice

Neka je A ∈ Rm×n proizvoljna matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva i neka su P i Q proizvodi
elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne

forme, P ·A ·Q = Er =

[
Ir O
O O

]
. Neka su S i T matrice

S = P · PT =

[
S1 S2

S3 S4

]
i T = QT ·Q =

[
T1 T2

T3 T4

]
, (1)

gde su S1, S2, S3 i S4 matrice tipa r× r, r× (m− r), (m− r)× r i (m− r)× (m− r), a T1, T2, T3 i T4 matrice
tipa r × r, r × (n− r), (n− r)× r i (n− r)× (n− r).

Tvrd-enje 1. Neka je A ∈ Rm×n proizvoljna matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva i neka su S i T
matrice definisane u (1). Tada važi:

• matrice S i T su simetrične, i važi ST
1 = S1, ST

2 = S3, ST
4 = S4 i TT

1 = T1, TT
2 = T3 i TT

4 = T4;
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• matrice S i T su pozitivno definitne, tj. za svaku nenula kolona-matricu x ∈ Rm×1 važi da je
xT · S · x > 0 i za svaku nenula kolona-matricu y ∈ Rn×1 važi da je yT · T · y > 0;

• matrice S i T su regularne i važi da je

S−1 =

[ (
S1 − S2 · S−14 · S3

)−1 −S−11 · S2 ·
(
S4 − S3 · S−11 · S2

)−1
−S−14 · S3 ·

(
S1 − S2 · S−14 · S3

)−1 (
S4 − S3 · S−11 · S2

)−1
]

i

T−1 =

[ (
T1 − T2 · T−14 · T3

)−1 −T−11 · T2 ·
(
T4 − T3 · T−11 · T2

)−1
−T−14 · T3 ·

(
T1 − T2 · T−14 · T3

)−1 (
T4 − T3 · T−11 · T2

)−1
]
.

2.5. {1, 3}-inverz i {1, 4}-inverz

Opšti {3}-inverz matrice A∈Rm×n je bilo koja matrica X ∈ Rn×m koja zadovoljava jednačinu (A·X)T =

A·X . Svaka matrica oblika X = Q·

[
X0 −X0 · S2 · S−14

X2 X3

]
·P, gde su P i Q proizvodi elementarnih matrica reda

m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne forme, S1, S2, S3 i S4 blokovi

matrice S = P ·PT =

[
S1 S2

S3 S4

]
redom tipa r×r, r×(m−r), (m−r)×r i (m−r)×(m−r), a X0, X2 i X3 proizvoljne

matrice redom tipa r×r, (n−r)×r i (n−r)×(m−r), za koje važi
(
S1−S2 ·S−14 ·S3

)
·XT

0 = X0·
(
S1−S2 ·S−14 ·S3

)
,

jeste {3}-inverz matrice A. Zaista, kako su matrice P i Q regularne važi da je A = P−1 ·

[
Ir O
O O

]
· Q−1, pa

prema tome imamo:

(A ·X)T =

(
P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1 ·Q ·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4

X2 X3

]
· P

)T

=

(
P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4

X2 X3

]
· P

)T

=

(
P−1 ·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4

O O

]
· P

)T

=

PT ·

[
XT

0 O(
−X0 · S2 · S−1

4

)T O

]
·
(
P−1

)T
= PT ·

[
XT

0 O
−S−1

4 · S3 ·XT
0 O

]
·
(
PT
)−1

=

(
P−1 ·P

)
·PT ·

[
XT

0 O
−S−1

4 ·S3 ·XT
0 O

]
·
(
PT
)−1 ·

(
P−1 ·P

)
= P−1 ·

(
P ·PT

)
·

[
XT

0 O
−S−1

4 ·S3 ·XT
0 O

]
·
(
P ·PT

)−1 ·P =

P−1 ·

[
S1 S2

S3 S4

]
·

[
XT

0 O
−S−1

4 ·S3 ·XT
0 O

]
·

[ (
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 −S−1
1 ·S2 ·

(
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

−S−1
4 ·S3 ·

(
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 (
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

]
·P =

P−1 ·

[
S1 ·XT

0 − S2 ·S−1
4 ·S3 ·XT

0 O
S3 ·XT

0 − S4 ·S−1
4 ·S3 ·XT

0 O

]
·

[ (
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 −S−1
1 ·S2 ·

(
S4−S3 · S−1

1 ·S2

)−1

−S−1
4 ·S3 ·

(
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 (
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

]
·P =

P−1 ·

[ (
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)
·XT

0 O
O O

]
·

[ (
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 −S−1
1 ·S2 ·

(
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

−S−1
4 ·S3 ·

(
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 (
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

]
·P =

P−1 ·

[
X0 ·

(
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)
O

O O

]
·

[ (
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 −S−1
1 ·S2 ·

(
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

−S−1
4 ·S3 ·

(
S1−S2 ·S−1

4 ·S3

)−1 (
S4−S3 ·S−1

1 ·S2

)−1

]
·P =

P−1 ·

[
X0 −X0 ·

(
S1 − S2 · S−1

4 · S3

)
· S−1

1 · S2 ·
(
S4 − S3 · S−1

1 · S2

)−1

O O

]
· P =

P−1 ·

[
X0 −X0 ·

(
S2 − S2 · S−1

4 · S3 · S−1
1 · S2

)
·
(
S4 − S3 · S−1

1 · S2

)−1

O O

]
· P =

P−1 ·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4 ·
(
S4 − S3 · S−1

1 · S2

)
·
(
S4 − S3 · S−1

1 · S2

)−1

O O

]
· P =
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P−1 ·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4

O O

]
· P = P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4

X2 X3

]
· P =

P−1 ·

[
Ir O
O O

]
·Q−1 ·Q ·

[
X0 −X0 · S2 · S−1

4

X2 X3

]
· P = A ·X.

Može se pokazati i obrat tvrd-enja, tj. da se svaki {3}-inverz može predstaviti u obliku proizvoda matrica Q,[
X0 −X0 · S2 · S−14

X2 X3

]
i P , pri čemu važi

(
S1 − S2 · S−14 · S3

)
· XT

0 = X0 ·
(
S1 − S2 · S−14 · S3

)
. U opštem

{3}-inverzu matrice A broj slobodnih parametara je N3 = n ·m−r · (m−r). Za konkretno izabrane matrice X0,

X2 i X3 matricu Q ·

[
X0 −X0 · S2 · S−14

X2 X3

]
·P nazivamo partikularnim {3}-inverzom matrice A. Proizvoljan

{3}-inverz matrice A označavamo A(3).

Opšti {1, 3}-inverz matrice A∈Rm×n je bilo koja matrica X∈Rn×m koja zadovoljava jednačine A ·X·A=

A i (A ·X)
T
= A ·X . Svaka matrica oblika X = Q ·

[
Ir −S2 · S−14

X2 X3

]
·P , gde su P i Q proizvodi elementarnih

matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne forme, S2 i S4

blokovi matrice S = P · PT =

[
S1 S2

S3 S4

]
redom tipa r × (m− r) i (m− r)× (m− r), a X2 i X3 proizvoljne

matrice redom tipa (n − r) × r i (n − r) × (m − r), jeste {1, 3}-inverz matrice A. U opštem {1, 3}-inverzu
matrice A broj slobodnih parametara je N1,3 = (n − r) · r + (n − r) · (m − r) = (n − r) ·m. Za konkretno

izabrane matrice X2 i X3 matricu Q ·

[
Ir −S2 · S−14

X2 X3

]
· P nazivamo partikularnim {1, 3}-inverzom matrice

A. Proizvoljan {1, 3}-inverz matrice A označavamo A(1,3).

Opšti {4}-inverz matrice A∈Rm×n je bilo koja matrica X ∈ Rn×m koja zadovoljava jednačinu (X ·A)T =

X ·A. Svaka matrica oblika X = Q·

[
X0 X1

−T−14 · T3 ·X0 X3

]
·P, gde su P i Q proizvodi elementarnih matrica reda

m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne forme, T1, T2, T3 i T4 blokovi

matrice T = QT ·Q =

[
T1 T2

T3 T4

]
redom tipa r×r, r×(n−r), (n−r)×r i (n−r)×(n−r), a X0, X1 i X3 proizvoljne

matrice redom tipa r×r, r×(m−r) i (n−r)×(m−r), za koje važi XT
0 ·
(
T1−T2 ·T−14 ·T3

)
=
(
T1−T2 ·T−14 ·T3

)
·X0,

jeste {4}-inverz matrice A. U opštem {4}-inverzu matrice A broj slobodnih parametara je N4 = n·m−(n−r)·r.

Za konkretno izabrane matrice X0, X1 i X3 matricu Q ·

[
X0 X1

−T−14 · T3 ·X0 X3

]
· P nazivamo partikularnim

{4}-inverzom matrice A. Proizvoljan {4}-inverz matrice A označavamo A(4).

Opšti {1, 4}-inverz matrice A∈Rm×n je bilo koja matrica X∈Rn×m koja zadovoljava jednačine A ·X·A=

A i (X ·A)
T
= X ·A. Svaka matrica oblika X = Q ·

[
Ir X1

−T−14 · T3 X3

]
·P , gde su P i Q proizvodi elementarnih

matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice A i njene normalne forme, T3 i T4

blokovi matrice T = QT · Q =

[
T1 T2

T3 T4

]
redom tipa (n − r) × r i (n − r) × (n − r), a X1 i X3 proizvoljne

matrice redom tipa r × (m − r) i (n − r) × (m − r), jeste {1, 4}-inverz matrice A. U opštem {1, 4}-inverzu
matrice A broj slobodnih parametara je N1,4 = r · (m − r) + (n − r) · (m − r) = n · (m − r). Za konkretno

izabrane matrice X1 i X3 matricu Q ·

[
Ir X1

−T−14 · T3 X3

]
· P nazivamo partikularnim {1, 4}-inverzom matrice

A. Proizvoljan {1, 4}-inverz matrice A označavamo A(1,4).
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2.6. Moore–Penrose-ov inverz

Neka je A ∈ Rm×n matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva. Matricu X ∈ Rn×m tipa n ×m nad
poljem realnih brojeva koja je rešenje sistema Penrose-ovih jednačina:

A ·X ·A = A, X ·A ·X = X, (A ·X)T = A ·X, (X ·A)T = X ·A, (2)

nazivamo Moor-Penrose-ov inverz.

Teorema 4. Neka je A ∈ Rm×n matrica tipa m × n nad poljem realnih brojeva. Tada je Moore-Penrose-ov
inverz matrice A jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo da su X ∈ Rn×m i Y ∈ Rn×m dva Moore-Penrose-ov inverz matrice A, tj. matrice za
koje važe prethodne četiri matrične jednačine (2). Imamo da je:

A ·X = (A ·X)T = XT ·AT = XT · (A · Y ·A)T = XT ·
(
AT · Y T ·AT

)
=
(
XT ·AT

)
·
(
Y T ·AT

)
= (A ·X)T · (A · Y )T = (A ·X) · (A · Y ) = (A ·X ·A) · Y = A · Y i

X ·A = (X ·A)T = AT ·XT = (A · Y ·A)T ·XT =
(
AT · Y T ·AT

)
·XT =

(
AT · Y T

)
·
(
AT ·XT

)
= (Y ·A)T · (X ·A)T = (Y ·A) · (X ·A) = Y · (A ·X ·A) = Y ·A.

Dalje sledi da je:

X = X ·A ·X = (X ·A) ·X = (Y ·A) ·X = Y · (A ·X) = Y · (A · Y ) = Y ·A · Y = Y,

odakle zaključujemo da je Moore–Penrose-ov inverz jedinstven.

Neka je A ∈ Rm×n matrica tipa m× n nad poljem realnih brojeva. Matrica oblika

X = Q ·

[
Ir −S2 · S−14

−T−14 · T3 T−14 · T3 · S2 · S−14

]
· P,

gde su P i Q proizvodi elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrice

A i njene normalne forme, S2 i S4 blokovi matrice S = P · PT =

[
S1 S2

S3 S4

]
redom tipa r × (m − r) i

(m−r)× (m−r), a T3 i T4 blokovi matrice T = QT ·Q =

[
T1 T2

T3 T4

]
redom tipa (n−r)×r i (n−r)× (n−r),

jeste Moor-Penrose-ov inverz matrice A. Na osnovu Teoreme 4 zaključujemo da Moore–Penrose-ov inverz

X = Q ·

[
Ir −S2 · S−14

−T−14 · T3 T−14 · T3 · S2 · S−14

]
·P matrice A ne zavisi od izbora matrica P i Q. Navedeni postupak

za računanje Moore–Penrose-ovog inverza se može naći u [ 7] i [ 5].

3. Realizacija Mupad procedure za nalaženje Moore–Penrose-ovog inverza

Prva procedura koju smo realizovali NormalnaForma(A) je procedura za nalaženje normalne forme n(A)
matrice A kao i odgovarajućih matrica P i Q koje su proizvodi elementarnih matrica koje uspostavljaju ekvi-
valenciju izmed-u matrica A i n(A). U realizaciji date procedure prilagod-ena je već postojeća Mupad funkcija
linalg::hermiteForm(A,All) iz paketa linalg. Procedura ima jedan ulazni parametar matricu A, a u toku realizacije
ispisuju se sama matrica, broj vrsta i kolona matrice A, kao i njen rang r(A), normalna forma n(A) i matrice
elementarnih transformacija vrsta i kolona u postupku odred-ivanja normalne forme P i Q. U nastavku čitalac
može naći odgovarajuću proceduru.
NormalnaForma:=proc(A)
begin
print(NoNL, "Matrice A jednaka je"), print(A);
print(Unquoted, "Broj vrsta matrice A jednak je ".linalg::matdim(A)[1].".");
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print(Unquoted, "Broj kolona matrice A jednak je ".linalg::matdim(A)[2].".");
r(A):=linalg::rank(A):
print (Unquoted, "Rang matrice A jednak je ".r(A).".");
h(A):=linalg::hermiteForm(A,All)[1]:
P:=linalg::hermiteForm(A,All)[2]:
n(A):=linalg::transpose(linalg::hermiteForm(linalg::transpose(h(A)),All)[1]):
Q:=linalg::transpose(linalg::hermiteForm(linalg::transpose(h(A)),All)[2]):
for i from 1 to r(A) do
if n(A)[i,i]=0 then
nr:=linalg::row(n(A), i):
n(A):=linalg::delRow(n(A), i):
n(A):=linalg::stackMatrix(n(A),nr):
pi:=linalg::row(P, i):
P:=linalg::delRow(P, i):
P:=linalg::stackMatrix(P,pi):
nc:=linalg::col(n(A), i):
n(A):=linalg::delCol(n(A), i):
n(A):=linalg::concatMatrix(n(A),nc):
qi:=linalg::col(Q, i):
Q:=linalg::delCol(Q,i):
Q:=linalg::concatMatrix(Q,qi):

end_if:
end_for:
for i from 1 to r(A) do
Q:=linalg::multCol(Q, i, 1/n(A)[i,i]):
n(A):=linalg::multCol(n(A), i, 1/n(A)[i,i]):
end_for:
print(NoNL, "Normalna forma matrice A je matrica"),print(n(A));
print(NoNL, "Matrica elementarnih transformacija vrsta u postupku odredjivanja
normalne forme matrice A je matrica P ="), print(P);
print(NoNL, "Matrica elementarnih transformacija kolona u postupku odredjivanja
normalne forme matrice A je matrica Q ="), print(Q);
end_proc:

Sledeća procedura Inverz1(A) je procedura za odred-ivanje {1}-inverza ulazne matrice A. U okviru ove pro-
cedure formira se blok-matrica e(A) i {1}-inverz matrice A kao proizvod matrica Q ·e(A) ·P . Naredbe procedure
Inverz1(A) se nalaze u nastavku.
Inverz1:=proc(A)
begin
NormalnaForma(A):
i(A):=linalg::submatrix(n(A), 1..r(A), 1..r(A)):
e(A):=matrix(linalg::matdim(A)[2],linalg::matdim(A)[1],x):
e(A):=linalg::substitute(e(A), i(A), 1, 1):
X:=Q*e(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1}-inverz matrice A je matrica"), print(X);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(e(A));
end_proc:

U proceduri Inverz2(A) formira se matrica f(A) tako što se blok X3 matrica e(A) zamenjuje sa X2 · X1 i
konstruiše se {1, 2}-inverz matrice A kao proizvod matrica Q · f(A) · P . Procedura sledi.
Inverz2:=proc(A)
begin
Inverz1(A):
if (linalg::matdim(A)[1]=r(A) or linalg::matdim(A)[2]=r(A))
then
print(Unquoted, "Opsti {1,2}-inverz matrice A jednak je opstem {1}-inverzu matrice A.");
else
X1:=linalg::submatrix(e(A), 1..r(A), r(A)+1..linalg::matdim(A)[1]):
X2:=linalg::submatrix(e(A), r(A)+1..linalg::matdim(A)[2], 1..r(A)):
X2*X1:
f(A):=linalg::substitute(e(A), X2*X1, r(A)+1, r(A)+1):
Y:=Q*f(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,2}-inverz matrice A je matrica"), print(Y);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(f(A));

end_if:
end_proc:
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Zatim prilažemo dve procedure za nalaženje matrica S i T . Kao rezultat ovih procedura ispisuju se matrice
S i T i odgovarajući blokovi S1, S2, S3, S4, T1, T2, T3 i T4.
Smatrica:=proc(A)
begin
S:=P*linalg::transpose(P):
print(NoNL, "S = P*P^T ="), print(S);
S1:=linalg::submatrix(S, 1..r(A), 1..r(A)):
S2:=linalg::submatrix(S, 1..r(A), r(A)+1..linalg::matdim(S)[2]):
S3:=linalg::submatrix(S, r(A)+1..linalg::matdim(S)[1], 1..r(A)):
S4:=linalg::submatrix(S, r(A)+1..linalg::matdim(S)[1], r(A)+1..linalg::matdim(S)[2]):
print(Unquoted, "Odgovarajuci blokovi matrice S su:");
print(NoNL, "S_1 ="), print(S1);
print(NoNL, "S_2 ="), print(S2);
print(NoNL, "S_3 ="), print(S3);
print(NoNL, "S_4 ="), print(S4);
end_proc:
Tmatrica:=proc(A)
begin
T:=linalg::transpose(Q)*Q:
print(NoNL, "T = Q^T*Q ="), print(T);
T1:=linalg::submatrix(T, 1..r(A), 1..r(A)):
T2:=linalg::submatrix(T, 1..r(A), r(A)+1..linalg::matdim(T)[2]):
T3:=linalg::submatrix(T, r(A)+1..linalg::matdim(T)[1], 1..r(A)):
T4:=linalg::submatrix(T, r(A)+1..linalg::matdim(T)[1], r(A)+1..linalg::matdim(T)[2]):
print(Unquoted, "Odgovarajuci blokovi matrice T su:");
print(NoNL, "T_1 ="), print(T1);
print(NoNL, "T_2 ="), print(T2);
print(NoNL, "T_3 ="), print(T3);
print(NoNL, "T_4 ="), print(T4);
end_proc:

U proceduri Inverz3(A) formira se matrica g(A) tako što se blok X1 matrica e(A) zamenjuje sa −S2 · S−14 i
konstruiše se {1, 3}-inverz matrice A kao proizvod matrica Q · g(A) · P . Prilažemo proceduru.
Inverz3:=proc(A)
begin
Inverz1(A);
if linalg::matdim(A)[1]=r(A)
then
print(Unquoted, "Opsti {1,3}-inverz matrice A jednak je opstem {1}-inverzu matrice A.");
else
Smatrica(A):
-S2*S4^(-1):
g(A):=linalg::substitute(e(A), -S2*S4^(-1), 1, r(A)+1):
Z:=Q*g(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,3}-inverz matrice A je matrica"), print(Z);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(g(A));
end_if:
end_proc:

U proceduri Inverz4(A) formira se matrica h(A) tako što se blok X2 matrica e(A) zamenjuje sa −T−14 · T3 i
konstruiše se {1, 4}-inverz matrice A kao proizvod matrica Q · h(A) · P . Procedura je priložena u produžetku.
Inverz4:=proc(A)
begin
Inverz1(A):
if linalg::matdim(A)[2]=r(A)
then
print(Unquoted, "Opsti {1,4}-inverz matrice A jednak je opstem {1}-inverzu matrice A.");
else
Tmatrica(A):
-T4^(-1)*T3:
h(A):=linalg::substitute(e(A), -T4^(-1)*T3, r(A)+1, 1):
W:=Q*h(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,4}-inverz matrice A je matrica"), print(W);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(h(A));
end_if:
end_proc:
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Na kraju dajemo i proceduru MoorePenroseInverz(A) koja se sastoji iz prethodno navedenih procedura. Na
početku procedure je izvršeno grananje, u zavisnosti da li je ulazna matrica regularna, ili joj je broj vrsta, odno-
sno kolona, jednak rangu ili ništa od navedenog. Na završetku date procedure Moore-Penrose-ov inverz ulazne
matrice A je dobijen kao proizvod matrica Q · Pom · P , gde je matrica Pom dobijena u dva koraka, prvo za-
menom bloka X1 u {1, 4}-inverzu h(A) sa −S2 · S−14 , a zatim zamenom bloka X3 u tako dobijenoj matrica
sa T−14 · T3 · S2 · S−14 . Matrice P i Q su matrice elementarnih transformacija vrsta i kolona dobijene u pro-
ceduri NormalnaForma(A), a matrice S2, S4, T3 i T4 su blokovi-matrice dobijeni u procedurama Smatrica(A) i
Tmatrica(A).
MoorePenroseInverz:=proc(A)
begin
r(A):=linalg::rank(A):
if (linalg::matdim(A)[1]=r(A) and linalg::matdim(A)[2]=r(A))
then
print(NoNL, "Matrica A je regularna i Moore_Penrose-ov inverz matrice A \n
jednak je njenom inverzu"), print(A^(-1));
elif (linalg::matdim(A)[1]=r(A) and linalg::matdim(A)[2]<>r(A))
then
Inverz2(A):
print(Unquoted, "Opsti {1,3}-inverz matrice A jednak je opstem {1,2}-inverzu matrice A.");
Tmatrica(A):
-T4^(-1)*T3:
h(A):=linalg::substitute(e(A), -T4^(-1)*T3, r(A)+1, 1):
W:=Q*h(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,4}-inverz matrice A je matrica"), print(W);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(h(A));
print(Unquoted, "Moore--Penrose-ov inverz matrice A jednak je {1,4}-inverzu matrice A,"),
print(W);
elif (linalg::matdim(A)[1]<>r(A) and linalg::matdim(A)[2]=r(A))
then
Inverz2(A):
Smatrica(A):
-S2*S4^(-1):
g(A):=linalg::substitute(e(A), -S2*S4^(-1), 1, r(A)+1):
Z:=Q*g(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,3}-inverz matrice A je matrica"), print(Z);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "),
print(g(A));
print(Unquoted, "Opsti {1,4}-inverz matrice A jednak je opstem {1,2}-inverzu matrice A.");
print(Unquoted, "Moore--Penrose-ov inverz matrice A jednak je {1,3}-inverzu matrice A,"),
print(Z);
else
Inverz2(A):
Smatrica(A):
-S2*S4^(-1):
g(A):=linalg::substitute(e(A), -S2*S4^(-1), 1, r(A)+1):
Z:=Q*g(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,3}-inverz matrice A je matrica"), print(Z);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(g(A));
Tmatrica(A):
-T4^(-1)*T3:
h(A):=linalg::substitute(e(A), -T4^(-1)*T3, r(A)+1, 1):
W:=Q*h(A)*P:
print(Unquoted, "Opsti {1,4}-inverz matrice A je matrica"), print(W);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(h(A));
GH:=linalg::substitute(g(A), -T4^(-1)*T3, r(A)+1, 1):
Pom:=linalg::substitute(GH, T4^(-1)*T3*S2*S4^(-1), r(A)+1, r(A)+1):
MP:=Q*Pom*P:
print(Unquoted, "Moore--Penrose-ov inverz matrice A je matrica"), print(MP);
print(NoNL, "koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E = "), print(Pom);
end_if:
end_proc:

Navodimo i jedan primer rada procedure MoorePenroseInverz(A).
A:=matrix([[1,1],[3,1],[1,2]]):
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MoorePenroseInverz(A);

Matrice A jednaka je

 1 1

3 1

1 2

 .

Broj vrsta matrice A jednak je 3.
Broj kolona matrice A jednak je 2.
Rang matrice A jednak je 2.
Normalna forma matrice A je matrica

 1 0
0 1

0 0

 .

Matrica elementarnih transformacija vrsta u postupku
odredjivanja normalne forme matrice A je matrica P =

 2 0 −1

−1 0 1

5 −1 −2

 .

Matrica elementarnih transformacija kolona u postupku
odredjivanja normalne forme matrice A je matrica Q =

(
1 0

0 1

)
.

Opsti {1}-inverz matrice A je matrica

(
5x(1, 3) + 2 −x(1, 3) −2x(1, 3)− 1
5x(2, 3)− 1 −x(2, 3) 1− 2x(2, 3)

)
,

koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E =

(
1 0 x(1, 3)
0 1 x(2, 3)

)
.

Opsti {1,2}-inverz matrice A jednak je opstem {1}-inverzu matrice A.

S = P*P^T =

 5 −3 12
−3 2 −7

12 −7 30


Odgovarajuci blokovi matrice S su:

S_1 =

(
5 −3
−3 2

)
S_2 =

(
12

−7

)
S_3 =

(
12 −7

)
S_4 =

(
30
)

Opsti {1,3}-inverz matrice A je matrica

(
0 2

5
− 1

5

1
6

− 7
30

8
15

)
.

koja se dobija kao proizvod matrica Q, E i P, gde je E =

(
1 0 − 2

5

0 1 7
30

)
.

Opsti {1,4}-inverz matrice A jednak je opstem {1,2}-inverzu matrice A.

Moore--Penrose-ov inverz matrice A jednak je {1,3}-inverzu matrice A,

(
0 2

5
− 1

5

1
6

− 7
30

8
15

)
.

4. Zaključak

Iako u paketu linalg programskog alata Mupad postoji već gotova funkcija linalg::pseudoInverse(A) za ra-
čunanje Moore–Penrose-ovog inverza matrice A, značaj realizovane procedure MoorePenroseInverz(A) jeste u
ispisivanju svih med-ukoraka; normalne forme n(A) matrice A, matrica P i Q koje su proizvodi elementarnih
matrica koje uspostavljaju ekvivalenciju izmed-u matrica A i n(A), zatim {1}, {1, 2}, {1, 3} i {1, 4}-inverza.

Zahvalnica. I. Jovović je podržana od strane Ministarstva prosvete, nauke i tehnološkog razvoja Republike
Srbije, na projektu Analiza i algebra sa primenama, iz programa Osnovna istraživanja, broj projekta 174032.
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УНИВЕРЗИТЕТ У БЕОГРАДУ 

МАТЕМАТИЧКИ ФАКУЛТЕТ 
 

СЕДМИ СИМПОЗИЈУМ  „MATEMATИKA И ПРИМЕНЕ” 
НАЦИОНАЛНИ СКУП СА МЕЂУНАРОДНИМ УЧЕШЋЕМ 

 
 
 
 

ПРОГРАМ 
 

1. ДАН, ПЕТАК 4. НОВЕМБАР 2016. 
 

10:00 – 11:45, Свечана сала САНУ 
 
10:00 – 11:45 
Отварање скупа:  
Зоран Ракић, декан Математичког факултета Универзитета у Београду 
Миодраг Матељевић, Универзитет у Београду, Математички факултет, дописни члан 
САНУ - Председник програмског одбора Симпозијума 
    „Interior estimates for Poisson type inequality and qc hyperbolic harmonic mappings” 
Барбара Дриновец Дрновшек, Faculty of Mathematics and Physics, University of 
Ljubljana 
    „Holomorphic discs in complex manifolds” 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 



 
 
 

 
 

 
 

I СЕКЦИЈА: МАТЕМАТИКА И ПРИМЕНЕ ДАНАС 
 

12:10 – 12:40 
Марко Радовановић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Gröbner bases for flag manifolds” 
12:40 – 13:10 
Драгољуб Кечкић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Златко Лазовић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Compact and "compact" operators on the standard Hilbert module over a $W^*$ 
algebra”  
13:10 – 13:40 
Миљан Кнежевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Резултати Семинара за Комплексну анализу Математичког факултета у 
периоду од 2007. до 2016. године“ 
 
 
 
14:10 – 14:40 
Милош Арсеновић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Atomic decompositions in weighted Bergman spaces of analytic functions” 
14:40 – 15:10 
Јелена Катић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Јована Николић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Дарко Милинковић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Конормална Лагранжева Флорова хомологија за отворене скупове и PSS 
изоморфизам“ 
15:10 – 15:40 
Маријан Марковић, Универзитет Црне Горе, Природно-математички факултет 
    „The Khavinson conjecture”  
15:40 – 16:10 
Ђорђе Баралић, Математички институт САНУ, Универзитет у Београду 
Душан Јокановић, Факултет за производњу и менаџмент, Требиње 
Марина Милићевић, Факултет за производњу и менаџмент, Требиње 
    „Варијације Штајнеровог поризма“ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

12:10 – 12:40 
Татјана Давидовић, Математички институт САНУ 
    „Ефикасно моделирање реалних оптимизационих проблема“ 
12:40 – 13:10 
Ана Анокић, Универзитет у Београду, Пољопривредни факултет 
Зорица Станимировић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Ђорђе Стакић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Татјана Давидовић, Математички институт САНУ 
    „Проблем распоређивања возила при оптимизацији трошкова транспорта 
пољопривредних сировина“ 
13:10 – 13:40 
Бојана Милошевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Марко Обрадовић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „Тестови симетрије засновани на новим карактеризацијама“ 
 

 
 

14:10 – 14:40 
Анђелка Ковачевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Лука Ч. Поповић, Астрономска опсерваторија Београд 
Alla I. Shapovalova, Special Astrophysical Observatory of the Russian AS, Russia 
Драгана Илић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Periodicity: the case study of light curves of a quasar E1821+643”  
14:40 – 15:10 
Бранко Малешевић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
    „Развој једног доказивача неких класа аналитичких неједнакости“ 
15:10 – 15:40 
Ivana Milović, University of Vienna, Department of Statistics 
Hannes Leeb, University of Vienna, Department of Statistics 
     „Conditional means of low-dimensional projections from high-dimensional data. 
Explicit error bounds.” 
15:40 – 16:10 
Татјана Станковић, Електротехничка школа ,,Никола Тесла”, Панчево 
Јасна Бошковић, Електротехничка школа ,,Никола Тесла”, Панчево 
     „Massword Path-креативно и безбедно“ 

 
 

 



 
 
 
 

 
2. ДАН, СУБОТА 5. НОВЕМБАР 2016. 

 
I СЕКЦИЈА: МАТЕМАТИКА И ПРИМЕНЕ ДАНАС 

 
10:00 – 10:30 
Давид Калај, Универзитет Црне Горе, Природно-математички факултет 
     „A result for HQC mappings from the unit disk onto a Jordan domain” 
10:30 – 11:00 
Божидар Јовановић, Математички институт САНУ 
     „Геометрија и динамика“ 
11:00 – 11:30 
Зоран Петровић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Маја Рославцев, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „О коначно генерисаним идеалима у полиномијалним прстенима над 
ненетериним валуационим доменима“ 
11:30 – 12:00 
Горан Ђанковић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Никола Лелас, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „Коваријанса између уопштених фон Манголтових и дивизорских функција у 
F_q[t]“ 
 
 
12:30 – 13:00 
Татјана Дошеновић, Универзитет у Новом Саду, Технолошки факултет 
Зоран Каделбург, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Стојан Раденовић, Универзитет у Београду, Машински факултет 
    „A note on a paper of Jachymski and Klima” 
13:00 – 13:30 
Драгана Недић, Универзитет у Источном Сарајеву, Саобраћајни факултет Добој 
Раде Лазовић, Универзитет у Београду, Факултет организационих наука 
Миленко Пикула, Универзитет у Источном Сарајеву, Филозофски факултет Пале 
    „Рјешавање инверзног граничног задатка типа Штурм-Лиувила са хомогеним 
кашњењем помоћу Фредхолмовог нелинеарног оператора“ 
13:30 – 14:00 
Биљана Војводић, Министарство науке и технологије Републике Српске 
Миленко Пикула, Универзитет у Источном Сарајеву, Филозофски факултет 
Владимир Владичић, Универзитет у Источном Сарајеву, Филозофски факултет 
    „Инверзни проблем оператора типа Штурм-Лиувила са два константна 
кашњења“ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
10:00 – 10:30 
Сандра Хоџић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „Апроксимација 1D и 2D једначине субдифузије“ 
10:30 – 11:00 
Александар Ђенић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Решавање проблема одређивања положаја аутобуских терминала применом 
паралелизоване методе променљивих околина“ 
11:00 – 11:30 
Јелена Станојевић, Универзитет у Београду, Економски факултет 
Катарина Кукић, Универзитет у Београду, Саобраћајни факултет 
    „Од Фибоначија до хаоса. Преглед економских модела у којима се појављује хаос“ 
11:30 – 12:00 
Сеад Решић, ПМФ Тузла 
Јусуф Мемић, Основна школа Сапна 
Елвир Чајић, Европски универзитет Калос, Тузла 
     „Primena Banachovog teoerema o fiksnoj tački u kompresiji slike“ 
 

 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 

II СЕКЦИЈА: МАТЕМАТИКА И ИНФОРМАТИКА У ОБРАЗОВАЊУ 
 
 
10:00 – 11:00 
Миодраг Матељевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     ,,Комплексни бројеви, еуклидска и нееуклидска геометрија” 
11:00 – 11:20 
Зоран Петровић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     ,,О дељивости у прстену полинома са више неодређених” 
11:20– 11:40 
Оливера Михић, Универзитет у Београду, Факултет организационих наука 
     ,,Фибоначијев низ и златни пресек - свуда око нас”   
11:40 – 12:00 
Синиша Јешић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
     ,,Вишекритеријумски алтернативни тестови у математици” 

 
 
 
12:30 – 13:00 
Владимир Балтић, Државни Универзитет у Новом Пазару; Математичка гимназија 
     ,,Дељивост бројева у основној и средњој школи” 
13:00 – 13:30  
Ивана Јововић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
     ,,Реализација Mupad процедуре за одређивање Moore-Penrose-овог инверза 
матрице” 
13:30 – 13:50  
Анђелка Симић, Гимназија „Бранислав Петронијевић“ Уб 
     ,,Спој математике, уметности и информатике” 
13:50 – 14:10 
Наталија Будински, Основна и средња школа са домом ученика ,,Петро Кузмјак”, 
Руски Крстур  
Драгица Милинковић, Универзитет у Источном Сарајеву, Педагошки факултет 
Бијељина 
     ,,Увођење појма функције кроз моделовање проблема у реалном контексту”  

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
14:40 – 15:00 
Снежана Тошовић, Основна школа „Танаско Рајић“ Чачак 
     ,,Математика у графитима као мотивација за осмаке” 
15:00 – 15:20 
Светлана Албијанић, ЈП Службени гласник, Београд 
     ,,Приказ монографије Педесет година Математичке гимназије” 
 
 
 
15:30 – 16:30 
Нивес Барановић, Филозофски факултет у Сплиту, Свеучилиште у Сплиту 
     ,,Развој геометријског мишљења кроз танграм активности (РАДИОНИЦА)” 
 

 



 
 
 
 
 
 

III СЕКЦИЈА:  НАУЧНОИСТРАЖИВАЧКИ И СТРУЧНИ РАД СТУДЕНАТА 
 

 
 
10:00 – 10:20 
Божидар Радивојевић, Microsoft Development Center Serbia 
     ,,Радити у MDCS-у: искуства бившег студента!” 
10:20 – 10:40 
Немања Јурић, Astria/Fincore, Београд 
Мирослав Марић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     ,,еШкола веба” 
10:40 – 11:00 
Младен Видић, Саобраћајни факултет Добој, Универзитет у Источном Сарајеву 
     ,,Вишекритеријумско вредновање система за управљање базама података 
методом АХП” 
11:00 – 11:20 
Стефан Спалевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Зорица Станимировић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     ,,Интерполација функција више променљивих” 
11:20 – 11:40 
Дино Спасовски, Универзитет у Београду, Математички факултет                                    
     ,,Use of Statistical Methods for Predicting and Preventing Terroristic Attacks” 
11:40 – 12:00 
Владимир Ђошовић, Универзитет у Београду, Математички факултет, Катедра за 
астрономију 
Бранислав Вукотић, Астрономска опсерваторија Београд  
Милан Ћирковић, Астрономска опсерваторија Београд 
Немања Мартиновић, Астрономска опсерваторија Београд                                                                     
     ,,Ћелијски модел галактичке настањиве зоне” 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12:30 – 12:50 
Бранко Малешевић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
Бојан Бањац, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет; Универзитет у 
Новом Саду, Факултет техничких наука 
Миша Јовановић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет; NORDEUS 
Николина Марковић, Гимназија у Лазаревцу                                    
     ,,Тродимензионална визуелизација модификованог модела Хајгенсовог 
планетаријума” 
12:50 – 13:10 
Rowaida Elmarghani, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 
     ,,Quasi-regularity of harmonic maps based on Blaschke products” 
13:10 – 13:30 
Shadia Shalandi, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 
     ,,Bi-Lipschicity of Quasiconformal Harmonic Mappings in n-dimensional space with 
respect to k-metric” 
13:30 – 13:50 
Вук Пајовић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
Милош Вујадиновић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
Александар Левић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
     ,,Модерни методи решавања Проблема трговачког путника” 
13:50 – 14:10 
Ивана Милић Житник, Астрономска опсерваторија Београд            
     ,,Утицај силе Јарковског и резонанци у средњем кретању на кретање астероида 
у Главном астероидном појасу” 
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