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П Р Е Д Г О В О Р 
 
 
 Шести симпозијум ,,МАТЕМАТИКА И ПРИМЕНЕ”, национални скуп са 
међународним учешћем, одржан је 16. и 17. октобра 2015. године у организацији 
Математичког факултета Универзитета у Београду и Српске академије наука и 
уметности.  Скуп је одржан уз подршку Министарства просвете, науке и технолошког 
развоја Републике Србије.  
 
 Програм Симпозијума се одвијао у три паралелне секције: 
 

• Математика и примене - данас 
• Математика и информатика у образовању 
• Научноистраживачки и стручни рад студената 

 
 Отварање Симпозијума одржано је у петак, 16. октобра у свечаној сали САНУ. На 
отварању Симпозијума, учеснике и госте су поздравили академик Драгош Цветковић, 
секретар одељеља САНУ за математику, физику и геонауке и Миодраг Матељевић, 
дописни члан САНУ и председник Програмског одбора Симпозијума. Након отварања, 
одржана су два пленарна предавања, а затим је рад на Симпозијуму настављен по 
секцијама. 
 Излагања у секцији „Математика и примене - данас” била су посвећена 
актуелним темама у применама математике у различитим областима, новим правцима 
у истраживањима и постигнутим резултатима. У оквиру секције „Математика и 
информатика у образовању”,  предавачи су скренули пажњу на актуелне проблеме у 
настави математике и информатике и предложили неке идеје за решавање тих 
проблема. Традиционално, секција „Математика и информатика у образовању” је 
окупила многе наставнике математике и информатике из основних и средњих школа, 
који су активно учествовали у дискусији поводом различитих тема које се тичу 
процеса учења, наставе, мотивације ученика, популаризације математике, итд. Трећа 
секција  била је посвећена научноистраживачком и стручном раду студената са свих 
нивоа студија. Студенти неколико факултета су у оквиру ове секције представили своје 
научне и стручне радове, као и резултате пројеката на којима учествују. 
 Шестом симпозијуму ,,Математика и примене” је присуствовало око 200 
учесника и гостију из земље и иностранства. Кроз секције Симпозијума, своје 
резултате представило је око 95 истраживача из реномираних научноистраживачких 
институција из земље и иностранства. У секцији Математика и информатика у 
образовању” активно је учествовало око 100 професора математике и информатике из 
основних и средњих школа широм Србије. Са задовољством можемо констатовати да 
су испуњени главни циљеви скупа: сагледавање постојећих и отварање нових 
могућности примене математике у различитим областима, унапређивање наставе 
математике и рачунарства, активно учешће студената у научним и стручним 
активностима.  
 
 Захваљујемо свим учесницима на успешној реализацији скупа и постигнутим 
резултатима и унапред се радујемо VII Симпозијуму ,,Математика и примене”, који ће 
се одржати 4. и 5. новембра у организацији Математичког факултета Универзитета у 
Београду и Српске академије наука и уметности.  
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Hyperbolic geometry and Schwarz lemma

Miodrag Mateljević
Faculty of Mathematics, University of Belgrade

e-mail: miodrag@matf.bg.ac.rs

1. Hyperbolic geometry

The "flat" geometry of everyday intuition is called Euclidean geometry (or parabolic geometry), and the non-
Euclidean geometries are called hyperbolic geometry (or Lobachevsky-Bolyai-Gauss geometry). The definition
of parallel lines (in both Euclidean and hyperbolic geometry) is: Parallel lines are infinite lines in the same plane
that do not intersect.

In Euclidean geometry, we can use this definition to prove the theorem that "parallel lines are equidistant
along their length". When students are asked to prove this theorem, they often complain: "It is obvious, I can see
that they are equidistant - what are you asking me to do?" In elementary and high school we accept some concepts
(when we were very young) and the statements and later it is difficult to change it. The Eucldean geometry is an
example of it. Since we use mental images of parallel lines, squares and circles as our definitions, it is difficult to
accept non-Euclidean postulate. This, in mathematics and in particular in geometry, can be completely wrong.

In hyperbolic geometry the parallel postulate of Euclidean geometry is replaced with non-Euclidean postu-
late: For any given line l and point P not on l, in the plane containing both line l and point P there are at least
two distinct lines through P that do not intersect l (compare this with Playfair’s axiom, the modern version of
Euclid’s parallel postulate).

There are a lot of differences between Euclidean and non-Euclidean geometry. For example, in Euclidean
geometry, the notion of area is based on the area of a rectangle. The area of parallelograms and triangles follows
easily from this definition. The area of other regions is determined by a limiting process involving an approx-
imation by rectangles. In hyperbolic geometry, we do not have figures analogous to rectangles. A hyperbolic
quadrilateral has angle sum less than π so cannot have four right angles. Instead, we use triangles as basic figures.

The strangeness and counter-intuitiveness of non-Euclidean geometry helps students to understand the diff-
erences between definitions and theorems, the concepts of axioms and proofs as they are used in geometry.

The development of non-Euclidean geometry caused a profound revolution, not just in mathematics, but in
science and philosophy as well. Einstein and Minkowski found in non-Euclidean geometry a geometric basis for
the understanding of physical time and space.

In this paper we give an introduction to the fascinating subject of planar Hyperbolic geometry. Our approach
is related to Schwarz’s lemma and methods of Complex Analysis.

Our discussion in Section 1 includes postulates which are equivalent to the parallel postulate, properties of
the cross-ratio, model of non-Euclidean (Lobachevsky) geometry, non-Euclidean and psedo-hyperbolic distance
and the hyperbolic law of cosines and sines.

In Section 2 we give approach to Hyperbolic geometry via Schwarz lemma. In particular, we derive the
formula for the area of a hyperbolic triangle.

In section 3 we shortly discuss a few unpublished results of the author. Theorems 5-6 are versions of the
Earle-Hamilton fixed point theorem (independently obtained by the author).

In Section 4 we shortly discuss the place hyperbolic geometry in mathematic and science.

1.1. Euclidean geometry

The Pythagorean theorem forms the basis of trigonometry and it has been applied to real-world problems
since at least 1500 B.C. Mathematicians often include The Pythagorean theorem in top dozen candidates for
favorite mathematical theorems ( that are relatively easy for non-mathematicians to understand). For example,
David Joyce, Professor of Mathematics at Clark University Updated Jul 28, 2015, said there are so many important
theorems, but two I would list in any listing are:
The Pythagorean theorem - anything to do with geometry depends on it.
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The Fundamental Theorem of Calculus, in particular, the version that says∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a).

It is what makes analysis work.
There are large literature related to the Pythagorean theorem, see for example [12] and literature cited there.

In mathematics, the Pythagorean theorem or Pythagoras’ theorem is a relation in Euclidean geometry among the
three sides of a right triangle. It states that the square of the hypotenuse (the side opposite the right angle) is equal
to the sum of the squares of the other two sides. The theorem can be written as an equation relating the lengths
of the sides a, b and c, often called the Pythagorean equation:

a2 + b2 = c2,

where c represents the length of the hypotenuse, and a and b represent the lengths of the other two sides.
Let us take one practical example.

Question. If the pole height 8m breaks at a height of 3m (but not quite) as much as the top after falling to the
ground away from the foot. Using an approximation of reality to the ideal world of mathematics we can find the
distance d by formula d2 + 32 = 52. Hence, d = 4m.

The Pythagorean theorem is named after the Greek mathematician Pythagoras (ca. 570 BC - ca. 495 BC),
who by tradition is credited with its proof, although it is often argued that knowledge of the theorem predates
him. There is evidence that Babylonian mathematicians understood the formula, although there is little surviving
evidence that they used it in a mathematical framework. Also, Mesopotamian, Indian and Chinese mathematicians
have all been known for independently discovering the result, some even providing proofs of special cases. The
converse of the theorem is also true:

For any three positive numbers a, b, and c such that a2 + b2 = c2, there exists a triangle with sides a, b and
c, and every such triangle has a right angle between the sides of lengths a and b.

An alternative statement is: For any triangle with sides a, b, c, if a2 + b2 = c2, then the angle between a and
b measures 90◦.

This converse also appears in Euclid’s Elements (Book I, Proposition 48):
"If in a triangle the square on one of the sides equals the sum of the squares on the remaining two sides of

the triangle, then the angle contained by the remaining two sides of the triangle is right."
The Pythagorean theorem is a special case of the more general theorem relating the lengths of sides in any

triangle, the law of cosines:

a2 + b2 − 2ab cos θ = c2,

where θ is the angle between sides a and b.
When θ is 90◦, then cos θ = 0, and the formula reduces to the usual Pythagorean theorem.
In a Euclidean space, the sum of measures of these three angles of any triangle is invariably equal to the

straight angle, also expressed as 180◦, π radians, two right angles, or a half-turn.
It was unknown for a long time whether other geometries exist, where this sum is different. The influence of

this problem on mathematics was particularly strong during the 19th century. Ultimately, the answer was proven
to be positive: in other spaces (geometries) this sum can be greater or lesser, but it then must depend on the
triangle. Its difference from 180◦ is a case of angular defect and serves as an important distinction for geometric
systems.

In Euclidean geometry, the triangle postulate states that the sum of the angles of a triangle is two right an-
gles. This postulate is equivalent to the parallel postulate [10]. In the presence of the other axioms of Euclidean
geometry, the following statements are equivalent:
Triangle postulate: The sum of the angles of a triangle is two right angles.
Playfair’s axiom: Given a straight line l and a point M not on the line, exactly one straight line may be drawn
through the point parallel to the given line in the plane defined by l and M .
Proclus’ axiom: If a line intersects one of two parallel lines, it must intersect the other also.
Equidistance postulate: Parallel lines are everywhere equidistant (i.e. the distance from each point on one line to
the other line is always the same).

2
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Triangle area property: The area of a triangle can be as large as we please.
Three points property: Three points either lie on a line or lie on a circle.
Pythagoras’ theorem: In a right-angled triangle, the square of the hypotenuse equals the sum of the squares of the
other two sides.

Euclidean disks in the hyperbolic model U are also hyperbolic disc and vice versa. So, at first glance one can
think that Three points property holds in a hyperbolic model, but it is easy to construct counter example. Namely,
in hyperbolic model U ⊂ C take a point z0 on the unit circle and a circle K with center at z0 and let K ′ be the
intersection of K and U. If we take three different points z1, z2 and z3 on K ′, then Three points property is not
true for those points.

1.2. The cross-ratio

The cross-ratio of a 4-tuple of distinct points on the real line with coordinates z1, z2, z3, z4 is given by

(z1, z2; z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z1 − z4)
.

We also use notation ( )cr or [ ] = [ ]cr for cross-ratio if there is no possibility of confusion. It can also be
written as a ”double ratio” of two division ratios of triples of points:

(z1, z2; z3, z4) =
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

.

The same formulas can be applied to four different complex numbers and can also be extended to the case
when one of them is the symbol ∞, by removing the corresponding two differences from the formula. The
formula shows that cross-ratio is a function of four points, generally four numbers z1, z2, z3, z4 taken from C.

From the definition of the cross-ratio it follows (z1, z2; z3, z4) tends to z1 − z3
z2 − z3

, when z4 tends to ∞, and we

define (z1, z2; z3,∞) =
z1 − z3
z2 − z3

. Hence (z1, z2; 0,∞) =
z1
z2

and, in particular, (z, 1; 0,∞) = z.
There are 24 possible permutations of the four coordinates; it is clear from definition of the cross-ratio that

some permutations leave the cross-ratio unaltered. In fact, exchanging any two pairs of coordinates preserves the
cross-ratio:

(z1, z2; z3, z4) = (z2, z1; z4, z3) = (z3, z4; z1, z2) = (z4, z3; z2, z1).

Using these symmetries, there can then be 6 possible values of the cross-ratio, depending on the order in
which the points are given. These are:

(z1, z2; z3, z4) = λ, (z1, z2; z4, z3) =
1

λ
, (z1, z3; z4, z2) =

1

1− λ
, (1)

(z1, z3; z2, z4) = 1− λ , (z1, z4; z3, z2) =
λ

λ− 1
, (z1, z4; z2, z3) =

λ− 1

λ
. (2)

We give two interesting application of the cross-ratio technique.

Proposition 1 (Ptolemy theorem). Let z1, z2, z3, z4 be cyclic quadrilateral, and a, b, a′, b′ the lengths of sides
z1z2, z2z2, z2z4, z4z1 respectively and d1, d2 the lengths of diagonals z1z3, z4z2. Then d1d2 = aa′ + bb′.

Outline of the proof: We have λ = [z1, z2; z4, z3] =
bb′

d1d2
, µ = [z2, z3; z1, z4] =

aa′

d1d2
and λ+ µ = 1.

The projection from a point onto a plane or central projection: If C is a point, called the center of projection,
then the projection of a point P different from C onto a plane that does not contain C is the intersection of the
line CP with the plane. The points P such that the line CP is parallel to the plane do not have any image by the
projection, but one often says that they project to a point at infinity of the plane (see projective geometry for a
formalization of this terminology).

Definition 1. Let l1 and l2 be two lines in a plane and let S be a point in the same plane which does belong to
l1 ∪ l2. The mapping f : l1 → l2 which sends a point M ∈ l1 to the point f(M) = SM ∩ l2 we call central
projection of the line l1 on the line l2 from the center S.

3
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Proposition 2. The cross ratio is invariant with respect central projection.

Proof. Suppose that Li: y = kix and L: y = kx+m are lines and let the points zi be the intersection of Li with
L. Then xi =

m
ki−k , zi = xi(1 + iki) = (1 + iki)

m
ki−k = mz′i and z′i − z′j = [ 1

ki−k − 1
kj−k ](1 + ik). If we set

ak = 1
ki−k , then [z1, z2; z3, z4] = [z′1, z

′
2; z

′
3, z

′
4] = [a1, a2; a3, a4] = [k1, k2; k3, k4].

1.3. Hyperbolic geometry

An angle equal to 1/2 turn (180◦ or π radians) is called a straight angle.
Angles larger than a right angle and smaller than a straight angle (between 90◦ and 180◦) are called obtuse

angles.
Absolute geometry is another term for "neutral geometry" and refers to what can be deduced from using

all of Euclid’s axioms, except for any axiom equivalent to the the parallel postulate, also called Euclid’s fifth
postulate, because it is the fifth postulate in Euclid’s Elements.

Parallel postulate: If a line segment intersects two straight lines forming two interior angles on the same side
that sum to less than two right angles, then the two lines, if extended indefinitely, meet on that side on which the
angles sum to less than two right angles.

Euclidean geometry is the study of geometry that satisfies all of Euclid’s axioms, including the parallel pos-
tulate. A geometry where the parallel postulate does not hold is known as a non-Euclidean geometry. Geometry
that is independent of Euclid’s fifth postulate (i.e. only assumes the modern equivalent of the first four postulates)
is known as absolute geometry (or, in other places, known as neutral geometry).

One can also prove in absolute geometry the exterior angle theorem (an exterior angle of a triangle is larger
than either of the remote angles), as well as the Saccheri-Legendre theorem, which states that the sum of the
measures of the angles in a triangle has at most 180◦.

The alternate interior angle theorem states that if lines a and b are cut by a transversal t such that there is a
pair of congruent alternate interior angles, then a and b are parallel. However, the converse is equivalent to the
parallel postulate and is not true in the Absolute geometry.

Proposition 31, in Euclid’s Elements, is the construction of a parallel line to a given line through a point not
on the given line. As the proof only requires the use of Proposition 27 (the Alternate Interior Angle Theorem),
it is a valid construction in absolute geometry. More precisely, given any line l and any point P not on l, there is
at least one line through P which is parallel to l. This can be proved using a familiar construction: given a line l
and a point P not on l, drop the perpendicular m from P to l, then erect a perpendicular n to m through P . By the
alternate interior angle theorem, l is parallel to n.

Absolute geometry is an incomplete axiomatic system, in the sense that one can add extra independent
axioms without making the axiom system inconsistent. One can extend absolute geometry by adding different
axioms about parallel lines and get incompatible but consistent axiom systems, giving rise to Euclidean or hy-
perbolic geometry. Thus every theorem of absolute geometry is a theorem of hyperbolic geometry and Euclidean
geometry. However the converse is not true.

The sum of the angles of a hyperbolic triangle is less than 180◦. The relation between angular defect and the
triangle’s area was first proven by Johann Heinrich Lambert.

One can easily see how hyperbolic geometry breaks Playfair’s axiom, Proclus’ axiom (the parallelism, de-
fined as non-intersection, is intransitive in an hyperbolic plane), the equidistance postulate (the points on one
side of, and equidistant from, a given line do not form a line), and Pythagoras’ theorem. A circle cannot have
arbitrarily small curvature, so the three points property also fails.

The sum of the angles can be arbitrarily small (but positive). For an ideal triangle, a generalization of hyper-
bolic triangles, this sum is equal to zero.

The Poincaré disk model also called the conformal disk model, is a model of 2−dimensional hyperbolic
geometry in which the points of the geometry are inside the unit disk, and the straight lines consist of all segments
of circles contained within that disk that are orthogonal to the boundary of the disk, plus all diameters of the disk.
Hyperbolic Straight lines consist of all arcs of Euclidean circles contained within the disk that are orthogonal to
the boundary of the disk, plus all diameters of the disk.

1.4. Model of non-Euclidean (Lobachevsky) geometry

Recall if we suppose that axioms of absolute geometry are true then Euclid’s fifth postulate is equivalent to
the following.
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Playfair axiom: In a plane, given a line and a point not on it, at most one line parallel to the given line can be
drawn through the point.

The famous Pythagorean Theorem is also Equivalent to the Parallel Postulate.
From now on, we assume the existence of a model for Euclidean Geometry. Within the euclidian model we

will construct a hyperbolic model.
By U we denote the unit circle in Euclidean plane; sometimes the notation D is used. Points of U are U-hyp

points, U-hyp lines are intersection of circles orthogonal on T and lines through coordinate origin O with U.
Points in H are H-hyp points and H-hyp lines are intersections of circles and Euclidean lines orthogonal on

R with H.
Points of U are U-klein points. U-klein lines are intersection of Euclidean lines with U.
If K is H-hyp line defined by Euclidean circle K̂, the points a, b which belongs to the intersection of K̂ and

R are ideal point of K.
Recall Parallel postulate: If l is a line in a plane P , then l divides the plane on two half-plane say P 1 and

P 2. Let p and q be two line at P which intersect l respectively at point P and Q and let P ′ and Q′ be points in
say P 1 respectively on p and q. If the sum of measure of angles QPP ′ and PQQ′ is less then two right angles,
then there is a common point of p and q in P 1.

An important equivalent of Euclid’s parallel postulate is the following postulate.
Parallel-Transversal postulate: If the two lines are parallel and l a transversal which intersects them, then

consecutive interior angles are supplementary (they add up to two right angles), corresponding angles are equal,
and alternate angles are equal.

In geometry, a transversal is a line that passes through two lines in the same plane at two distinct points.
Transversals play a role in establishing whether two other lines in the Euclidean plane are parallel. The in-
tersections of a transversal with two lines create various types of pairs of angles: consecutive interior angles,
corresponding angles, and alternate angles. By an equivalent of Euclid’s parallel postulate, if the two lines are
parallel, consecutive interior angles are supplementary (they add up to two right angles), corresponding angles
are equal, and alternate angles are equal.

Recall that:
L1. In Euclidean geometry corresponding and alternate angles on transversal which intersects parallel lines

are equal.
L2. In Euclidean geometry, the triangle postulate states that the sum of the angles of a triangle is two right

angles (π). This postulate is equivalent to the parallel postulate.

Proposition 3. In Euclidean geometry, the triangle postulate is equivalent to the parallel postulate.

Proof. We will only outline a proof. Let ABC be a triangle with angles α, β and γ at corners A, B and C
respectively. By Playfair’s axiom there is exactly one straight line c′ through the point parallel to the given line
c defined by the points A and B. Let b and a respectively be lines defined by the points A and C, and B and C
respectively. The lines b and a respectively intersects parallel line c and c′ at points A (respectively B) and C
and by Euclid’s parallel postulate alternate angle α′ at corner C and angle α are equal. In a similar way alternate
angle β′ at corner C and angleα are equal. The union of of these three angles α′, γ and β′ is a half-plane and
the sum of measures of these three angles equal to the straight angle, also expressed as 180◦, π radians, two right
angles, or a half-turn.

Motions in Euclidean geometry are isometry. It is easy to check that Translations Ta(z) = z+a and rotations
Rα = eiαz are Euclidean isometry. It is well known that :

(T1) Every isometry is composition translation and rotation.
(T2) Every isometry is composition at most 3 reflections.
On the hand, the isometry in geometry of Lobachevsky are Möbius transformation.
It is convenient to consider parallel model on U and H.

1.5. Hyperbolic distance

In this subsection we derive the formulas for for non-Euclidean distance.
Let I = [iy1, iy2], y1 < y2. Then d(iy1, iy2) =

∑∫
I

dy
y = ln y2

y1
.

Let z1 and z2 points in H. Then there exists a unique H-hyp line l throughout those points and let a and b be
ideal points of line l.
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Suppose that a < b and that the point z1 is between a and z2. Define {z1, z2} = [z2, z1; a, b]. Möbius
transformation L(z) = z−a

b−z maps l on Y + = {iy : y > 0}. L maps points z2, z1; a, b, respectively, to the points
iy2, iy1, 0,∞. Hence, {z1, z2} = {iy1, iy2} = y2

y1
and d = ln{z1, z2}.

Model on the unit disk: Using conformal mappings A(z) = z−i
z+i we can define hyperbolic distance na U. Let

K = K(z1, z2) circle orthogonal on T throughout points z1 i z2 and denote by a and b the intersection points K
and T. Usually we denote the intersection points such that z1 is between a and z2.

Recall that [z1, z2; a, b] = z1−a
z1−b : z2−a

z2−b . For example, if a = −1 and b = 1, then, according to the notation,
we have z1 = 0 and z2 = r, 0 < r < 1. Since [0, r;−1, 1] = 1−r

1+r , it is 0 < [0, r;−1, 1] < 1. Therefore, it
is convenient to define {z1, z2} = [z1, z2; a, b]2 = z2−a

z2−b : z1−a
z1−b . It follows that, according to our convention on

notation, {z1, z2} > 1 and {z1, z2} · {z2, z3} = {z1, z3}. Also, if we define dhyp(z1, z2) = ln{z1, z2}, then
{0, r} = 1+r

1−r .
Define Tz1(z) =

z−z1
1−z1z

, φz1 = −Tz1 and σ(z1, z2) = |Tz1(z2)| = | z−z1
1−z1z

|.
Schwarz’s lemma yields motivation to introduce hyperbolic distance: If f ∈ Hol(U,U), then

σ(fz1, fz2) 6 σ(z1, z2).

Consider F = φw1 ◦ f ◦ φz1 , wk = f(zk). Then F (0) = 0 and |φw1(w2)| 6 |φz1(z2)|.
Hence,

|f ′(z)| 6 1− |fz|2

1− |z|2
.

By notation w = f(z) and dw = f ′(z)dz, so

|dw|
1− |w|2

6 |dz|
1− |z|2

.

Define the density ρ(z) = 1
1−|z|2 .

For a vector v ∈ TzC we define |v|ρ = ρ(z)|v| and we set v∗ = dfz(v). Then |v∗|ρ 6 |v|ρ.
If γ piecewise smooth then define |γ|ρ =

∫
γ
ρ(z)|dz| and d(z1, z2) = inf |γ|ρ, where the infimum is taken

over all paths γ in U joining the points z1 and z2.
Let G be a simply connected domain different from C and let ϕ : G → U be a conformal isomorphism.

Define the pseudo hyperbolic distance on G by φG
a (z) = φb(ϕ), where b = ϕ(a), and δG(a, z) = |φG

a (z)|.
Verify that the pseudo hyperbolic distance on G is independent of conformal mapping ϕ. In particular, using
conformal isomorphism A(w) = Aw0(w) = w−w0

w−w0
of H onto U, we find φH,w0(w) = A(w) and therefore

δH(w,w0) = |A(w)|.

Proposition 4. If G and D are conformally isomorphic to U and f ∈ Hol(G,D), then

δD(fz, fz′) 6 δG(z, z
′),

for all z, z′ ∈ G.

Whether δH is related to a density function? Note that, for z = x+ iy ∈ H, that
(*) σH(z, z + h)/|h| = 2

z+h−z tends to y−1 if h tends to 0. Thus y−1 is hyperbolic density and it defines dhyp
hyperbolic metric in a standard way.

Check that

dhyp(z1, z2) = ln
1 + σ(z1, z2)

1− σ(z1, z2)
= ln

|1− z1z2|+ |z1 − z2|
|1− z1z2| − |z1 − z2|

,

where d = dhyp = dhypU .
By arcosh and arsinh we denote inverses of hyperbolic functions:
arsinhx = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
, arcoshx = ln

(
x+

√
x2 − 1

)
;x > 1.

Proposition 5. a) If d = dhypH = HypH , then
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dist(⟨x1, y1⟩, ⟨x2, y2⟩) = arcosh

(
1 +

(x2 − x1)
2
+ (y2 − y1)

2

2y1y2

)
.

b) If d = dhypU , then

cosh d(z, w) =
(1 + |z|2)(1 + |w|2)− 4|z||w| cosα

(1− |z|2)(1− |w|2)
,

for all z, w ∈ U.

Proof. We have cosh d = 1
2 (e

d + e−d) = 1
2 (

1+σ
1−σ + 1−σ

1+σ ) = 1+σ2

1−σ2 = 1 + 2σ2

1−σ2 on H. Hence, cosh d =

1 + 2 |z1−z2|2
|z1−z2|2−|z1−z2|2 , and since |z1 − z2|2 − |z1 − z2|2 = 4y1y2, we find

cosh d = 1 +
|z1 − z2|2

2y1y2
.

In general, the distance between two points measured in this metric along such a geodesic is:

dist(⟨x1, y1⟩, ⟨x2, y2⟩) = arcosh

(
1 +

(x2 − x1)
2
+ (y2 − y1)

2

2y1y2

)
.

b) Let α be the measure of angle for between z and w. Then I1 = |z − w|2 = |z|2 + |w|2 − 2|z||w| cosα and
I2 = |1− zw|2 = 1 + |zw|2 − 2|z||w| cosα and therefore I = I1 + I2 = (1 + |z|2)(1 + |w|2)− 4|z||w| cosα
and I = I2 − I1 = (1− |z|2)(1− |w|2). Since cosh d = 1+σ2

1−σ2 = I/J , then b) follows.

Example 1. (a) Let Q = {z = x+iy : x, y > 0} and Z(z) = 1
2 (z+z−1). Then Z(Q) = {w : Rew > 0}\[1,∞)

and Z(U) = C \ [−1, 1].
(b) Let G = {z = x + iy : |z| < 1, x, y > 0}, l1 = [0, 1], l2 = {eit : 0 < t < π/2} and l3 = [i, 0]. Then

Z maps respectively l1, l2 and l3 on l′1 = [+∞, 1], l′2 = (1, 0) and l′3 = [0,−i∞]. Hence Z maps G onto IV
quadrant Q4 = {w = u+ iv : u > 0, v < 0}.

(c) If P = {w : Rew > 0}, then δP (w
′, w) = |w

′−w
w′+w |.

(d) Note that Z(Q) ∩ Z(U) = {w : Rew > 0} \ (0,∞). If A,B and Y are sets and f injective mapping on
A∪B into Y , then (1) f(A∩B) = f(A)∩f(B). Explain way we can apply (1) in the item (b). Also, for f given by
f(z) = z2, that maps Q4 onto H− = {w : Imw < 0}. Hence, δH−(w′, w) = |w

′−w
w′−w | and δG(z

′, z) = |w
′2−w2

w′2−w2 |,
where w = Z(z) and w′ = Z(z′).

1.6. The hyperbolic law of cosines and sines

A good reference for this subsection is Ahlfors book [2]. For a right triangle in hyperbolic geometry with
sides a, b, c and with side c opposite a right angle, the relation between the sides takes the form:

cosh c = cosh a cosh b,

where cosh is the hyperbolic cosine. This formula is a special form of the hyperbolic law of cosines that applies
to all hyperbolic triangles:

Proposition 6 (I. The hyperbolic law of cosines).

cosh c = cosh a cosh b− sinh a sinh b cos γ

with γ the angle at the vertex opposite the side c.

By using the Maclaurin series for the hyperbolic cosine, coshx = 1+ x2/2 + o(x2), it can be shown that as
a hyperbolic triangle becomes very small (that is, as a, b, and c all approach zero), the hyperbolic relation for a
right triangle approaches the form of Pythagoras’ theorem.

In hyperbolic geometry when the curvature is −1, the law of sines becomes:

7
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Proposition 7 (II. The hyperbolic law of sines). For a hyperbolic triangle ABC,
sinA

sinh a
=

sinB

sinh b
=

sinC

sinh c
.

In the special case when B is a right angle, one gets sinC =
sinh c

sinh b
, which is the analog of the formula in

Euclidean geometry expressing the sine of an angle as the opposite side divided by the hypotenuse.
Proof of I: By an abuse of notation, we use the same symbols for vertices and the measures of corresponding

angles. Without loss of generality we can suppose C = 0, 0 < B < 1 and A = eiCs, where 0 < s < 1. Then
B = tanh(a/2), A = tanh(b/2)eiC and σ(A,B) = tanh(c/2). As in Euclidean trigonometry all trigonometric
function we can express by tanh. For hyperbolic cos and sin (see also Proposition 5),

coshx =
1 + tanh2(x/2)

1− tanh2(x/2)
, sinhx =

2 tanh(x/2)

1− tanh2(x/2)
.

Also,

cosh c = (3)
(1 + tanh2(a/2))(1 + tanh2(b/2))− 4 tanh(a/2) tanh(b/2) cosC

(1− tanh2(a/2))(1− tanh2(b/2))
(4)

= cosh a cosh b− sinh a sinh b cos γ. (5)

Proof of II: By the hyperbolic law of cosines,

cosC =
cha chb− chc

sha shb
,

sin2 C =
(ch2a− 1)(ch2b− 1)− (cha chb− chc)2

sh2ash2b
,

sin2 C

sh2c
=

1− ch2a− ch2b− ch2c+ 2cha chb chc

sh2ash2bsh2c
.

Since the formula is symmetric, II follows.

2. Schwarz lemma and Hyperbolic geometry

In this section we give more details related to connections between Schwarz lema and Hyperbolic geom-
etry. In particular, we derive the formula for the area of a hyperbolic triangle,the gauss-bonnet formula: If the
hyperbolic triangle ABC has angles α, β, γ, then its area is π − (α+ β + γ).

If D and G are two domains in complex plane C by Hol(G,D) we denote the family of all holomorphic
mappings f : G → D.

For a G domain in C, by HypG we denote the hyperbolic distance on G. Note that

δG = tanh(HypG/2). (6)

The considerations in Section 1 lead to the following result:

Proposition 8. If G and D are conformally isomorphic to U and f ∈ Hol(G,D), then
(a) δD(fz, fz′) 6 δG(z, z

′), z, z′ ∈ G and
(b) HypD(fz, fz′) 6 HypG(z, z

′), z, z′ ∈ G.
If the equality holds for z ̸= z′ ∈ G holds in (a) or (b), then f is conformal isomorphism of G onto D.

This result can be considered as a version of Schwarz lemma and gives an close connection between holo-
morphic functions and hyperbolic distances.

2.1. The Schwarz lemma 1

If |a| < 1 define the Möbius transformation

φa(ζ) =
ζ − a

1− a ζ
. (7)
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Example 2. Fix a ∈ D. Then φa(0) = −a, φa(a) = 0, φa is a one-to-one mapping which carries T onto T, D
onto D. The inverse of φa is φ−a.

Check that φ′
a(z) = (1− |a|2)(1− āz)−2 and in particular φ′

a(0) = (1− |a|2), φ′
a(a) = (1− |a|2)−1.

Suppose that f : D → D is an analytic map and f(0) = 0. The classic Schwarz lemma states : |f(z)| 6 |z|
and |f ′(0)| 6 1.

A standard proof is based on an application of the Maximum Modulus Theorem to the function g defined by
g(z) = f(z)

z for z ̸= 0 and g(0) = f ′(0).
Now we shall drop the assumption f(0) = 0. Let f : D → D is an arbitrary analytic map. Fix an arbitrary

point z ∈ D and consider the mapping F = φw ◦ f ◦ φ−z , where w = f(z). Since φ−z(0) = z, F (0) = 0. By
an application of Schwarz lemma,

|F (ζ)| = |φw ◦ f ◦ φ−z(ζ)| 6 |ζ|, ζ ∈ D, (8)

and |F ′(0)| 6 1. Hence, since F ′(0) = φ′
w(w)f

′(z)φ′
−z(0), we find

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

6 1

1− |z|2
, z ∈ D , (9)

with equality only if F = eiαId, that is f = φ−w ◦ (eiαφz).
Hence, equality holds in (9) if and only if f is a Möbius transformation of D onto itself.
Let ω be an arbitrary point in D and ζ = φz(ω), ζ ′ = φw(f(ω)). Then φ−z(ζ) = ω, F (ζ) = ζ ′ and by (8),

we find |φw(f(ω))| 6 |φz(ω)|.
It is convenient to introduce a pseudo-distance

δ(z, ω) = |φz(ω)| =
∣∣∣∣ z − ω

1− ω z

∣∣∣∣, (10)

which is a conformal invariant.
Thus

δ(f(z), f(ω)) 6 δ(z, ω), (11)

with equality only if f is a Möbius transformation of D onto itself.
This shows that the Riemannian metric, whose element of length is

ds = λ(z)|dz| = 2 |dz|
1− |z|2

, (12)

is invariant under conformal self-mappings of the disk.
In this metric every rectifiable arc γ has length

|γ|hyp =

∫
γ

2 |dz|
1− |z|2

and |f ◦ γ|hyp = |γ|hyp, if f is a Möbius transformation of D onto itself.
We call the distance determined by this metric the non-Euclidean distance (hyperbolic) and denote by λ; we

also use notation λ(z) = 2
1−|z|2 for metric density and ||h||λ = λ(z)|h| for h ∈ Tz .

The fact that the hyperbolic distance is invariant under self-mapping of the disk we can state in the form: If
h ∈ Tz , A ∈ Aut(D) and h∗ = A′(z)h, then ||h∗||λ = ||h||λ for every z ∈ D and every h ∈ Tz .

If γ is a piecewise continuously differentiable path which joins 0 and r, 0 6 r < 1, and I0 = [0, r] using
obvious geometric interpretation and the circular projection p(z) = |z|, we find |γ|hyp > |I0|hyp and hence

λH(0, r) = |I0|hyp = ln
1 + r

1− r
.

9
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Thus, the shortest arc from 0 to any other point is along a radius. So, the geodesics are circles orthogonal to
T = {|z| = 1}. The non-Euclidean distance from 0 to r is

λ(0, r) =

r∫
0

2 dt

1− t2
= ln

1 + r

1− r
. (13)

Since δ(0, r) = r, it follows that non-Euclidean distance λ is connected with δ through δ = tanh λ
2 .

Hence, the hyperbolic distance on the unit disk D is

λ(z, ω) = ln
1 +

∣∣∣ z−ω
1−zω̄

∣∣∣
1−

∣∣∣ z−ω
1−zω̄

∣∣∣ . (14)

If f : D → D is an arbitrary analytic map, then

λ(fz, fω) 6 λ(z, ω).

Exercise 1. Check the formula (13).

Solution. f(t) = 2
1−t2 , f(t) = 1

1−t +
1

1+t , F =
∫
f(t) = − ln(1− t) + ln(1 + t). Hence λ(0, r) =

∫ r

0
f(t) =

− ln(1− t)|r0 + ln(1 + t)r0 = ln(1 + r)− ln(1− r) = ln 1+r
1−r .

Exercise 2. If γ is a piecewise continuously differentiable path in D, whether |γ|hyp = |γ|δ?

2.2. The upper half plane

A region G is conformally equivalent to a region D if there is an analytic bijective function f mapping G to
D; we call f conformal isomorphism. Conformal equivalence is an equivalence relation. Conformal isomorphism
of a domain onto itself is called conformal automorphism. Conformal automorphisms of a domain D form a group
which we denote by AutD.

If f0 : G → D is a fixed conformal isomorphism, then every conformal isomorphism f : G → D can be
represented in the form

f = ϕ ◦ f0, ϕ ∈ AutD. (15)

Example 3. Describe Aut(H).
If A ∈ Aut(H), there is a point x0 ∈ R such that A(x0) = ∞. We consider two cases.

Case (i) x0 = ∞. Then A = L, where L(z) = λz + s, λ > 0 and s ∈ R.
Case (ii) x0 ∈ R. Define w = T (z) = − 1

z +x0. Then T−1(w) = 1
x0−w and A◦T maps ∞ to ∞. Hence A◦T =

L, for some λ > 0 and s ∈ R, and therefore f = L◦T−1. That is A(w) = λT−1(w)+s = λ 1
x0−w +s = a1z+b1

x0−w ,
where a1 = −s and b1 = λ+ sx0. Therefore, every A ∈ Aut(H) can represented in the form

f(z) =
az + b

cz + d
, (16)

where a, b, c, d ∈ R and D = D(f) = ad− bc = 1. If A is represented by (16), then

Az −Az =
z − z̄

|cz + d|2
. (17)

Hence, it is clear that A ∈ Aut(H).
There is another way to describe Aut(H) using (w, 1; 0,∞) = w. Namely, if A carries points x2, x3, x4

(x2 > x3 > x4) into 1, 0,∞, then w = (z, x2, x3, x4).

If L ∈ Aut(H), then L is Möbius transformation and maps R onto itself and symmetric points with respect
to R onto symmetric points with respect to R. Hence, if z1, z2 ∈ H and w1 = Lz1 and w2 = Lz2, then w1 = Lz1
and w2 = Lz2. Since the cross-ratio is invariant under Möbius transformation, we get

(z1, z1; z2, z2) = (Lz1, Lz1;Lz2, Lz2) = (w1, w1;w2, w2). (18)
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Set Tz =
z − z2
z − z2

. Then (z1, z1; z2, z2) = T (z1)/T (z1). T maps H onto D and symmetric points, with re-

spect to R, z1 and z1 onto points T (z1) and T (z1), that are symmetric with respect to T, respectively. Hence,
T (z1)T (z1) = 1 and therefore (z1, z1; z2, z2) = |T (z1)|2. The pseudo-hyperbolic distance on H can be defined
by

δH(z1, z2) =
∣∣∣z1 − z2
z1 − z2

∣∣∣.
It is invariant with the group Aut(H) because of (18) and δ2H(z1, z2) = (z1, z1, z2, z2). We will give another
proof of this fact in subsection on Schwarz lemma (below).

Often, in the literature, a Riemannian metric on a domain D is given by ds = ρ|dz|, where ρ > 0, or in its
fundamental form

ds2 = ρ2(dx2 + dy2).

In some situations it is convenient to to call ρ shortly metric density. If v ∈ Tz , we define ρ-norm of v by
|v|ρ = ρ(z)|v|e, where by the subscript e we denote Euclidean norm.

For a piecewise continuously differentiable path γ, we define |γ|ρ =
∫
γ

|dz|/y. We use this infinitesimal

form to obtain ρ- distance between two points p and q in D by putting

dρ(p, q) = inf |γ|hyp = inf
∫
γ

|dz|/y ,

where the infimum is taken over all piecewise continuously differentiable paths γ joining p to q in D. For a
fixed z ∈ H, moving on to the limit value of δH(z, w)/e(z, w), where e is Euclidean distance, when w → z we
get an infinitesimal invariant ds = |dz|/y (we drop multiple 2), where y = Imz. For a piecewise continuously

differentiable path γ(t) = (x(t), y(t)), 0 6 t 6 1, in H, we define |γ|hyp =
∫
γ

|dz|/y =
1∫
0

| γ′(t)|
y(t) dt. We use this

infinitesimal form to obtain Poincaré distance between two points p and q in H by putting

dhyp(p, q) = inf |γ|hyp = inf
∫
γ

|dz|/y,

where the infimum is taken over all paths γ joining p to q. The curve for which infimum is attained we call
geodesic. We also use shorter notation λ (λH(p, q) ) instead of dhyp = dhyp,H if it is clear that our considerations
is related to H.

To find geodesic which joins p and q we use A ∈ Aut(H) which maps z1 and z2 to iy1 and iy2. It is
easy to conclude that a minimum is attained along the vertical segment I0 that connects iy1 and iy2. If γ is a
piecewise continuously differentiable path which joins iy1 and iy2, using obvious geometric interpretation, we
find |γ|hyp > |I0|hyp and hence

λH(iy1, iy2) = |I0|hyp = | ln(y2/y1)|.

Hence it follows that geodesics are the arcs of circles orthogonal to the real axis.
There is circular arc K perpendicular to the real axis that contains z1 and z2 and connects real points

a1 and a2. We can compute ω = (p, q, a1, a2). Suppose that a1 > a2 and define A(z) =
z − a1

z − a2
, then

det(1,−a1; 1,−a2) = a1 − a2 > 0 and therefore A ∈ Aut(H). Hence it maps K on one half of the imagi-
nary axis. If A(p) = iy1 and A(q) = iy2, the cross ratio ω equals

(iy2, iy1, 0,∞) = y2/y1.

Hence λH(p, q) = | ln(y2/y1)| = ln(p, q, a1, a2). Since, for y2 > y1, we get

δ(iy1, iy2) =
y2 − y1
y2 + y1

=
eλ − 1

eλ + 1

and hence
δ = tanh(λ/2). (19)
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In a similar way one can prove that this formula is valid if y2 < y1. We consider the canonical Möbius
transformation T of H onto D that maps the points 0, i,∞ onto the points −1, 0, 1, respectively, and let S denote
the inverse of T . Then we find

w = Tz =
z − i

z + i
, z = Sw = i

1 + w

1− w
.

Note that if z, a ∈ H, b = Ta, then (z, z̄, a, ā) = (w,w∗, b, b∗) = |φb(w)|2.
It is convenient to introduce the mapping ϕa = T−1 ◦ φb ◦ T and the pseudo-distance

δ(z, ω) = |φz(ω)| =
∣∣∣∣ z − ω

1− ω z

∣∣∣∣, (20)

which is a conformal invariant. It is easy to check that δH(a, z) := |ϕa(z)| = δU (T (a), T (z)).
Moving on to the limit value, when ω → z, we get infinitesimal invariant ds = λ(z)|dz|, where λ(z) =

2(1−|z|2)−1 is the hyperbolic density (we add multiple 2 so that the Gaussian curvature of the hyperbolic density
is −1 see below).

The shortest arc from 0 to any other point is along a radius. Hence the geodesics are circles orthogonal to T.

Since δ(0, r) = r it follows that non-Euclidean distance λ is connected with δ through δ = tanh
λ

2
.

There is another way of calculating that exhibits additivity.
Let γ be a circular arc (geodesic), orthogonal to T at the points w1 and w2, that contains the points z1 and z2

of the unit disk (suppose that the points w1, z1, z2, w2 occur in this order). Since (r, 0,−1, 1) = (1+ r)/(1− r),
we find

λ(z1, z2) = ln(z2, z1, w1, w2).

We leave to the interested reader to check that {z1, z2} = (z2, z1, w1, w2) > 0, if the points are in the order
indicated above.

In this form we can consider λ as the oriented distance which changes the sign of the permutation z1 and z2.
Additivity of the distance on geodesics follow from (z2, z1, w1, w2) = (z2, z3, w1, w2)(z3, z1, w1, w2).

We summarize those arguments in the following:

Theorem 1.

λU = ln
1 + δU
1− δU

, λH = ln
1 + δH
1− δH

. (21)

Example 4.
1. Let f be a Möbius transformation, z1, z2, z3, z4 four numbers from C, wk = f(zk), A = (z2, z3, z4)

and B = (w2, w3, w4). Then SB ◦ f ◦ S−1
A = Id and therefore f = S−1

B ◦ SA and SB ◦ f = SA. In particular,
SB(w1) = SA(z1) and it says that the cross-ratio is invariant under Möbius transformation.

2. If z1, z2, z3, z4 are four distinct points, then (z1, z2; z3, z4) is a real number if and only if all four points
belong to a circle. We say that a function f : U → U is conformally conjugate to a function g : V → V , if there
is a conformal map ϕ : U → V such that g = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1.

3. Let K = T(a,R) and w = Az = a + Rz. Then A maps T onto K. Define S = A ◦ J ◦ A−1. Since

z =
w − a

R
, we find J ◦A−1(w) =

R

w̄ − ā
and hence Sw = a+

R2

w̄ − ā
.

We say that w and Sw are symmetric with respect to K.
4. Let K be a circle through the points z2, z3, z4. Show that z and z∗ are symmetric with respect to K if

(z∗, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3).
5. For a ∈ D (a ̸= 0), define R = R(a) = (|a∗|2 − 1)1/2 =

√
1− |a|2/|a|. The circle K = T(a∗, R(a)) is

orthogonal to the unit circle T. The reflection (inversion) with respect to this circle is given by

σaz = a∗ +R(a)2(z − a∗)∗ = −a

ā

z̄ − ā

1− az̄
. (22)

If a = |a|eiα, the mapping r, defined by r(w) = −ei2αw̄, is a reflection with respect to the line orthogonal to a

which contains the origin 0. Define φa(z) =
z − a

1− āz
and φa = r ◦ σa. Check that φa maps D onto itself.

12
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6. Let f : D → D is an arbitrary analytic map. Fix an arbitrary point z ∈ D and consider the mapping
F = φw ◦ f ◦ φ−z , where w = f(z). Since φ−z(0) = z, F (0) = 0. By an application of Schwarz lemma,
|F (ζ)|| 6 |ζ|, ζ ∈ D. Hence, if ω is an arbitrary point in D and ζ = φz(ω), then φ−z(ζ) = ω and we find
|φw(f(ω))| 6 |φz(ω)|. Thus,

δ(f(z), f(ω)) 6 δ(z, ω), (23)

with equality only if f is a Möbius transformation of D onto itself. Note, in particular, if f ∈ AutD, then F ∈
AutD and F (0) = 0. Hence F = eiαId and therefore φw(f(ω)) = eiαφz(ω), which shows that |φw(f(ω))| =
|φz(ω)|. This gives another motivation to define pseudo hyperbolic distance δ by δ(z, ω) = |φz(ω)|, which is
invariant under automorphisms of D. For this exercise see the subsection Schwarz lemma below.

7. Let 0 < r < ρ < 1, Kρ = {|z| = ρ}, φr(z) =
z−r
1−rz , a = φr(ρ) and b = −φr(−ρ) = ρ+r

1+rρ . Show that
a < b and that φr maps the circle Kρ onto the circle K(ρ, r) = {|z − a−b

2 | = a+b
2 }. Hence, δ(r, z) 6 b, for

z ∈ Kρ and therefore
(i1) δ(z, w) 6 |z|+ |w|.
Let a, z, w ∈ D. Using automorphism φa, (i1) yields
(i2) δ(z, w) 6 δ(z, a) + δ(w, a).
Show that [−r, r] is geodesic with respect the metric δ = δD. Since δ(−r, r) = 2r

1+r2 , δ(−r, 0) = δ(0, r) = r,
we have δ(−r, r) < δ(−r, 0) + δ(0, r) and hence δ is not additive on geodesics. Therefore we call δ pseudo
hyperbolic distance.

8. If γ piecewise continuously differentiable path in D, show that |γ|hyp = |γ|δ , where |γ|δ denotes pseudo-
hyperbolic length of the curve γ.

9. Let 0 < y1 < y2 and I0 the vertical segment that connects iy1 and iy2. Show

(i3) |I0|hyp =
y2∫
y1

1
y dy = ln(y2/y1).

If γ is a path which joins iy1 and iy2, using obvious geometric consideration, show that
(i4) |γ|hyp > |I0|hyp
and therefore λH(iy1, iy2) = ln(y2/y1).
Hint. Take a partition Pn : u0 < u1 < · · · < un, u0 = y1, un = y2 and set δn = max{uk − uk−1 : 1 6 k 6 n}
and lk = {x+ iuk : x ∈ R}, 1 6 k 6 n. If γk is a subarc of the path γ which joins lk−1 and lk, 1 6 k 6 n, then
|γk|e > uk − uk−1 and therefore

n∑
k=1

uk − uk−1

uk
6

n∑
k=1

|γk|e
uk

. (24)

Hence, by letting n to ∞, we find (i4).

2.3. The area of a hyperbolic triangle

For this subsection see also [2]. For z, z + h ∈ D, set e = e(h) = σD(z, z + h). Since e(h) = 2(1− |z|2 −
hz)−1 and dhyp,D(z, z + h) = ln 1+e(h)

1−e(h) = 2e(h) + o(e(h)), when e(h) tends to 0, we find
(1) dhyp,D(z, z + h)/|h| tends to 2

1−|z|2 , if h tends to 0.
In a similar way, we prove, for z = x+ iy ∈ H, that
(1’) dhyp,D(z, z + h)/|h| tends to y−1, if h tends to 0.
Note that, for z = x+ iy ∈ H, that
(*) σhyp,D(z, z + h)/|h| tends to y−1, if h tends to 0. Thus y−1 is hyperbolic density and it defines dhyp
hyperbolic metric in a standard way. Since σhyp is invariant for Aut(H), also dhyp,H is invariant. L0 = {iy : y >
0} is a right line (geodesic) and T (L0) is a right line (geodesic), for every T ∈ Aut(H).

Now, consider model on H. Let z = x+ iy ∈ H, Tz denote tangent space at z; vector h belongs Tz if begins
at z. By (1’) define for v ∈ Tz non Euclidean norm (L -norm ) by |v|L = |v|/y2. If v1, v2 ∈ Tz , then Euclidean
area of parallelogram R defined by these vectors is
(2) P = Pe = Peuc = |v1||v2| sin θ, where θ is measure number of convex angle between these vectors.

We define non Euclidean area of parallelogram R replacing Euclidean norms in (2) with non Euclidean
norms:

(3) PL = |v1|L|v2|L sin θ.

13
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We will use also notation Ahyp for non Euclidean area. Note that Ahyp(R) = 1
y2Peuc(R).

Let W be domain in H and let Qn be square net with edges of length 1/n, n > 1, and denote by An the sum
of non Euclidean area of squares which belong to W ; it follows that An tends to

(4), A = |W |L =

∫
W

dxdy

y2

if n tends to ∞. We call |W |L non Euclidean area of domain W .
We can count area of suitable domains.
Let y = u(x), x1 6 x 6 x2 be an arc and W elementary domain defined by

W = {(x, y) : y > u(x), x1 6 x 6 x2} .

By Fubini’s theorem we find

A =

∫
W

dxdy

y2
=

∫ x2

x1

dx

∫ ∞

u(x)

dy

y2

and hence

(5) |W |L =

∫ x2

x1

1

u(x)
dx.

If we denote by c arc defined by c(x) = x+ iu(x), x1 6 x 6 x2, we can rewrite formula as

(6) |W |L =

∫
c

dx

y
=

∫ x2

x1

1

u(x)
dx .

In the special case when c is a circular arc we find interesting formula.
Let K be the circle (x − a)2 + y2 = r2 and A,C ∈ K points in H and denote by l the arc on of the circle

which join A = a+ reiθ1 and C = a+ reiθ2 , θ1 < θ2 < θ1 + π in positive direction . Since yy′ = −(x− a) we
find

√
1 + (y′)2 = r/|y|, Euclidean length of arc l is |l| = r

∫
l
dx/|y| = r|l|L.

Using polar coordinates x− a = rcosθ, y = rsinθ, we find
(7) |l| = r

∫
l
dθ = r(θ2 − θ1).

Note that the formula (7) follows from measure of angle (see [7, 8]). Denote by T = l′(θ) tangent vector
i defini.imo argT = θ + π/2; if r = 1, Euclidean length of l equals to change of tangent angle. In special
case, if a ∈ R, arc l is a non Euclidean line. Non Euclidean triangle ∆(A,∞, C), whose two vertex A and C
belong to the unit circle, and third vertex B = ∞, we call special triangle; it is interesting that, by (6) and (7), it
follows that non Euclidean area of special triangle equals Euclidean length of the arc (the edge of the triangle),
which belongs to the unit circle. Hence non Euclidean area of special triangle ∆(A,∞, C) equals change of
tangent angle along arc AC of the triangle. For triangle ∆(A,∞, C) let r be radius of the circle which contains
Euclidean arc AC. The altitude change of angle that the tangent of arc AC makes with the positive x- axis along
arc AC is (π − γ) − α); hence, if r = 1, the triangle is special and non Euclidean area ∆(A,∞, C) equals
Euclidean length of the arc AC and hence (π − γ)− α = π − (γ + α).

Note that we first consider the case r = 1 only from pedological reasons. If r ̸= 1, using a homothety we
can map K on unit circle. Note that non Euclidean length and area are homothety invariant. Let ∆(A,B,C)
non Euclidean triangle; without loss of generalization we can assume that vertices B and C on y - axis as
on the picture. Denote by AL, A,A respectively non Euclidean area of triangle ∆(A,B,C), ∆(A,∞, C) and
∆(A,∞, C). Since, by (13) , A1 = π − (α1 + γ1), A2 = π − (α1 + β1), and A1 = AL + A1, it follows (14)
AL = π − (γ + α+ β).

Thus we have proved:

Theorem 2. In a hyperbolic triangle the sum of the angles A, B, C (respectively opposite to the side with the
corresponding letter) is strictly less than a straight angle. The difference between the measure of a straight angle

14
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and the sum of the measures of a triangle’s angles is called the defect of the triangle. The area of a hyperbolic
triangle is equal to its defect (π −A−B − C).

By Stokes’ formula area A of non Euclidean polygon is

A =

∫
P

dxdy

y2
= −

∫
P

d(
1

y
) dx =

∫
∂P

dx

y
.

Using polar coordinates z − a = reiθ, dx/y = −dθ, if we denote by αk and βk measures of interior and
exterior angles of polygon, then

A =
∑

βk − 2π = (n− 2)π −
∑

αk .

Now, we will compute area A of non Euclidean n- polygon. We will not use partition of non Euclidean n-
polygon on non Euclidean triangles. We need:

Theorem 3 (Theorem of Turning Tangents). Let c be a positively oriented parametrization of C and let φ(s) be
the angle from e1 to c′ at the point c(s). Then

∫
φ′(s)ds = 2π.

1. First, we outline an argument.
By Stokes’ formula area A of non Euclidean polygon is

A =

∫
P

dxdy

y2
= −

∫
P

d(
1

y
) dx =

∫
∂P

dx

y
.

Using polar coordinates z − a = reiθ, dx/y = −dθ, if we denote by αk and βk measures of interior and
exterior angles of polygon, then

A =

∫
∂P

dθ =
∑

βk − 2π = (n− 2)π −
∑

αk .

Thus, if S is sum of measures of interior angles of non Euclidean n- polygon, then non Euclidean area
A = (n− 2)π − S.

2. Now we give additional details.
Let c be circle arc of circle (x− a)2 + y2 = r2, a ∈ R. Using polar coordinates z − a = reiθ, T = c′(θ) =

rei(θ+π/2) and therefore argT = θ + π/2 and
∫
c
dθ = ∆cArg T .

Here we used Theorem of Turning Tangents: Let ∂P consist of circle arcs ck. Set ak = ∆ckArg T and
S =

∑
αk. Then A =

∫
∂P

θ = −
∑

∆ckArg T = −
∑

ak. By Theorem 3,
∑

(ak + βk) = 2π and therefore
A =

∑
βk − 2π. Since βk = π − αk, we find A = (n− 2)π − S.

In terms of the Poincaré half-plane model absolute length corresponds to the infinitesimal metric ds =
|dz|
Im(z)

and in the Poincaré disk model to ds =
2|dz|

1− |z|2
.

In terms of the (constant and negative) Gaussian curvature K of a hyperbolic plane, a unit of absolute length

correspond to a length of R =
1√
−K

.

In a hyperbolic triangle the sum of the angles A,B,C (respectively opposite to the side with the correspond-
ing letter) is strictly less than a straight angle. The difference between the measure of a straight angle and the sum
of the measures of a triangle’s angles is called the defect of the triangle. The area of a hyperbolic triangle is equal
to its defect multiplied by the square of R:

(π −A−B − C)R2.

In all the formulas stated below the sides a, b, and c must be measured in absolute length, a unit so that the
Gaussian curvature K of the plane is −1. In other words, the quantity R in the paragraph above is supposed to be
equal to 1.
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3. Further results

There is interesting connection of hyperbolic geometry with complex geometry. The author published a paper
[6] about holomorphic fixed point theorem on Riemann surfaces.

Let M and N be hyperbolic Riemann surfaces and f : M → N an analytic function. If p is fixed point, then
|f ′(p)| 6 1.

Theorem 4. (i) Let M be hyperbolic Riemann surface and f : M → M analytic function and F compact subset
of M . If f is not isometry, then f is contraction on F . In addition, if f(F ) ⊂ F , then there is a unique fixed point
p0 = f(p0) ∈ F .

Let G be bounded connected open subset of complex Banach space, p ∈ G and v ∈ TpG. We define
kG(p, v) = inf{|h|}, where infimum is taking over all h ∈ T0C for which there exists a holomorphic function
such that ϕ : U → G such that ϕ(0) = p and dϕ(h) = v.

One can prove the following theorems.

Theorem 5. Suppose that G and G1 are bounded connected open subset of complex Banach space and f : G →
G1 is holomorphic. Then kG1(fz, fz1) 6 kG(z, z1), for all z, z1 ∈ G.

Theorem 6. Suppose that G is bounded connected open subset of complex Banach space and f : G → G∗ is
holomorphic, G∗ ⊂ G, s0 = dist(G∗, G

c), d0 = diam(G) and q0 = d0

d0+s0
. Then kG∗(fz, fz1) 6 q0kG∗(z, z1),

for z, z1 ∈ G∗.

We worked on the subject from time to time between 1980 -1990 and in that time we proved Theorems
6-5(1). But we realized these days that it is a version of the Earle-Hamilton (1968) fixed point theorem, which
may be viewed as a holomorphic formulation of Banach’s contraction mapping theorem. A version of this result
was proved in 1968 (when I enroled Math Faculty) by Clifford Earle and Richard Hamilton by showing that, with
respect to the Carathéodory metric on the domain, the holomorphic mapping becomes a contraction mapping
to which the Banach fixed-point theorem can be applied. Perhaps there are applications of this result in the
Teichmüller theory.

4. Concluding comments

In this section we only touch some questions related to place of Euclid’s theory, hyperbolic geometry in
science and real words.

Euclid’s Elements is a mathematical and geometric treatise consisting of 13 books attributed to the ancient
Greek mathematician Euclid in Alexandria, Ptolemaic Egypt circa 300 BC. It is a collection of definitions, pos-
tulates (axioms), propositions (theorems and constructions), and mathematical proofs of the propositions.

The Elements is still considered a masterpiece in the application of logic to mathematics. In historical context,
it has proven enormously influential in many areas of science.

The reason that Euclid was so influential is that his work is more than just an explanation of geometry or even
of mathematics. He was first to the develop concepts as axioms and proofs. The way in which he used logic and
demanded proof for every theorem shaped the ideas of western philosophers right up until the present day. Great
philosopher mathematicians such as Descartes and Newton presented their philosophical works using Euclid’s
structure and format, moving from simple first principles to complicated concepts.

The Pythagorean theorem is false if the parallel postulate does not hold.
Unless you have studied mathematics based on an axiomatic theory (like Euclid’s, or number theory based

on the Dedekind-Peano axioms, or set theory based on Zermelo-Fraenkel axioms) you have not seen real math-
ematics. All that arithmetic, algebra, trigonometry, and calculus you have studied for years and years is not real
mathematics until every statement is proved, and that requires axioms, definitions, and theorems with proof.

As early as 1899, Hilbert proposed a whole new formal set of geometrical axioms, known as Hilbert’s axioms,
to substitute the traditional axioms of Euclid. Hilbert’s approach signaled the shift to the modern axiomatic
method. In this, Hilbert was anticipated by Moritz Pasch’s work from 1882. Axioms are not taken as self-evident
truths. Geometry may treat things, about which we have powerful intuitions, but it is not necessary to assign
any explicit meaning to the undefined concepts. The elements, such as point, line, plane, and others, could be

1we found a my hand written manuscript 1990 and did not pay much attention to it at that time
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substituted, as Hilbert is reported to have said to Schoenflies and Kötter, by tables, chairs, glasses of beer and
other such objects.It is their defined relationships that are discussed.

Hilbert first enumerates the undefined concepts: point, line, plane, lying on (a relation between points and
lines, points and planes, and lines and planes), betweenness, congruence of pairs of points (line segments), and
congruence of angles. The axioms unify both the plane geometry and solid geometry of Euclid in a single system.
If we study mathematics we ask some question. Whether there is a rectangular triangle in the real world, whether
the version of Pythagorean theorem for Hyperbolic geometry or Euclidean geometry is valid? What is a straight
line in the real world? Some physicists believe that the a straight line path of light and brightness beam bend
when passing by the country. Such questions do not study the mathematics. The mathematics is defined Riemann
manifold and geodesic (but such objects do not exist in the real world). Mathematics is applied to the models and
approximations. All science together contribute to the progress of knowledge about the real world. I personally
believe that the human mind will never understand the real world completely. "Because of experimental error, a
physical experiment can never prove conclusively that space is Euclidean - it can prove only that space is non-
Euclidean"(Greenberg, 1993, p. 291). "Hyperbolic Geometry is a "curved" space, and plays an important role in
EinsteinŠs General theory of Relativity" (Castellanos,2002).

Here we follow shortly discussion in [14]. In mathematics we assuming some things are true (axioms), and
then we ask what other things would be true as well. We do not discuss whether the things we are assuming to
be true really are true, but if we run across a world where they are really true, then we may be sure that anything
else we deduce logically from them will also be true in that world. So there are statements we take for granted,
called axioms or postulates or assumptions, and then there are statements called theorems that we deduce or
”prove” from our assumptions. So we do not know that our theorems are really true, but in any world where
the assumptions are true, then the theorems are also true. In Euclidean geometry we describe a special worlds, a
Euclidean plane, line and point. Those object do not really exist in the real world we live in, but we pretend it
does, and we try to learn more about that perfect world. So when we "prove" a statement in Euclidean geometry,
the statement is only proved to be true in a perfect or "ideal" Euclidean plane, but not on the paper we are drawing
on, or the world we are living in.

Edward Frenkel, a mathematician at Berkeley, said: I argue, as others have done before me, that mathematical
concepts and ideas exist objectively, outside of the physical world and outside of the world of consciousness. We
mathematicians discover them and are able to connect to this hidden reality through our consciousness. If Leo
Tolstoy had not lived we would never have known Anna Karenina. There is no reason to believe that another
author would have written that same novel. However, if Pythagoras had not lived, someone else would have
discovered exactly the same Pythagoras theorem. Moreover, that theorem means the same to us today as it meant
to Pythagoras 2,500 years ago.
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Apstrakt. U radu je dat kratak prikaz nekih problema koji se mogu rexavati korix�eǌem Grebnerovih baza.

U tu svrhu, razjaxǌene su osnovni pojmovi u vezi Grebnerovih baza. Pokazano je kako se one mogu koristiti za

raqunaǌe u kohomologiji Grasmanovih mnogostrukosti. Date su i primene dobijenih rezultata u diferencijalnoj

topologiji i algebarskoj kombinatorici.

Kǉuqne reqi: Grebnerove baze; Grasmanijani; imerzije; Kostkini brojevi.

1. Uvod

Pojam Grebnerove baze uveden je u doktoratu Bruna Buhbergera iz 1965. godine. Greb-
nerove baze imaju veliku primenu u raznim oblastima. Mi �emo se ovde pozabaviti nekim
novim primenama do kojih je doxla grupa beogradskih matematiqara. Rezultati ovih
radova su prikazani u desetak radova objavǉenih u matematiqkim qasopisima, kao i u
dve doktorske disertacije (videti [16], [18]).

Ovaj rad je prera�ena varijanta predavaǌa sa VI Simpozijuma Matematika i primene.
Kako je ovo bilo plenarno predavaǌe, kome su prisustvovali svi uqesnici simpozijuma,
to je i ovaj rad takvog karaktera da od ǌega mogu imati koristi i oni koji se ne bave
temama o kojima je req, a nadamo se da mo�e biti od koristi i nastavnicima matematike,
koji redovno uzimaju uqex�e na ovim simpozijumima. Navedimo ukratko o qemu �e biti
reqi u odeǉcima koji slede.

Odeǉak 2, posve�en je kratkom pregledu osnovnih pojmova koji se tiqu mnogostrukosti.
Uqiǌen je pokuxaj da se ovi pojmovi uqine dostupnim svima, uz podse�aǌe na pojmove sa
kojima smo se sretali tokom xkolovaǌa. Navedeni su i neki zanimǉivi primeri, koji nisu
bax direktno vezani za Grebnerove baze. Iskorix�ena je prilika da se ukratko uka�e
na osnovne metode koje algebarska topologija koristi za dokazivaǌe nekih geometrijskih
rezultata.

Odeǉak 3, posve�en je uvo�eǌu pojma Grebnerovih baza i tu je dato i uputstvo kako se
mo�e dokazati postojaǌe Grebnerove baze za proizvoǉni ideal. Dosta pa�ǌe je posve�eno
i jednostavnom sluqaju prstena polinoma sa jednom neodre�enom u pokuxaju da se pitaǌe
postojaǌa Grebnerove baze motivixe i na taj naqin.

Odeǉak 4 je posve�en osnovnim pojmovima teorije vektorskih raslojeǌa i karakteris-
tiqnih klasa, kao i vezi problema imerzije sa teorijom homotopije.

U odeǉku 5 prikazani su novi rezultati koji su dobijeni u gorespomenutim radovima.
Naravno, oni su samo delimiqno mogli biti prikazani, a ideja je da se mo�da qitaoci
privuku da konsultuju originalne reference.

2. Mnogostrukosti

2.1. Osnovni pojmovi

U xkoli smo uqili o krivama, bilo da se radi o graficima funkcija, bilo da se radi o
krivama zadatim jednostavnim (linearnim, ili kvadratnim) jednaqinama. Ako posmatramo
krivu u ravni zadatu nekom jednaqinom, na primer, kru�nicu, znamo da ne mo�emo u pot-
punosti jednu od koordinata izraziti preko druge koordinate, ali to mo�emo da uradimo
lokalno. Na primer, sve taqke kru�nice zadate jednaqinom x2 + y2 = 1 za koje je x < 0
imaju svojstvo da je vrednost koordinate x potpuno odre�ena vrednox�u koordinate y; tu
je, naime, x = −

√
1− y2. Zapravo, postoji bijekcija izme�u tog dela kru�nice i dela y-ose

zadatog sa −1 < y < 1. Na analogni naqin imamo i bijekciju izme�u dela kru�nice zadate
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sa x > 0 i gorenavedenog dela y-ose, kao i bijekcije za sluqajeve y < 0 i y > 0 i odgo-
varaju�eg dela x-ose. Ovakve bijekcije nazivamo i karte. Dakle, svaka taqka na kru�nici
je lokalno odre�ena jednom koordinatom (dok je broj potrebnih karata 4). Stoga je kru�-
nica jedan jednodimenzioni objekat. Sliqno se mo�e zakǉuqiti i za za hiperbolu zadatu
jednaqinom x2 − y2 = 1, pri qemu je hiperbola, za razliku od kru�nice nepovezana, ali to
nije qiǌenica od centralnog znaqaja. Minimalan broj karata za hiperbolu je 2.

Na fakultetu smo uqili i o povrxima. Bilo da su to povrxi zadate kao grafici
funkcija dve promenǉive, bilo da su zadate jednaqinama (poput elipsoida, hiperboloida,
dakle konusnih preseka), ili su zadate na neki drugi naqin – na primer torus je takva
povrx. I, sliqna stvar se dexava i u ovom sluqaju. Bez obzira na razliqitost zadavaǌa
ovih povrxi, uvek se lokalno one mogu zadati pomo�u, ovaj put dve, koordinate. Broj karata
�e zavisiti od konkretne povrxi sa kojom radimo.

No, qak i ako �elimo da izuqavamo neke osobine trodimenzionog prostora, ne mo�emo se
ograniqiti samo na tri dimenzije. Na primer, ako �elimo da posmatramo prostor koji qine
svi mogu�i polo�aji 6 razliqitih taqaka u trodimenzionom prostoru, bi�e nam potrebno
18 koordinata (po tri za svaku taqku) od kojih neke moraju biti razliqite (dakle, taj
prostor nije R18). Jox je zanimǉivije ako izuqavamo sve mogu�e polo�aje 6 razliqitih
taqaka na torusu. Evidentno se radi o zanimǉivom objektu, koji je dosta pravilan, ali
svakako se ne mo�e videti kao podskup trodimenzionog prostora.

Ovi, ali i mnogi drugi primeri iz raznih oblasti matematike i ǌenih primena su
uslovili potrebu za uvo�eǌem pojma mnogostrukosti. Navedimo definiciju tog pojma.

Definicija 1. Mnogostrukost dimenzije n, ili n-dimenziona mnogostrukost je topoloxki
prostor koji ima slede�a svojstva:
(1) M je Hauzdorfov.
(2) M je lokalno euklidski dimenzije n.
(3) M ima prebrojivu bazu otvorenih skupova.

Prokomentariximo malo ovu definiciju. Svojstvo (1) ima za ciǉ da izbegne neke neo-
biqne primere mnogostrukosti. Zamislimo da imamo dva primerka realne prave, recimo
R × {−1} i R × {1} i da ih slepimo svuda sem u koordinatnom poqetku (drugim reqima da
identifikujemo taqke (x,−1) i (x, 1) za sve x ∈ R\{0}. Tako bismo dobili pomalo egzotiqnu
pravu sa dva koordinatna poqetka. To nije objekat koji nas zanima. Svojstvo (3) je tehniqki
uslov koji neki stavǉaju, a neki i ne, ali se ne�emo zadr�avati daǉe na ǌemu. Ono xto je
centralno je svojstvo (2). Ono oznaqava da svaka taqka p mnogostrukosti M , ima otvorenu
okolinu U u M i da postoji homeomorfizam ϕ izme�u te okoline i neke otvorene kugle u Rn
(ili i celog Rn – to je ekvivalentan uslov). Homeomorfizam je neprekidna bijekcija, qiji
je inverz tako�e neprekidan. To odgovara gorenavedenoj bijekciji izme�u dela kru�nice
i dela jedne od koordinatnih osa. Sa (U,ϕ) oznaqava�emo jednu takvu koordinatnu kartu.
Dakle, M je unija tih okolina M = ∪i∈IUi, pri qemu postoji homeomorfizam ϕi : Ui // Rn.
Zapravo, s obzirom na svojstvo (3) u definiciji mnogostrukosti, mo�e se pretpostaviti
da je skup I prebrojiv; u daǉem �emo se iskǉuqivo baviti kompaktnim mnogostrukostima
kod kojih se dodatno mo�e pretpostaviti da je taj skup I konaqan.

Ovako smo zadali pojam topoloxke mnogostrukosti. Nas zapravo zanima pojam diferen-
cijabilne (glatke) mnogostrukosti, xto je, kratko reqeno, mnogostrukost na kojoj se mo�e
izvoditi diferencijalni raqun. Ona se dobija malom modifikacijom prethodne definicije.
Naime, pretpostavǉa se i da su funkcije promene koordinata ϕj◦ϕ−1i : ϕi(Ui∩Uj) //ϕj(Ui∩Uj)
glatke funkcije (ovo su funkcije qiji su i domen i kodomen otvoreni podskupovi u Rn i
zato ima potpuno smisla govoriti o ǌihovoj glatkosti, tj. o postojaǌu i neprekidnosti
izvoda svih redova).

Na ovaj naqin mo�emo da razmatramo i glatka preslikavaǌa me�u mnogostrukostima.
Naime, ako su M i N glatke mnogostrukosti (koje ne moraju imati istu dimenziju) i
f : M //N neprekidno preslikavaǌe, onda ka�emo da je ono glatko ukoliko su sve funkcije
ψj ◦ f ◦ ϕ−1i glatke kao funkcije me�u otvorenim podskupovima odgovaraju�ih euklidskih
prostora (ovde funkcije ψj i ϕi zadaju odgovaraju�e karte na datim mnogostrukostima).
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Nas �e u daǉem posebno zanimati slede�i primeri mnogostrukosti.

1) Realni projektivni prostor dimenzije n, u oznaci RPn je skup svih pravih u Rn+1 koje
sadr�e koordinatni poqetak. Ne�emo sada ulaziti u to kako se zadaje struktura glatke
mnogostrukosti (za ovaj i naredni primer, preporuqujemo qitaocu da pogleda, na primer,
kǌigu [7], koja je korisna i za mnoge druge pojmove koji �e se u daǉem razmatrati). Is-
taknimo samo da se prirodno na ovom skupu mo�e zadati metrika tako xto se za rastojaǌe
izme�u dve prave uzme ugao izme�u ǌih. Tada je nejednakost trougla zapravo jedan poznati
rezultat iz osmog razreda osnovne xkole (koji?).

2) Opxtije od prethodnog: mo�emo razmatrati sve k-dimenzione vektorske potprostore vek-
torskog prostora Rn+k (u prethodnom primeru su razmatrani jednodimenzioni potprostori
prostora Rn+1). Mnogostrukost koja se ovde dobija naziva se Grasmanova mnogostrukost,
ili, kra�e, Grasmanijan. Oznaka je Gk,n(R). Dimenzija ove mnogostrukosti je kn (kratko,
ali ne i potpuno objaxǌeǌe: prostor Rn+k je direktna suma potprostora Rk i Rn – tada
se k-dimenzioni potprostor mo�e videti kao grafik linearnog preslikavaǌa iz Rk u Rn,
odnosno kao bax to linearno preslikavaǌe, odnosno kao matrica formata n× k, a ona ima
kn komponenti).

3) Najslo�eniji primer dobijamo kada u Rn razmatramo sve nizove potprostora (V1, . . . , Vr),
koji qine ortogonalnu (u odnosu na standardni skalarni proizvod) dekompoziciju prostora
Rn i qije su dimenzije redom n1, . . . , nk (stoga je n1+· · ·+nr = n). Skup svih ovih potprostora
oznaqavamo sa FR(n1, . . . , nr) i na ǌemu postoji struktura mnogostrukosti. Ta mnogostrukost
se naziva mnogostrukost zastava tipa (n1, . . . , nr). ǋena dimenzija je

∑
1≤i<j≤r ninj.

Navedimo na kraju ovog odeǉka samo jox to da se odgovaraju�e mnogostrukosti zadaju
i nad kompleksnim brojevima. Svi ovi primeri su primeri kompaktnih mnogostrukosti.

2.2. Utapaǌa i imerzije

Kao xto smo videli u prethodnom pododeǉku, pojam mnogostrukosti nije vezan za
konkretno predstavǉaǌe u nekom euklidskom prostoru kao xto smo na to navikli u sluqaju
povrxi koje smo izuqavali na studijama. Stoga se prirodno mo�e postaviti pitaǌe da li
se uopxte proizvoǉna mnogostrukost mo�e realizovati u nekom euklidskom prostoru. Na-
jvixe �e nas zanimati naxi konkretni primeri, a ovde �emo navesti neke poznate rezultate
koji se odnose na kompaktne mnogostrukosti (dakle na one koji su kompaktne kao topoloxki
prostori i koje stoga imaju i konaqne atlase).

Da bismo objasnili pojam utapaǌa, po�i �emo od pojma imerzije. Posmatramo glatko
preslikavaǌe f : M // N . Neka je p proizvoǉna taqka mnogostrukosti M . Ako su (U,ϕ) i
(V, ψ) odgovaraju�e karte oko taqaka p, odnosno f(p), onda se lokalno funkcija f vidi kao
funkcija g iz nekog otvorenog podskupa od Rm (gde je m dimenzija od M) u neki otvoreni
podskup od Rn (n = dimN): g(x1, . . . , xm) = (h1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm)).

U samoj taqki ϕ(p) ∈ Rm mo�emo izraqunati Jakobijevu matricu ove funkcije g, odnosno
matricu svih parcijalnih izvoda:

J (g) =


∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
· · · ∂h1

∂xm
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2
· · · ∂h2

∂xm
...

...
. . .

...
∂hn
∂x1

∂hn
∂x2
· · · ∂hn

∂xm


Naravno, svi parcijalni izvodi su izraqunati u taqki ϕ(p). Lako se mo�e pokazati da rang
ove matrice ne zavisi od izbora koordinata (karata).

Definicija 2. Glatko preslikavaǌe f : M // N je imerzija ukoliko je rang odgovaraju�e
Jakobijeve matrice u svakoj taqki mnogostrukosti M jednak dimenziji te mnogostrukosti.

Jasno je da Jakobijevu matricu raqunamo u taqki iz Rm, ali smo ovde zbog kratko�e,
napisali da se radi o Jakobijevoj matrici u taqki mnogostrukosti – standardan primer
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zloupotrebe jezika. Naravno, da bi rang uopxte mogao da bude jednak m = dimM , mora
va�iti dimM ≤ dimN .

Zaxto je ovaj pojam imerzije znaqajan? Korix�eǌem teoreme o implicitnoj funkciji
iz Analize 2, lako se mo�e ustanoviti da je imerzija lokalno ‘1–1’, tj. da za svaku taqku
p ∈M postoji neka ǌena okolina W za koju je restrikcija funkcije f na tu okolinu ‘1–1’.
Prema tome, ova funkcija, lokalno ‘verno predstavǉa’ mnogostrukost M u mnogostrukosti
N . Ali, ne i globalno – tj. f uopxte ne mora biti ‘1–1’.

Definicija 3. Glatko preslikavaǌef : M // N je utapaǌe ukoliko je f imerzija, ‘1–1’ i
uspostavǉa homeomorfizam izme�u M i slike f(M).

Ako �elimo da istaknemo da je f imerzija, onda to oznaqavamo sa f : M # N (oznaka
koja ukazuje na postojaǌe ‘samopreseka’), dok se utapaǌe oznaqava sa f : M ↪→ N .

Sada se mo�emo vratiti na pitaǌe o mogu�nosti ‘predstavǉaǌa’ date mnogostrukosti
u nekom euklidskom prostoru. Dobro je poznata Vitnijeva (Whitney) teorema iz qetrdesetih
godina proxlog veka.

Teorema 1. Neka jeM kompaktna n-dimenziona mnogostrukost. Tada postoji utapaǌe f : M ↪→
R2n i imerzija g : M # R2n−1.

Koncentrisa�emo se na pitaǌe postojaǌa imerzije. Naravno, prirodno se mo�e
postaviti pitaǌe: mo�e li se dobiti i boǉi rezultat od ovog? Zapravo nije texko na�i
primer da za neke n postoji primer kompaktne n-dimenzione mnogostrukosti za koju ne pos-
toji imerzija u R2n−2. Konkretno, za n = 2r ne postoji imerzija RP 2r u R2r+1−2 (videti
[7]).

Dakle, ne mo�e se na ovaj naqin popraviti taj rezultat. Ali, mo�da mo�e tako da
smaǌeǌe dimenzije zavisi od n? Drugim reqima, mo�da postoji funkcija h(n), koja nije
konstantno jednaka 1 i za koju va�i da za svaku kompaktnu n-dimenzionu mnogostrukost
postoji imerzija u R2n−h(n). Zapravo, odgovor je potvrdan. Kao kulminacija dugogodixǌeg
rada mnogih matematiqara, Ralf Koen (Ralph Cohen) je dokazao slede�u teoremu (videti
[4]).

Teorema 2. Neka je M kompaktna mnogostrukost. dimenzije n Tada postoji imerzija
f : M // R2n−α(n), gde je α(n) broj jedinica u binarnom razvoju broja n.

Naravno, praktiqno svako ko vidi ovaj rezultat prvi put, iznenadi se zbog pojavǉivaǌa
neobiqne funkcije α(n). No, zapravo ǌeno pojavǉivaǌe nije neprirodno. Pretpostavimo da
je n = 2r1+2r2+· · · 2rk , gde je r1 > r2 > · · · > rk > 0 prikaz broja n u obliku sume stepena dvojki
(dakle govorimo o binarnom zapisu). Tada je α(n) = k. Naveli smo da za mnogostrukost RP 2r

ne postoji imerzija u R2r+1−2. Nije mnogo te�e pokazati da za mnogostrukost RP 2r1×RP 2r2×
· · · ×RP 2rk ne postoji imerzija u R2n−k−1. Dakle, vidimo da se ovaj Koenov opxti rezultat
ne mo�e popraviti – za svako n postoji mnogostrukost te dimenzije za koju ne postoji
imerzija u R2n−α(n)−1. Za vixe detaǉa o ovoj temi qitalac mo�e konsultovati i rad [9].

Sasvim drugaqije stoje stvari kada postavǉamo takvo pitaǌe za neku konkretnu mno-
gostrukost, ili neku u�u familiju mnogostrukosti. Videli smo da su realni projektivni
prostori va�ni za ovu tematiku. Zapravo, nemali broj vrlo ozbiǉnih radova je ispisan, a
i danas se pojavǉuju novi, mada znatno, znatno re�e, koji se bave pitaǌem popravǉaǌa ovog
opxteg rezultata u sluqaju konkretnih realnih projektivnih prostora. Zanimǉivo je da
opxti rezultat za sve projektivne prostore nije mnogo boǉi od opxteg Koenovog rezultata
za sve kompaktne mnogostrukosti: opxti rezultat se mo�e popraviti najvixe za 4 (videti
[6]). No, ti su rezultati znatno boǉi za konkretne mnogostrukosti, a ima i niz rezultata,
koji dokazuju nepostojaǌe imerzija. Ipak, razlika izme�u dimenzija za koje je dokazano pos-
tojaǌe imerzije i dimenzija za koje je dokazano nepostojaǌe, raste neograniqeno sa rastom
dimenzije. Tako da tu ima dosta mogu�nosti za popravku. Pitaǌe je naravno, s obzirom na
te�inu problema, koliko je to realno. Za detaǉnije informacije o ovom pitaǌu, upu�ujemo
qitaoca na stranicu topologa Donalda Dejvisa (Donald Davis) gde se mogu na�i mnogi zanim-
ǉivi radovi o ovoj tematici, kao i tabele imerzija za projektivne prostore.
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Jedan od metoda za istra�ivaǌe postojaǌa imerzija je baziran na teoriji opstruk-
cija. No, najpre moramo da se pozabavimo pojmom kohomologije mnogostrukosti xto je tema
slede�eg pododeǉka.

2.3. Kohomologija

Metod algebarske topologije sastoji se u slede�oj jednostavnoj ideji. Geometrijski
(topoloxki) objekti su previxe ‘slo�eni’ i qesto je texko direktno odgovoriti na pitaǌe
koje se postavǉa za ǌih. Stoga je dobro prevesti to pitaǌe na neko algebarsko pitaǌe kojim
se mo�emo lakxe pozabaviti, koje je potencijalno ‘lakxe’, mada ne obavezno trivijalno. U
svakom sluqaju je vixe ‘konaqne’ prirode nego originalno pitaǌe.

Kako to izvesti? Pojednostavǉeno gledano, u topologiji prouqavamo topoloxke pros-
tore i neprekidna preslikavaǌa me�u ǌima, dok u algebri prouqavamo algebarske struk-
ture i homomorfizme me�u tim strukturama. Dakle, prostorima treba pridru�iti neke
algebarske strukture, a neprekidnim preslikavaǌima homomorfizme. Ali ne bilo kako,
nego tako da se neka pravilnost ipak oquvava. Da identiqka preslikavaǌa prelaze u iden-
tiqka i da se komutativnost dijagrama oquvava. Shematski gledano, imamo pridru�ivaǌa
X 7→ S(X), gde je X topoloxki prostor, a S(X) neka algebarska struktura i, ako je f : X //Y
neprekidno preslikavaǌe, onda je S(f) : S(X) // S(Y ) (ili S(f) : S(Y ) // S(X)) homomor-
fizam, pri qemu va�i da je S(idX) = idS(X) i S(g ◦ f) = S(g) ◦ S(f) (ili S(g ◦ f) = S(f) ◦ S(g))

ako X
f→ Y

g→ Z. Zapravo, ovakvo pridru�ivaǌe se naziva kovarijantni (odnosno kon-
travarijantni) funktor. Ovde nije zgoreg napomenuti da je funktorijalnost veoma znaqajna
osobina ne samo u teorijskoj matematici nego i u primenama.

Jedan od problema koji se mo�e razmatrati je problem proxireǌa preslikavaǌa: pret-
postavimo da je A potprostor prostora X i da postoji preslikavaǌe f : A // Y ; pitaǌe
je da li postoji preslikavaǌe g : X // Y takvo da je restrikcija od g na A jednaka f .
Ako sa i oznaqimo inkluziju A u X, onda se postavǉa pitaǌe da li postoji g takvo da
je g ◦ i = f . Pre�imo sada na algebarsko pitaǌe. Neka je S neki kovarijantni funk-
tor. Tada S(f) : S(A) // S(Y ) i S(i) : S(A) // S(X). Ako preslikavaǌe g postoji, onda je
S(g) ◦ S(i) = S(f). Ali, razmotrimo jednostavnije pitaǌe. Da li uopxte postoji bilo kakav
homomorfizam φ : S(X) // S(Y ) takav da je φ ◦ S(i) = S(f). Ako ne postoji, onda sigurno
ne postoji ni tra�eno g (jer bi homomorfizam S(g) ‘odradio posao’). Na primer, neka je
S(Z) Abelova grupa za svaki topoloxki prostor Z i neka je A = Y i f = idA, pri qemu je
S(A) 6= {0}, a S(X) = {0}. Tada bismo se pitali da li postoji homomorfizam φ iz S(X) = {0}
u S(Y ) = S(A) 6= {0}, takav da je idS(A) = φ ◦ S(i). No, ako je p neki nenula element iz S(A)
onda je p = idS(A)(p) = φ(S(i)(p)) = φ(0) = 0 (jer je domen od φ trivijalna grupa) xto daje
kontradikciju. Ovaj primer nije izmixǉen samo za ovu priliku, zapravo na ovaj naqin
se pokazuje da ne postoji retrakcija n-dimenzionog diska Dn na ǌegovu rubnu sferu Sn−1

(retrakcija r prostora X na potprostor A je neprekidno preslikavaǌe r : X // A koje ne
pomera taqke iz A, tj. za koje je r ◦ i = idA, gde je i : A // X inkluzija). Posledica ove
qiǌenice je quvena Brauerova (Brower) teorema o fiksnoj taqki koja ustanovǉava da svako
neprekidno preslikavaǌe f diska Dn u samog sebe ima fiksnu taqku, tj. postoji x ∈ Dn

takvo da je f(x) = x. Ova teorema ima mnoge primene.
Neka je X proizvoǉna povezana, kompaktna n-dimenziona mnogostrukost. Toj mno-

gostrukosti mogu se pridru�iti takozvane kohomoloxke grupe sa Z2 koeficijentima:

H0(X;Z2), H1(X;Z2), . . . ,Hn(X;Z2),

Pri qemu je (zbog povezanosti mnogostrukosti X) H0(X;Z2) ∼= Z2. Ne�emo se baviti (jer
prosto i ne mo�emo) detaǉima kako se do ovih grupa dolazi, ali samo prokomentariximo da
se priroda Z2 koeficijenata manifestuje i u qiǌenici da je z+z = 0 za proizvoǉan element
neke od ovih grupa. Zapravo su sve te grupe vektorski prostori nad poǉem od dva elementa:
Z2. Ovo ‘ko’ u nazivu oznaqava kontravarijantnost, tj. da pri ovom pridru�ivaǌu dolazi
do ‘okretaǌa’ strelica (u starijim izvorima mo�e se na�i termin kontrahomologija): ako
je f : M //N neprekidno preslikavaǌe, onda Hk(f) : Hk(N) //Hk(M) i to preslikavaǌe je
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zapravo linearno preslikavaǌe me�u ovim vektorskim prostorima. U daǉem �emo umesto
Hk(f) pisati f∗ bez obzira na k. Napomenimo da se kohomoloxke grupe mogu pridru�iti
xiroj klasi topoloxkih prostora, a ne samo mnogostrukostima, kao i da koeficijenti ne
moraju biti u poǉu Z2. Zapravo, kasnije �emo imati i sluqaj gde su koeficijenti celi
brojevi.

Ono xto je posebno zanimǉivo je da, ne samo da su ovo vektorski prostori nad poǉem
Z2, nego je mogu�e definisati i operaciju mno�eǌa:

Hk(X;Z2)×H l(X;Z2)
∪−→ Hk+l(X;Z2),

pri qemu je element iz H0(X;Z2) koji odgovara 1 ∈ Z2 zapravo neutral za mno�eǌe i oz-
naqava�emo ga kratko sa 1. Ovo preslikavaǌe ima i odgovaraju�e svojstvo asocijativnosti
i, poxto su koeficijenti u Z2, a tu je z = −z za sve z, i svojstvom komutativnosti. Zapravo,
ako sve ove grupe ‘skupimo zajedno’, odnosno ako posmatramo direktnu sumu

H∗(X;Z2) = H0(X;Z2)⊕H1(X;Z2)⊕ · · · ⊕Hn(X;Z2),

onda je H∗(X : Z2) jedna algebra nad poǉem Z2. Dakle, radi se o priliqno bogatoj strukturi.
Navedimo jedan jednostavan primer. U sluqaju n-dimenzione sfere Sn imamo da je

H∗(Sn;Z2) = Hn(Sn;Z2) ∼= Z2, dok je Hk(Sn;Z2) trivijalna grupa za sve k 6= 0, n. Realni pro-
jektivni prostor je slo�eniji primer. U ovom sluqaju je Hk(RPn;Z2) ∼= Z2 za sve k = 0, n i
trivijalne inaqe. Zapravo, imamo i izomorfizam algebri:

H∗(RPn;Z2) ∼= Z2[w]/〈wn+1〉,

gde je w netrivijalni element iz grupe H1(RPn;Z2), a sa 〈wn+1〉 je oznaqen ideal u prstenu
polinoma Z2[w] generisan elementom wn+1. Ova algebra se naziva i saseqena polinomska
algebra.

Skicirajmo jednu primenu ovog rezultata. Dobro je poznata Borsuk-Ulamova teorema.

Teorema 3. Neka je f : Sn // Rn neprekidno preslikavaǌe. Tada postoji x ∈ Sn takvo da je
f(x) = f(−x).

Razne su interpretacije rezultata ove teoreme. Poput one da uvek na Zemǉinoj povr-
xini postoje dve antipodalne taqke u kojoj su iste,recimo, temperatura i pritisak. Ne�emo
ulaziti u ta popularna tumaqeǌa (zaxto je to bax tako, da li je Zemǉina povrxina bax
sfera ili ne, da li je pritisak neprekidan i sliqno), ali recimo da ova teorema ima
zaista xiroke i vrlo zanimǉive primene.

Skica dokaza. Pretpostavimo da ovo nije taqno, tj. da je f(x) 6= f(−x) za sve x ∈ Sn. Tada
se mo�e definisati neprekidno preslikavaǌe g : Sn // Sn−1 sa:

g(x) =
f(x)− f(−x)

|f(x)− f(−x)|
,

gde je sa |f(x)− f(−x)| oznaqena norma vektora f(x)− f(−x) ∈ Rn. Tada je

g(−x) =
f(−x)− f(x)

|f(−x)− f(x)|
= − f(x)− f(−x)

|f(x)− f(−x)|
= −g(x).

Napomenimo da se realni projektivni prostor RPn mo�e dobiti i identifikacijom an-
tipodalnih taqaka na sferi Sn Naime, podsetimo se da je RPn prostor svih pravih u Rn+1

koje prolaze kroz koordinatni poqetak. Svaka takva prava seqe sferu Sn u dve antipodalne
taqke. Tako da umesto da posmatramo sve takve prave u Rn+1 mo�emo da posmatramo parove
antipodalnih taqaka na sferi, pri qemu smatramo taj par za jednu taqku – identifikujemo
antipodalne taqke.
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Pa�ǉiva analiza, koja izlazi izvan okvira ovog rada, mo�e pokazati da ovo preslika-
vaǌe g indukuje neprekidno preslikavaǌe g̃ : RPn // RPn−1 za koje je g̃∗(u) = v, gde smo
sa u ∈ H1(RPn−1;Z2), odnosno v ∈ H1(RPn;Z2) oznaqili odgovaraju�e generatore algebri
H∗(RPn−1;Z2), odnosno H∗(RPn;Z2). Dakle, dobijamo homomorfizam algebri

g̃∗ : H∗(RPn−1;Z2) //H∗(RPn;Z2).

za koji je g̃∗(u) = v. No, tada je vn = (g̃∗(u))n = g̃∗(un) = g̃∗(0) = 0, ali vn 6= 0 u Hn(RPn;Z2).
Ova kontradikcija zavrxava naxu skicu dokaza teoreme Borsuk-Ulama.

2.4. Grasmanova mnogostrukost; Borelov opis kohomologije

Pozabavimo se sada kohomologijom Grasmanijana. Evo Borelovog opisa te kohomologije.

Teorema 4. H∗(Gk,n(R);Z2) ∼= Z2[w1, . . . , wk]/Ik,n gde je ideal Ik,n = 〈wn+1, . . . , wn+k〉, dok su
takozvane dualne klase wj odre�ene relacijom:

(1 + w1 + · · ·+ wk)(1 + w1 + w2 + · · · ) = 1.

Ovde je va�no napomenuti da wi, wi ∈ Hi(Gk,n(R);Z2). Tako�e, ovde nema nikakve
beskonaqne sume. Naime, s obzirom da je dimGk,n(R) = kn i da su kohomoloxke grupe mno-
gostrukosti trivijalne za eksponente ve�e od dimenzije te mnogostrukosti, ovde imamo
jednu, doduxe potencijalno ,,dugaqku”, ali ipak konaqnu sumu. Kasnije �emo pojasniti ovaj
termin ‘dualne klase’, pokuxajmo za sada da proverimo da li mo�emo boǉe da vidimo opis
ove kohomologije u nekom konkretnom sluqaju.

Za poqetak uzmimo trivijalan sluqaj: G1,n(R). Naime, to su jednodimenzioni potpros-
tori u Rn+1, tj. G1,n(R) nije nixta drugo do RPn, a tu kohomologiju znamo. Da proverimo
da li se gorenavedeni opis sla�e sa opisom kohomologije projektivnog prostora.

Dakle, H∗(G1,n(R);Z2) ∼= Z2[w1]/I1,n, gde je I1,n = 〈wn+1〉, pri qemu je

(1 + w1)(1 + w1 + w2 + · · · ) = 1.

Gorǌa jednakost je zapravo kra�i zapis za slede�e jednakosti (u k-tom redu ispisujemo
jednakost koja va�i u Hk(G1,n(R);Z2)):

w1 + w1 = 0

w2 + w1w1 = 0

w3 + w2w1 = 0

...

Imaju�i u vidu da je ovde z = −z, dobijamo:

w1 = w1

w2 = w2
1

w3 = w3
1

...

Dakle, wn+1 = wn+1
1 i dobijamo da je H∗(G1,n(R);Z2) ∼= Z2[w1]/∠wn+1

1 〉, kao xto je i trebalo.
Pozabavimo se sada nexto slo�enijim primerom G2,4(R). U ovom sluqaju je

H∗(G2,4(R);Z2) ∼= Z2[w1, w2]/I2,4,

gde je I2,n = 〈w5, w6〉, pri qemu je

(1 + w1 + w2)(1 + w1 + w2 + · · · ) = 1.
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Pokuxajmo da malo ubrzamo raqunaǌe. Vidimo da je element 1+w1+w2+ · · · zapravo inverz
elementa 1 + w1 + w2 u toj algebri. Dakle

1 + w1 + w2 + · · · = 1

1 + w1 + w2
= 1 +

∑
r≥1

(w1 + w2)r,

pri qemu smo koristili poznatu sumu za geometrijsku progresiju uz korisnu qiǌenicu da
je ovde 1 = −1. Nas interesuju elementi w5 i w6, koji se nalaze u dimenziji 5 i 6. Ovo sada
pomalo podse�a na neki zadatak sa prijemnog ispita na fakultet: na�i u gorǌoj sumi sve
elemente u dimenziji 5, odnosno 6. Ovde je w1 u dimenziji 1, a w2 u dimenziji 2, pa je wk1w

l
2

u dimenziji k + 2l. Dobijamo da je

w5 = w5
1 +

(
4

3

)
w3

1w2 +

(
3

1

)
w1w

2
2 = w5

1 + w1w
2
2;

w6 = w6
1 +

(
5

4

)
w4

1w2 +

(
4

2

)
w2

1w
2
2 + w3

2 = w6
1 + w4

1w2 + w3
2.

Naravno, ovde smo koristili da je 2 = 1 + 1 = 0 u Z2, pa je, na primer
(
4
2

)
= 6 = 0.

Konaqno, dobijamo da je

H∗(G2,4(R);Z2) ∼= Z2[w1, w2]/〈w5
1 + w1w

2
2, w

6
1 + w4

1w2 + w3
2〉.

Lepo. Mi sada znamo, na primer, da je u kohomologiji ovog Grasmanijana w5
1 = w1w

2
2, ali

koliko mi zaista mo�emo uspexno da raqunamo u ovoj kohomologiji? Na primer, da li
je element w4

2 u ovoj kohomologiji jednak nuli, ili nije. Ovo pitaǌe nije proizvoǉno.
Element wnk le�i u dimenziji kn, a to je zapravo dimenzija Grasmanijana. Iz opxte teorije
o mnogostrukostima poznato da je Hkn(Gk,n(R);Z2) ∼= Z2, to je ovaj element tu generator ili
je jednak nuli. Zapravo, bax ovo pitaǌe jeste povezano sa jednim zanimǉivim rezultatom
– videti rad [22].

Vratimo se na nax konkretan sluqaj. U dimenziji 8, koja je dimenzija ovog Grasmani-
jana, nalaze se i drugi elementi, koji mogu biti generatori. Na primer, element w8

1. Ili
w4

1w
2
2, ili ǌihov zbir. Mi ne znamo koji od tih kandidata jeste generator, koji su nula, a

tako�e je mogu�e da se generator mo�e izraziti kao polinom po w1 i w2 na vixe naqina.
Pitaǌe da li je w4

2 = 0 u H∗(G2,4(R);Z2) ekvivalentno je pitaǌu da li w4
2 pripada

idealu generisanom elementima w5
1 +w1w

2
2 i w6

1 +w4
1w2+w3

2 u prstenu polinoma Z2[w1, w2]. Na
takva pitaǌa uopxte nije lako odgovoriti. Kako bismo mogli da pokuxamo da to uradimo?
Pokuxali bismo da odgovorimo na pitaǌe da li postoje polinomi p(w1, w2) i q(w1, w2) iz
Z2[w1, w2] za koje je

w4
2 = p(w1, w2)(w5

1 + w1w
2
2) + q(w1, w2)(w6

1 + w4
1w2 + w3

2).

Ideja bi mogla da bude da ‘podelimo’ polinom w4
2 jednim od ova dva polinoma, pa da onda

taj ostatak podelimo preostalim polinomom, te ako dobijemo 0 kao taj posledǌi ostatak,
onda polinom jeste u idealu, a ako ne dobijemo 0, onda nije. Naravno, ako malo pogledate
polinome, vidite da imate veliki problem da w4

2 ‘podelite’ polinomom w5
1 +w1w

2
2 – kako da

delite? Drugi polinom vixe obe�ava, samo ga treba drugaqije napisati – kao w3
2+w4

1w2+w6
1.

Onda se ponaxate kao da se radi o polinomima po neodre�enoj w2 sa koeficijentima u Z2[w1]
i, s obzirom da se radi o moniqnom polinomu, zaista mo�ete da izvrxite deǉeǌe u tom
prstenu i dobijate ostatak w4

1w
2
2 +w6

1w2. Sada ste zavrxili sa jednim od ova dva polinoma
iz ideala. Ili mo�da niste? Sada je opet pogodno da taj polinom ‘gledate’ kao polinom po
neodre�enoj w1, sa koeficijentima u Z2[w2]. . .I opasno se bli�imo zaqaranom krugu. Izlaz
iz toga nam nudi teorija Grebnerovih baza koja je tema slede�eg odeǉka.
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3. Grebnerove baze

Videli smo da je kohomologija realne Grasmanove mnogostrukosti sa Z2 koeficijentima
izomorfna koliqniqkoj algebri polinomske algebre nad Z2 po odre�enom idealu. Da bi smo
ustanovili da li dva polinoma zadaju isti element u kohomologiji, moramo proveriti da
li ǌihova razlika pripada idealu. Dakle, prirodno nam se pojavǉuje pitaǌe pripadnosti
idealu.

Razmotrimo ovo pitaǌe za opxti sluqaj algebre K[X1, . . . , Xn]/I, gde je K neko poǉe,
I ideal generisan polinomima h1, . . . , hk: I = 〈h1, . . . , hk〉. Kako ustanoviti da li je dati
polinom f u idealu I?

Pogledajmo najpre najjednostavniji sluqaj: n = 1, k = 1. Dakle, pitamo se da li poli-
nom f(X) ∈ K[X] pripada idealu generisanom polinomom h1(X) ∈ K[X]. Jasno je kako to
radimo. Jednostavno podelimo polinom f(X) polinomom h1(X) i proverimo da li je os-
tatak jednak 0. Ako jeste, onda je f(X) = q(X)h1(X) za neki polinom q(X) i f(X) jeste
u tom idealu. U sluqaju da postoji nenula ostatak, polinom nije u idealu. Dakle, nixta
prostije. Podsetimo se kako se vrxi deǉeǌe. Neka je f(X) = anX

n+an−1X
n−1+ · · ·+a1X+a0

i h1(X) = bmX
m+ bm−1X

m−1 + · · ·+ b1X+ b0. Ukoliko je n < m nixta ne mo�emo da uradimo,
zato posmatrajmo sluqaj n ≥ m. Xta radimo? Posmatramo iskǉuqivo monome anXn i bmXm

i prvi monom podelimo drugim. Dobijamo da je rezultat an
bm
Xn−m. To �e nam biti prvi

monom u koliqniku. Potom pomno�imo tim monomom polinom h1(X) i oduzmemo rezultat
od polinoma f . Dobijamo novi polinom f1(X) = f(X)− anX

n

bmXm
h1(X). Ovo mo�emo zapisati i

ovako:
f

h1−→ f1,

i to mo�emo qitati: polinom f je sveden (redukovan) na polinom f1 pomo�u polinoma h1. Da
bismo pojednostavili zapis, polinome smo pisali bez eksplicitnog navo�eǌa neodre�ene.
To �emo qesto raditi i daǉe, posebno u sluqaju vixe neodre�enih.

Postupak daǉe primeǌujemo na polinom f1. Ovo se nastavǉa sve dok ne do�emo ili do
nule ili do polinoma stepena maǌeg od stepena polinoma h1. Taj dobijeni polinom, koji
mo�emo (ne previxe maxtovito) da oznaqimo sa r, zapravo je ostatak pri deǉeǌu polinoma
f polinomom h1. To se u prethodnoj simbolici zapisuje i ovako:

f
h1−→ f1

h1−→ f2 · · ·
h1−→ fs = r.

Dakle, deǉeǌe jednog polinoma drugim zapravo se sastoji iz vixe koraka koje nazivamo re-
dukcije. Ovo deǉeǌe nam jednostavno omogu�ava da razreximo pitaǌe pripadnosti idealu
u sluqaju polinoma sa jednom neodre�enom i ideala generisanog jednim elementom.

Xta se dexava u sluqaju n = 1, k = 2? Tada imamo ideal I = 〈h1(X), h2(X)〉. Kako
ustanoviti da li dati polinom f pripada ovom idealu? Reklo bi se, nixta posebno. Recimo,
podelimo polinom f polinomom h1. Ako je ostatak 0, onda jeste u idealu, ako nije, onda taj
ostatak podelimo polinomom h2. Sad, tu postoji izvesna proizvoǉnost – zaxto prvo h1, pa
posle h2, ali dobro. Ali, da li ovo radi?

Razmotrimo slede�i primer: f = X3 + X, h1 = X2 − X, h2 = X2. Vrximo deǉeǌe
polinomom h1:

X3 +X
h1−→ X2 +X

h1−→ 2X.

U prvoj redukciji smo od polinoma f oduzeli polinom h1 pomno�en monomom X = X3

X2 , a
potom smo od dobijenog polinoma oduzeli polinom h1 pomno�en monomom 1 = X2

X2 . Sve po
pravilima kojima vrximo deǉeǌe. Dobili smo polinom 2X i ǌega ne mo�emo vixe da
delimo polinomom h1. Dobro, pre�imo na polinom h2. . . . Ali, ne mo�emo da ga delimo
ni polinomom h2! Qini se da on nije u idealu. A xta bi se desilo da smo prvo delili
polinomom h2?

X3 +X
h2−→ X.

Opet ne mo�emo da nastavimo daǉe. Primetimo da nismo dobili isti rezultat. No, mi smo
deǉeǌe rastavili na pojedinaqne korake. Mo�da mo�emo da malo redukujemo pomo�u h1, a
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malo pomo�u h2?
X3 +X

h1−→ X2 +X
h2−→ X.

Kako god da radimo, ne dobijamo da polinom pripada idealu. Ali, jasno se vidi da polinom
jeste u idealu: X = h2 − h1, pa X ∈ I, a f = (X2 + 1) ·X, pa f ∈ I.

Dakle, ovaj nax postupak ne radi bax dobro. Trebalo bi malo da razmislimo.
Oqigledno je bilo pogrexno koristiti samo polinome h1 i h2. Treba gledati i druge
polinome koji su u idealu. Naravno, lako �emo se dosetiti kako ovo popraviti. Ne samo
za ovaj poseban sluqaj, nego uopxte. Mi vrlo dobro znamo da je prsten polinoma K[X]
glavnoidealski, tj. u ǌemu je svaki ideal generisan jednim polinomom. Znamo i koji je
to polinom. To je polinom koji je zapravo najve�i zajedniqki delilac tog konaqnog broja
polinoma koji generixu ideal. U sluqaju dva polinoma, najve�i zajedniqki delilac se do-
bija Euklidovim algoritmom, a za vixe polinoma se postupak iterira. U naxem sluqaju
se lako dobija da je nzd(X2 −X,X2) = X i onda je sve jasno (i lako).

Dakle, problem pripadnosti idealu I = 〈h1, . . . , hk〉 rexili smo prelaskom na ,,boǉi”
generatorni skup. U sluqaju ideala generatorni skup se naziva i baza, pri qemu, naravno,
ne mislimo na bazu u smislu vektorskih prostora. Dakle, od baze {h1, . . . , hk} prelazimo na
jednoqlanu bazu {nzd(h1, . . . , hk)} i tada se problem pripadnosti idealu jednostavno rexava.

Pozabavimo se sada sluqajem polinoma sa vixe neodre�enih.
Potrebno je, pre svega, da razjasnimo deǉeǌe u prstenu polinoma sa vixe neodre�enih.

Kao xto smo videli, deǉeǌe je zapravo niz redukcija, te �emo stoga razjasniti pojam
redukcije.

Kada vrximo redukciju polinoma sa jednom neodre�enom, mi se koncentrixemo na dva
monoma, koji su zapravo monomi najve�eg stepena u dva polinoma koje razmatramo. Dakle,
oni su neka vrsta vode�ih monoma. Kako to izgleda u sluqaju polinoma sa vixe neodre�enih?
Na primer, koji je to vode�i monom u polinomu X3Y +4X2Y 2 +3X2Y +Y 3−X2 +2Y −1? Ako
gledamo po totalnim stepenima, onda su i X3Y i 4X2Y 2 stepena 4. Naravno, mo�emo da se
koncentrixemo na najvixi stepen od X. Ali, xta re�i za ovaj polinom: X2Y 2Z +X2Y Z2 −
Y 2 + 3Z − 5? Ovde mo�emo da gledamo ve�i stepen od Y . Treba to pa�ǉivije osmisliti.

Evo malo prigodne terminologije. Ako imamo monom cXα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n , onda je tu c koefi-

cijent, a Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n je proizvod stepena neodre�enih, kratko proizvod. Ovaj proizvod

�emo kratko oznaqavati sa XXXααα (ovde su XXX i ααα odgovaraju�e n-torke). �elimo da uvedemo
neki poredak � na skupu svih proizvoda. Najpre �elimo da taj poredak proxiruje poredak u
smislu deǉivosti, tj. da iz XXXααα |XXXβββ sledi XXXααα �XXXβββ. Tako�e �elimo da tako dobijemo dobro
ure�eni skup svih proizvoda, jer ne �elimo beskonaqan opadaju�i niz: XXXααα1 � XXXααα2 � . . . .
Posebno, to znaqi da imamo jedno linearno ure�eǌe, tj. svaka dva proizvoda su uporediva.
Primetimo da je i 1 � XXXααα za svako ααα (1 = XXX000, 000 = (0, 0, . . . , 0)). Svaki takav poredak naziva
se monomni poredak (mada je zapravo definisan na proizvodima, a ne monomima, ali ne
postoji usaglaxenost termina, te se ne�emo daǉe brinuti o tome).

Zapravo, evo precizne definicije koja nam daje sve tra�ene uslove.

Definicija 4. Linearno ure�eǌe na skupu svih proizvoda je monomni poredak ukoliko ispun-
java slede�a dva uslova.

1. Za sve ααα 6= 000 je 1 ≺XXXααα

2. Za sve ααα,βββ,γγγ iz XXXααα ≺XXXβββ sledi XXXαααXXXγγγ ≺XXXβββXXXγγγ .

Ne�emo ovde detaǉno proveravati ispuǌenost gorenavedenih svojstava.
Monomnih poredaka ima uistinu mnogo. Navedimo dva najjednostavnija. Prvi je lek-

sikografski poredak, oznaka lex. U tom sluqaju je

Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n ≺lex X

β1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n

def⇐⇒ (∃i ∈ {1, . . . , n})((∀j < i)(αj = βj) ∧ αi < βi)

Kratko reqeno, proizvodi se porede kao u reqniku. Zamislite da ste ispisali proizvod
kao req u reqniku (pri qemu su neodre�ene slova i to tako da je X1 prvo slovo itd.). Onda
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je ve�a ona koja se prva pojavi. Recimo X2
1X2X

7
3 ≺lex X

2
1X

2
2X3: α1 = 2 = β1, a α2 = 1 < 2 = β2.

Zapravo, prva odgovara reqi (reqnik je na �irilici): aabvvvvvvv, a druga aabbv. Sigurno
se ni u jednom reqniku srpskog jezika ove dve reqi ne pojavǉuju, ali znamo koja bi se
prva pojavila. Posebno, ovde je X1 �lex X2 �lex · · · �lex Xn. Naime, X2 = X0

1X
1
2 · · ·X0

n, a
X1 = X1

1X
0
2 · · ·X0

n, pa je X2 ≺lex X1, xto se vidi pore�eǌem stepena neodre�ene X1. Uostalom,
slovo a se pojavǉuje pre slova b, zar ne? Naravno, pore�eǌe sa reqnikom je nategnuto: naxe
neodre�ene komutiraju, a slova u reqima sigurno ne, ali ovo objaxǌava terminologiju.

Drugi jednostavan poredak, koji �emo koristiti u daǉem je takozvani stepenasti lek-
sikografski poredak, u oznaci grlex. U ovom poretku, ako gledamo analogiju sa reqnikom,
prvo poredite du�inu reqi (du�e reqi su ve�e od kra�ih), a reqi iste du�ine poredite
leksikografski: Xα1

1 Xα2
2 · · ·Xαn

n ≺grlex X
β1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n ako i samo ako je

∑n
i=1 αi <

∑n
i=1 βi ili

je
∑n
i=1 αi =

∑n
i=1 βi, a X

α1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n ≺lex X

β1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n . Jasno je da je i ovde Xi �grlex Xj

za i < j.
Zapravo, mi smo i definisali oba ova poretka tako da neodre�ene ovako budu ure�ene.

Mo�e se naravno, analogno, zadati leksikografski i stepenasti leksikografski poredak
da neodre�ene budu ure�ene na neki drugi naqin.

Izaberimo neki monomni poredak �. Svaki polinom f ∈ K[X1, X2, . . . , Xn] \ {0} mo�emo
zapisati na slede�i naqin:

f = a1XXX
ααα1 + a2XXX

ααα2 + · · ·+ arXXX
αααr ,

pri qemu je XXXααα1 � XXXααα2 � · · · � XXXαααr . Prirodno je uvesti slede�u terminogiju (i oznake).
Vode�i proizvod polinoma f , u oznaci LP (f), je XXXααα1 , vode�i koeficijent tog polinoma, u
oznaci LC(f) je a1, dok je a1XXXααα1 vode�i monom: LM(f) = α1XXX

ααα1 .
Neka je zadat ideal I = 〈h1, h2, . . . , hk〉. Zanima nas pitaǌe pripadnosti polinoma f 6= 0

ovom idealu. Na analogan naqin mo�emo uvesti pojam redukcije. Uoqimo LP (f) i LP (hi).
Ako LP (hi) | LP (f), onda vrximo redukciju:

f
hi−→ f1,

gde je

f1 = f − LM(f)

LM(hi)
hi.

Primetimo da je sada LP (f1) ≺ LP (f), jer smo vode�i monom ‘skinuli’, a sve se radilo
proizvodima koji su maǌi od LP (f) (koristili smo vode�i monom i u hi). Dakle, mo�emo
ponavǉati ove redukcije koriste�i sve ove polinome h1, . . . , hk. Na kraju dolazimo do poli-
noma r koji daǉe ne mo�emo da redukujemo. U sluqaju polinoma sa jednom neodre�enom, to
se dexava kada stepen dobijenog polinoma bude maǌi od stepena polinoma hi, a u sluqaju
polinoma sa vixe neodre�enih, to se dexava kada nijedan od vode�ih proizvoda LP (hi) ne
deli LP (r). Ako je r = 0, onda znamo da je f u idealu, a ako nije, onda. . .

Kao xto smo videli u sluqaju polinoma sa jednom neodre�enom, ovaj postupak bax nije
idealan. Pre svega taj redukovani polinom (‘ostatak’) zavisi od redosleda kojim radimo
redukcije. Posebno, to znaqi da se mo�e dobiti da ‘ostatak’ nije 0, mada polinom jeste
u idealu. Problem je bio u generatornom skupu (bazi) datog ideala. U sluqaju polinoma
sa jednom neodre�enom, znali smo da postoji jednoqlana baza i ona je rexila problem,
ali u sluqaju polinoma sa vixe neodre�enih, koji nije glavnoidealski prsten, ne mo�emo
tako zakǉuqivati. No, razmotrimo malo polinome sa jednom neodre�enom. Problem je bio
u tome xto su generatori bili vixeg stepena od nekih polinoma koji pripadaju idealu, pa
se ti polinomi nisu mogli daǉe redukovati. Dakle, tu je po�eǉno na�i polinom najmaǌeg
stepena koji je u idealu. Ako se prisetite dokaza qiǌenice da je svaki ideal u prstenu
K[X] glavni, on se bax zasniva na toj ideji – da se poka�e da je nenula polinom najmaǌeg
stepena koji je u idealu zapravo generator! U ovom sluqaju je taj najmaǌi stepen zapravo
takav da deli ostale stepene (polinoma koji su u idealu). To dolazi od toga xto je u
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sluqaju polinoma sa vixe neodre�enih relacija deǉivosti me�u proizvodima Xn zapravo
linearno ure�eǌe. Tako nexto nemamo u sluqaju polinoma sa vixe neodre�enih, pa samim
tim ne mo�emo imati ni jednoqlanu bazu za svaki ideal. Ali, imamo nexto malo drugaqije,
ali ipak dovoǉno dobro. Mo�emo posmatrati minimalne proizvode. Na primer, u skupu
proizvoda {X3Y Z,XY 2, Z3, X3Y Z5, Z2} proizvodi X3Y Z,Z2, XY 2 jesu minimalni u smislu
deǉivosti (nisu deǉivi drugim proizvodima iz tog skupa), ali nisu najmaǌi – oni su
zapravo me�usobno neuporedivi u smislu deǉivosti.

Mo�e se postaviti pitaǌe: da li u proizvoǉnom skupu proizvoda postoji samo konaqno
mnogo minimalnih elemenata (u smislu deǉivosti) Odgovor je potvrdan. Ovo je zapravo
qisto kombinatorno pitaǌe i mo�e se razmatrati nezavisno od ove priqe. Ambicioznom
qitaocu preporuqujemo da sam proba da ovo doka�e, a ako ne uspe, mo�e da potra�i dokaz
Diksonove leme u literaturi.

Vratimo se na pitaǌe redukcije. Umesto da radimo sa datom bazom h1, . . . , hk, mi �e-
limo da dobijemo boǉu bazu, u kojoj �e redukcija rexiti problem pripadnosti idealu (a
i u kojoj ’ostatak’ ne zavisi od redosleda redukcija). Da li mo�emo da na�emo takvu bazu?
Posmatrajmo skup LP(I) = {LP (g) : g ∈ I \ {0}}. To je skup svih vode�ih proizvoda poli-
noma iz I. Prema gorenavedenom rezultatu, postoji konaqno mnogo minimalnih elemenata
(u smislu deǉivosti) u ovom skupu, tj. postoji konaqno mnogo polinoma g1, . . . , gs ∈ I takvih
da je skup {LP (g1), . . . , LP (gs)} skup svih minimalnih elemenata skupa LP(I).

Zapravo ovako dobijeni elementi g1, . . . , gs i predstavǉaju tra�enu pogodnu bazu – to je
Grebnerova baza ideala I! Poka�imo da je to zaista baza tog ideala, a i da je pogodna u
gorenavedenom smislu.

Pokaza�emo da:

za svaki g ∈ I \ {0} postoji i ∈ {1, . . . , s} tako da LP (gi) | LP (g). (1)

U suprotnom, neka je g nenula polinom iz ideala I qiji vode�i proizvod nije deǉiv nijed-
nim od vode�ih proizvoda polinoma gi. Kako su oni minimalni, to, za sve i: LP (g) - LP (gi).
Postoji samo konaqno mnogo proizvoda koji dele LP (g). Samim tim postoji samo konaqno
mnogo proizvoda iz skupa LP(I) koji dele LP (g). Izaberimo neki minimalan takav (mo�da
je to bax LP (g), nema veze). Taj proizvod �e onda biti i minimalan u celom skupu LP(I),
a to protivreqi qiǌenici da je {LP (g1), . . . , LP (gs)} skup svih minimalnih elemenata (taj
proizvod nije ni jedan od ovih – oni ne dele LP (g)).

Dakle, sada imamo polinome g1, . . . , gs iz ideala I sa gorenavedenim svojstvom (1).
Poka�imo da oni generixu I. Zapravo �emo pokazati da je f ∈ I ako i samo ako se pomo�u
gi mo�e redukovati do 0.

Naravno, jedan smer je lak. Ako se polinom redukuje do 0 korix�eǌem polinoma gi,
onda je taj polinom oblika

∑
i pigi za neke polinome pi, pa samim tim pripada idealu I (pri

redukciji od datog polinoma f oduzimamo neki gi pomno�en nekim monomom; ako do�emo na
kraju od nule, onda, rade�i unazad, dobijamo da je f suma umno�aka gi nekim monomima).
Pretpostavimo stoga da f ∈ I. To znaqi da je LP (gi) | LP (f) za neko i, pa mo�emo izvrxiti
redukciju:

f
gi−→ f1,

pri qemu je LP (f1) ≺ LP (f) i f1 ∈ I. Ukoliko je f1 = 0, dobili smo tra�enu; u suprotnom
nastavǉamo postupak. Tako dobijamo niz polinoma: f = f0, f1, . . . za koje je LP (f0) � LP (f1) �
. . . . Na osnovu svojstava monomnog poretka, znamo da takav niz ne mo�e biti beskonaqan,
te se proces mora zavrxiti i dobijamo 0 posle konaqno mnogo koraka.

Sada mo�emo dati eksplicitnu definiciju pojma Grebnerove baze.

Definicija 5. Polinomi g1, . . . , gs ∈ I qine Grebnerovu bazu za ideal I ako ispuǌavaju gore-
navedeno svojstvo (1).

Videli smo da Grebnerova baza uvek postoji. Drugo je pitaǌe kako je na�i. Postoje
algoritmi za nala�eǌe Grebnerove baze konkretnog ideala, a oni su i implementirani u
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raznim paketima za simboliqka izraqunavaǌa. Kako se mi ne�emo time baviti ovde, ponovo
upu�ujemo qitaoca na literaturu. Samo �emo prokomentarisati da, naravno, Grebnerova
baza zavisi od izbora monomnog poretka, ali je zanimǉiva i slede�a jednostavna qiǌenica:
ako je {g1, . . . , gs} Grebnerova baza za poredak �1 i posmatramo poredak �2 i skup polinoma
{h1, . . . , hs} za koje je LP�1

(gi) = LP�2
(hi) za sve i, onda je skup {h1, . . . , hs} Grebnerova baza

za poredak �2. Nadamo se da je qitaocu potpuno jasno zaxto ovo va�i.
Za kraj ovog odeǉka, navedimo da se pojam Grebnerove baze mo�e zadati i za sluqaj

polinoma nad nekim prstenom koeficijenata. Naravno da je tu slo�enije razmatraǌe (na
primer, odmah se mo�e primetiti da moramo razmatrati da li LM(g) | LM(f), a ne samo
da li LP (g) | LP (f)), ali za pravilne prstene, poput glavnoidealskih domena, teorija se
mo�e fino razviti. U odeǉku o kohomologiji Grasmanijana, ima�emo takav sluqaj u kome
je prsten koeficijenata Z.

4. Vektorska raslojeǌa

U ovom odeǉku navex�emo osnovne rezultate o vektorskim raslojeǌima, karakteristiq-
nim klasama, kao i naqin svo�eǌa problema o imerzijama na pitaǌe iz teorije homotopije.

Realno vektorsko raslojeǌe ξ sa totalnim prostorom E i bazom B je preslikavaǌe

E

B

p

� �

Pri tome, za svako b ∈ B sloj (fibra) p−1(b) je vektorski prostor nad poǉem R (iste
dimenzije). Osim ovog uslova zahteva se jox jedan tehniqki, ali va�an uslov, lokalne
trivijalnosti koji ne�emo formulisati – �elimo samo da skiciramo osnovne ideje.

Navedimo i par primera.
0. Ako je E = B × Rn i p projekcija na prvu koordinatu, onda je u pitaǌu trivijalno
raslojeǌe (oznaka εn).
1. Tangentno raslojeǌe na mnogostrukost (τ). Zapravo nam je ovo raslojeǌe dobro poznato
iz ranijeg xkolovaǌa, mada ga nismo eksplicitno navodili: svaka glatka povrx u svakoj
taqki ima svoju tangentnu ravan. Unija svih tih ravni predstavǉa tangentno raslojeǌe te
povrxi.

2. Kanonsko raslojeǌe nad Grasmanijanom: totalni prostor ovog raslojeǌa je

E = {(π, v) ∈ Gk,n(R)× Rn+k : v ∈ π}.

Dakle, nad svakom taqkom iz Gk,n(R), koja nije nixta drugo do ravan dimenzije k u Rn+k,
le�i bax ta ravan.

Mogu�e je na prirodan naqin definisati i pojam izomorfizma raslojeǌa (te �e
biti homeomorfizam totalnih prostora, koji ‘poxtuje’ strukturu vektorskog prostora u
svakoj fibri). Tako�e se na vektorskim raslojeǌima mogu vrxiti i operacije sabiraǌa i
mno�eǌa:

(ξ, η) 7→ ξ ⊕ η, ξ ⊗ η

Vrlo va�an rezultat je slede�i: ako je bazni prostor B kompaktan, onda za svako ξ postoji
θ tako da je ξ ⊕ θ ∼= εN za neko N . Dakle, svakom raslojeǌu nad kompaktnom bazom, mo�e se
dodati drugo raslojeǌe tako da je dobijeno raslojeǌe izomorfno trivijalnom. Ovo nam daje
i jasan pojam normalnog raslojeǌa za tangentno raslojeǌe mnogostrukosti: to je raslojeǌe
ν takvo da je τ⊕ν ∼= εN . Prirodno je videti ν kao aditivni inverz za τ . Nije loxe imati na
umu slede�i jednostavan primer: zamislite dvodimenzionu sferu i tangentnu ravan u nekoj
taqki. Normalno raslojeǌe je ovde dimenzije 1: za svaku taqku posmatramo pravu kroz tu
taqku koja je normalna na tangentnu ravan. Sve te prave zajedno, qine normalno raslojeǌe.
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Realnom vektorskom raslojeǌu ξ, radi lakxeg ispitivaǌa ǌegovih svojstava metodama
algebarske topologije, pridru�ujemo Xtifel-Vitnijeve karakteristiqne klase wi(ξ) ∈
Hi(B;Z/2). Zapravo, mo�emo posmatrati i totalnu klasu: ξ 7→ w(ξ) ∈ H∗(B;Z/2):

w(ξ) = 1 + w1(ξ) + w2(ξ) + · · ·+ wm(ξ),

gde je m dimenzija sloja (vektorskog prostora). Pri tome, za trivijalno raslojeǌe va�i:
w(εN ) = 1, dok je:

w(ξ ⊕ η) = w(ξ) · w(η).

Posebno: w(τ) · w(ν) = 1.
Realno vektorsko raslojeǌe ξ nad bazom B u kome je dimenzija sloja n (realno n-

raslojeǌe nad B) potpuno je odre�eno preslikavaǌem

fξ : B / /BO(n)(= Gn,∞(R)).

Ovde je sa Gn,∞ oznaqen beskonaqni Grasmanijan. Ne�emo se ǌime daǉe baviti, dovoǉno
je re�i da se mo�e dobiti kao unija konaqnih Grasmanijana n-dimenzionih ravni u pros-
torima sve ve�e dimenzije. Ukoliko se radi samo o raslojeǌu ξ qiju dimenziju ne znamo,
onda ga vidimo kao preslikavaǌe

fξ : B //BO.

Ovaj prostor BO tako�e ne�emo daǉe izuqavati (on se pak mo�e videti kao unija prethod-
nih BO(n) kada n neograniqeno raste). Primena teorije homotopije na pitaǌe imerzije je
sadr�ana u slede�em.

Normalno raslojeǌe odre�uje dimenziju prostora u koji mo�emo ,,imerzovati” mno-
gostrukost (podsetimo se da je τ ⊕ ν ∼= εN , za neko N). Dakle, normalno raslojeǌe odgovara
preslikavaǌu

fν : B //BO(M),

za neko M , odnosno preslikavaǌu u BO (tada ga zovemo stabilno normalno raslojeǌe).
Nax zadatak je da reximo ,,problem podizaǌa”. Hirxova teorema ka�e da se kompaktna

mnogostrukostMn mo�e imerzovati u Rn+k akko se mo�e pozitivno rexiti slede�i problem
podizaǌa:

Mn BO
fν //

BO(k)

BO

p

��
Mn

BO(k)
<<z

z
z

z
z

z

Ovo se rexava faktorisaǌem preslikavaǌa p u jednostavnija, koja se mogu algebarski
opisati. Za ispitivaǌe postojaǌa podizaǌa za ta jednostavnija preslikavaǌa (podizaǌe
se vrxi ,,sprat po sprat”) koristi se detaǉno poznavaǌe kohomologije mnogostrukosti Mn,
karakteristiqnih klasa tangentnog raslojeǌa, kao i poznavaǌe dejstva Stinrodove algebre
(o kojoj tako�e ovde nismo govorili) na ovoj mnogostrukosti.

5. Raqunaǌe u kohomologiji Grasmanijana i primene

Videli smo da je kohomologija Grasmanijana Gk,n(R) sa Z2 koeficijentima zapravo
polinomska algebra poseqena po idealu Ik,n. U radu [8], Monks je odredio Grebnerove baze
za ideal I2,n za sluqaj n = 2s − 3 i n = 2s − 4. Pomo�u ovih baza dobio je nove rezultate
o kohomologiji odgovaraju�ih Grasmanijana, a tako�e, koriste�i metodu modifikovanih
kula Postnikova (to su one faktorizacije koje su spomenute na kraju prethodnog odeǉka),
dobio je rezultate koji se tiqu imerzija Grasmanijana G2,2s−3 u euklidske prostore. Ove
rezultate o imerzijama je kasnije popravio Ximkus u radu [21].
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U sluqaju k = 2, koji je razmatran u ovim radovima, radi se o koliqiqkoj algebri
Z2[w1, w2]/〈wn+1, wn+2〉. U radu [10], odre�ene su Grebnerove baze za sve ideale I2,n za ste-
penasti leksikografski poredak za koji je w1 � w2. Prokomentariximo ukratko, bez dokaza,
ove rezultate.

Grebnerovu bazu za ideal I2,n qine polinomi gm, za 0 ≤ m ≤ n+ 1 zadati sa:

gm :=
∑

a+2b=n+1+m

(
a+ b−m

a

)
wa1w

b
2. (2)

Naravno, ovde se binomni koeficijenti posmatraju po modulu 2, te su ili 0 ili 1. Ranije
smo razmatrali sluqaj G2,4(R), pa ih izraqunajmo u ovom sluqaju:

g0 = w5
1 +w1w

2
2, g1 = w4

1w2 +w2
1w

2
2 +w3

2, g2 = w3
1w

2
2, g3 = w2

1w
3
2 +w4

2, g4 = w1w
4
2, g5 = w5

2.

Kao xto se vidi, LP (gi) = w5−i
1 wi2 (u sluqaju Z2 koeficijenata svi vode�i koeficijenti

su naravno 1, pa se vode�i monomi i vode�i proizvodi podudaraju). Dakle, svi proizvodi
wa1w

b
2 za koje je a + b = 5(= 4 + 1) pojavǉuju se kao vode�i u Grebnerovoj bazi. To znaqi da

svi polinomi iz Z2[w1, w2] mogu biti redukovani do polinoma u kojima se pojavǉuju samo
proizvodi wa1w

b
2 za koje je a+b ≤ 4. Stoga zapravo bazu za samu kohomologiju H∗(G2,4(R);Z2)

qine monomi (ili proizvodi, svejedno) wa1w
b
2 za koje je a+b ≤ 4 – bilo koja ǌihova netrivi-

jalna linearna kombinacija nad Z2 ne mo�e daǉe biti redukovana, dakle ne pripada idealu
I2,n, pa nije jednaka 0 u kohomologiji; dakle ti monomi ne samo xto nisu jednaki 0 u koho-
mologiji, nisu ni linearno zavisni kao elementi vektorskog prostora H∗(G2,4(R);Z2). Kako
se svaki polinom mo�e redukovati do takvog u kome se pojavǉuju iskǉuqivo takvi monomi,
zakǉuqujemo da oni qine bazu kohomologije H∗(G2,4(R);Z2) kao vektorskog prostora nad Z2.
Posebno, tu je i element w4

2 za koga smo se pitali da li je jednak 0 u kohomologiji. Dakle,
odgovor je da nije.

Zapravo, iz (2) lako se mo�e izvesti zakǉuqak u opxtem sluqaju, da monomi wa1w
b
2 za

a+ b ≤ n qine bazu vektorskog prostora H∗(G2,n(R);Z2).
Ovi rezultati su zatim proxireni za sluqaj k = 3 u [11]. U tom radu se, izme�u ostalog,

dobilo da vektorski prostor H∗(G3,n(R);Z2) ima bazu koji qine monomi oblika wa1w
b
2w

c
3 za

a+ b+ c ≤ n. Prirodno se postavilo pitaǌe da li je u opxtem sluqaju taqno da vektorski
prostor

H∗(Gk,n(R);Z2) ima bazu koju qine monomi wα1
1 wα2

2 · · ·w
αk
k gde je

k∑
i=1

αi ≤ n? (3)

No, bilo je jasno da bi postupak primeǌen u ova dva navedena rada bilo texko nastaviti za
k ≥ 4. Ono xto je bilo mogu�e uraditi je da se dobije odgovaraju�i rezultat za kompleksne
Grasmanijane za Z-kohomologijom. Zapravo, kohomologija ovih mnogostrukosti zadata je na
skoro identiqan naqin kao i kohomologija realnih Grasmanijana – samo Z2 treba zameniti
sa Z i wi sa ci (to su Qernove klase, pri qemu ci ∈ H2i(Gk,n(C);Z)). Odgovaraju�e Grebnerove
baze za kompleksne Grasmanijane za k = 2 i k = 3 odre�ene su u radu [17].

Poznavaǌe Grebnerovih baza, uz primenu modifikovanih kula Postnikova dovelo je do
novih rezultata o imerzijama Grasmanovih mnogostrukosti, koji su prikazani u radovima
[10] i [11]. Na primer:

2 - n i n ≥ 5 : G2,n(R) # R4n−5;

n ≡ 6 (mod 8) =⇒ G3,n(R) # R6n−5;

Ako je n stepen dvojke, onda je imm(G3,n(R)) = 6n− 3.

Podsetimo se da je dimenzija Grasmanove mnogostrukosti Gk,n(R) je kn, dok se sa imm(M)
oznaqava minimalna dimenzija euklidskog prostora u koji se M mo�e imerzovati. Qitalac
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mo�e uporediti ove rezultate sa ranije navedenim opxtim Koenovim rezultatom. Jox jedan
novi rezultat o imerzijama Grasmanijana mo�e se na�i u [12]

U vreme istra�ivaǌa koja su rezultirala prethodno navedenim radovima, nismo znali
da je odgovor na prethodno postavǉeno pitaǌe (3) potvrdan. Kada smo to saznali, bio je
mogu� drugi pristup problemu nala�eǌa Grebnerovih baza za ideale Ik,n. Novodobijeni
rezultati su prikazani u radu [14]. Navedimo ukratko neke od glavnih rezultata tog rada.
Radi�emo sa kompleksnim Grasmanijanima i sa Z koeficijentima.

Uvedimo najpre neke oznake. Za α = (a1, . . . , ak), µ = (m2, . . . ,mk):

|α| :=
k∑
j=1

aj , ‖α‖ :=
k∑
j=1

jaj , |µ| :=
k∑
j=2

mj , ‖µ‖ :=
k∑
j=2

(j − 1)mj

[α, µ]t :=

(∑k
j=t−1 aj −

∑k
j=tmj

at−1

)

[α, µ] :=
k∏
t=2

[α, µ]t

Posmatramo elemente
gµ :=

∑
‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)n+1+|α|[α, µ]Cα,

gde je Cα := ca11 · · · c
ak
k (ci su Qernove klase kanonskog raslojeǌa nad Gk,n(C)). Tada je

{gµ : |µ| ≤ n+ 1}

Grebnerova baza odgovaraju�eg ideala, dok je

Bk,n := {cm1cm2 · · · cms : s ≤ n, 1 ≤ ms ≤ · · · ≤ m1 ≤ k}
= {Cα : |α| ≤ n}

aditivna baza za H∗(Gk,n(C);Z)
Osim ovih, u radu [14] dobijeni su i rezultati koji pripadaju oblasti algebarske

kombinatorike. Da bismo i ǌih prikazali, moramo uvesti jox neke pojmove.
Particija λ := (l1, . . . , ls) je nerastu�i niz celih brojeva: l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ ls ≥ 0. Du�ina

particije je l(λ) := max{t : t 6= 0}, dok je te�ina |λ| := l1 + · · · + ls. Particije predstavǉamo
Jangovim dijagramima:

λ = (4, 2, 1, 1, 1) λ∗ = (5, 2, 1, 1)

Neka su k, n ∈ N, V = Cn+k i neka je data kompletna zastava

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn+k = V.

Ova zastava je zapravo rastu�i niz vektorskih potprostora Vi takvih da je dimVi = i.
Particija λ ⊂ k × n, λ = (l1, . . . , ln) odre�uje Xubertov varijetet:

Xλ := {W ∈ Gk,n(C) : dim(W ∩ Vn+i−li) ≥ i, 1 ≤ i ≤ k}.
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Ako se sa σλ oznaqi klasa od Xλ u H∗(Gk,n(C);Z), tada je

Σk,n := {σλ : λ ⊂ k × n}

aditivna baza za H∗(Gk,n(C);Z). Mno�eǌe je odre�eno Pijerijevom formulom

σλ · σ(m) =
∑
ν

σν ,

gde je suma po svim particijama ν koje se mogu dobiti dodavaǌem m kvadrati�a Jangovom
dijagramu za λ pri qemu se nikoja dva ne dodaju u istu kolonu.

Sada imamo dve baze: Bk,n dobijene preko Borelovog prikaza i Σk,n pomo�u Xubertovih
klasa.

σ1i = (−1)ici, 1 ≤ i ≤ k

σ(i) = ci, 1 ≤ i ≤ n.

Dobija se veza:
cm1cm2 · · · cms = (−1)|µ|

∑
λ

Kλµσλ∗ ,

gde je µ = (m1, . . . ,ms) particija za koju je m1 ≤ k i suma je po svim particijama λ ⊂ n× k
za koje je |λ| = |µ|. Kλµ su Kostkini brojevi.

Pokaza�emo kako se, korix�eǌem dobijenih Grebnerovih baza, mogu dobiti formule
Pijerijevog tipa za bazu Bk,n.

Uvedimo nove oznake. Neka je λ = (l1, . . . , li, . . . , lk), k-torka celih brojeva, za koje je
l1 + · · ·+ lk = n. Tada je

λi := (l1, . . . , li + 1, . . . , lk),

λ := (l2, . . . , lk).

Korix�eǌem dobijene Grebnerove baze dobijamo formulu Pijerijevog tipa:

ci · Cλ =
∑

‖α‖=n+1+‖λi‖,α6=λi
(−1)|α|−|λ|[α, λi]Cα.

Naime, ako je λ takvo da je |λ| < n, onda je ci·Cλ ∈ Bk,n, dok za |λ| = n, dobijamo predstavǉaǌe
proizvoda ci · Cλ preko elemenata baze Bk,n.

Navedimo jox par zanimǉivih qiǌenica o Kostkinim brojevima. Bi�e nam koristan
pojam Jangovog tabloa. Jangov tablo predstavǉa popuǌavaǌe Jangovog dijagrama prirodnim
brojevima, ,,bez preskakaǌa”, tj. ako se pojavǉuje broj i+1, mora se pojavǉivati i i. Jangov
tablo je polustandardan ukoliko brojevi u vrstama qine neopadaju�i niz, a po kolonama
rastu�i niz.

1 2 2 3 4
2 3 3
3 5
4
5

Oblik tabloa je particija odgovaraju�eg Jangovog dijagrama, dok je te�ina tabloa µ =
(mi), gde je mi broj pojavǉivaǌa broja i u ovom tablou. U navedenom primeru je oblik
λ = (5, 3, 2, 1, 1), a te�ina: µ = (1, 3, 4, 2, 2).

Zanimǉivost: Kostkin broj Kλµ je broj polustandardnih Jangovih tabloa oblika λ i
te�ine µ.
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Narayan je 2006. pokazao da je problem izraqunavaǌa Kostkinih brojeva Kλµ, qak i kada
je l(λ) = 2, jedan ]P -kompletan problem. Stoga je zanimǉivo na�i neke rekurentne formule
pomo�u kojih bi se mogli raqunati ovi brojevi. Poka�imo kako se to mo�e ostvariti
korix�eǌem prethodnih rezultata.

Neka je α = (a1, . . . , ak), ai ≥ 0. Sa α→ oznaqimo particiju koja sadr�i ai komponenti
jednakih i. Na primer, ako je α = (2, 0, 1, 2), onda je α→ = (4, 4, 3, 1, 1). Primetimo da je
|α| = l(α→) i ‖α‖ = |α→|.

Korix�eǌem formule

Cα = (−1)‖α‖
∑
|λ|=‖α‖

Kλα→σλ∗

i dobijene Grebnerove baze, dobija se veza∑
‖α‖=|λ|

(−1)α[α, µ]Kλα→ = 0.

Iz ove veze, mogu se dobiti rekurentne formule za Kostkine brojeve koje ih potpuno odre-
�uju.

U radu [15] ovi rezultati su popravǉeni, a dobijeni su i neki drugi rezultati.

6. Zakǉuqak

Priqa se ovde ne zavrxava. Osim rezultata za Grasmanijane, dobijeni su i rezultati za
prostore zastava, qak i za sluqaj ma koje zastave. O tome se qitaoci mogu vixe informisati
u radovima navedenim u literaturi, odnosno na stranicama autora tih radova.

Zahvalnica. Autor ovog rada je delimiqno podr�an od strane projekta Ministarstva
prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja Republike Srbije #174032.
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Primena simetrične enkripcije za vertikalnu autorizaciju u bazama podataka
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Apstrakt. Zaštita podataka u bazi podataka je važan aspekt funkcionisanja SUBP. Najvažnije funkcije zaštite podataka
od neovlaštenog pristupa su provera identiteta korisnika, kontrola ovlaštenja korisnika za operacije u SUBP i nad objektima
baze, autorizacija pristupa pojedinačnim podacima, zaštita od neovlaštenog čitanja podataka sa diska sistema. Relacione baze
su najrasprostranjenije u primeni i zaštita u njima je najčešći izazov po pitanju autorizacije. Svi aspekti autorizacije se odnose
na proveru i kontrolu dok je SUBP aktivan. Kada sistem nije aktivan neophodno je podatke u SUBP čuvati kriptovane za za-
štitu od čitanja podataka sa diska. Operacije kriptovanja podataka u bazi omogućuju zaštitu od neovlaštenog uvida u podatke
korisnicima koji ne poseduju ključ za dekripciju bez obzira da li je SUBP aktivan ili ne. Mehanizam kriptovanja podataka
u bazi sa uvedenim sistemom upravljanja ključevima i njihovim obeležjima, sa definisanom relacijom poretka koja odred̄uje
ovlaštenja korisnika za definisanu vidljivost podataka, je dovoljan za vertikalnu (po kolonama, atributima) autorizaciju poda-
taka u bazi. Složenost strukture obeležja utiče na izražajnost sistema vertikalne autorizacije. Višestruka primena istog ključa
za enkripciju nad kolonama otvara potrebu za zaštitu od napada detekcije ključa. Poznate su neke tehnike zaštite od napada
za detekciju ključa (ciphertext search attack). Kako na vertikalnu autorizaciju utiče opasnost od napada detekcijom ključa?

Ključne reči: Enkripcija; zaštita baza podataka; vertikalna autorizacija atributa; Encryption; database security; attribute
based authorization; ciphertext search attack.

1. Uvod

U ovom radu bavićemo se primenom simetrične enkripcije za zaštitu podataka od neovlaštenog čitanja iz
baze podataka u toku rada SUBP ili sa diska iz datoteka baze. Objasnićemo razliku izmed̄u primene kriptografije
za zaštitu podatka i primene kriptografije za autorizaciju pristupa podacima.

Za uspešno praćenje diskusije o autorizaciji podataka u bazi podataka, pretpostavlja se da je čitalac upo-
znat sa osnovnim pojmovima iz relacionog modela i relacionih baza podataka, odnosno razumevanje objektno-
orjenitisanih baza podataka. O relacionom modelu baze podataka neophodno je poznavanje pojmova relacija i
atribut relacije, n-torka relacije, relaciona schema baze podataka. Za relacione baze podataka neophodno je po-
znavati pojmove tabela, kolona, red u tabeli koji su ekvivalenti u relacionom modelu pojmovima relacija, atribut
i n-torka relacije. Preporučujemo vezanu literaturu za bolje upoznavanje ovih pojmova u relacionim sistemima za
upravljanje bazama podataka (RSUBP) [12]. Gde se ukaže potreba, dodefinisaćemo pojmove za potrebe praćenja
izloženog teksta.

U slučaju objektno-orjenitisane baze podataka i SUBP, možemo diskutovati o analognim pojmovima.
Osnovni su klasa objekata, kolekcija nad klasom objekata, instanca objekta date klase. Izmed̄u pojmova red
tabele u relacionoj bazi i instanca objekta klase u kolekciji objekata klase objektno-orjentisane baze postoji ko-
respodencija u strukturi podataka. I jedan i drugi pojam asociraju na listu vezanih atributa u jednom složenom
podatku, redu relacione tabele odnosno instanci objekta klase u objektnoj kolekciji podataka. U daljoj disku-
siji zbog opštosti diskusije koristićemo pojam pojavljivanje podataka ili samo pojavljivanje kao sinonim za red
relacione tabele odnosno instancu objekta klase u kolekciji objekata te klase.

Za pristup podacima u relacionoj bazi podataka koristimo upitni jezik SQL za postavljanje upita nad jednom
ili više tabela baze podataka. Manipulacija podacima se postiže operacijama DML jezika (eng. DML - Data ma-
nipulation language). Za selektivni pristup podacima koriste se logički izrazi restrikcije koji sužavaju rezultat na
skup pojavljivanja koja zadovoljavaju sve logičke izraze navedene u upitima ili operacijama ažuriranja. Logički
kvantifikovani iskaz restrikcije koji sužava skup rezultata odnosno izmenjenih pojavljivanja tabele nazivamo lo-
gičkim predikatom ili samo predikatom koji po svojoj formi odgovaraju predikatima u predikatskom računu. Svi
predikati se med̄usobno povezuju u listu logičkih iskaza operacijom konjunkcije (AND) i čine jedinstven logički
iskaz koji filtrira u rezultatu samo ona pojavljivanja koja zadovoljavaju taj iskaz u celini. U upitima i operacijama
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je moguće dopunjavati listu iskaza proizvoljnim predikatom (logičkim iskazom) ograničenim na domen podataka
ekvivalentan tabelama podataka u upitima ili tabeli u operacijama nad bazom podataka.

2. Kriptografija u funkciji zaštite podataka

Daćemo pregled, za rad važnih, pojmova o kriptografiji. U radu se bavimo primenom kriptografije za autori-
zaciju podataka u bazama podataka. Nećemo se baviti detaljnim pitanjima kriptografije i kriptoanalize. Dotičemo
se tipova algoritama prema načinu generisanja i razmene ključeva, ali ne i samim algoritmima, metodama ge-
nerisanja ključeva, detaljnim metodama razmene ključeva za simetričnu enkripciju i ostalim pitanjima kvaliteta
ključeva te optimitacijom samih algoritama. Bavićemo se primenom kriptografije da obezbedimo primarnu taj-
nost podataka kriptovanjem i sekundarnom kontrolom baze primenjenih ključeva. U slučaju primene kriptografije
za autorizaciju u bazama podataka minimiziran je uticaj rizika razmene ključeva koji je vrlo značajan za stepen
postignute zaštite, u pored̄enju sa slučajevima primene kriptografije u zaštiti mrežne komunikacije.

Kriptografija se primenjuje za zaštitu podataka od neovlaštenog uvida, ako za tim ima potrebe, maskiranjem
zapisa originalne vrednosti podatka tekstualnim zapisom transformisane vrednosti u novu vrednost. Realizuje
se transformacijom originalnog podatka u skriveni (maskirani) oblik, koji nazivamo kriptat (eng. Cipher text
or value). Dakle, menjamo originalni podatak transformisanim podatkom (kriptatom). Transformacija u kriptat
može biti rezultat primene funkcije koja transformaciju originalne vrednosti A vrši primenom neke funkcije
F u F(A) ili funkcije koja pored algoritma F zavisi i od ključa K i transformiše u vrednost F(A,K). Prvi tip
transformacije nazivamo Hash funkcije koje tajnost i zaštitu podatka postižu dovoljno dobrom injektivnom (1-1)
transformacijom u binarni oblik. Drugi tip funkcija su kriptografski algoritmi čija tajnost i kvalitet zaštite zavise
od primenjenog ključa K i složenosti postupaka transformacije (obično se pretpostavlja da algoritam može biti
poznat) [7,10,11].

Namena kriptogafije je u zaštiti originalnog podatka transformacijom u kriptovanu vrednost, iz koje može
rekonstruisati inverznim postupkom originalnu vrednost samo korisnik ili proces koji zna inverzni algoritam Hash
funkcije odnosno zna ključ za postupak demaskiranja. Demaskiranje inverznim algoritmom je rekonstrukcija
originalnog podatka iz kriptata, a taj postupak nazivamo dekriptovanje.

Definicija 1. Postupak transformacije originalnog podatka u kriptat nazivamo postupak kriptovanja ili samo
kriptovanje ili enkripcija. Inverzni postupak rekonstrukcije originalnog podatka iz kriptovane vrednosti nazivamo
postupak dekriptovanja ili samo dekriptovanje ili dekripcija.

Ne umanjujući opštost, opredelićemo se u narednoj diskusiji za transformacije F(A,K) koje se zasnivaju
na primeni algoritama kriptovanja pomoću tajnog ključa. Diskusija sa primenom Hash funkcija je jednostavniji
slučaj pristupa diskusiji nego kriptovanje primenom ključa K. Za uspešnu zaštitu komunikacije ili skrivanje po-
dataka, ne razmenjuje se direktno (ne prosled̄uje) kroz kanal komunikacije originalni tekst A ili datoteka D nego
kriptovani tekst E=Enc(A,K) ili datoteka Enc(D,K) algoritmom kriptovanja Enc primenjujući ključ K (sime-
trični) ili PubK (javni). Podacima (datoteci, tekstu, vrednosti prostog ili složenog tipa, binarnom sadržaju) može
pristupiti korisnik ili proces koji znajući obrnuti algoritam Dec za dekriptovanje (Dec = Enc−1) i ključ K ili od-
govarajući privatni PrivK mogu dekriptovati kriptovani sadržaj i rekonstruisati originalnu vrednost A=Dec(E,K)
ili A=Dec(E,PrivK). Kao što je već naglašeno, postoje dve vrste algoritama za kriptovanje primenom ključa en-
kripcije, prema tome kako se konstruiše ključ koji se koristi za dekripciju. U algoritmima prve vrste koristi se isti
ključ za enkripciju i dekripciju, a u drugoj klasi par ključeva (PubK, PrivK) koji su javni i tajni ključ za postupak
enkripcije i dekripcije, redom. Algoritme Enc prve vrste nazivamo simetrični, a druge vrste asimetrični tip algo-
ritama. Postupke enkripcije i dekripcije nazivamo zajedno kriptografskim postupcima, a mogu biti simetrični i
asimetričini algoritmi prema načinu generisanja ključa dekripcije. Uz pretpostavku da je algoritam poznat i ne-
promenljiv, tajnost kriptovanog sadržaja E zavisi od kvaliteta ključa K i postignute zaštite ključa za dekripciju, K
odnosno PrivK.

Hash funkcije nećemo u daljoj diskusiji razmatrati jer ne omogućuju pouzdanu rekonstrukciju originalnih
podataka iz transformisane vrednosti. One služe da za identifikaciju objekata ne koristimo u radu programa ori-
ginalnu vrednost identifikacionih podataka nego Hash funkcijom transformisanu, sakrivenu, nečitljivu, vrednost.
Kada treba porediti zaštićene vrednosti moguće je to učiniti na osnovu hash vrednosti jer se hash vrednost ne
menja, a daje dovoljnu zaštitu jer je transformacija samo u jednom smeru, od originalne ka hash vrednosti. Kada
imamo potrebu da pouzdano rekonstruišemo original iz tajne vrednosti i da se originalna vrednost maskira trans-
formisanom vrednošću primenjivaćemo algoritme kriptovanja.

38
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Postupci koji imaju zadatak pronalaženja ključa za dekriptovanje (tzv. razbijanje šifre) nazivamo postupcima
kriptoanalize. Kriptoanaliza nije poseban predmet ovog rada.

Obe vrste algoritama kriptovanja imaju svoju široku primenu koja zavisi od toga da li se primenjuju u si-
stemima koji imaju intenzivnu (frekventnu, u realnom vremenu) razmenu podataka i sadržaja binarne prirode
(razmena datoteka, multimedijalni sadržaji zvuka, slike, videa) ili povremenu razmenu sa jednokratnim zahte-
vima za razmenom sadržaja sa uniformnom i frekventnom raspodelom pauza izmed̄u dveju komunikacija. In-
tuitivno objašnjeno, u prvom slučaju često se razmenjuju podaci i red̄e su pauze, a u drugom slučaju česte su
pauze i retko se dešava komunikacija. Simetrični algoritmi su po svojoj konstrukciji brži za izvršenje i inverzna
operacija dekripcije izvodi se iz algoritma enkripcije obrnutim smerom kompozicije operacija. Kod asimetričnih
algoritama konstrukcija algoritma za enripciju i dekripciju i konstrukcija para (PubK, PrivK) zavisi od složenih
matematičkih izračunavanja koja počivaju na složenim algebarskim principima. U primenama u kojima je akce-
nat na brzom izvršenju funkcija enkripcije i dekripcije i u kojima je moguće obezbediti pouzdano pohranjivanje i
razmenu ključa preporučeno je koristiti simetrične kriptografske algoritme. Drugi odlučujući faktor za izbor vrste
enkripcije, pored brzine algoritma, je zaštićeno čuvanje i razmena ključa, odnosno bezbednost razmene ključa.
Kod asimetrične enkripcije razmenjuje se samo javni ključ PubK dok privatni PrivK za dekripciju nije potrebno
razmenjivati. Privatni ključ se čuva samo kod vlasnika ključa i služi mu za dekripciju. Bezbedna je enkripcija i
dekripcija srazmerno koliko je bezbedno pohranjen ključ kod njegovog vlasnika. Taj ključ se ne razmenjuje me-
d̄usobnom komunikacijom dva sagovornika koji razmenjuju tekstualne poruke, vrednosti numeričkog ili drugog
tipa ili binarne sadržaje datoteka i multimedije. Razmenjuje se samo javni ključ PubK koji možemo dostaviti
svakom korisniku ili procesu koji imaju nameru slati poruke vlasniku ključa. Javni ključ ne može biti iskori-
šten za dekripciju poruka namenjenih vlasniku što obezbed̄uju matematički algoritmi ugrad̄eni u generisanje para
ključeva i algoritam dekripcije.

3. Čuvanje, razmena i primena ključa kao faktor pouzdanosti zaštite enkripcijom

Kod simetrične enkripcije postoji samo jedan ključ K i trebao bi biti razmenjen taj ključ K, koji bi generisala
jedna strana i dostavila drugoj strani u komunikaciji.

Čuvanje i razmena ključa K je vrlo kritično pitanje i definiše nivo bezbednosti i upotrebljivost algoritma Enc i
Dec. Ako se ključ K pošalje u otvorenoj neizmenjenoj (nezaštićenoj) formi K tada zaštita enkripcijom gubi svrhu
jer svako ko bi u komunikaciji došao do sadržaja kriptovanih poruka mogao je doći prethodno i do ključa K kojim
će dekriptovati razmenjene poruke. Druga ideja je da dva sagovornika u komunikaciji razmene neki specijalizovan
ključ Ks dok je bezbedna komunikacija (u bezbednoj zoni ili na početku primene softvera za komunkaciju) koji
bi se koristio samo za razmenu ključa K. Dakle, razmenili bi Enc(K,Ks) kriptovani ključ K ključem Ks. To
je dobra opcija jer se ključ K povremeno generiše i ključ Ks samo tada koristi za razmenu. Moguće je da se
ključ K razmeni i pomoću nekog bezbednog kanala komunikacije kojim se štiti sva komunikacija sa drugim
sagovornikom koja ne zahteva primenu simetrične enkripcije. Na primer, primenom asimetričnog algoritma se
može razmeniti ključ K koji će biti korišten u daljoj komunikaciji za simetričnu enkripciju. Upotreba ključa Ks ili
asimetrične enkripcije za razmenu ključa K je red̄a u frekvenciji i značajno je što usled retke primene ključa Ks

malo je prikupljenih poruka da bi se na osnovu njih mogao izvršiti napad na presretnute poruke i rekonstruisati
ključ K, posebno zbog toga što se nasilnom primenom generisanih ključeva KsFake i pokušaja pogad̄anja ključa
Ks ne može zaključiti koja je validna vrednost ključa K, jer sam ključ K ne mora da predstavlja čitljiv i semantički
jasan tekst nego binarni sadržaj predefinisane fiksne dužine. Dakle, zaštita zavisi od kvaliteta ključa K i koliko
je on bezbedno prosled̄en drugoj strani. Dodajmo prethodnom faktor bezbednog čuvanja ključa K. Ako napadač
dod̄e do ključa K kod strana u komunikaciji, zaštita razmene ključa nema svrhu.

Kada se K ključ prosledi drugoj strani on se koristi sve dok se ne razmeni novi Ki+1. U nekim sistemima
standard je da se za svaku novu komunikaciju COMi+1 generiše novi ključ Ki+1 i razmenjuje. To već zahteva
češću upotrebu ključa Ks pa stoga i povremeno obnavljanje i razmenu tog ključa koji će biti korišten za razmenu
regularnih ključeva Ki. Iako je to moguće raditi u bezbednim zonama, ispostavilo se da je tehnički teže prime-
njivo jer zavisi od tehničke zaštite komunikacionih kanala i od razmene ključa Ks za razmenu ključeva Ki. Ključ
Ks obično razmenjujemo fizički u direktnoj komunikaciji bez komunikacionih kanala, a pomaže nam da razmenu
ključa Ki izvedemo elektronski bez fizičke razmene. Ako nije moguće fizički razmeniti Ks ključ, možemo is-
koristiti asimetičnu enkripciju za razmenu. U istraživanjima se došlo do zaključka da takve okolnosti mogu ipak
doći raznim tehnikama napada u situaciju da se rekonstruiše ključ Ki iako je bezbedno razmenjen pomoću ključa
Ks. To je iz razloga što se Ks ključ ili par ključeva (PubK, PrivK) koriste da se razmeni ključ Ki i izbegnemo
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njegovu fizičku razmenu što odgovara procesu automatizacije razmene samog ključa Ki, ali ključ Ks ne uče-
stvuje u zaštiti razmenjenih poruka koje se štite samo ključem Ki. Kod dužih i čestih komunikacija uz korišćenje
ključa Ki bez dovoljno valjane strategije osvežavanja ključa Ki napadač može prikupiti dovoljno poruka za na-
silni napad pogad̄anjem i rekonstrukciju ključa Ki jer mu je poznat algoritam kriptovanja i dekriptovanja. Vreme
nakon komunikacije je na raspolaganju napadaču da detektuje ključ Ki. Teorijski i praktično je to moguće usled
sve većih tehničkih (procesorske, memorijske) mogućnosti i paralelizma savremenih računara. Iako ključ Ki raz-
menjujemo kriptovan ključem Ks, on pre razmene i nakon razmene se fizički čuva kod dve strane u komunikaciji
tako da se raznim tehnikama špijuniranja može doći do ključa Ki ili čak do ključa Ks koji se koristi za razmenu
Ki+1 kod osvežavanja ključeva. Ako napadač otkrije ključ Ki ili rekonstruiše, naredna komunikacija COMi+1

će biti kompromitovana ako koristimo isti ključ Ki. Poželjno je koristiti strategiju generisanja novog ključa za
svaku novu komunikaciju. Sledeći su ključni faktori pouzdanosti primene algoritama za simetričnu enkripciju:

• Izbor algoritma enkripcije/dekripcije,
• Generisanje ključeva i strategija osvežavanja ključa u novim razgovorima,
• Bezbednost lokacija čuvanja ključeva kod strana u komunikaciji,
• Mehanizam razmene ključeva sa drugom stranom u komunikaciji.

U svim primenama simetrične enkripcije najkritičniji faktori zaštite su lokacija čuvanja ključeva i razmena
ključeva. Kvalitet mehanizma razmene ključeva utiče na izbor strategije i mehanizma osvežavanja ključeva. Izbor
algoritma je nezavisan od ostala tri faktora jer oni utiču na sam proces generisanja pouzdanog ključa. Izbor
algoritma je predmet naučnog istraživanja i standardizacije koji zavise od odluka unapred donesenih u okviru
organizacije ili izmed̄u dveju strana u komunikaciji. Naravno, nesporno je da kvalitet i pouzdanost algoritma
znači za kvalitet zaštite kriptovanjem ali se u ovom radu polazi od pretpostavke da je korisnik u mogućnosti
da izabere najbolje poznate algoritme i da ih koristi. Kada se već odluči za algoritam ono što je promenljivo i
stalno se razmenjuje su ključevi koji su kritični za nevlašteno dekriptovanje sadržaja koji treba da se zaštićeno
čuva u bazi podataka ili razmeni u komunikaciji. Zbog prethodnog se za razmenu ključa Ki simetrične enkripcije
retko koristi mehanizam “generiši samostalno ključ Ki u celini i razmeni sa drugom stranom kriptovan unapred
razmenjenim ključem Ks”.

3.1. Napredne tehnike razmene ključa enkripcije

Ključ mogu generisati obe strane u dogovorenoj komunikaciji kada se postiže veći stepen pouzdanosti čuva-
nja ključa i minimizira mogućnost njegove kompromitacije. Sve napredne tehnike razmene ključa Ki uzimaju u
obzir faktore da i posedovanje ključa Ks i razmena ključa Ks su kritični i da ključ Ks može biti kompromitovan.
U tom slučaju razmena ključa Ki nije pouzdana te i kasnija komunikacija kriptovana tim ključem Ki. Postoje dve
osnovne tehnike (protokola): da se ključ Ki generiše u celini pa se razmenjuje tehnikom trofazne razmene ključa
Ki ili tehnike pregovaranja izmed̄u dva sagovornika kako bi oni umesto jednostrano kreiranog ključa Ki i njegove
razmene ispregovarali zajedničku izgradnju (generisanje ključa) Ki bez razmene u celini. Prva tehnika je poznata
kao Three-pass protokol[10,11] sa varijacijama za razmenu tajnog ključa. Za drugi tip tehnika sa pregovaranjem
generisanog ključa najpoznatija je Diffie-Hellman strategija[10,11] razmene i generisanja ključa simetrične en-
kripcije gde se ključ koristi jednokratno nakon izgradnje i ne čuva se pohranjen kod strana u komunikaciji. To je
protokol koji predvid̄a da korisnici za svaku novu komunikaciju generišu novi ključ Ki, na početku komunika-
cije. Pri tome se može koristiti deo prethodnog ključa Ki−1 koji je verifikovan i time inicijalozovan zajednički
koren niza za generisanje novih delova ključa, koje razmenjuju i ponovo kombinuju tako da se na svakoj strani
dobije generisan ključ Ki za simetričnu enkripciju, a da nije razmenjen u celini. Jedna strana ne zna tajni deo
druge strane celog ključa u komunikaciji. Tajni delovi se ne razmenjuju. Napadač koji presretne komunikaciju
i deo ključa Ki u razmeni ne zna ključ u celini jer ne zna tajni deo koji nedostaje, minimalno od jedne strane
u komunikaciji, a koji se ne razmenjuju nego svaka strana čuva kod sebe. U svakoj narednoj komunikaciji deo
ključa Ki se može koristi za generisanje delova koji će biti razmenjeni za generisanje novog ključa Ki+1 u celini.
To je procedura koja se ponavlja za generisanje novog ključa Ki+1 u svakoj novoj komunikaciji. Ključ Ki se ne
razmenjuje u celini izmed̄u strana u komunikaciji, ne čuva u celini ni jedna strana u komunikaciji, jedna strana
ne zna tajni deo u ključu druge strane. Ako bi napadač presreo trenutnu komunikaciju i uspeo rekonstruisati ključ
Ki , što je teorijski moguće ali ne i praktično ako je malobrojan skup razmenjenih poruka, isti ne može biti
upotrebljen u narednim komunikacijama za koje je generisan novi ključ Ki+1 i koje se kriptuju pomoću njega.
Detaljnije za izučavanje kriptografije i kriptoanalize se preporučuje upotreba literature [7,10,11].
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4. Zaštita u bazama podataka i vertikalna autorizacija

U bazama podataka, koje su jedan podsistem za realizaciju informacionih sistema, zaštita podataka od ne-
ovlaštenog uvida, izmene, generisanja velike količine podataka, gubitka ili oštećenja podataka je važan aspekt
zaštite u informacionim sistemima. Osnovne funkcije zaštite, koje samo navodimo, su sledeće:

a) Identifikacija korisnika - korisnik saopštava svoje identifikacione podatke;

b) Provera autentičnosti - sistem na osnovu dostavljenih informacija proverava da li je osoba koja se predsatvlja
identifikacijom;

c) Autorizacija sistemskih operacija, upita i operacija nad objektima baze podataka (DKP autorizacija - Diskre-
ciona kontrola pristupa) - kontrola dozvola za operacije u sistemu ili nad objektima;

d) Autorizacija podataka (pojavljivanja, kolona, ćelija) - kontrola pristupa pojedinačnim podacima u BP, u samim
kolekcijama podataka;

e) Autorizacija poslovnih funkcija - kontrola izvršenja složenih transakscionih operacija i kreiranja izveštaja,
pregleda i grafikona nad podacima u sistemu;

f) Praćenje rada sistema i ponašanja korisnika tog sistema;

g) Kreiranje zaštitnih kopija sistema i strategija i procedure oporavka sistema;

h) Kriptografija i primena za zaštitu lokalnih podataka, komunikacije i podataka na serveru paze podataka (ope-
rativni sistem ili u bazi podataka);

i) Mrežna zaštita komunikacije sa BP.

Za naše istraživanje, fokus je na autorizaciji podataka u bazi podataka primenom kriptografije. Za sveobu-
hvatniju i detaljniju diskusiju o zaštiti u informacionim sistemima i bazama podataka predlažemo [8].

Autorizacija podataka podrazumeva kontrolisanje pristupa podacima prema ovlaštenjima korisnika i dekla-
risanoj dostupnosti (vidljivosti) podataka. Definiše se pojam vertikalna autorizacija podataka kao autorizacija
pristupa vrednostima atributa relacije u izrazima upita i operacija nad bazom podataka odnosno kolekcije poja-
vljivanja podataka.

Definicija 2. Vertikalna autorizacija podataka u bazi podataka je mehanizam definisanja selektivnih ovlašće-
nja korisnika i njihove kontrole kod pristupa korisnika u izrazima upita i operacija kolonama relacione tabele,
odnosno kolekcije objekata.

U narednom tekstu korištene su oznake B1,B2,...,Bp,...,Bn za kolone B1,B2,...,Bp,...,Bn, redom, u tabeli
TP. Ai je oznaka i-te izdvojene kolone Ai u istoj tabeli, LAi je oznaka kolone LAi obeležja pridruženih koloni
Ai. Oznake u tekstu Aj

i referišu vrednosti kolone Ai u j-tom pojavljivanju. U opštem slučaju, redni broj poja-
vljivanja pozicioniramo iznad oznake vrednosti atributa jer su indeksi i, kao u prethodnom, uključeni u nazive
atributa. Oznaka V j je referenca na vrednost promenljive ili atributa V u j-tom pojavljivanju, gde je j redni broj
pojavljivanja. U bazama podataka imamo rešenu diskrecionu autorizaciju (DKP - diskreciona kontrola pristupa)

Tabela 1. Tabela TP. Vrednost A4
i atributa Ai u 4. pojavljivanju potrebno je sakriti ako korisnik nema ovlaštenje da

pristupi tom podatku.

Rbr : j B1 B2 B3 ... Ai LAi Bp Bp+1 ... Bn Rid

1. ... ... ... ... A1
i LA1

i ... ... ... ... Rid1

2. ... ... ... ... A2
i LA2

i ... ... ... ... Rid2

3. ... ... ... ... A3
i LA3

i ... ... ... ... Rid3

4. ... ... ... ... A4
i LA4

i ... ... ... ... Rid4

5. ... ... ... ... A5
i LA5

i ... ... ... ... Rid5

6. ... ... ... ... A6
i LA6

i ... ... ... ... Rid6

7. ... ... ... ... A7
i LA7

i ... ... ... ... Rid7

8. ... ... ... ... A8
i LA8

i ... ... ... ... Rid8

nad kolonama tabela. Primer komande za autorizaciju nad tabelom TP za projekciju kolona je:
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grant select on TabelaTP(B1,B2,B3,Ai,LAi,Bp,Bn) to korisnik1;

Pojam vertikalne autorizacije je proširenje pojma diskrecione kontrole pristupa nad kolonama (atributima).
Potreban je složeniji mehanizam za kontrolu autorizacije podataka nego osnovni da/ne mehanizam za kontrolu
operacija nad objektima baze podataka. Kada je potrebno kontrolisati pristup kolonama (atributima relacija) ne-
ophodno je skrivati sadržaj podatka od neovlaštenih korisnika.

Vertikalna autorizacija podrazumeva uslovno skrivanje vrednosti atributa u izrazima upita i operacija kori-
snika za pojavljivanja koja ulaze u rezultat upita i operacija nakon primene predikata i eventualnih mehanizama
horizontalne autorizacije. Horiyontalna autorizacija je opcionalni mehanizam za finu granulaciju skupa pojavlji-
vanja koja ulaze u rezultat na osnovu ovlaštenaj korisnika za ta pojavljivanja. Za korisnike taj mehanizam moě biti
transparentan i ne utiče na dalju diskusiju o autorizaciji atributa (kolona). Uvodimo imenovane labele (oveležja)
za identifikaciju ovlaštenja korisnicima nad podacima jednog atributa (projekcija podataka na jedan atribut).
Imamo skup obeležja L = {L1, L2, L3, . . . , Ln} nad kojim važi relacija poretka Li > Lj , za i, j = 1, . . . , n.
Svaki korisnik dobija obeležje za čitanje i obeležje za upis/izmenu podataka nad atributom Ai tabele TP.

Za vertikalnu autorizaciju neophodan je mahanizam poretka nad skupom obeležja. Definišemo relaciju po-
retka “>” nad skupom L obeležja.

Definicija 3. “L1 je jednako ili nadred̄eno L2” znači da su podaci obeleženi sa L1 višeg ranga zaštićenosti
nego podaci obeleženi sa L2. Korisnik sa obeležjem L1 može videti podatke obeležene labelom L2, odnosno
sve podatke obeležene labelom Lp za koje važi Lkorisnika > Lp. Korisnik sa labelom L1 vidi potencijalno više
podataka nego korisnik sa L2 obeležjem. Čitamo i “L1 može da vidi minimalno L2”.

Autorizaciju atributa Ai postižemo skrivanjem vrednosti atributa. Uvodi se dodatna kolona sa obeležjima.
Ako je naziv atribut Ai, naziv nove kolone je LAi čiji domen vrednosti odgovara vrednostima obeležja. Ovde
se autorizivani atribut štiti skrivanjem koristeći uslovni izraz. Nismo još došli do primene enkripcije. Poštuje se
konvencija u svim upitima i izrazima:

get A:= if Lkorisnika > LAi then Ai else NULL. (1)

Još uvek možemo izostaviti proveru Lkorisnika > LAi i narušiti autorizaciju. To je pokušaj postizanja autoriza-
cije atributa Ai preko obeležja LAi poštujući uslovni izraz. Korisnici se autoriziju nad atributom Ai obeležjima
LAi. Obeležja se koriste za definisanje vidljivosti podataka. Ovaj pristup ima niz nedostataka. Dodaje se nova
kolona LAi i povećava se fizički dužina zapisa reda tabele (pojavljivanja kolekcije). Svaki korisnik ili proces
koji ima pristup atributu LAi “vidi” sva obeležja svih dostupnih pojavljivanja. I onih pojavljivanja čije vrednosti
atributa Ai “ne treba da vidi”. Autorizacija atributa samo skrivanjem vrednosti uslovnim izrazom koji upored̄uje
vrednost obeležja podatka nije dobro rešenje. Zbog prethodnog, skrivanje Ai nije pouzdano za autorizaciju i
praktično upotrebljivo ali ilustruje namenu skrivanja.

5. Kriptografija u bazi podataka i vertikalna autorizacija atributa

Kako iskoristiti enkripciju za kontrolu pristupa ćelijama u tabelama? Za primenu kriptografije u bazama
podataka, specijalno za realizaciju vertikalne autroizacije atributa primenom kriptografije, nije potrebno vršiti ra-
zmenu ključeva jer su svi podaci u bazi podataka i svi ključevi bezbedni u zaštićenoj bazi ključeva gde su sačuvani
nakon generisanja. Iz te baze se koriste ključevi i za kriptovanje sadržaja podataka u kriptat i za dekriptovanje
u originalnu vrednost. Presudni faktori za kvalitet kriptovanja u realizaciji autorizacije su izbor algoritma, ge-
nerisanje i povremeno regenerisanje ključeva i zaštićenost lokacije u bazi podataka gde se čuva baza ključeva.
Kvalitet vertikalne autorizacije postignute kripovanjem zavisi i od mehanizma upravljanja izborom ključeva koji
su iskorišteni za kriptovanje sadržaja i izbor ključa koji treba primeniti za dekriptovanje podatka. Koristićemo
oznake: S - sadržaj podatka, ES=AE(S, K) kriptovani sadržaj primenom algoritma AE i ključa K, S=AD(ES, K) je
dekriptovani sadržaj primenom inverznog algoritma AD i ključa K.

Neka je L = {L1, L2, . . . , Ln} skup obeležja i njima pridruženi ključevi KB = {K1,K2, . . . ,Kn} u bazi
ključeva. Ako koloni Ai pridružimo kolonu obeležja LAi , a ćelijama vrednosti Aj

i kolone Ai sa obeležjima
LAj

i ∈ L kolone LAi koja imaju pridružene ključeve KLAj
i ∈ KB iz baze ključeva, možemo sve ćelije Aj

i

kriptovati pridruženim ključem u vrednost E(Aj
i ,KLAj

i ). Oznake: obeležjima LAj
i atributa LAi za ćeliju Aj

i

atributa Ai pridružuje se ključ za enkripciju KLAj
i .
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Skup obeležja L je ured̄en relacijom poretka ako je realizovana relacija pored̄enja obeležja koja odgovara de-
finiciji 3. Realizacija relacije poretka obeležja može biti izvedena iz numeričkog, alfanumeričkog ili implicitnog
poretka na osnovu složene strukture i poretka obeležja. Najčešće je kompozitni poredak preko definisane relacije
za upored̄ivanje dva obeležja Lk > Lp koja ima sva svojstva relacije poretka na skupu obeležja L.

Primenićemo enkripciju vrednosti atributa Ai i zameniti sa E(Aj
i ,KLAj

i ) da bismo postigli obevezu pri-
mene uslova pored̄enja obeležja predikatom:

Lkorisnika > LAi (2)

u upitu ili operaciji, pri čitanju ili izmeni podataka u tabeli nad atributom Ai.
Upitom nad skupom obeležja pridruženih svim ključevima (podskup od L) iz baze ključeva KB i pored̄enjem

sa obeležjem korisnika predikatom (2) izdvajamo podskup obeležja Lk = {L1
k, L

2
k, . . . , L

s
k} “podred̄enih” obe-

ležju korisnika. Možemo definisati, pomoću skupa Lk, da redom pridruženi ključevi Kk = {K1
k ,K

2
k , ...,K

s
k} su

“dostupni” korisniku sa obeležjem Lkorisnika.

Definicija 4. Skup ključeva “dostupnih” korisniku sa obeležjem Lkorisnika je skup Kk = {K1
k ,K

2
k , ...,K

s
k}.

Ključ iz KB je dostupan korisniku ako se nalazi u skupu Kk za tog korisnika.

Dekriptovanje ključem D(E(Aj
i ,KLAj

i ),KLAj
i ) = Aj

i omogućava da podaci budu dostupni ako i samo
ako korisnik ima ključ KLAj

i na raspolaganju u skupu Kk, inače se dobija markirana vrednost ili NULL. Možemo
uvesti za atribut Ai izabrano podrazumevano obeležje LAd

i ∈ L ako u nekom novom pojavljivanju vrednost
Ai nema pridruženo obeležje (nije dodeljeno korisniku). Za podrazumevano obeležje LAd

i pridružen je iz baze
ključeva ključ za enkripciju KLAd

i ∈ KB.
Autorizaciju pristupa podacima postižemo skrivanjem vrednosti atributa kriptovanjem ključem pridruženim

obeležju Lkorisnika kreatora podatka ili podrazumevanom obeležju LAd
i . Uvodi se dodatna kolona da bismo

sačuvali vrednost sa obeležjima. Za atribut Ai nova kolona je LAi koja sadrži obeležja ili njihove jedinstvene
identifikatore ako normalizujemo model. Poštuje se konvencija u svim upitima i izrazima:

get A:= if Lkorisnika > LAi then Decrypt(Ai, getkey(LAi)) else NULL, (3)

gde je getkey(L) funkcija koja za rezultat vraća ključ KL za kriptovanje pridružen obeležju L.
Ako se izbegne provera Lkorisnika > LAi i naruši autorizacija dobiće se kriptovani tekst umesto originala,

ako korisnik ne dobije odgovarajući ključ. To je pokušaj postizanja autorizacije atributa Ai preko obeležja i
njegovog ključa.

Moramo sadržaj Ai kriptovati ključem KLAi koji je pridružen obeležju LAi tako da je korisniku dostupan
sadržaj atributa Ai ako i samo ako uspešno dekriptuje sadržaj. Ako mu je dostupan ključ KLAi (u skupu Kk)
biće uspešno dekriptovana vrednost, inače neće dekriptovati uspešno. Uslov Lkorisnika > LAi moramo preneti
na izbor ključa za dekripciju umesto uslovnog vraćanja Ai vrednosti kao rezultata. To obezbed̄uje da aplikacija
u upitima i operacijama nad bazom mora uvek da primenjuje taj uslov i nije moguće izostaviti uslov, a da se
ne uoči greška, u funkciji getkey(LAi) za izbor ključeva. Ovim se kreira potreba da uz enkripciju različitim
algoritmima uvedemo i mehanizam upravljanja hijerarhijom ključeva i njihovim skrivenim, bezbednim, čuvanjem
u bazi ključeva KB.

6. Enkripcija vrednosti u ćeliji izabranim ključem

Naredna tabela ilustruje popunjavanje vrednosti u atributu tabele kriptovanim vrednostima gde je Ej
i =

E(Aj
i ,KLAj

i ), KLAj
i = getkey(LAj

i ). Neka obeležja LAj
i se mogu ponavljati u koloni LAi zbog primene

istih ključeva enkripcije zavisno od obeležja korisnika Lkorisnika vlasnika podatka ili primene podrazumevanog
obeležja kolone LAd

i . U (4) vidimo primer upotrebe funkcije dekripcije u SQL izrazima:

select B1, B2, D(Ai, getKey(LAi)) from TabelaPodaci where... (4)

Kriptujemo i čuvamo u tabeli pod atributom Ai, umesto vrednosti atributa Ai, kriptovanu vrednost Ei =
E(Ai,KLAi). U kompletnijoj realizaciji tabela baze ključeva iz primera u Tabela 3 je modelovana tako da se
koristi posebna tabela za skup obeležja L, a druga tabela za bazu ključeva KB. U tabeli, obeležja je potrebno
referencijalno povezati na identifikatore ključeva u bazi ključeva.
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Tabela 2. Vrednosti pojavljivanja za atribut Ai su zaštićene kriptovanim vrednostima

Rbr : j B1 B2 B3 ... Ai LAi Bp Bp+1 ... Bn Rid

1. ... ... ... ... E(A1
i ,KLA1

i ) LA1
i ... ... ... ... Rid1

2. ... ... ... ... E(A2
i ,KLA2

i ) LA2
i ... ... ... ... Rid2

3. ... ... ... ... E(A3
i ,KLA3

i ) LA3
i ... ... ... ... Rid3

4. ... ... ... ... E(A4
i ,KLA4

i ) LA4
i ... ... ... ... Rid4

5. ... ... ... ... E(A5
i ,KLA5

i ) LA5
i ... ... ... ... Rid5

6. ... ... ... ... E(A6
i ,KLA6

i ) LA6
i ... ... ... ... Rid6

7. ... ... ... ... E(A7
i ,KLA7

i ) LA7
i ... ... ... ... Rid7

8. ... ... ... ... E(A8
i ,KLA8

i ) LA8
i ... ... ... ... Rid8

Tabela 3. Primer tabele obeležja i ključeva

ObelezID Naziv obelezja Kljuc KljucNaziv
Lid1 Obelezje1 ############ Kljuc1
Lid2 Obelezje2 ######## Kljuc2
Lid3 Obelezje3 ################ Kljuc3
Lid4 Obelezje4 ### Kljuc4
Lid5 Obelezje5 ############### Kljuc5

U koloni LAi su obeležja koja se potencijalno ponavljaju, pa za pojavljivanje Pj u kome je vrednost Ej
i =

E(Aj
i ,KLAj

i ) nad atributom Ai, je i dalje vredost obeležja LAj
i kome odgovara ključ KLAj

i . U izrazu upita
ili operacije DML jezika, korisnik pristupa listi obeležja u tabeli pridruženih ključeva i može naći ključ KLAj

i

izrazom KLAi = getKey(LAi) i dekriptovati Ej
i izrazom D(Ai,KLAi) jer je u Aj

i upisana vrednost Ej
i .

Korisnik je pristupio obeležju i dobio ključ iz baze ključeva bez ograničenja za predikat (2) i bez provere da li
je bio autorizovan za dobijanje ključa. Nije postignuta zaštita nad ćelijom jer ako korisnik ima odgovarajuću DKP
dozvolu nad atributima Ai i LAi omogućeno mu je da dobije proizvoljan ključ za dekripciju, što nije autorizacija.

Zbog ovog nedostatka pristup ključevima mora biti uslovljen obeležjem koje poseduje korisnik koji pristupa
bazi, iz istog skupa obeležja kao i LAi vrednosti, i relacijom poretka nad tim skupom obeležja.

Korisnik ne sme pristupati svim obeležjima i pridruženim ključevima bez ogrančenja, nego samo onim klju-
čevima KLAi takvim da je Lkorisnika > LAi. Potrebno je da korisniku dodelimo obeležje Lkorisnika koje
“može da vidi” obeležje LAi da bi imao ovlaštenje preko obeležja LAi za pristup ključu KLAi.

Ključevi ne smeju biti slobodno dostupni u bazi nego moraju biti u posebnom skladištu, bazi ključeva. Kori-
snici neće imati direktan pristup tabeli ključeva nego samo funkciji koja vraća ključeve za obeležja.

Kada korisnik pristupi bazi ključeva proverom se omogućava da pristupa samo ključevima nad čijim obelež-
jima ima ovlaštenje.

Imali smo u (1) get A:= if Lkorisnika > LAi then Ai else NULL; uz strogo poštovanje uslova
provere (2) Lkorisnika > LAi. Ako se zaobid̄e uslov (2), obeležja nemaju svrhu i vertikalna autorizacija nije
postignuta. Teško je obavezati programere bez formalizma da tu proveru uvek poštuju, a moguće su i greške bez
namere. Sada dobijamo novi izraz u (3) getA := ifLkorisnika > LAithenD(Ei,KLAi)elseNULL. Ubaci-
vanje ovog kriterijuma (2) na sva mesta u upitima, pogledima i operacijama je logično i očekivano. Ako ovde
zaobid̄emo uslov Lkorisnika > LAi, rezultat izraza D(Ei,KLAi) zavisi od toga da li korisnik poseduje dozvolu
za ključ KLAi u skupu Kk. Zaključujemo da funkcija za dekripciju treba da proverava i razrešava da li se za
rezultat vraća dekriptovan sadržaj iz Ei ili NULL vrednost.

7. Čuvanje ključeva u skladištu/bazi ključeva

Skladište ključeva je posebno izgrad̄en model u istoj bazi podataka koji nije dostupan drugim korisnicima i
administratorima sem jednom korisniku, vlasniku scheme baze podataka u kojoj je baza ključeva.

Ako se čuvaju ključevi u zasebnoj tabeli sa identifikatorima i nazivima ključeva, a u tabeli obeležja se čuvaju
samo uparena obeležja sa identifikatorima ključeva i nazivi obeležja, vraćanje rezultata D(Ei, getKey(LAi))
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gde je u tabeli obeležja uz LAi bio ključ KLAi, svodi se na formulu:

D(Ei, getKeyFromKB(getKeyId(LAi)))

=

 NULL ako
(
Ei = NULL ∨ LAi = NULL

)
,

?∗ ako
(
returnedKey = NULL

)
,

Decrypt(Ei, returnedKey) inače

gde je returnedKey = getKeyFromKB(getKeyId(LAi)). (5)

Ako je returnedKey = NULL∗ imamo dve mogućnosti za definisanje rezultata:
a) NULL, jer je vraćeni ključ bio nepoznat ili nedostupan;
b) Ei, jer ključ kojim je kriptovan Ei je nedostupan tekućem korisniku.

U slučaju da imamo kriptovanu vrednost Ei, ključ je bio definisan i uneto je obeležje LAi sa pridruženim ključem.
Ako je Lkorisnika > LAi ključ treba da bude dostupan. Ako nije tačan uslov ključ nije dostupan i vraćeni ključ
je NULL i prihvatljivo je da se kao rezultat prihvati zaštićena vrednost Ei, ili NULL kao u opciji pod a. Ovo je
u slučaju da je uveden poredak obeležja i da je ključ nedostupan zbog neautorizovanog pristupa vrednosti Ei

sa obeležjem LAi. Rezultat zavisi od toga da li je korisnik dobio ključ za obeležje LAi pridruženo kriptovanoj
vredosti Ei (kriptat za Ai) i da li je uvedena relacija poretka nad obeležjima?!

Ako je uvedena relacija poretka na obeležjima tada se može naći obeležje koje odgovara ključu i uporediti sa
obeležjem korisnika. Ključ će biti iskorišćen za dekriptovanje ako je dostupan korisniku preko relacije obeležja.
Primeniće se taj ključ samo ako je “aktivan” za tog korisnika.

Kada se prijavi na SUBP korisniku je poznato obeležje koje mu je pridruženo . Nisu svi ključevi enkripcije iz
baze ključeva KB automatski primenjivi za dekripciju. Ako bi se u svakom upitu ponavljalo izvršenje funkcije za
proveru aktuelnosti ključa performanse upita i operacija bi bile ugrožene zbog korelisanog ponavljanja izvršenja
funkcije getKey(LAi) eksplicitno ili implicitno u izrazu poziva funkcije D(Ei, getKey(LAi)) sa dva ili samo
jednim argumentom D(Ei).

Korisnik u toku izvršenja operacija i upita (SUBP online) vidi dekriptovane podatke tabele samo u ćelijama
atributa Ai koje se kriptovane ključevima koji su aktivni u tekućoj sesiji. Podaci su uvek čuvaju u bazi u kriptova-
nom formatu Ei i čitanjem podataka iz datoteka baze, u slučaju pristupa, mogu se videti te kriptovane vrednosti.
Originalne vrednosti su zaštićene transformacijom u kriptat. Dekripcija je jedini metod da se pročita podatak iz
kriptovanog sadržaja.

Ključ je primenjiv za dekripciju u sesiji ako postoji u bazi ključeva i ako je aktivan za sesiju. Kako kontorlisati
dostupnost ključevima od strane korisnika? Ključevi mogu biti deaktivirani i aktivirani. Samo aktiviran ključ
može se upotrebiti za dekripciju. Pri ostvarivanju sesije aktiviraju se svi ključevi na koje korisnik ima pravo
(dostupni).

Uvodimo pojam “ključ aktivan u sesiji”. Za autorizaciju pristupa mora se konsultovati, na osnovu relacije
poretka i obeležja korisnika u sesiji, koji su ključevi aktivni za sesiju.

Primetimo da zaštita zavisi od egzistencije ključa (neophodan uslov) i ne samo od egzistencije (jer bi ga
mogao upotrebiti svako ko ima pravo pistupa bazi ključeva) nego i od dinamičkog statusa ključa “da li je aktivan
za sesiju”.

Isti ključ koji je kreiran u bazi ključeva može biti suspendovan ili ne, što važi za sve korisnike i sesije. Ako
nije suspendovan, u nekim sesijama može biti aktivan, a u drugim da nije.

Ključevi ne smeju da se aktiviraju direktno od strane nekog korisnika niti administratora, ali se aktiviraju na
početku sesije indirektno pozivanjem procedure za aktivaciju ključa.

Procedura za aktivaciju jednog ključa radi obaveznu proveru uslova da li korisnik iz sesije koja izvršava
proceduru ima ovlaštenje nad tim ključem.

S obzirom da je više ključeva korišteno za zaštitu atributa Ai kriptovanjem, da bi se postigla autorizacija nad
celom kolonom moraju da se aktiviraju iterativno prethodnom procedurom svi dostupni ključevi.

Da bi sve radilo po pitanju autorizacije, neophodno je na početku sesije ili svake transakcije aktivirati sve
ključeve nad čijim obeležjima korisnik ima ovlaštenje.

Primena enkripcije i dekripcije kod operacija i upita podrazumeva da u operacijama za insert i update koristi
se poziv funkcije za kriptovanje nove vrednosti sa aktivnim ključem koji je pridružen obeležju korisnika u sesiji
ili podrazumevanom obeležju LAd

i . Pri izboru obeležja i pripadajućeg ključa za kriptovanje podataka zaštićene
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kolone potrebno je pridržavati se utvrd̄enog kriterijuma upisa uz kriptovanje ključem tekućeg ovlaštenja korisnika
ili podrazumevanim ključem koji je pridružen labeli LAd

i atributa Ai. Može se koristiti ključ obeležja koje definiše
manju osetljivost od tekućeg ovlaštenja korisnika.

7.1. Zaštita i tajnost baze ključeva

Mehanizam pristupa ključevima mora obezbediti zaštićenu i autorizovanu kontrolu operacija i upita nad
bazom ključeva. Ključevi ne smeju biti dostupni običnom korisniku. Koristi se baza ključeva odvojena od baze
obeležja ključeva. Samo specijalni korisnik može pristupiti ključevima, koji je vlasnik scheme baze ključeva.
Svi ostali korisnici pristupaju preko procedura i funkcija za rad sa ključevima samo sa pravima za izvršenje tih
procedura i funkcija. Samo taj specijalni korisnik, vlasnik baze ključeva, ima privilegije nad bazom ključeva
(tabelama modela).

Kod operacija nad datotekama baze podataka podaci atributa Ai u tabeli T su zaštićeni kriptovanjem. Bazu
ključeva možemo kriptovati nekim izabranim algoritmom da zaštitimo deo datoteke baze podataka u kojem je
baza ključeva.

8. Napredne tehnike i istraživanja vezana za vertikalnu autorizaciju

Prethodnom diskusijom o vertikalnoj autorizaciji je ponud̄eno rešenje koje, uz izložene prednosti, otvara
nova pitanja. Upotreba ključeva za enkripciju u istoj bazi u kojoj su sakriveni podaci mora biti obezbed̄ena da
bi se opasnosti kriptoanalize svele na minimum. Otvorena je lista pitanja za dalje istraživanje pojma vertikalne
autorizacije, o pouzdanosti višestruke primene ključeva iz baze ključeva za enkripciju podataka prema raspo-
deli obeležja, generisanju ključeva i sakrivanju baze ključeva, performansama i standardizaciji njene primene u
bazama podataka. Sledi lista tema za istraživanje:

a) Višestruka primena istog ključa za enkripciju nad kolonama otvara opasnosti otkrivanja ključa. Potrebna je
raditi zaštitu od napada za detekciju ključa.

b) Rešavanje dekripcije u bazi uklanjanjem drugog argumenta u pozivu funkcije dekripcije i implicitna primena
ključa dekripcije.

c) Za sprečavanja napada skeniranja ključa Key Scan Attack značajna je u rešenju primena sugestije da funkcija
dekripcije D(Ei) vraća NULL vrednost umesto Ei ako korisnik nije imao ovlaštenje za tu ćeliju podataka.
Važiće D(Ei) = Ai ako korisnik ima ovlaštenje nad obeležjem ključa koji je u Ei, inače je NULL. Zaštita
od otkrivanja ključa kriptovanja pogad̄anjem je postignuta time što funkcija za dekripciju D(Ei) koristi
implicitni ključ. Ako nema implicitni ključ vraća NULL vrednost. Nije moguće proslediti eksplicitno ključ
za dekriptovanje.

d) Ako bi se za neautorizovan pristup sadržaju ćelija u izrazu D(Ei) vraćala vrednost Ei umesto NULL imali
bismo neravnomernu distribuciju primene ključeva koje koristimo. Tada moramo primeniti tehnike odbrane
od napada za otkrivanje ključa skeniranjem kod vertikalne autorizacije za smanjenje opasnosti od napada
za detekciju ključa (ciphertext search attack). Primena DENNINGOVE SCHEME je dalje istraživanje za
zaštitu od ove vrste napada i upored̄ivanje sa rezultatima vertikalne autorizacije za efikasnost zaštite od ove
vrste napada.

e) Napredne strategije za zaštitu baze ključeva.

f) Istraživanje uticaja kriptografije na performanse upita i operacija u BP za različite klase opterećenja i kardina-
lnostima kolekcija podataka. Ispitivanje promenljivosti performansi zavisno od izbora algoritma ili dužine
ključa.

Listi pitanja se mogu dodati pitanja specifičnosti primene u XML bazama podataka i noSQL bazama podataka.

9. Zaključak

Kriptografija se može koristiti za skrivanje podataka u tabelama na nivou ćelija transformacijom u kriptovane
vrednosti. Sama enkripcija na uobičajen način korištena za kriptovanje vrednosti nad atributom ne daje mehani-
zam vertikalne autorizacije. Tek zajedno sa uvod̄enjem obeležja ključeva i relacija poretka nad njima koje će se
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primenjivati na podatke i mehanizmom upravljanja obeležjima ključeva možemo primeniti kriptografiju za au-
torizaciju dostupnosti podacima u ćelijama. Potreban je mehanizam upravljanja bazom ključeva preko njihovih
obeležja i relacije poretka nad njima. Za skrivanje ključeva od neovlaštene upotrebe koristi se zaštićeno skladi-
šte ključeva. Za dekripciju vrednosti koristimo mehanizam aktiviranja ključeva dostupnih korisniku na početku
sesije.

Simetrična enkripcija sa AES algoritmom trenutno zadovoljava zahteve za kriptovanjem svih sadržaja u BP.
Moguće je pri definiciji i realizaciji funkcija Ei = E(Ai,KLAi) i D(Ei) koristiti bilo koji algoritam koji imamo
na raspolaganju u SUBP.
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Apstrakt. U ovom radu izučava se topologija simplicijalnog kompleksa koji je pridružen komutativnom prstenu sa
jedinicom na sledeći način: tjemena u kompleksu su svi pravi ne-nula ideali u prstenu, a skup ideala čini simpleks ako i samo
ako njihov presjek nije trivijalan. Homotopski tip ovog kompleksa odred̄uje se za generalni slučaj komutativnih prstena sa
jedinicom, odnosno pokazuje se da je kompleks presjeka ideala kontraktibilan za svaki prsten osim kada je prsten izomorfan
proizvodu konačno mnogo polja - u tom slučaju kompleks je homotopno ekvivalentan sferi odgovarajuće dimenzije.

Ključne reči: simplicijalni kompleksi; homotopski tip; graf presjeka ideala; komutativni prsteni;

1. Uvod

Analiziranje algebarskih svojstava pomoću kombinatornih objekata posebnu popularnost steklo je posled-
njih godina kada su se pojavili mnogi rezultati u radovima koji povezuju komutativnu algebru i teoriju grafova.
Inspirisani ovim pristupom, dolazimo do ideje pridruživanja simplicijalnih kompleksa komutativnim prstenima
sa jedinicom. Naime, ako posmatramo grafove kao jednodimenzionalne simplicijalne komplekse, prirodno je
uopštiti ovakvu analizu na generalne simplicijalne komplekse. Korist pridruživanja simplicijalnih kompleksa ko-
mutativnim prstenima je to što možemo računati homologiju i pokušati da odredimo homotopski tip.

Za neke od grafova koji su pridruženi prstenima, sam graf ili komplement tog grafa može se prirodno uopštiti
na simplicijalni kompleks. U radu [ 1] izučava se graf presjeka ideala u prstenu, gdje su tjemena grafa svi pravi
ne-nula ideali u prstenu, a dva tjemena su susjedna ako i samo ako je njihov presjek netrivijalan. Ovakvu analizu
uopštavamo na simplicijalni kompleks pridružen komutativnim prstenima i odred̄ujemo njegov homotopski tip
za generalni slučaj.

Za dalje radove koji se bave pridruživanjem simplicijalnih kompleksa komutativnim prstenima, čitalac može
pogledati [ 3, 4, 5].

2. Definicije

U ovoj sekciji navodimo potrebne definicije. Za temeljnija objašnjenja, čitalac može pogledati [ 2, 6]

Definicija 1. Apstraktan simplicijalni kompleks K je skup A zajedno sa kolekcijom K konačnih nepraznih
podskupova u A tako da ako je X ∈ K i Y ⊆ X , onda je Y ∈ K.

Element v ∈ A takav da je {v} ∈ K nazivamo tjeme i skup svih tjemena obilježavamo sa V (K). Elementi u
K nazivaju se simpleksi i obično se obilježavaju sa σ. Dimenzija simpleksa σ je |σ| − 1, gdje je |σ| kardinalnost
skupa σ. Neprazan podskup simpleksa nazivamo lice tog simpleksa; lica su takod̄e simpleksi. Simpleksi koji nisu
lica nijednog drugog simpleksa u K zovu se maksimalni simpleksi. Za simpleks τ koji je sadržan u samo jednom
maksimalnom simpleksu σ u kompleksu, kažemo da je τ slobodno lice simpleksa σ.

Definicija 2. Neka su K i L dva apstraktna simplicijalna kompleksa. Simplicijalno preslikavanje od K do L
je preslikavanje dato na tjemenima f : V (K) → V (L) takvo da ako je {x0, . . . , xn} simpleks u K, onda je
{f(x0), . . . , f(xn)} simpleks u L. Za takvo preslikavanje pišemo f : K → L.

Definicija 3. Geometrijski n-simpleks je konveksna ljuska n+1 afino nezavisnih tačaka, σ = conv{x0, x1, . . . , xn}.
Njegova dimenzija je dimσ = n. Standardan geometrijski n-simpleks ∆n je odred̄en na sledeći način:

∆n := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1
+ : x0 + x1 + · · ·+ xn = 1},

gdje je R+ skup svih ne-negativnih realnih brojeva.
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Postoji afina bijekcija izmedju bilo kojeg geometrijskog n-simpleksa i standardnog geometrijskog n-
simpleksa.

Sa R⊕J obilježimo direktnu sumu |J | (gdje J može biti beskonačno; |J | je kardinalnost skupa J) kopija
R (pa je prema tome podskup u RJ kojeg čine sve tačke x = (xj)j∈J ∈ RJ takve da je xj = 0, za sve osim
konačno mnogo j ∈ J).

(Geometrijski) simplicijalni kompleks K u R⊕J je kolekcija simpleksa u R⊕J koja zadovoljava sledeća dva
uslova:

(1) Svako lice simpleksa u K je simpleks u K.

(2) Neprazan presjek dva simpleksa u K je lice svakog od ta dva simpleksa.
Dimenzija kompleksa K je maksimalna dimenzija njegovih simpleksa. Sa |K| obilježavamo uniju svih sim-

pleksa u K. Ovom skupu data je topologija na sledeći način: skup F ⊂ |K| je zatvoren ako i samo ako je F ∩ σ
zatvoren u σ za svaki simpleks σ ∈ K (sam simpleks σ naslijed̄uje topologiju koju indukuje n-dimenzionalna
ravan koju odred̄uju njegova tjemena). Topološki prostor |K| naziva se geometrijska realizacija i odred̄en je do
na homeomorfizam.

Simplicijalno preslikavanje f : K → L može se produžiti na neprekidno preslikavanje |f | : |K| → |L|
topoloških prostora. Kada je iz konteksta jasno da se radi o preslikavanju topoloških prostora, to preslikavanje
ćemo označiti sa f umjesto |f |.

Definicija 4. Simplicijalni kompleks K sa skupom tjemena V (K) je konus sa vrhom v ∈ V (K) ako za svaki
simpleks σ ∈ K takod̄e imamo da je σ ∪ {v} ∈ K.

Ako je simplicijalni kompleks K konus sa vrhom v onda je njegova geometrijska realizacija kontraktibilna.

Biće nam potrebna i sledeća lema iz [ 6].

Lema 1 (Lemma 2.5, [ 6]). Ako je K konačan simplicijalni kompleks, onda je topološki prostor |K| kompaktan.
Obrnuto, ako je podskup A od |K| kompaktan, onda je A ⊂ |K0| za neki konačan potkompleks K0 u K.

Treba obratiti pažnju da je ova lema u [ 6] formulisana za simplicijalne komplekse koji se nalaze u RN

za neko N , što ograničava kardinalnost kompleksa K i dimenziju njegovih simpleksa. Med̄utim, u sledećem
poglavlju u [ 6], autor uklanja ova ograničenja, tako da ovaj rezultat važi u generalnom slučaju što ćemo i koristiti.

3. Kompleks presjeka ideala

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, i neka je I∗(R) skup svih pravih ne-nula ideala u R. Kompleks
presjeka ideala K(R) sa skupom tjemena I∗(R) definiše se na sledeći način:

{I0, I1, . . . , In} ∈ K(R) ako i samo ako I0 ∩ I1 ∩ · · · ∩ In 6= 0

Ovo prirodno čini simplicijalni kompleks jer ako presjek nekog broja ideala nije trivijalan onda ni presjek nekog
manjeg broja tih ideala nije trivijalan. Primjer na slici 1 ilustruje takav kompleks za prsten R = Z30.

Homotopski tip ovog kompleksa odred̄ujemo tako što posmatramo slučajeve kada je prsten R (1) lokalan,
(2) semilokalan, i (3) kada ima beskonačno mnogo maksimalnih ideala.

Tvrd̄enje 1. Ako je prsten R lokalan sa maksimalnim idealom M , onda je |K(R)| kontraktibilan.

Dokaz. Svaki pravi ideal u prstenu sadržan je u maksimalnom idealu M , pa stoga M netrivijalno siječe svaki
pravi ideal u prstenu. Prema tome kompleks presjeka ideala K(R) je konus sa vrhom M pa možemo zaključiti
da je |K(R)| kontraktibilan.

Sada pretpostavimo da je prsten R semilokalan. Prvo ćemo pokazati povezanost kompleksa.

Tvrd̄enje 2. Neka je R semilokalan prsten sa n > 1 maksimalnih idela, tako da R nije izomorfan proizvodu dva
polja. Tada je kompleks |K(R)| povezan.

49



N.Milošević
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Slika 1. Kompleks presjeka ideala za R = Z30

Dokaz. Presjek bilo koja dva maksimalna ideala u prstenu nije trivijalan. U suprotnom prsten bi bio izomor-
fan proizvodu dva polja što je kontradiktorno pretpostavci. Posmatramo graf koji je jednodimenzionalni ske-
let kompleksa. Za netrivijalne prave ideale I i J u prstenu, putanja na grafu koja pokazuje povezanost je
I,MI ,MI ∩ MJ ,MJ , J , gdje je MI bilo koji maksimalan ideal koji sadrži I , odnosno MJ bilo koji maksi-
malan ideal koji sadrži J .

Kada je prsten R izomorfan proizvodu dva polja, R ∼= F1 × F2, geometrijska realizacija kompleksa sastoji
se od dvije nepovezane tačke, {0× F2} i {F1 × 0}.

Kako bi odredili homotopski tip kompleksa za semilokalne prstene, prvo ćemo posmatrati prstene koji imaju
netrivijalan Džekobsonov radikal.

Tvrd̄enje 3. Neka je R semilokalan prsten. Ako J(R) 6= {0}, onda je |K(R)| kontraktibilan.

Dokaz. Pokazaćemo da postoji maksimalan idealM u prstenuR takav daM∩I 6= {0} za svaki ne-nula ideal I u
prstenu. Time ćemo pokazati da za svaki simpleks {I0, I1, . . . , In} ∈ K(R) važi da je {I0, I1, . . . , In} ∪ {M} ∈
K(R), odnosno time je K(R) konus sa vrhom M , pa je |K(R)| kontraktibilan.

Neka je x bilo koji ne-nula element u J(R). Tvrdimo da je ideal 〈x〉+ Ann(x) pravi ne-nula ideal. Naime,
ako je 〈x〉+ Ann(x) = R, onda je 1 = rx+ a, za neki element r ∈ R i a ∈ Ann(x). S obzirom da je x ∈ J(R),
po dobro poznatom svojstvu Džekobsonovog radikala, a = 1 − rx ∈ U(R). Kako je ax = 0 i a invertibilan,
onda slijedi da je x = 0, što dovodi do kontradikcije.

Svaki ne-nula pravi ideal je sadržan u nekom maksimalnom idealu u prstenu, pa neka jeM maksimalan ideal
koji sadrži 〈x〉+ Ann(x). Dalje, neka je I bilo koji ne-nula ideal, i neka je t bilo koji ne-nula element u idealu I .
Razmatramo element tx.

1) Ako je tx = 0, onda je t ∈ Ann(x), pa je t ∈ I ∩M . Prema tome imamo i I ∩M 6= {0}.

2) Ako tx 6= 0, onda je tx ne-nula element u I ∩M , pa imamo I ∩M 6= {0}.

Tvrd̄enje 4. Neka je R semilokalan prsten. Ako je |Max(R)| = n > 1 i J(R) = {0}, onda je |K(R)| ' ∆̇n−1.

Dokaz. S obzirom da J(R) = {0}, Kineska teorema o ostacima nam govori da je R izomorfan direktnom
proizvodu konačno mnogo polja, R ∼= F1 × · · · × Fn. Prema tome, svaki ideal u prstenu je presjek nekog broja
maksimalnih ideala, odnosno MS =

⋂
i∈S Mi gdje je S ⊂ [m] = {1, 2, . . . ,m}. Primjetimo da imamo n

maksimalnih simpleksa u kompleksu, gdje takav simpleks čine tjemena MT , T ⊆ S gdje je S = [m] \ {j} za
neko j ∈ [m].

Neka je K potkompleks u K(R) kojeg čine tjemena M1, . . . ,Mn. Geometrijska realizacija ovog kompleksa
je granica n-simpleksa, s obzirom da presjek bilo kojeg broja maksimalnih ideala (osim presjeka svih) nije tri-
vijalan. Definišemo neprekidno preslikavanje f : |K(R)| → |K| tako što svako tjeme MS slikamo u baricentar
simpleksa čija su tjemenaMi za svako i ∈ S. Na ovaj način projektujemo svaki maksimalan simpleks na njegovo
odgovarajuće lice, i svaka tačka unutar tog maksimalnog simpleksa projektuje se duž linije unutar simpleksa.
Prema tome preslikavanje f je jak deformacioni retrakt pa je stoga |K(R)| ' |K|, odnosno, |K(R)| ' ∆̇n−1.

Da bismo odredili homotopski tip kompleksa presjeka ideala za prstene sa beskonačno mnogo maksimalnih
ideala, prvo ćemo dokazati sledeću lemu.
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Lema 2. Neka je prsten R takav da je skup maksimalnih ideala Max(R) beskonačan. Ako je K0 konačan
potkompleks u K(R), onda postoji potkompleks K1 takav da je K0 potkompleks u K1 i |K1| je kontraktibilan.

Dokaz. Neka je K0 bilo koji konačan potkompleks u K(R) , i neka je {I1, . . . , Im} skup svih tjemena u K0.
Pokazaćemo da postoji maksimalan ideal M u prstenu R takav da Ik ∩M 6= {0} za svako 1 6 k 6 m. Time
ćemo i ujedno pokazati da je |K(R)| povezan.

Za svaki indeks 1 6 k 6 m, neka je Mk maksimalan ideal koji sadrži Ann(Ik) i neka je M maksimalan
ideal takav da M 6= Mk za svako 1 6 k 6 m. Tvrdimo da M ∩ Ik 6= {0}.

Po teoremi o izbjegavanju prostih ideala imamo da M 6⊆ M1 ∪ · · · ∪ Mm pa možemo odabrati element
x ∈M \ (M1 ∪ · · · ∪Mm). Neka je k ∈ {1, . . . ,m}. S obzirom da x 6∈ Ann(Ik), postoji element tk ∈ Ik takav
da xtk 6= 0. Prema tome, element xtk je ne-nula element u M ∩ Ik. Dakle, maksimalan ideal M netrivijalno
siječe svaki ideal uK0, odnosnoM∩Ik 6= {0} za svako 1 6 k 6 m. Neka jeK1 potkompleks uK(R) kojeg čine
tjemena {M, I1, . . . , Im} i odgovarajući simpleksi. Onda jeK1 konus sa vrhomM pa je stoga kontraktibilan.

Nakon dokaza ove leme možemo odrediti homotopski tip kompleksa presjeka ideala |K(R)| za prsten R sa
beskonačno mnogo maksimalnih ideala.

Tvrd̄enje 5. Ako je skup maksimalnih ideala Max(R) beskonačan, onda je |K(R)| kontraktibilan.

Dokaz. S obzirom da |K(R)| ima homotopski tip CW-kompleksa, možemo koristiti teoremu Dž.H.K. Vajtheda
koja nam govori da je preslikavanje izmed̄u CW-kompleksa koje indukuje izomorfizme na svim homotopskim
grupama homotopska ekvivalencija, odnosno da ako su sve homotopske grupe trivijalne da je kompleks kontrak-
tibilan. Pretpostavimo da je n ≥ 1 i da je g : Sn → |K(R)| neprekidno preslikavanje. Slika g[Sn] je kompaktna,
pa prema lemi 1, postoji konačan potkompleks K0 takav da je g[Sn] ⊆ |K0|. Lema 2 nam govori da postoji
potkompleks K1 takav da je K0 ⊂ K1 i |K1| kontraktibilan. Stoga, preslikavanje g možemo faktorisati kroz
kontraktibilan prostor |K1| pa je homotopski trivijalno. Zaključujemo da je πn(|K(R)|, ∗) trivijalna. Ovo važi za
svako n, pa prema teoremi Vajtheda zaključujemo da je |K(R)| kontraktibilan.
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Sažetak Algoritam optimizacije kolonijom pčela (Bee Colony Optimization, BCO) prvi put su predložili 2001. godine
P. Lučić i D. Teodorović. BCO i njegove brojne varijante spadaju u klasu metaheurističkih metoda inspirisanih prirodom,
preciznije ponašanjem pčela u potrazi za hranom. To je lako razumljiva metoda, jednostavna za implementaciju i do sada je
uspešno primenjena na mnoge probleme optimizacije. U ovom preglednom radu opisan je najpre prirodni proces prikupljanja
nektara i jezik kojim pčele komuniciraju, zatim je prikazan osnovni BCO algoritam i njegove modifikacije, uključujući strate-
gije paralelizacije i hibridizacije. U drugom delu rada, navedene su primene metode na različite teške probleme kombinatorne
optimizacije, uglavnom u oblasti transporta, lokacije i raspored̄ivanja, kao i neke skorije primene u kontinualnoj optimiza-
ciji. Navedene su i doktorske disertacije koje se bave razvojem i primenama ove metode, a odbranjene su na univerzitetima
u Srbiji. Osnovni cilj rada je da se BCO metoda promoviše med̄u domaćim istraživačima, jer bez obzira na jednostavnost
i efikasnost, do sada nije dovoljno promovisana. Samim tim, primat u primenama drže neke novije i složenije metode koje
su imale uspešniji marketing. Želja autora je da tu situaciju preokrene u korist BCO metode i podstakne istraživače da je
primenjuju na probleme kombinatorne i globalne optimizacije.

Keywords: Optimizacioni problemi, metaheurističke metode, algoritmi inspirisani prirodom, inteligencija roja.

1. Uvod

Prirodni procesi inspirišu razvoj optimizacionih algoritama već više od četrdeset godina. Počevši od simuli-
ranog kaljenja (Simulated Annealing, SA) [ 1, 2, 3], genetskog i drugih evolutivnih algoritama (Genetic Algo-
rithms, GA, Evolutionary Algorithms, EA) [ 4, 5, 6, 7, 8, 9], preko optimizacije mravljim kolonijama (Ant
Colony Optimization, ACO) [ 10, 11, 12], rojem čestica (Particle Swarm Optimization, PSO) [ 13, 14] i drugih
algoritama inteligencije roja (Swarm Intelligence, SI) [ 15, 16, 17], sve do metode zasnovane na veštačkim imu-
nim sistemima (Aritificial Immune System, AIS) [ 18, 19] i mnogih drugih. Trenutno postoje na hiljade različitih
metoda inspirisanih prirodnim procesima koje se klasifikuju kao tehnike računarske inteligencije (Computational
Intelligence Techniques) [ 20, 21, 22, 23, 24].

Metoda optimizacije kolonijom pčela (BCO) je metaheuristika inspirisana ponašanjem pčela u potrazi za
hranom. To je jedan od prvih algoritama koji koristi osnovne principe kolektivne inteligencije pčela u rešavanju
problema kombinatorne optimizacije. BCO je prvobitno predložen za primenu na poznate teške probleme kombi-
natorne optimizacije kao što su problem trgovačkog putnika [ 25, 26, 27] i rutiranje vozila [ 28]. To je stohastička
tehnika (tehnika slučajne pretrage) koja radi nad populacijom rešenja. Inspiracija za razvoj algoritma dobijena
je uspostavljanjem analogije izmed̄u ponašanja pčela u potrazi za hranom i ponašanja optimizacionog algoritma
tokom pretraživanja prostora rešenja datog kombinatornog problema [ 29]. Osnovna ideja metode je formiranje
sistema multi-agenta (kolonije veštačkih pčela) koji bi se efikasno primenjivao na teške probleme optimizacije.
Veštačke pčele pretražuju prostor rešenja u potrazi za dopustivim rešenjima datog problema. U cilju popravljanja
kvaliteta generisanih rešenja, autonomne veštačke pčele sarad̄uju i razmenjuju informacije. Deljenjem dostupnih
informacija i korišćenjem kolektivnog znanja, veštačke pčele koncentrišu pretragu na oblasti koje potencijalno
sadrže bolja rešenja, dok istovremeno napuštaju rešenja slabijeg kvaliteta. Ovakvim potupkom veštačke pčele
kolektivno generišu sve bolja i bolja rešenja.

BCO algoritam radi u iteracijama sve do zadovoljenja nekog unapred definisanog kriterijuma zaustavljanja.
Najčešće korišćeni kriterijumi zaustavljanja su maksimalno dozvoljeno vreme, maksimalni broj iteracija, maksi-
malni broj iteracija bez poboljšanja trenutno najboljeg rešenja, naksimalni broj izračunavanja vrednosti funkcije
cilja i mnogi drugi, a ponekad se koriste i kombinacije više kriterijuma. Postoje dve osnovne varijante BCO
metode, konstruktivna (koja gradi rešenja primenjujući neku vrstu stohastičkog pohlepnog izbora novih kompo-
nenti) i varijanta sa popravkom (koja polazi od nekih kompletnih rešenja i pokušava da ih poboljša primenom
stohastičkih pravila zamene komponenti). Varijanta sa popravkom je u literaturi poznata kao improvement BCO
(BCOi) [ 30, 31, 32].
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Ovaj rad je nastavak nedavno objavljenih preglednih radova [ 29, 33, 34]. Sastoji se iz opisa ponašanja
pčela u prirodi, prikaza BCO algoritma, njegovih varijacija i modifikacija, kao i klasifikacije i analize njegovih
skorijih primena. U novijoj literaturi BCO se uspešno koristi za modeliranje raznih složenih optimizacionih pro-
blema. Med̄utim, BCO metoda i dalje nije rasprostranjena med̄u istraživačima, pa je osnovni cilj ovog rada njena
popularizacija u krugovima istraživača koji se bave optimizacijom. Metoda je teorijski verifikovana i utvrd̄eni su
uslovi koji moraju da se zadovolje prilikom implementacije da bi se obezbedila konvergencija generisanih rešenja
ka željenom optimumu. Dakle, postoje i teorijski preduslovi da se za svaki konkretan razmatrani problem može
razviti efikasna implementacija BCO metode što je od posebnog značaja istraživačma koji rade u praksi.

Rad je organizovan na sledeći način. Prirodni proces prikupljanja nektara i jezik kojim pčele komuniciraju
opisani su u odeljku 2. Odeljak 3 sadrži kratak prikaz osnovne varijante BCO algoritma i sprovedenu teorijsku
analizu metode. Različite modifikacije opisane su u odeljku 4. Odeljak 5 posvećen je primenama BCO metode,
dok poslednji odeljak sadrži neke zaključke i smernice za dalja istraživanja u vezi sa BCO metaheuristikom.

2. Pčele u prorodi

Prilikom razvoja algoritama zasnovanih na SI principima, istraživači koriste modele ponašanja roja u prirodi.
Veštački sistemi obično ne uključuju potpunu imitaciju prirodnih procesa, već preuzimaju neke karakteristične
postupke i prilagod̄avaju ih konkretnoj implementaciji. Proces kojim pčele tragaju za nektarom [ 60] inspirisao je
nekoliko grupa autora da razviju optimizacione algoritme koji imitiraju to ponašanje [ 25, 61, 62, 63]. Različiti
autori interpretirali su na razne načine organizaciju populacije pčela i njihov ples u košnici koji predstavlja veoma
razvijeni jezik za komunikaciju med̄u pčelama. Više detalja o tome dato je u nastavku ovog odeljka.

Tokom potrage za hranom, pčele istražuju polja u blizini košnice. One skupljaju i skladište nektar koji će
kasnije koristiti za ishranu. Uobičajeno je da u potragu za hranom ne idu sve pčele, već samo neke od njih,
tzv. pčele izvid̄ači. Po povratku u košnicu, oni izvid̄ači koji su pronašli kvalitetne izvore hrane (cvetne livade
bogate nektarom), obaveštavaju o tome ostale pčele izvodeći takozvani ritualni ples (engl. waggle dance) (Sl. 1).
Tim plesom kodirani su podaci o lokaciji (pravcu i daljini) i količini pronad̄enog nektara u oblastima koje su
ispitale pčele izvid̄ači. Ostale pčele posmatraju taj ples i na osnovu dobijenih uputstava i same kreću u skupljanje
nektara. Takve pčele nazivaju se neopredeljene ili sledbenici.

Slika 1. Ilustracija plesa kojim pčele kominiciraju (preuzeto sa www.pcelarski-inkubator.vup.hr)

Ritualni ples sastoji se od pokreta kojim pčele formiraju cifru osmice sa talasićima u sredini. Značenje ovog
plesa otkrio je Karl von Frisch [ 64] (Sl. 2). Smer (ugao) središnjeg dela osmice u odnosu na položaj sunca
usko je povezan sa pravcem izvora hrane reklamiranog od strane pčele izvid̄ača. Udaljenost izmed̄u košnice i
izvora hrane kodiran je brojem talasića u ritualnom plesu. Brzina talasanja označava količinu otkrivenog nektara,
a kvalitet nektara pčele proveravaju probanjem uzoraka koje donose izvid̄ači. Ritualni ples je uvek usklad̄en sa
položajem sunca, ugao talasanja se menja kako sunce putuje preko neba tokom dana. To znači da su sledbenici
uvek ispravno usmereni ka izvoru hrane.

Kako je moguće da se desi da nekoliko pčela istovremeno plešu i pokušavaju da regrutuju sledbenike, nije
jasno kako se neopredeljene pčele odlučuju kog će izvid̄ača da prate. Jedino što su naučnici do sada uspeli da
utvrde je da ta odluka direktno zavisi od količine i kvaliteta hrane na izvoru [ 60]. Opisani proces ponavlja se sve
dok pčele u košnici akumuliraju nektar i/ili istražuju nove oblasti sa potencijalnim izvorima hrane.

Ako neopredeljena pčela odluči da napusti košnicu i sakuplja nektar, ona će slediti jednog od izvid̄ača koji
je prethodno otkrio izvor hrane. Po povratku u košnicu, pčela nosi sakupljeni nektar i odlaže ga u skladište hrane.
U tom trenutku pčela bila izmed̄u sledećih opcija: (1) odustaje od izvora hrane i vraća se ulozi neopredeljenog
sledbenika; (2) nastavlja sa eksploatacijom izvora nektara bez regrutovanja ostatka kolonije; ili (3) pokušava
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Slika 2. Prevod jezika pčela (adaptirano sa https://factismals.com/tag/etymology/)

regrutaciju ostalih neopredeljenih pčela izvodeći ritualni ples pre povratka na izabranu lokaciju hrane. Pčela se
opredeljuje za jednu od navedenih opcija u zavisnosti od doba dana i količine preostalog nektara na toj lokaciji.

Ovde je opisan dsmo deo pčelinjeg jezika koji je relevantan za razvoj i primene BCO metode. Komu-
nikacija med̄u pčelama daleko je složenija, a samoorganizacija i odgovornost svake jedinke u košnici pot-
puno su fascinantni. Detaljnije o životu pčela može se naći u publikacijama iz melitologije, ali i na Internetu
(https://animalwise.org/2011/08/25/the-honeybee-waggle-dance-%E2%80%93-is-it-a-language/)

3. Opis BCO algoritma

Populacija veštačkih pčela sastoji se od B agenata koji zajedno tragaju za rešenjem razmatranog optimi-
zacionog problema. Svaka veštačka pčela generiše po jedno rešenje za dati problem [ 40]. Rad BCO algoritma
odvija se kroz iteracije, a svaka iteracija se sastoji od NC koraka. Korak BCO algoritma deli se na dve faze: let
unapred (engl. forward pass) i let unazad (engl. backward pass). Dakle, u okviru jedne iteracije ove dve faze se
smenjuju NC puta, tj. dok se ne izgenerišu kompletna rešenja, u konstruktivnoj verziji, ili dok se ne izvrši NC
modifikacija početnih rešenja, u verziji sa popravkom. Tokom leta unapred sve veštačke pčele su uključene u
istraživanje prostora rešenja. Po analogiji sa prirodnim procesima, kvalitet (parcijalnog) rešenja može se poisto-
vetiti sa količinom sakupljenog nektara i/ili sa udaljenošću košnice od izvora hrane, a proces sakupljanja nektara
u prirodi odgovara fazi leta unapred u BCO algoritmu. Ova faza algoritma direktno zavisi od problema koji se
rešava i mora se prilikom implementacije maksimalno prilagoditi tom problemu.

U fazi leta unazad veštačke pčele razmenjuju informacije o kvalitetu pronad̄enih rešenja. Ritualni ples je
u algoritmu pretraživanja zamenjen procenjivanjem (evaluiranjem) kvaliteta svakog generisanog (parcijalnog)
rešenja. Kvalitet rešenja iskazuje se realnim brojem koji pripada intervalu [0,1]. Najkvalitetnije rešenje med̄u svim
pčelama dobija oznaku kvaliteta 1, a najlošije 0 (ili neku vrednost blisku nuli). Kada se sva rešenja evaluiraju,
svaka pčela treba da odredi da li će ostati lojalna svom (parcijalnom) rešenju. Ta odluka donosi se na osnovu
verovatnoće, koja zavisi od odnosa kvaliteta trenutnog rešenja date pčele i kvaliteta rešenja „najbolje” pčele.
Najbolja pčela je ona koja trenutno poseduje najkvalitetnije (parcijalno) rešenje. Ona je uvek lojalna tom svom
rešenju, jer je njena verovatnoća lojalnosti uvek jednaka jedinici. Pčela koja napusti (odbaci) svoje (parcijalno)
rešenje postaje nelojalna i mora da preuzme neko od rešenja lojalnih pčela. Pčele sa boljim rešenjem imaju više
šansi da ga zadrže i reklamiraju ostalima. Za razliku od pčela u prirodi, koje ne moraju da izvode ritualni ples
i reklamiraju svoje izvore hrane drugima, veštačke pčele koje ostanu lojalne svom (parcijalnom) rešenju u isto
vreme postaju i regruteri, odnosno, med̄u njima će nelojalne pčele birati zamenu za rešenja koja su odbacile. U
tom momentu izdvajaju se dve vrste pčela (slika 3): R regrutera i preostalih B − R nelojalnih (neopredeljenih)
pčela [ 40]. Odluku koje od reklamiranih rešenja će preuzeti, neopredeljena pčela donosi sa verovatnoćom koja
je proporcionalna kvalitetu odgovarajućeg reklamiranog rešenja i ta odluka se realizuje pomoću ruleta.

Proces regrutacije ilustrovan je na slici 4. Pčela 1 odlučila je da napusti svoje (parcijalno) rešenje i da se
pridruži pčeli B. To znači da će pčela 1 kopirati (parcijalno) rešenje pčele B. Nakon toga, obe pčele donose
samostalnu odluku o tome na koji način će izvesti naredni deo konstrukcije/modifikacije. Na slici 4 ilustrovana
je situacija gde pčela 4 kopira (parcijalno) rešenje pčele 2, dok su pčele 2, 3 i B ostale lojalne svojim prethodnim
(parcijalnim) rešenjima.
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Slika 3. Ilustracija procesa utvrd̄ivanja lojalnosti (adaptirano iz [ 30]).

Slika 4. Ilustracija procesa regrutacije (adaptirano iz [ 30]).

Kao što je već pomenuto, dve faze algoritma pretraživanja (faza leta unapred i leta unazad) smenjuju se
NC puta. Parameter NC služi za definisanje učestalosti razmene informacija med̄u pčelama. Po završetku NC
koraka, odred̄uje se najbolje od svih B ponud̄enih rešenja. Ono se potom koristi za ažuriranje najboljeg globalnog
rešenja, čime je jedna iteracija BCO algoritma završena. U ovom trenutku dobijena rešenja za svaku pčelu mogu
se izbrisati kako bi u sledećoj iteraciji pčele gradile/modifikovale nova rešenja. Iteracije BCO algoritma izvršavaju
se sve dok se ne zadovolji definisani kriterijum zaustavljanja. Po zadovoljenju kriterijuma zaustavljanja, ispisuje
se najbolje pronad̄eno rešenje (tzv. trenutno globalno najbolje rešenje).

3.1. Pseudo kod BCO algoritma

Jedna od glavnih prednosti BCO metode je veoma mali broj parametara. BCO ima dva osnovna parametra i
to su broj pčela (B), i broj letova unapred/unazad u jednoj iteraciji (NC). Algoritmom 1 prikazan je pseudo-kod
BCO algoritma. Na početku svake iteracije, svim pčelama se dodeljuje neko početno rešenje. Prve dve petlje po
b su zavisne od konkretnog problema i potrebno ih je prilagoditi prilikom svake implementacije BCO algoritma.
Za preostale korake postoje formule na osnovu kojih svaka pčela donosi odgovarajuće odluke i one su opisane u
nastavku ovog odeljka.

Let unazad započinje evaluacijom svih (parcijalnih) rešenja koja su generisana u prethodnom letu unapred.
Kvalitet rešenja izražava se realnim brojem iz intervala [0, 1] koji se dobija normalizacijom ocene vrednosti
funkcije cilja, tav. fitnesa, (parcijalnog) rešenja svake pčele. Verovatnoća da će b-ta pčela ostati lojalna svom
prethodno pronad̄enom parcijalnom rešenju računa se na sledeći način:

pb = e−
1−Ob

u , b = 1, 2, ..., B, (1)

pri čemu je Ob kvalitet rešenja b-te pčele, a u trenutna vrednost brojača letova unapred/unazad. Ova formula
predložena je za konstruktivne varijante imajući na umu dva osnovna cilja. Prvi cilj je da se obezbedi veća
verovatnoća da pčela koja je generisala bolje parcijalno rešenje ostane lojalna. Kako veća vrednost Ob odgovara
boljem parcijalnom rešenju, to formula (1) obezbed̄uje veću verovatnoću da takva pčela ostane lojalna. Drugi cilj
je povećanje uticaja već uloženog truda u generisanje parcijalnih rešenja. Preciznije, na početku pretrage pčele se
lakše odlučuju da napuste trenutna rešenja, kaže se da su „hrabrije” pri eksploataciji prostora rešenja. Kako više
truda ulažu u generisanje rešenja, tj. kako broj letova unapred raste, pčele su više fokusirane na postojeća rešenja
i teže se odlučuju da ih napuste. Ovo je izraženo faktorom u u imeniocu eksponenta u formuli (1).

Kod BCOi metode, prethodno angažovanje nad trenutnim rešenjima gubi na značaju, pa je u nekim novijim
radovima [ 31, 43] u zanemareno prilikom odred̄ivanja lojalnosti, tj. korišćena je funkcija p1(Ob). U radu [ 65]
predložene su i analizirane još dve nove formule za odred̄ivanje verovatnoće lojalnosti (p2(Ob),p4(Ob, u)), dok
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Algorithm 1 Pseudokod za BCO metodu
procedure BCO

INICIJALIZACIJA(Ulaz za problem, B,NC, STOP )
while kriterijum zaustavljanja nije zadovoljen do

for b← 1, B do
Resenje(b)← IZABERIRESENJE()

end for
for u← 1, NC do

for b← 1, B do
PROCENIPOTEZ(Resenje(b))
IZABERIPOTEZ(Resenje(b))

end for
for b← 1, B do

LOJALNOST(Resenje(b))
end for
for b← 1, B do

if b nije lojalna then
REGRUTACIJA(Resenje(b))

end if
end for

end for
AZURIRAJ(xbest, f(xbest))

end while
RETURN(xbest, f(xbest))

end procedure

je u [ 37] uvedeno još šest funkcija koje imaju dobre osobine pri odred̄ivanju verovatnoće lojalnosti veštačkih
pčela. Dakle, u literaturi je do sada razmatrano 10 potencijalnih funkcija lojalnosti i to:

p0(Ob, u) = e−(1−Ob)/u, p5(Ob, u) = e−(1−Ob)
√
u/
√
u+1,

p1(Ob) = e−(1−Ob), p6(Ob, u) = e−(1−Ob)/ log u,
p2(Ob) = Ob, p7(Ob, u) = e−(1−Ob)/u log(u+1),
p3(Ob, nit) = e−(1−Ob)/nit , p8(Ob) = e−2(1−Ob),

p4(Ob, u) = e−(1−Ob)/
√
u, p9(Ob, u) = e−(1−Ob) log (u+1)/ log (u+2).

Na osnovu [ 37, 65, 31], najbolji rezultati su primenom p1(Ob), p2(Ob) i p8(Ob), ali se do tih zaključaka
došlo eksperimentima na konkretnim primerima. Dalje analize i nove primene možda bi dovele do drugačijih
zaključaka, pa ova tema svakako zaslužuje pažnju budućih istraživača. Trenutno se u literaturi najviše koriste
p0(Ob, u) i p1(Ob).

U poslednjem delu leta unazad, izbor regrutera za svaku nelojalnu pčelu vrši se na osnovu verovatnoće koja
se računa po formuli:

prb =
Ob∑R

k=1 Ok

, b = 1, 2, ..., R, (2)

gde Ok predstavlja kvalitet k-tog reklamiranog (parcijalnog) rešenja, a R broj regrutera, odnosno broj reklami-
ranih rešenja. Formula (2) ustvari predstavlja verovatnoću da će rešenje regrutera b biti izabrano od strane bilo
koje nelojalne pčele. Pomoću formule (2) i generatora slučajnih brojeva svaka nelojalna pčela će se pridružiti
jednom od regrutera. U tom momentu (parcijalno) rešenje izabranog regrutera kopira se u odgovarajuće strukture
podataka nelojalne pčele (ili više njih koje su izabrale istog regrutera), što znači da će regruter i njegovi sledbenici
nastaviti dalju pretragu prostora rešenja iz iste početne tačke.

3.2. Teorijska analiza BCO metode

Efikasnost BCO metode ilustrovana je empirijski kroz brojne uspešne primene. Osim toga, postoje neki noviji
radovi koji se bave empirijskom evaluacijom [ 31] i kalibracijom parametara [ 65] BCO metode. Med̄utim, kvalitet

56



T.Davidović

konačnog rešenja (dobijenog izvršavanjem BCO metode do kriterijuma zaustavljanja) nemoguće je utvrditi na taj
način, ukoliko je optimalno rešenje nepoznato. Da li je dobijeno rešenje optimalno, a ako nije – koliko je od njega
udaljeno, nije moguće utvrditi samo eksperimentalnom analizom izvršavanja BCO metode. Moguće je jedino
povećati broj iteracija (ili dozvoljeno vreme za rad) u nadi da će se eventualno, dobiti bolje konačno rešenje. Ovaj
zaključak ne odnosi se samo na BCO metodu, nego na sve metaheuristike.

Prema tome, teorijska analiza metaheuristika postala je veoma popularna istraživačka tema. Metodološki
okvir za ispitivanje konvergencije metaheurističkih metoda postavljen je u [ 66]. Teorijski (matematički) temelji
konstruktivnog BCO algoritma dati su u [ 67, 68, 69]. U [ 67] identifikovani su neophodni uslovi koji obezbed̄uju
da se optimalno rešenje može generisati od strane bilo koje pčele kada je broj iteracija dovoljno veliki. Uz te
uslove, dokazana je konvergencija najboljeg rešenja, tzv. best-so-far konvergencija BCO metode. Pokazano je
da, ukoliko je verovatnoća da će neka od pčela generisati bilo koje dopustivo rešenje razmatranog problema
(pa i optimalno) strogo veća od nule, trenutno najbolje rešenje konvergira sa verovatnoćom jedan ka nekom od
optimalnih rešenja, kada se broj iteracija povećava. Ova vrsta konvergencije je sasvim uobičajena i važi čak
i za neke jednostavne stohastičke metode optimizacije, kao što je na primer, metoda slučajnog hoda (random
walk). Sofisticiranija, tzv. konvergencija po modelu, konstruktivne BCO metode razmotrena je u [ 68, 69]. Ova
vrsta konvergencije pretpostavlja učenje iz prethodnog iskustva i stoga se može razmatrati samo za varijante gde
postoji neki mehanizam razmene znanja izmed̄u iteracija BCO metode. U tim slučajevima, verovatnoća izbora
komponenti tokom leta unapred (korak (2)(i)) nije konstantna u svim iteracijama, već se menja po zakonitostima
koje su utvrd̄ene u [ 68]. Teorijska analiza BCOi varijante razmatrana je u [ 37].

4. Varijante BCO algoritma

Primena BCO metode na različite teške probleme optimizacije zahteva njeno prilagod̄avanje karakteristikama
problema koji se razmatra. Stoga, svaka implementacija predstavlja zapravo razvoj i modifikaciju originalnog
BCO algoritma. Prve verzije BCO metode [ 25, 26, 27, 28] bile su konstruktivne i imale su više sličnosti sa
ponašanjem pčela u prirodi nego kasnije varijante algoritma. Osnovne karakteristike ovih verzija su: (1) košnica
je imala važnu ulogu i njena pozicija je bila značajna za izvršavanje metode (imala je preciziranu lokaciju (na
primer, početni čvor u procesu pretrage ili prva odabrana komponenta rešenja), iako je takod̄e mogla da promeni
svoju poziciju u procesu pretrage; (2) nisu sve pčele bile angažovane na početku procesa pretrage (postojale su,
tzv. pčele izvid̄ači (scout bees) koje bi započinjale pretragu, a u svakoj fazi nove pčele su se pridruživale procesom
regrutovanja); (3) verovatnoća izbora sledeće komponente računala se na osnovu Logit modela [ 70] (dok se u
novijim verzijama izbor vrši na osnovu ruleta, turnira, rangiranja ili poremećaja).

U većini ranih primena, BCO metoda bila je konstruktivna [ 39, 41, 42, 44, 45, 46, 47, 48, 51, 52, 53, 56,
57, 58, 59, 71, 72, 73, 74, 75]. Za svaku pčelu rešenje je izgrad̄ivano od početka. Polazilo se od praznog rešenja
i, korak po korak, primenom nekih stohastičkih, heurističkih pravila koja su zavisila od razmatranog problema
dodavane su komponente. Slučajnost izazvana ovim stohastičkim konstrukcijama obezbed̄ivala je raznolikost
pretrage. Odluke o lojalnosti i regrutaciji donošene su na osnovu ocene parcijalnih rešenja i procene kvaliteta
potencijalnih konačnih rešenja. Očigledno je da se preciznost procene ne može uvek kontrolisati dovoljno dobro.
Pored toga, nakon regrutacije, grupa pčela je imala ista parcijalna rešenja i zbog toga se raznovrsnost konačnih
rešenja smanjivala. U okviru svake iteracije generisano je B rešenja i najbolje od njih je korišćeno za ažuriranje
trenutnog globalno najboljeg rešenja. Ponekad, globalno znanje je korišćeno za usmeravanje procesa konstrukcije
ka kvalitetnijim rešenjima (potencijalno boljim od trenutno globalno najboljeg rešenja do tada generisanog od
strane pčela). Svaka iteracija započinjala je sa B praznih rešenja, a završavala se sa B novih konačnih rešenja,
med̄u kojima je traženo novo globalno najbolje.

Najznačajnija promena originalnog BCO algoritma svakako je uvod̄enje transformisanja (poboljšanja) kom-
pletnih rešenja (nasuprot konstrukcijama). Ova varijanta, nazvana BCOi, korišćena je prvi put u rešavanju pro-
blema p-centara [ 30], a kasnije je postala dominantna varijanta koja se koristi u literaturi [ 31, 32, 43, 55]
(za detaljniji pregled, videti [ 29, 33, 34]). BCOi algoritam se može opisati na sledeći način. Na početku svake
iteracije, pčelama se dodele neka kompletna rešenja polaznog problema, koja se transformišu (modifikuju, popra-
vljaju) kroz letove unapred. Početna rešenja iteracije mogu se generisati slučajno [ 30, 43], biti birana med̄u već
postojećim rešenjima (globalno najbolje rešenje [ 76], konačna rešenja iz prethodne iteracije [ 31, 32], neka od
rešenja koja se čuvaju u skupu dobrih rešenja namenjenih za dalje popravljanje [ 77], itd.). Transformacija rešenja
mora biti stohastička i ne treba da sadrži vremenski zahtevno lokalno pretraživanje. Slučajnost je potrebna kako
bi se osiguralo da svaka pčela izvršava različite transformacije i generiše čitav niz novih i potencijalno boljih
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rešenja. Konstruktivna varijanta je još uvek dominantna, primenjena je u oko 70% radova koji se bave primenom
BCO metode, ali BCOi se ipak primenjuje deseak godina manje.

Nove implementacije BCO metode uvek pretpostavljaju da su sve pčele uključene u proces pretraživanja.
Med̄utim, za razliku od ranijih varijanti u kojoj su sve pčele obavljale isti zadatak (izgradnju ili poboljšanje),
novije implementacije pokazuju tendenciju dodele pčelama različitih uloga [ 43, 55, 76, 77, 78, 79]. Stoga,
možemo razlikovati varijante BCO metode sa homogenim i heterogenim pčelama. Varijante BCO metode u sa-
vremenoj literaturi razlikuju se i po načinu odred̄ivanja verovatnoće lojalnosti, o čemu je bilo reči u prethodnom
odeljku.

Algoritmi zasnovani na inteligenciji roja generalno su pogodni za paralelizaciju jer koriste populaciju re-
šenja. Preciznije, oni su zamišljeni kao sistem sa više agenata koji rade samostalno, ali sarad̄uju. Zbog toga SI
algoritmi pružaju dobru osnovu za paralelizaciju i to na različitim nivoima. Paralelizacija visokog nivoa pretpo-
stavlja krupnu granulaciju zadataka i može se primeniti na iteracije SI metoda. Manji delovi algoritama mogu
takod̄e sadržati mnogo nezavisnih operacija, a pogodni su za paralelizaciju nižeg nivoa. Strategije paralelizacije
BCO metode na višeprocesorske sisteme sa distribuiranom memorijom predložene su u [ 80, 81], a opisane su
i u [ 33, 29, 82]. Za prenos podataka i komunikaciju izmed̄u procesora korišćena je MPI (Message Passing
Interface) biblioteka. Paralelizacija za sisteme sa deljenom memorijom pod OpenMP paradigmom, analizirana je
u [ 37]. Utvrd̄eno je da je taj način paralelizacije prilično jednostavan i da se uvek može očekivati linearno ubr-
zanje. Jedini nedostatak ovog pristupa su hardverska ograničenja: broj procesora koji imaju pristup zajedničkoj
memoriji je obično veoma mali. Na osnovu toga može se zaključiti da je interesantan pravac daljeg istraživanja
hibridizacija MPI i OpenMP pristupa.

U cilju povećanja efikasnosti BCO metode ili mogućnosti primene na stohastičkim ili problemima višekri-
terijumske optimizacije, razvijani su hibridi BCO metode sa odgovarajućim tehnikama. Primeri takvih hibridnih
metoda su: (1) kombinacija BCO metode sa kompromisnim programiranjem [ 45]; (2) kombinacija BCO i fazi
logike [ 83] može se naći u [ 28, 46, 47, 84]; (3) kombinacija BCO metode sa lokalnim pretraživanjem (LS) [
51, 73, 59]. LS nije prikladno za sistematsku upotrebu u metaheuristikama koje koriste populaciju rešenja jer
zahteva puno vremena za izvršavanje. Med̄utim, ponekad se kombinuje sa ovim metodama, na primer kada treba
dodatno poboljšati trenutno najbolje rešenje na kraju izvršavanja. U [ 54], kao lokalno pretraživanje korišćeno je
tabu pretraživanje (Tabu Search, TS), a u [ 85] primenjeni su SA i varijanta metode spusta (Late Acceptance Hill
Climbing, LAHC).

Asinhrona komunikacija, koja se pojavljuje kod pčela u prirodi, još nije razmatrana u okviru BCO metode.
To bi podrazumevalo da svaka pčela odlučuje da li će učestvovati u letu unazad ili ne. Pčela koja ne učestvuje u
letu unazad, sigurno ostaje lojalna svom rešenju, nastavlja da ga transformiše (možda i više puta) pre nego što
dozvoli drugim pčelama da „vide” njeno rešenje, tj. uključi se u ispitivanje lojalnosti i proces regrutacije. U tom
slučaju, broj rešenja koja se evaluiraju i porede varirao bi u svakom letu unazad. Ovaj vid komunikacije med̄u
pčelama usložnjava implemenaciju BCO metode, ali potencijalno pruža nove mogućnosti u procesu pretrage
prostora rešenja. Zbog toga svakako zavred̄uje pažnju budućih istraživača koji će raditi na razvoju i primenama
BCO metode.

5. Primena BCO metode

U ovom odeljku sumirane su dosadašnje primene BCO metode i njenih varijanti koje su bile dostupne au-
toru. U skorije vreme, odbranjeno je nekoliko doktorskih disertacija [ 35, 36, 37, 38] čija je glavna tema bila
razvoj i/ili primena BCO metode. Pored uspešnih primena publikovanih od tvorca metode Teodorovića i njegovih
koautora [ 30, 39, 40, 41, 25, 26, 27, 28, 42, 31, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49], sve češće i drugi autori
koriste ovu metodu [ 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59]. Primene opisane u radovima [ 33, 34] mogu se
klasifikovati na sledeći način:

• Rutiranje: problem trgovačkog putnika [ 25, 59, 73], rutiranje vozila [ 28], rutiranje vozila sa
vremenskim ograničenjima [ 76], rutiranje vozila u situacijama sa neočekivano velikim zahtevima [ 79],
dodela frekvencija u optičkim mrežama [ 42];
• Lokacijski problemi: problem p-medijane [ 48], lociranje saobraćajnih senzora na autoputevima [ 44],

postavljanje inspekcijskih stanica u transportnim mrežama [ 45], lokacijski problem anti-pokrivanja [ 41],
problem p-centara [ 30], lociranje distribuiranih računarskih resursa [ 56], lociranje fabričkih postrojenja
uz ograničenja kapaciteta [ 51];
• Problemi raspored̄ivnja: problem statičke raspodele nezavisnih zadataka na identične procesore [ 40, 86],

raspored̄ivanje poslova na mašine [ 87], problem zajedničkih vožnji[ 46, 47], raspored̄ivanje zavisnih
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poslova na mašine [ 54], raspored̄ivanje programa u grid okruženju [ 52], planiranje operacija čuvanja
podataka u računarskim sistemima (backup) [ 53], problem raspored̄ivanja vezova brodovima u luci [ 50];

• Mrežni problemi: projektovanje transportnih mreža [ 43, 78, 88];
• Problemi izbora: izbor objekata zadatih svojstava [ 89];
• Problemi kontinualne i mešovite optimizacije: minimizacija numeričkih funkcija [ 31], problem

zadovoljivosti u verovatnosnoj logici [ 32], odred̄ivanje visina naknada u železničkom transportu [ 77];
• Optimizacioni problemi u hemiji i medicini: optimizacija hemijskih procesa [ 55], doziranje terapije u

tretmanu pacijenata obolelih od raka [ 49].

Kako su svi ovi radovi detaljno opisani u [ 33, 34], u nastavku ovog odeljka navode se samo noviji rezultati,
koji do sada nisu analizirani.

Da bi poboljšali performanse konstruktive BCO metode za problem trgovačkog putnika, Wong i njegovi
koautori su u nekoliko radova predlagali njenu hibridizaciju sa lokalnim pretraživanjem i raznim strategijama
odsecanja stabla pretrage. U [ 90] predložena je nova strategija potkresivanja stabla pretrage koja je zasnovana na
dvosmernom prepoznavanju obrazaca. Samo one pčele koje su generisale rešenja sa velikim brojem prepozna-
tih obrazaca smatraju se perspektivnima i podvrgavaju se algoritmu lokalne pretrage radi dodatnog poboljšanja
njihovih rešenja. Implementacija je testirana na 18 primera simetričnog problema trgovačkog putnika kod kojih
broj gradova varira izmed̄u 318 i 1291. Dobijeni eksperimentalini rezultati pokazali su da se vreme potrebno za
nalaženje trenutno najboljih rešenja može, u proseku, skratiti za preko 20%.

Problem preraspodele raspoloživih autobusa u javnom saobraćaju u slučaju otkaza nekih od vozila razmatran
je u [ 91]. Osnovni cilj je da se minimizira vreme čekanja putnika. Kako se otkazi dešavaju u realnom vremenu,
dispečeri treba da reaguju u roku od nekoliko minuta. Korišćena je BCOi varijanta kod koje se kao početna rešenja
svake iteracije uzimaju ona kod kojih nema preraspodele, dakle, čim se smanjio broj autobusa jednostavno se ob-
rišu polasci nedostajućih vozila i ono što ostane predstavlja početno rešenje za svaku pčelu. Tokom leta unapred,
pčele pokušavaju da modifikovanjem postojećih polazaka smanje kašnjenja u transportu putnika. Razmatrano je
nekoliko načina da se to uradi, a najbolji od njih upored̄en je sa SA metodom na 20 test primera u kojima broj
linija varira od 32 do 61, a broj stanica od 200 do 350. Pokazano je da je BCOi u proseku bolja metoda po oba
kriterijuma evaluacije: kvalitet rešenja i vreme izvršavanja.

Konstruktivna varijanta BCO metode primenjena je u [ 92] na problem klasifikacije dokumenata. U cilju
poboljšanja performansi originalnog algoritma, autori su izvršili nekoliko modifikacija. Najpre su dozvolili da
u regrutaciji učestvuju i parcijalna rešenja nelojalnih pčela i uveli su dodatnu pčelu (tzv. klona) koja, u svakom
letu unapred, simulira ponašanje pčele koja je generisala do sada najbolje rešenje. Nakon toga, hibridizovali su
BCO sa k-means heuristikom i to na više načina. Eksperimentalno je identfikovana najbolja hibridna varijanta i
pokazano je da daje bolje rezultate od GA.

U [ 85] modifikovani BCOi primenjen je na problem odred̄ivanja rasporeda polaganja ispita. Prva modifika-
cija sastoji se u adaptaciji transformacija rešenja. Autori su predložili 4 vrste transformacija i kombinuju ih tako
da se češće koriste one koje vode poboljšanju trenutnih rešenja. Naredna modifikacija odnosi se na hibridizaciju
sa lokalnim pretraživanjem: u letu unapred, SA i LAHC se koriste za poboljšanje rešenja lojalnih pčela. Konačno,
u procesu regrutacije testirano je 4 metode izbora (rulet, rangiranje, turnir, poremećaj) i pokazano je da poslednja
daje najbolje rezultate. Rezultujući algoritam ravnopravan je sa trenutno najboljim metodama za dati problem, a
dobijeno je i jedno novo najbolje rešenje med̄u standardnim test primerima.

Problem predvid̄anja vremena putovanja u srednje opterećenim putnim mrežama razmatran je u [ 93]. Pri-
menjena je konstruktivna verzija BCO metode prilagod̄ena dinamičkoj prirodi problema. Sioux-Falls City putna
mreža korišćena je za pored̄enje BCO pristupa sa popularnim komercijalnim softverom za isti problem. Pokazano
je da BCO realnije prdvid̄a vreme putovanja i prosečnu brzinu kretanja vozila.

Hibridizacija BCO metode i fazi logike predložena je u [ 84] za projektovanje efikasnih fazi kontrolera.
Zanimljivo je da su verovatnoće izbora preuzimane iz ACO metode, a ne iz originalnog BCO algoritma. Fazi pra-
vila korišćena su za dinamičko podešavanje parametara u formulama za izračunavanje verovatnoća. Na nekoliko
primera pokazano je da modifikovani BCO radi bolje od polaznog algoritma.

U radu [ 94] razmatratno je automatsko pogad̄anje značenja (smisla) rečenice na osnovu reči koje se u njoj
pojavljuju. Korišćena je nova verzija konstruktivne BCO metode nazvana D-Bees. U ovoj verziji uloga košnice
je velika, ona treba da predstavlja ključnu reč na osnovu koje će se ispitivati smisao cele rečenice. Košnica se
postavlja u reč koja ima najmanje različitih značenja, ali nije nedvosmislena. Broj pčela uvek je jednak broju
značenja košnice. Svaka pčela generiše skup značenja reči u rečenici i izračunava vrednost smisla u tom skupu
tako što slučajno (sa verovatnoćom proporcionalnom učestalosti značenja) odabire smisao za ostale reči (koje nisu
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košnica). Vrednost smisla definisana je kao suma sličnosti značenja analiziranih reči. Izmene postoje i u procesu
regrutacije, samo podskup lojalnih pčela koje poseduju najbolja parcijalna rešenja mogu da postanu regruteri.
Pored̄enja sa GA, SA i ACO pokazala su da D-Bees daje bolje rezultate na 7 standardnih primera iz korpusa
engleskog jezika.

6. Zaključak

Algoritam optimizacije kolonijom pčela (Bee Colony Optimization, BCO), je metaheuristička metoda in-
spirisana ponašanjem pčela u potrazi za hranom i pripada klasi tehnika inteligencije roja. Ona predstavlja opšti
algoritamski okvir koji može da se primenjuje na različite optimizacione probleme u kombinatornoj/kontinualnoj
optimizaciji i inženjerstvu. BCO metoda se zasniva na konceptu saradnje, čime se povećava efikasnost veštačkih
pčela i omogućava postizanje ciljeva koje samostalni agenti ne mogu ostvariti. Kroz proces razmene informacija
i regrutovanje, BCO ima sposobnost da intenzivira pretragu u regionima prostora rešenja koji sadrže potencijalno
kvalitetna rešenja. BCO postaje veoma popularana metoda zbog svoje jednostavnosti: lako je razumljiva i ima
mali broj parametara (broj pčela i broja transformacija tokom jedne iteracije). Med̄utim, nije rasprostranjena jer
je autori, pa ni ostali istraživači koji je koriste nisu dovoljno reklamirali.

Ovaj rad predstavlja BCO metodu kao efikasnu optimizacionu metodu i sadrži pregled novije literature u
vezi sa razvojem i primenama BCO metode na kombinatorne i kontinualne optimizacione probleme. Glavni cilj
rada je promovisanje ove metode kao prve metaheuristike koja koristi inteligenciju pčela u razvoju optimizaci-
onog algoritma. Glavna konkurencija BCO metodi, optimizacija veštačkim pčelinjim kolonijama (Artificial Bee
Colony, ABC) pojavila se znatno kasnije [ 61], ali je mnogo poznatija i rasprostranjenija. U [ 95] procenjeno je
da se BCO koristi samo u 13% radova koji promovišu pčelinje algoritme.

Predstavljeni pregled radova sigurno nije iscrpan, jer su mogućnosti za nove primene beskrajne. Osim toga,
pogodnost za paralelizaciju BCO metode otvara ne samo novi pravac istraživanja, već i neke nove potenci-
jalne primene. Nove varijante utemeljene na principima BCO (autonomija, distribuirano funkcionisanje, samo-
organizovanje, razmena informacija, kolaboracija), a razvijene na osnovu do sada postignutih rezultata i stečenog
iskustva, verovatno će značajno doprineti rešavanju složenih optimizacionih problema u inženjerstvu, transportu,
upravljanju i mnogim drugim oblastima svakodnevnog života.

Zahvalnica. Autor se zahvaljuje Ministarstvu prosvete, nauke i tehnološkog razvoja preko projekta br. 174033.
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[14] E Garcia-Gonzalo and JL Fernandez-Martinez. A brief historical review of particle swarm optimization (pso). Journal
of Bioinformatics and Intelligent Control, 1(1):3–16, 2012.

[15] G. Beni. The concept of cellular robotic system. In Proceedings of the 1988 IEEE International Symposium on Intelligent
Control, pages 57–62, IEEE Computer Society Press, Los Alamitos, CA, 1988.

[16] G. Beni and J. Wang. Swarm intelligence. In Proceedings of the Seventh Annual Meeting of the Robotics Society of
Japan, pages 425–428, RSJ Press, Tokyo, 1989.

[17] E. Bonabeau, M. Dorigo, and G. Theraulaz. Swarm Intelligence. Oxford University Press, Oxford, 1997.
[18] J. Greensmith, A. Whitbrook, and U. Aickelin. Artificial immune systems. In M. Gendreau and J-Y. Potvin, editors,

Handbook of Metaheuristics, pages 421–448. (second edition) Springer, New York Dordrecht Heidelberg London, 2010.
[19] J. Timmis, P. Andrews, and E. Hart, editors. Swarm Intelligence: Special issue on artificial immune systems, volume 4.

Springer, 2010.
[20] R. Chiong, editor. Nature-inspired algorithms for optimization. Springer, 2009.
[21] G. Rozenberg, T. Bäck, and J. N. Kok, editors. Handbook of Natural Computing, volume I-IV. Springer, 2012.
[22] B. Xing and W.-J. Gao. Innovative computational intelligence: a rough guide to 134 clever algorithms. Springer, 2014.
[23] X.-S. Yang. Nature-inspired metaheuristic algorithms. Luniver press, 2010.
[24] X.-S. Yang. Nature-inspired optimization algorithms. Elsevier, 2014.
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[65] P. Maksimović and T. Davidović. Parameter calibration in the bee colony optimization algorithm. In XI Balcan Confe-

rence on Operational Research, pages 263–272, BALCOR 2013, Beograd-Zlatibor, Serbia, 2013.
[66] W. J. Gutjahr. Convergence analysis of metaheuristics. In V. Maniezzo, T. Stèutzle, and S. Voss, editors, Matheuristics:

hybridizing metaheuristics and mathematical programming, volume 10, pages 159–187. Springer, 2009.
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Apstrakt. Dobro je poznato da za bilo koji iracionalan realan broj α, niz (nα)n≥1 ima uniformnu

raspodelu po modulu 1. Za pojedine algebarske brojeve odre�ujemo podniz ovog niza takav da razlomǉeni de-

lovi qlanova podniza konvergiraju ka 0. Tako�e je dobro poznato da za bilo koji Salemov broj θ, niz (θn)n≥1 je

gust na segmentu [0, 1] ali nema uniformnu raspodelu po modulu 1. Za Salemove brojeve pokazujemo kako odrediti

podniz niza (nθ)n≥1 takav da razlomǉeni delovi qlanova podniza nemaju uniformnu raspodelu.

Kǉuqne reqi: Pizoov broj; Salemov Broj; raspodela po modulu 1.

1. Uvod

Ve� du�e vreme se prouqava raspodela po modulu 1 (raspodela razlomǉenog dela)
stepena nekog fiksiranog realnog broja θ ve�eg od 1. U svojoj monografiji [7], Salem
je razmatrao odre�ene specijalne algebarske cele brojeve. On je pokazao da niz (θn)n≥1
te�i ka nuli u R/Z kada je θ Pizoov (Pisot) broj. Ako je θ Salemov broj tada (θn)n≥1 je
gust u R/Z, t.j. razlomǉeni delovi θn su gusti u jediniqnom intervalu [0, 1] ali nemaju
uniformnu raspodelu. (Videti [2], s. 87-89.) Xtavixe Salemovi brojevi su jedini poznati
brojevi qiji su stepeni gusti u R/Z.

Koristi�emo slede�u notaciju gde x, x′ oznaqavaju realne brojeve:
1. Ceo deo broja: [x] = max{n ∈ Z : n ≤ x}.
2. Razlomǉeni deo broja: {x} = x− [x].
3. Kongruencija po modulu 1: x ≡ x′ mod 1⇔ x− x′ ∈ Z.
4. Rastojaǌe broja x od najbli�eg celog broja: ‖x‖ = min{|x− n| : n ∈ Z}.

Navodimo definicije koje �e nam biti potrebne.

Definicija 1. Pizoov broj je realni algebarski ceo broj θ ve�i od 1, qiji svi algebarski
konjugati, osim samog θ, imaju moduo strogo maǌi od 1.

Definicija 2. Salemov broj je realni algebarski ceo broj θ ve�i od 1, qiji svi algebarski
konjugati, osim samog θ, imaju moduo maǌi ili jednak od 1, i bar jedan ima moduo koji je
jednak 1.

Lako se pokazuje da Salemov broj ima taqno jedan koǌugat, a to je θ−1, unutar je-
diniqnog diska, dok su svi ostali na ǌegovoj granici, tj. na jediniqnom krugu. Stepen
Salemovog broja, oznaqimo ga sa 2t, mora biti paran i ve�i ili jednak od 4.

Definicija 3. Neka je (un)n≥1 niz realnih brojeva i neka je x ∈ [0, 1]. Tada se graniqna
vrednost f(x) = limN→∞

card{n<N |{un}<x}
N , kada ona postoji naziva funkcija raspodele niza

(un)n≥1 za argument x.

Ovde razmatramo samo one argumente x za koje postoje funkcija f(x) i ǌen prvi izvod
skoro svuda.

Pretpostavǉamo da je θ Salemov broj. Oznaqimo konjugate broja θ sa θ−1, exp(±2iπω1),
. . . , exp(±2iπωt−1). Kako je suma n-ih stepena ma kog algebarskog broja i ǌegovih konjugata
ceo broj, za sve n ∈ N, korix�eǌem De Moavrovih formula zakǉuqujema da mora biti
θn + θ−n + 2

∑t−1
j=1 cos 2πnωj ≡ 0( mod 1) tako da raspodela θn mod 1 je zapravo raspodela

−2
∑t−1
j=1 cos 2πnωj. Ako je θ Salemov broj qetvrtog stepena Djupa (Dupain) [6] je eksplicitno

odredio funkciju raspodele za (θn)n≥1, po modulu 1. Naime,

f(x) =
5

2
− 1

π

(
arccos

x− 2

2
+ arccos

x− 1

2
+ arccos

x

2
+ arccos

x+ 1

2

)
.
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Iz ovoga sledi da je

f ′(x) =
1

2π

 1√
1−

(
x−2
2

)2 +
1√

1−
(
x−1
2

)2 +
1√

1−
(
x
2

)2 +
1√

1−
(
x+1
2

)2
 .

Ako je θ Salemov broj stepena 2t, t ≥ 2, Dox(Doche), Mandes Frans (Mendès France) i
Rux(Ruch) [5] su odredili funkciju gustine za (θn)n≥1, po modulu 1:

f ′(x) = 1 + 2
∞∑
k=1

J0(4kπ)
t−1 cos 2πkx (1)

na intervalu (0, 1). Ovde je J0(·) Beselova funkcija prve vrste sa indeksom 0.

2. Glavni rezultati

Najva�nije rezultate �emo izlo�iti u naredne dve teoreme.

Teorema 1. Neka je θ Pizoov broj qiji je minimalni polinom P (x) = xm+bm−1x
m−1+· · ·+b1x+b0.

Neka su ǌegovi konjugati θ2, θ3, . . . , θm. Neka je (Fn)n≥1 niz definisan linearnom rekurentnom
formulom: Fn = θn + θn2 + θn3 + · · ·+ θnm, za n = 1, 2, . . . ,m i Fn = −bm−1Fn−1 − bm−2Fn−2 − · · · −
b1Fn−m+1 − b0Fn−m za n > m. Tada niz (Fnθ)n≥1 konvergira ka 0 po modulu 1.

Dokaz. Koristimo teoriju diferencnih jednaqina. Rekurentnom formulom je data difer-
encna jednaqina sa karakteristiqnim polinomom P (x). Iz datih poqetnih uslova sledi
da je Fn = θn + θn2 + θn3 + · · · + θnm, za sve n = 1, 2, . . . , pri qemu je jasno da su Fn
celi brojevi. Poka�imo da Fnθ mo�e biti za dovoǉno veliko n po voǉi blizak celom
broju. Kako su |θi| < 1 za i = 2, 3, . . . ,m sledi da θn2 + θn3 + · · · + θnm te�i nuli kada n
te�i beskonaqno. Zato za proizvoǉno ε > 0 mo�emo odabrati n0 tako da je za svako
n ≥ n0 je θn2 + θn3 + · · · + θnm < ε

2θ . Sada imamo da je Fnθ = θn+1 + (θn2 + θn3 + · · · + θnm)θ =

θn+1 +
∑m
i=2 θ

n+1
i −

∑m
i=2 θ

n+1
i + (θn2 + θn3 + · · ·+ θnm)θ = Fn+1 −

∑m
i=2 θ

n+1
i + (θn2 + θn3 + · · ·+ θnm)θ.

Sledi da je |Fnθ− Fn+1| = | −
∑m
i=2 θ

n+1
i + (θn2 + θn3 + · · ·+ θnm)θ| < ε

2θ +
ε
2 < ε kada je n ≥ n0.

Lema 1. Za svaki kvadratni koren iz prirodnog broja N postoji beskonaqno parova prirodnih
brojeva (p, q) takvih da je p+ q

√
N Pizoov broj.

Dokaz. Iskoristi�emo dobro poznat Dirihleov rezultat da za bilo koji realan broj ξ
postoji beskonaqno mnogo racionalnih brojeva p/q takvih da je

|ξ − p

q
| < 1

q2
.

Ako za ξ =
√
N odaberemo razlomak p/q tako da va�i prethodna nejednakost onda �e va�iti

i |q
√
N − p| < 1. Sledi da je θ = p+ q

√
N Pizoov broj qiji je minimalni polinom x2 − 2px+

p2 −Nq2.

Posledica 1. Za svaki kvadratni koren iz prirodnog broja N postoji niz celih brojeva
(Gn)n≥1, definisan rekurentnom formulom drugog stepena, tako da Gn

√
N konvergira nuli

po modulu 1.

Dokaz. Na osnovu prethodne leme najpre nalazimo brojeve p, q takve da je q
√
N + p Pizoov

broj. Sada mo�emo primeniti prethodnu teoremu i na�i celobrojni niz (Fn)n≥1 definisan
rekurentnom formulom drugog stepena tako da je (Fn(q

√
N+p))n≥1 konvergira ka 0 po modulu

1. Kako su Fnq, Fnp celobrojni ako uzmemo da je Gn = Fnq onda Gn
√
N konvergira nuli po

modulu 1.
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Primer 1. Ako je N = 3 tada je |2
√
3 − 3| < 1 pa je 3 + 2

√
3 Pizoov broj qiji je minimalni

polinom x2 − 6x − 3. Poxto je F1 = 6, F2 = 42, Fn = 6Fn−1 + 3Fn−2, nalazimo da je F20 =
16224207714897426, i da je 2 · F20 ·

√
3 = 56202304149506592, 000001488957204 veoma blizak celom

broju.

Posledica 2. Neka su θ, P (x) i Fn definisani kao u prethodnoj teoremi i neka je x ∈ [0, 1].
Tada za svako ε postoje x′ ∈ [0, 1] i ceo broj k takvi da niz (Fn+k)θ konvergira ka x′ po modulu
1 i da je |x− x′| < ε.

Dokaz. Poxto je niz ({nθ})n≥1 svuda gust na intervalu [0, 1] postoji x′ ∈ [0, 1] i ceo broj k
tako da je {kθ} = x′ i da je |x− x′| < ε. Kako je (Fn+ k)θ = Fnθ+ kθ i kako Fnθ konvergira ka
0 po modulu 1, sledi da (Fn + k)θ konvergira ka x′ po modulu 1.

Teorema 2. Neka je θ Salemov broj qiji je minimalni polinom P (x) = xm + bm−1x
m−1 + · · · +

b1x + b0. Neka je (Fn)n≥1 niz definisan kao zbir n-tih stepena Salemovog broja θ i ǌegovih
konjugata, za n = 1, 2, . . . ,m i Fn = −bm−1Fn−1 − bm−2Fn−2 − · · · − b1Fn−m+1 − b0Fn−m za n > m.
Tada je niz (Fnθ)n≥1 svuda gust na [0, 1] ali nije uniformno raspodeǉen. Ako je θ Salemov broj
qetvrtog stepena i neka je exp(±2iπω) par ǌegovih konjugata na jediniqnom krugu. Tada se
mo�e eksplicitno odrediti funkcija raspodele:

f(x) =
M∑

i=−M
(g(x+ i)− g(i)),

gde je M = [2θ] + 3, a = 2πω i pri tom je

g(x) =
1

π
arccos

± sin a
√
4θ2 − 8θ cos a− x2 + 4− x cos a+ θx

2(θ2 − 2 cos aθ + 1)
. (2)

Tako�e se mo�e eksplicitno odrediti funkcija gustine:

f ′(x) =
M∑

i=−M
g′(x+ i),

gde je

g′(x) =
cos a− θ + x sin a√

4θ2−8θ cos a−x2+4√
4(θ2 − 2θ cos a+ 1)2 − (sin a

√
4θ2 − 8θ cos a− x2 + 4− x cos a+ θx)2

. (3)

Dokaz. Oznaqimo konjugate broja θ sa θ−1, exp(±2iπω1), . . . , exp(±2iπωt−1) gde je m = 2t. Kako
je suma n-tih stepena ma kog algebarskog broja i ǌegovih konjugata ceo broj, za svako n ∈ N,
mora biti θn+θ−n+2

∑t−1
j=1 cos 2πnωj ≡ 0( mod 1). Koristimo teoriju diferencnih jednaqina.

Rekurentnom formulom je data diferencna jednaqina sa karakteristiqnim polinomom P (x).
Iz datih poqetnih uslova sledi da je Fn = θn + θ−n + 2

∑t−1
j=1 cos 2πnωj, za svako n = 1, 2, . . . .

Sada imamo da je Fnθ = θn+1 + θ−n+1 + 2θ
∑t−1
j=1 cos 2πnωj = θn+1 + θ−n−1 + 2

∑t−1
j=1 cos 2π(n +

1)ωj−2
∑t−1
j=1 cos 2π(n+1)ωj−θ−n−1+θ−n+1+2θ

∑t−1
j=1 cos 2πnωj = Fn+1−2

∑t−1
j=1 cos 2π(n+1)ωj−

θ−n−1+θ−n+1+2θ
∑t−1
j=1 cos 2πnωj. Sledi da je {Fnθ−Fn+1} = {−2

∑t−1
j=1 cos 2π(n+1)ωj−θ−n−1+

θ−n+1 + 2θ
∑t−1
j=1 cos 2πnωj}, tako da je raspodela Fnθ zapravo raspodela −2

∑t−1
j=1 cos 2π(n +

1)ωj + 2θ
∑t−1
j=1 cos 2πnωj po modulu jedan. Na osnovu [1] mo�emo zakǉuqiti da ta raspodela

nije uniformna ali da za veliko t te�i uniformnoj raspodeli.
Ako je θ Salemov broj stepena qetiri neka je exp(±2iπω) par ǌegovih konjugata na

jediniqnom krugu. Tada je raspodela Fnθ zapravo raspodela −2 cos 2π(n+1)ω+2θ cos 2πnω po
modulu jedan. Ovo mo�emo jednostavnije zapisati ako uvedemo oznake w = 2πnω i a = 2πω
kao Q(w) = −2 cos(w + a) + 2θ cosw. Oqigledno je da je Q(w) periodiqna sa periodom 2π i
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da je Q(w) = −Q(w + π) tako da je funkcija Q(w) veoma nalik sinusoidi pomerenoj po w-
osi. Ekstremne vrednosti ova funkcija ima kada je Q′(w) = 0. Odredi�emo nule funkcije
Q′(w) = 2 sin(w+a)−2θ sinw. Dobijamo jednaqinu sinw cos a+cosw sin a−θ sinw = 0, qije jedno
rexeǌe je w1 = arctan( sin a

q−cos a ). Iskoristi�emo algoritam za odre�ivaǌe funkcije gustine
koji je ovaj autor izlo�io u [9] u okviru Teoreme 2.1 na osnovu kojeg mo�emo zakǉuqiti
da je x = {Q(w1)} vertikalna asimptota grafika funkcije gustine. Mo�e se pokazati da
je Q(w1 + w) = Q(w1 − w): iskoristimo formule kosinusa zbira i razlike, prebacimo sve
qlanove na levu stanu znaka = i nakon ponixtavaǌa odre�enih qlanova dobijemo sinwQ′(w1)
xto je oqigledno jednako nuli. Iz ovoga zakǉuqujemo da, prema pomenutom algoritmu, je
dovoǉno uzeti samo jednu granu funkcije Q gde je ona monotono opadaju�a, a to je ili na
[w1, w1 + π] ili na [w1 − π,w1] i formirati inverznu funkciju.

Za nala�eǌe inverzne funkcije polazimo od Q(w) = −2 cos(w + a) + 2θ cosw =
−2 cosw cos a + 2 sinw sin a + 2θ cosw = x. Odavde se dobija 2 sinw sin a = x + 2 cosw(cos a − θ).
Poxto je sinw = ±

√
1− cos2 w treba kvadrirati levu i desnu stranu tako da dobijamo

kvadratnu jednaqinu po cosw: 4(1 − cos2 w) sin2 a = x2 + 4x cosw(cos a − θ) + 4 cos2 w(cos a − θ)2.
Rexavaǌem ove jednaqine dobijamo:

cosw =
± sin a

√
4θ2 − 8θ cos a− x2 + 4− x cos a+ θx

2(θ2 − 2 cos aθ + 1)
.

Funkciju g(x) (2) dobijamo nala�eǌem arkus kosinusa desne strane a funkciju g′(x) (3) kao
prvi izvod funkcije g(x). Najzad iz [9] zakǉuqujemo da je f ′(x) =

∑M
i=−M g′(x+ i).

Napomena 1. Grafik funkcije gustine ima vertikalnu asimptotu x = {Q(w1)} i on je osno
simetriqan u odnosu na simetralu jediniqnog intervala, iz qega sledi da ima jox jednu
vertikalnu asimptotu x = 1− {Q(w1)}.

Kao ilustraciju Teoreme 2 dajemo primere Salemovih brojeva qetvrtog stepena. Ako
se podsetimo definicije funkcije raspodele f(x) i poznate qiǌenice da je prvi izvod
funkcije na malom segmentu [a, b] blizak sa konaqnom razlikom f(b) − f(a) podeǉenom sa
b − a, mo�emo aproksimirati f ′(x). Jediniqni segment podelimo na p delova. Raqunamo
razlomǉeni deo Fnθ za 1 6 n 6 N , i za svaki podinterval odre�ujemo koliko ima brojeva
n takvih da razlomǉeni deo Fnθ upada u taj podinterval. Vertikalna osa prikazuje broj
takvih n podeǉenih sa N/p. Kao rezultat ove normalizacije se dobija relativni histogram
koji se u najve�oj meri poklapa sa f ′(x), funkcijom gustine odre�enom korix�eǌem Teoreme
2 i koja je prikazana na slikama crvenom bojom.

Primer 2. Ako je θ = 1, 7220838... Salemov broj qiji je minimalni polinom x4−x3−x2−x+1,
onda je a = 2, 280208..., w1 = 0, 30941, Q(w1) = 4, 983598 pa su x = 0, 984 i x = 0, 016 vertikalne
asimptote grafika funkcije gustine prikazanog na Slici 1.

Slika 1. Raspodela niza (Fnθ)n≥1 po modulu 1 gde je θ Salemov broj qiji je
minimalni polinom x4 − x3 − x2 − x+ 1
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Primer 3. Ako je θ = 1, 8832... Salemov broj qiji je minimalni polinom x4 − 2x3 + x2 − 2x+ 1,
onda je a = 4, 503772..., w1 = −0, 437742, Q(w1) = 4, 615844 pa su x = 0, 616 i x = 0, 384 vertikalne
asimptote grafika funkcije gustine prikazanog na Slici 2.

Slika 2. Raspodela niza (Fnθ)n≥1 po modulu 1 gde je θ Salemov broj qiji je
minimalni polinom x4 − 2x3 + x2 − 2x+ 1

3. Zakǉuqak

Na osnovu izlo�enog name�e nam se vixe pravaca za budu�e istra�ivaǌe. Za koje
brojeve α postoji niz celih brojeva (Gn)n≥1 definisan rekurentnom formulom tako da Gnα
konvergira nuli po modulu 1? Iz [1] oqekujemo da xto je Salemov broj θ ve�eg stepena
raspodela Fnθ po modulu 1 je sve bli�a uniformnoj. Mo�emo li to dokazati i kako?

Zahvalnica. Ovo istra�ivaǌe je podr�ano od strane Ministarstva prosvete, nauke i
tehnoloxkog razvoja Republike Srbije (projekat 174032: Analiza i algebra sa primenama).
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Apstrakt. Rastući trend dostupnosti brzog interneta sve više usmerava njegovu upotrebu sa akademskih ka komercija-
lnim sadržajima. Sa druge strane, zahvaljujući tom trendu, istraživači i kompanije su u poziciji da, skladištenjem podataka o
transakcijama i pronalaženjem parametara od značaja kojima se mogu opisati njihove med̄usobne veze, pokušaju da efikasno
predvide korisničke želje i potrebe. Algoritam kojim od skupa diskretnih promenljivih koje karakterišu jednu odluku dolazimo
do predikcije sledeće odluke u nizu se naziva sistemom preporuke (en. recommender system). Zadatak ovakvog sistema je da,
nakon prikupljanja podataka od aktuelnog korisnika o proizvodima koji ga interesuju, i upored̄ivanja sa aktivnostima njemu
sličnih korisnika iz baze, kreira model njegovog ponašanja nad odred̄enim domenom i odredi meru predikcije za naredne
korake. Ovaj rad pruža pregled klasifikacije sistema preporuke, kao i motiva i izazova za njihovo korišćenje. Radi mogućnosti
analize kvaliteta predloženih rešenja, čitalac će dobiti uvid u niz statističkih osnova ovih sistema, kao i tehnike parametrizacije
i redukcije velikih skupova podataka u cilju ubrzanja odziva i štednje resursa. Kao pogodan način, kako za kvalitativnu tako
i za kvantitativnu reprezentaciju jednog takvog sistema i njegovih parametara, prikazano je postupno modeliranje hibridnog
sistema preporuke pomoću Bajesove mreže. Odred̄ivanjem raspodela verovatnoće direktno se opisuje veza izmed̄u korisnika
i objašnjava njihov zajednički uticaj na formiranje konačne preporuke.

Ključne reči: sistemi preporuke, Bajesove mreže, estimacija

1. Uvod

Velike korporacije u ovom trenutku ulažu mnogo novca i napora kako bi znatna količina podataka koja im
je na raspolaganju dobila odred̄eni smisao, dajući im prednost u trci za osvajanje tržišta. Internet napušta tzv.
„doba pretrage” i ulazi u „doba otkrića”, kada je značajno da informacije koje su nedovoljno poznate ili potpuno
nepoznate same pronad̄u put do potencijalnog korisnika [1]. Većina današnjih algoritama za formiranje sistema
preporuke je bila u upotrebi i pre desetak godina [2], [3], s tim da trenutna ekspanzija prediktivne analitike kao
nauke, razvoj računara nove generacije i brzih diskova, kao i programskih paketa optimizovanih za paralelno
procesiranje, omogućava znatna proširenja u pogledu „čišćenja” podataka i brzine odziva sistema. Da bi ovakav
sistem radio precizno i efikasno, neophodno je i dobro poznavati osobine skupa podataka čijom obradom se do-
lazi do preporuke, kako bi se lakše odabrali odgovarajući uzorci i metode klasifikacije [4].

Preporuke se danas u velikoj meri dobijaju deljenjem informacija na društvenim mrežama, pri čemu se in-
tuitivna mera kvaliteta preporuke predstavlja skupom uslovnih verovatnoća formiranih pregledom med̄usobne
istorije dvoje ili više „umreženih” korisnika [5]. Ovakav vid razmene informacija je utemeljen na mnogo većem
poverenju od onoga koje korisnici pojedinačno gaje prema standardnim medijskim servisima [6].

Motivi za komercijalnu upotrebu preporuka su raznoliki, počev od povećanja prodaje, dugoročne analize pro-
fita, diverziteta ponude, povećanog zadovoljstva korisnika... U pozadini svega je mehanizam koji, prikupljajući
podatke od korisnika, pomaže pri donošenju odluka o daljim koracima na tržištu. Iskustvo nas je naučilo tome
da ljudi vole da čuju tud̄e mišljenje, kao i da njihovo mišljenje postane svrsishodno, pogotovo ako ga iznose iz
udobnosti svog doma ili kancelarije.

Rangiranje i preporučivanje narednih predmeta korisniku se najčešće vrši na osnovu informacija o pret-
hodnim ocenama koje je korisnik dodelio, kao i na osnovu obrazaca ponašanja sličnih korisnika [7], pri čemu
trenutni trendovi favorizuju korišćenje tzv. hibridnih algoritama [8] koji kombinuju prethodno navedene tehnike.
Detaljniji pregled ostalih klasifikacija vodećih algoritama i primena sistema preporuke, od kojih će nekoliko biti
pomenuto u ovom radu, uključujući i status razvoja istih, dat je u publikacijama [9] i [10].

1.1. Izazovi i problemi

Proces formiranja i odabira kvalitetne preporuke donosi sa sobom i odred̄ene poteškoće. Uspešnost sistema
preporuke najviše zavisi od aktivnosti korisnika, bilo da je u pitanju direktna kupovina, pisanje komentara i re-
cenzija, pa čak i dodeljivanje jedne ocene ili klik na „like” dugme. Zbog toga su baze podataka ovih sistema,
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Slika 1. Proces stvaranja preporuke

iako velikih dimenzija, veoma oskudne podacima o med̄usobnim vezama korisnika i proizvoda u trenutku pre-
poručivanja. Pored toga, korišćenje statističkih mera i metoda za evaluaciju sistema [11] često ne uzima u obzir
naglašenu važnost jedne odred̄ene osobine proizvoda, što je sa druge strane u koliziji sa ciljem maksimizacije pro-
fita [12] koji čini osnovni koncept svih komercijalnih rešenja. Ponekad je neophodna pomoć eksperata iz oblasti
proizvoda koji se preporučuje, kako bi informacije koje ulaze u sistem bile razvrstane prema karakteristikama
od značaja. Naravno, nikako se ne sme zanemariti nekonzistentnost u korisničkim preferencijama koja može da
zbuni i navede na neželjen izbor.

Najveći problem je svakako ukomponovati odnos brzine i kvaliteta, a s tim u vezi rešiti sve poteškoće iza-
zvane veličinom baze podataka, oskudnošću iste, množenjem velikih matrica i kvalitetnom selekcijom parametara
ukoliko nam resursi nisu na zadovoljavajućem nivou.

1.2. Zadatak

Sistem koji će biti prikazan u ovom radu je modifikacija sistema iz publikacije [8]. U osnovi baze dat je skup
proizvoda I = {i1, i2, . . . , im} koji mogu biti opisani skupom karakteristika F = {f1, f2, . . . , fl}. Na primeru
arhive naučnih radova, karakteristike mogu biti vrsta istraživačkog rada, naučna disciplina, godina. . . U ovom
slučaju, sardžaj je predstavljen raštrkanom m x l matricom D, gde di,j označava da proizvod i može biti opisan
karakteristikom j.

Tabela 1. Baza karakteristika proizvoda, D

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
i1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
i2 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
i3 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
i4 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
i5 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
. . . . . . . . . . .

Sa druge strane, dat je skup korisnika U = {u1, u2, . . . , un}, koji su, na eksplicitan način ili ne, dodelili ocenu
odred̄enom proizvodu, r. Radi jednostavnosti interpretacije, usvojena je pretpostavka da r ∈ N, te da je max(r) =
2. Ocene se zatim smeštaju u sličnu matricu R, dimenzija n x m , gde ra,j predstavlja ocenu koju je korisnik ua
dodelio objektu ij .

Navedeni primer se može modelovati Bajesovom mrežom, moćnim alatom koji, pored olakšica pri vizueliza-
ciji problema i uzročno-posledičnih veza koji ga sačinjavaju, dozvoljava lako donošenje kvalitativnih zaključaka
o trenutnom stanju promenljivih od značaja i mogućim adaptacijama, u zavisnosti od količine dostupnih informa-
cija. Kao konačan rezultat, dobija se procena parametara tzv. hibridnog sistema preporuke, uz postavljen okvir za
predvid̄anje konačne ocene akcije korisnika nad traženim proizvodom.

Analiza ovakvog sistema je svakako pogodna za nadogradnju, pogotovo usled neizbežno smanjene efika-
snosti statičkog modela nakon aktivacije priliva novih podataka i obučavanja parametara direktno na mreži [13].
Opšti prikaz rezultata primene ostalih Bajesovskih metoda za pronalaženje optimalne predikcije se može naći u
radu [14], pri čemu bi autor kao posebno zanimljivu istakao analizu posvećenu društvenim mrežama [15].
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Tabela 2. Baza ocena korisnika, R

U i1 i2 i3 i4 i5
u1 2 2 0 1 0
u2 0 0 1 2 0
u3 2 2 0 0 0
u4 2 1 0 0 0
u5 0 0 0 0 2
. . . . . .

2. Osnovni pojmovi

2.1. Notacija

Dva osnovna entiteta sistema preporuke su korisnik i proizvod. Problem preporuke se može objasniti na
sledeći način: Za svakog korisnika u ∈ U želimo da odaberemo proizvod i ∈ I koji maksimizira funkciju koristi
preporuke korisniku, r, koja je najšešće predstavljena ocenom ili rangom (mada može biti bilo koja funkcija), to
jest:

∀u ∈ U, i′u = argmax(r(u, i)), i ∈ I. (1)

Ulazna promenljiva sistema preporuke zavisi od algoritama filtriranja, i najčešće spada u jednu od tri kate-
gorije: ocene, demografski podaci i tekstualni sadržaj. Radi lakše manipulacije i reprezentacije, u ovom radu se
pretpostavlja da sve ulazne promenljive nakon filtriranja mogu biti predstavljene celobrojnom pozitivnom vre-
dnošću. Neka je n broj korisnika, U = {u1, u2, . . . , un}, a m broj proizvoda koji se ocenjuju, I = {i1, i2, . . . , im}.
Svaki korisnik ui je direktno povezan sa listom proizvoda Iui o kojima je izneo svoje mišljenje, pri čemu Iui ⊆ I .
Sve ocene se sakupljaju u matricu dimenzija m x n, označenu sa R. Izlaz sistema se, sa druge strane, prikazuje u
vidu predikcije ili preporuke. Predikcija predstavlja interpretaciju konkretne numeričke vrednosti ra,j kojom se
označava očekivano mišljenje aktivnog korisnika ua o proizvodu ij , dok se preporuka najčešće interpretira kao
ured̄ena lista M proizvoda, M 6 m koji će korisniku najverovatnije da se svide.

2.2. Preciznost predikcija i mere sličnosti

Svakako najvažnija osobina sistema preporuke je preciznost (tačnost) njegovih predikcija. Sistem, u zavisno-
sti od primene, uglavnom predvid̄a mišljenje korisnika (ocena), ili verovatnoću da će korisnik načiniti akciju nad
proizvodom (akvizicija). Najčešća mera greške predikcije je srednja kvadratna greška (RMSE), i za predvid̄eno
r̂u,i iznosi:

RMSE =

√√√√ 1

| τ |
∑

(u,i)∈τ

(r̂u,i − ru,i)2. (2)

Uobičajene alternative, ukoliko je cilj odbaciti elemente sa većom greškom nad odred̄enim parametrima, su kori-
šćenje srednje apsolutne greške:

MAE =

√√√√ 1

| τ |
∑

(u,i)∈τ

| r̂u,i − ru,i |, (3)

kao i prosečne kvadratne greške:

ARMSE =

√ ∑
(u,i)∈τ

wi(r̂u,i − ru,i)2, (4)

gde wi > 0 predstavlja težinu značaja proizvoda i, pri čemu je Σwi = 1.
Da bi sistem imao brži odziv, ponekad se kao validna uzimaju samo pored̄enja korisnika i proizvoda čija

je mera sličnosti iznad definisane granice. Jedna od mera koja se, pored dobro poznatog Euklidskog rastojanja,
često pojavljuje u literaturi je kosinusna sličnost:
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cos(ru, rv) =
rTu rv

|| ru |||| rv ||
, (5)

dok će u analizi u petom poglavlju ovog rada biti korišcen Pirsonov koeficijent korelacije:

PC(u, v) =

∑
i∈Iu,v

(rui − r̄u)(rvi − r̄v)√∑
i∈Iu,v

(rui − r̄u)2
∑
i∈Iu,v

(rvi − r̄v)2
(6)

kao količnik kovarijanse dve varijable i proizvoda njihovih standardnih devijacija, pri čemu sa Iu,v označavamo
skup proivoda koji su ocenjeni od strane oba korisnika čiju korelaciju merimo.

2.3. Priprema podataka i redukcija dimenzija

Podaci koji služe za stvaranje preporuka često greškom ili spletom okolnosti ispadaju iz očekivanih okvira,
nisu usklad̄eni sa drugima, ili nisu dovoljno verodostojni. Zbog toga je pre njihove primene korisno uočiti ove
anomalije, a uz to obratiti pažnju na dimenzije koje su jako oskudne validnim vrednostima. Osnovna intuitivna
tehnika preprocesiranja podataka koji su rezultat pretrage („rudarenja”, en. Data Mining) velikih baza je kombi-
novana metoda srednjih vrednosti. Ideja je da se kao polazna predikcija preporuke postavi srednja ocena korisnika
ui nad proivodom ij , a da se ona zatim koriguje prema specifičnostima drugih korisnika. Predikcija ocene na po-
ziciji i,j je, dakle, data sa:

ri,j =

 r̄i +

∑n
p=1 δp

n
, ako korisnik i nije ocenio proizvod j

r, ako je korisnik i dodelio ocenu proizvodu j

, (7)

gde je sa ri predstavljena srednja ocena korisnika i, a sa δn = rn,j − rn njena korekcija.
Tokom razvoja algoritma, očekivano je suočavanje sa nepopunjenim matricama velikih dimenzija, i u takvoj

postavci mere udaljenosti i sličnosti prestaju da budu validne. Zato se preporučuje primena tehnika za redukci-
ju dimenzionalnosti, kao što je Analiza osnovnih komponenti (en. Principal Component Analysis), ortogonalna
linearna transformacija u novi koordinantni sistem sa dimenzijama pored̄anim prema opadajućoj vrednosti vari-
janse. Iako se nakon toga dimenzionalnost sistema lako redukuje zanemarivanjem komponenti sa malim uticajem
na ukupnu varijansu, pokazano je da ovaj pristup ne daje smislene rezultate ukoliko podaci ne prate Gausovu
raspodelu. Kao alternativa, preporučuje se korišćenje principa Dekompozicije singularnih vrednosti (en. Singular
Value Decomposition). Proizvoljnu matricu A je, naime, skoro uvek moguće predstaviti u obliku A = UλV T , pri
čemu je λ dijagonalna matrica pozitivnih singularnih vrednosti pored̄anih u opadajućem redosledu, U matrica-
kolona sopstvenih vektora AAT , a V matrica-kolona sopstvenih vektora ATA.

Ukoliko prvi pogled na podatke nagoveštava moguću separabilnost prema parametru od značaja, korisno je
primeniti neku metodu klasterizacije radi grupisanja tačaka koje su dovoljno udaljene jedne od drugih prema
utvrd̄enoj meri sličnosti. Jedna od najpopularnijih metoda particionisanja podataka je algoritam k-srednjih vred-
nosti, dodeljivanje elementa jednom od disjunktnih podskupova definisanih centroidom λ. Funkcija koju je po-
trebno minimizovati u ovom procesu optimizacije predstavlja sumu rastojanja svih članova grupe (klastera) do
odgovarajućeg centroida:

E =

k∑
1

∑
n∈Sj

d(xn, λj), (8)

gde d označava odabranu meru rastojanja.

3. Pristupi formiranju sistema preporuke

Kao što je navedeno u uvodnom poglavlju, osnovna podela sistema preporuke je na sadržinske i sisteme
saradnje. Sadržinski sistemi (en. content-based) skladište informacije o objektima koji odlaze na preporuku, a
zatim ih koriste za procenu njihovih zajedničkih osobina i med̄usobne sličnosti, kao i sličnosti sa preferencijama
korisnika (koje se takod̄e izražavaju podskupom osobina iz domena proizvoda). Prednost ovih sistema je u tome
što daju rezultate nezavisno od ponašanja ostalih korisnika, i omogućavaju preporučivanje objekata koji pretho-
dno nisu bili ocenjeni. Analiza sadržaja je kod njih ipak jako ograničena, pa su zbog toga u stanju da preporuče
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jedino objekte koji su slični postojećim, ali ne i ostale sa dobrom ocenom.
Sa druge strane, sistemi saradnje (en. collaborative filtering) povezuju profil aktuelnog korisnika sa njemu

sličnim prethodnicima tako što mu predlažu njihove preporučene sadržaje koje on nije pogledao. Pretpostavka je
da će korisnici sa sličnim ukusom u prošlosti pokazivati tu sličnost i ubuduće, i zbog toga ovi sistemi obuhvataju
sve vrste proizoda iz korisničkog profila, bez obzira na njihovu med̄usobnu sličnost. Ipak, kod novih objekata i
korisnika imamo problem „preskakanja”, zbog nedovoljne količine informacija.

Osim ove podele, značajno je znati da li je odnos sistema prema korisniku aktivan ili pasivan, to jest da li su
ulazni korisnički podaci preuzeti implicitno na osnovu nekih drugih akcija, ili popunjavanjem unapred odred̄enih
i ograničenih formi. Većina metoda koje se baziraju na kombinovanju navedenih pristupa se naziva hibridnim.
Kombinacije mogu nastati uzimanjem srednje vrednosti izlaza različitih algoritama ili linearne kombinacije istih
sa težinskim faktorima, zatim smenjivanjem preporučenih izlaza prema unapred utvrd̄enom redosledu dok se ne
dobije rezultat zadovoljavajuće preciznosti. Formiranje sistema sa podacima datim u poglavlju 1.2. će upravo
biti bazirano na principima kako sadržinskih tako i sistema saradnje, što rezultuje preciznijim preporukama za
potencijalno potpuno nove i neocenjene proizvode.

4. O Bajesovim mrežama

Potreba za korišćenjem verovatnoća proizilazi iz nedostatka potpune slike o ishodu dogad̄aja, gde nam sa
druge strane iskustvo dozvoljava da pretpostavimo neko očekivanje sa odred̄enom dozom sigurnosti. Rešavanje
problema sa kojima se čovek svakodnevno susreće zahteva izvod̄enje niza uzročno posledičnih veza nad skupom
mogućih ishoda. Skup takvih veza se može vizuelizovati mrežom (grafom), pri čemu je svaka pojedinačna veza
jednoznačno opisana težinom koja označava meru njenog uticaja na sistem.

Bajesova mreža predstavlja grafički model verovatnoća, prikazan usmerenim acikličnim grafom, koji odre-
d̄uje transformaciju združene raspodele verovatnoće V = {X1, X2, . . . , Xn} u skup lokalnih raspodela verova-
tnoće, pri čemu se svakoj promenljivoj dodeljuje tačno jedna raspodela. Njena struktura se definiše čvorovima i
skupom usmerenih linija, tzv. granama. Čvor se u mreži obeležava imenom odgovarajuće promenljive upisanim u
krug, dok grane prikazuju zavisnost izmed̄u promenljivih, sa strelicom koja nam ukazuje na to koji čvor direktno
utiče na koji. Struktura acikličnog grafa obezbed̄uje da nijedan čvor ne može biti svoj prethodnik (ne postoji
direktna putanja unazad do njega) ni sledbenik (direktnim kretanjem unapred nije moguće vratiti se u isti čvor).

Svaka promenljiva u Bajesovoj mreži, zajedno sa odgovarajućom raspodelom verovatnoće, zavisi isključivo
od svojih nesledbenika u grafu, za definisano stanje svojih prethodnika. Ova Markovljeva osobina se koristi za
veoma značajno redukovanje broja parametara kojima je opisana raspodela verovatnoće promenljive. Tako, za
datu strukturu S, raspodela ima faktorizovan oblik:

p(x) =
n∏
i=1

p(Xi | pai), (9)

gde sa pai obeležavamo skup prethodnika čvora Xi. Lokalna raspodela čvora koji nema prethodnike naziva se
početnom (apriornom). Uz datu strukturu koja predstavlja kvalitativni opis sistema, potrebno je kvantitativno de-
finisati i njegove parametre, upravo procenama navedenih lokalnih raspodela verovatnoće p(Xi | pai). Iako je
u ovom koraku, u slučaju potpuno povezanog grafa, potrebno definisati 2n − 1 vrednosti, struktura usmerenog
acikličnog grafa dozvoljava potpun opis modela sa svega n + 2m verovatnoća, po jednom početnom za svaki
čvor i po dvema za svaku uzročno-posledičnu vezu, u slučajevima pozitivnog i negativnog ishoda.

Ukoliko je raspodela Bajesove mreže izvedena kao u (9), tj. ukoliko je jasno vidljiv pojedinačni doprinos
čvorova, moguće je uraditi evaluaciju svih potencijalnih linija zaključivanja metodom marginalizacije. Potvrdu
konkretnih rezultata možemo dobiti na dva načina: propagacijom unapred (prediktivna podrška), koja je zasno-
vana na analizi stanja u čvorovima prethodnicima, i propagacijom unazad (dijagnostička podrška). U velikom
broju praktičnih postavki, Bajesova mreža je dobrim delom nepoznata i potrebno je obučiti je na osnovu poznatih
podataka, te na osnovu iskustva i poznatih veza uraditi procenu topologije grafa. Obučavanje mreže je značajno
teži zadatak od estimacije samih parametara, a najveću prepreku predstavlja parcijalna opservabilnost u slučaju
skrivenih čvorova ili nepotpunih skupova podataka.

4.1. Kreiranje preporuke preko Bajesove mreže

Radi lakše interpretacije potpuno definisanog sistema predstavljenog u poglavlju 1.2., potrebno je za početak
usvojiti skup linearnih relacija med̄u opisanim izvorima informacija kao F → I → U → V , gde je prva relacija
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opis objekta njegovim osobinama (u datoj mreži se manifestuje preko grana koje povezuju konkretnu osobinu
iz predodred̄enog skupa i odgovarajući proizvod), druga baza ocena, a treća definiše vezu konačne predikcije
aktivnom korisniku sa glasovima njemu sličnih korisnika. Veze izmed̄u korisnika bi, logično, trebalo modelirati
usmerenim granama u samoj mreži koje dobijamo kao rezultat algoritma obučavanja. Pošto su te veze u ovom
slučaju uzajamno simetrične, a ciklične strukture nisu dozvoljenje u topologiji Bajesovih mreža, skup V se for-
mira na osnovu udruženih glasova. Čvorovi V = {V1, V2, . . . , Vn} će biti iskorišćeni za estimaciju raspodela
verovatnoće glasanja, pa će vrednosti koje uzimaju biti iz istog domena kao i U, {0, 1, . . . ,#r}.

Slika 2. Topologija Bajesove mreže sistema preporuke

Skup prethodnika čvora Va , Pa(Va) se može odrediti analizom baze glasova R. Skup će sadržati korisničku
promenljivu Ub ∈ U , ukoliko je zaključeno da zadovoljava graničnu meru sličnosti sa Ua i njenim dodavanjem
ne prelazimo maksimalnu dozvoljenu veličinu skupa. Preporučeno je koriščenje modifikacije Pirsonovog korela-
cionog koeficijenta iz (6):

sim(Ua, Ub) =

∑
j

(ra,j − r̄a)(rb,j − r̄b)√∑
j

(ra,j − r̄a)2
∑
j

(rb,j − r̄b)2
, (10)

gde r̄a predstavlja srednju ocenu korisnika Ua

r̄a =
1

| Pa(Ua) |
∑

Ik∈Pa(Ua)

ra,k, (11)

uz napomenu da se sumiranje po j vrši samo nad objektima za koje su oba korisnika a i b glasali, tj. za elemente
skupa Pa(Ua) ∩ Pa(Ub) date mreže.

5. Estimacija parametara Bajesove mreže

Nakon formiranja strukture Bajesove mreže, potrebno je pristupiti podacima iz datih tabela radi procene
parametara, uslovnih verovatnoća od značaja za dati model. I dok je za prvi nivo to lako uraditi, i to prostim li-
nearnim sumiranjem nad granama odgovarajućeg čvora, dalje se račun komplikuje. Radi efikasnosti, preporučuje
se upotreba kanoničkog modela verovatnoća. Za dati čvor Xi u stanju j i sa konfiguracijom prethodnika pa(Xi),
verovatnoća se predstavlja sumom:

Pr(xi,j | pa(Xi)) =
∑

Yk∈Pa(Xi)

w(yk,l, xi,j), (12)

gde je yk,l vrednost koju promenljiva Yk uzima iz konfiguracije pa(Xi), a w(yk,l, xi,j) težinski faktor koji odre-
d̄uje kako l-ta vrednost Yk opisuje dato stanje čvora. Pri tome, moraju biti zadovoljeni uslovi normalizacije:

w(yk,., xi,j) > 0,
∑

Yk∈Pa(Xi)

w(yk,., xi,j) 6 1. (13)
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Sve težine se mogu proceniti na osnovu vrednosti iz postojećih tabela sledećim algoritmom:
1) Za svaku osobinu Fk, kao čvora koji nema svoje prethodnike, Pr(fk,1) = nk/m, što predstavlja količnik
broja pojava osobine u skupu i ukupnog broja proizvoda, pri čemu je Pr(fk,0) = 1 − Pr(fk,1). Iz tabele 1 na
ovaj način možemo da izračunamo i Pr(f2,1) = 0.2, Pr(f5,1) = 0.4, . . .
2) Za čvor proizvoda Ij , obzirom da se radi o reprezentaciji promenljive sa dve vrednosti, potrebno je definisati
samo težinske faktore za Pr(ij,1 | pa(Ij)) zbog toga što važi jednakost Pr(ij,0 | pa(Ij)) = 1−Pr(ij,1 | pa(Ij)),
i to kao:

w(fk,1, ij,1) =
log((m/nk) + 1)

log(m+ 1)M(Ij)

w(fk,0, ij,1) = 0

, (14)

pri čemu M(Ij) =
∑

Fk∈Pa(Ij)

log((m/nk) + 1)/log(m + 1) predstavlja normalizacioni faktor za dati čvor.

Pomenuti izraz log((m/nk) + 1)/log(m + 1) služi za odred̄ivanje mere važnosti osobine proizvoda za ceo
skup. Što vise ovakvih osobina postoji u skupu, veća je verovatnoća da se i sam proizvod Ij često preporučuje.
Gledajući tabelu 2, neke od vrednosti su M(Ij) = 2.447, w = (f1,1, i1,1) = 0.445, w = (f2,0, i1,1) = 0,
w = (f4,1, i1,1) = 0.243, Pr(i1,1 | f1,1, f2,0, f4,1) = 0.706.
3) Kod čvorova U meri se uticaj proizvoda Ik na šemu glasova odred̄enog korisnika Ua. Ako je poznato da je
korisnik dao ocenu ra,k = s, i u zavisnosti od toga da li konfiguracija prethodnika proizvoda pa(Ua) ukazuje na
interesovanje korisnika ka objektu ili ne, težinski faktori su odred̄eni sa:

w(ik,1, ua,s) = 1/ | Pa(Ua) |,
w(ik,1, ua,t) = 0, t 6= s, 0 6 t 6 #r,

w(ik,0, ua,0) = 1/ | Pa(Ua) |,
w(ik,0, ua,t) = 0, 1 6 t 6 #r.

(15)

gde je | pa(Ua) | ukupan broj glasova koje je korisnik Ua dodelio. Za pa(U1) = {i1,1, i2,0, i4,0}, gledajući
ponovo podatke iz tabele 2, vrednosti raspodela su Pr(u1,k | pa(U1)) = 0 + 1/3 + 0, Pr(u1,1 | pa(U1)) =
0 + 0 + 1/3, Pr(u1,2 | pa(U1)) = 1/3 + 0 + 0.
4) Na kraju je moguće doći do konačne procene ocene Va koja se dodeljuje korisniku, odvojenom analizom
težinskih faktora kojima korisnik Ua doprinosi oceni od onih koji su uzeti od sličnih korisnika Ub ∈ pa(Va), pa
važi da je:

w(ua,s, va,s) = α

w(ua,s, va,s) = 0, t 6= s, 0 6 t 6 #r.
(16)

Za 0 6 t, s 6 #r:

w(ub,t, va,s) =
1− α

| Pa(Va) | −1

N(ub,t, va,s) + βqs
N(ub,t) + β

, (17)

gde 0 6 α 6 1, na način takav da je za veće α veća i težina koja se dodeljuje prethodnim glasovima samog kori-
snika. Vrednost N(ub,t, va,s) označava broj proizvoda iz skupa Pa(Ua)

⋃
Pa(Ub) koji su od korisnika A i B do-

bili ocene s i t, respektivno. β i qs su parametri početne raspodele ocena, a težine w(ub,t, va,s) su proporcionalne
maksimalnom posteriornom (MAP) estimatoru Pr(va,s, ub,t). Na primer, za parametre α = 0.5, β = 1, q = 1/3
i podatke iz tabele 2, uz konfiguraciju pa(V1) = {u1,2, u2,0, u3,1, u4,1}, raspodele verovatnoća za V1 iznose:

Pr(v1,0 | Pa(V1)) = Pr(v1,1 | pa(V1)) = 0 + 0.02 + 0.06 + 0.03 = 0.11,

P r(v1,2 | Pa(V1)) = 0.5 + 0.12 + 0.05 + 0.11 = 0.78.
(18)

U cilju dobijanja konačne predikcije korisnosti nepregledanog sadržaja korisniku Ua, potrebno je za 0 6 s 6
#r odrediti verovatnoću:

Pr(va,s | ev) =
∑
F,I,U

Pr(va,s, Fl, Ik, Uj | ev). (19)
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Pošto se u datom primeru svaki čvor formira nezavisno od prethodnog sloja, pri čemu su prednosti kanoničkih
modela za raspodele uslovnih verovatnoća mreže uspešno primenjeni, konačne verovatnoće se najefikasnije mogu
dobiti algoritmom propagacije nadole. Bez detaljnijeg izvod̄enja, ova verovatnoća je odred̄ena sledećom sumom:

Pr(xa,s | ev) =

mXs∑
j=1

lYj∑
k=1

w(yj,k, xa,s)Pr(yj,k | ev). (20)

6. Zaključak

Kreiranje efikasnog sistema preporuke za odred̄enu oblast zaista nije lak zadatak. Čak i kada je u potpunosti
baziran na povratnim informacija od korisnika, ne postoji garancija da će se konačni rezultat obrade korisniku
zaista svideti. Ovaj rad čitaocu daje postupan prikaz jednog vizuleno-matematičkog pristupa rešavanju opšte
grupe problema stvaranja preporuke Bajesovom mrežom, uz primenu odgovarajućih mera validacije i pripreme
podataka koji figuriraju kao ulazne promenljive sistema. Izvedene formule za procene težina afiniteta pojedinih
aktivnih korisnika vode ka boljem upoznavanju neocenjenih proizvoda i postavljaju okvir za adaptaciju sistema
potpuno novim i neispitanim korisnicima i proizvodima. Kao moguće nadogradnje, rezultate iz ovog rada je
potrebno testirati na odabranim specijalizovanim oblastima u kojima preporuke imaju vidljiv komercijalni po-
tencijal, a zatim i postaviti okvir samoobučavajućeg adaptivnog mehanizma koji brzo reaguje na priliv velike
količine novih informacija preko interneta.

Zahvalnica. Motivacija za pisanje rada je potekla iz istraživačkog projekta sa prve godine doktorskih studija
modula Primenjene matematike na Elektrotehničkom fakultetu u Beogradu, u saradnji sa profesorom Željkom Ðu-
rovićem, kome se zahvaljujem na stručnoj pomoći i korisnim smernicama. Veliku zahvalnost na podršci i saradnji
u prethodne dve uspešne godine doktorskih studija dugujem i svom mentoru, profesoru Nenadu Cakiću, kao i
profesoru Zoranu Popoviću koji je pročitao rad pre publikovanja i ukazao mi na njegove nedostatke. Ovim putem
bih se zahvalio i roditeljima Mariji i Nenadu, bratu Aleksandru, bliskim prijateljima i kolegama na ohrabrenju
za nastavak studija. Na kraju, izražavam neizmernu zahvalnost supruzi i koleginici Milici na brojnim pregledima
ovog rada, stručnim sugestijama, kao i na razumevanju zbog vremena provedenog na izradi istog.
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Apstrakt. Statistika predstavǉa znaqajan deo modernih nauqnih istra�ivaǌa iz razliqitih oblasti.

Me�utim, qesto dolazi do ǌene pogrexne upotrebe, bilo zbog neznaǌa ili iz namere. Na ovaj naqin dobijaju se

pogrexni rezultati, stvaraju se la�na istra�ivaǌa i troxe dragoceni resursi. Ukoliko do�e do objave rada

koji sadr�i grexku u statistiqkoj analizi, negativne posledice mogu osetiti i istra�ivaq, qiji se kredibilitet

dovodi u pitaǌe, i qitaoci koji te informacije na daǉe koriste i upotrebǉavaju. Pored grexaka koje se javǉaju

kao posledica neznaǌa ili nepa�ǌe istra�ivaqa, postoje i ,,namerne grexke”. Istra�ivaq mo�e da zloupotrebi

statistiku tako da dobije rezultate koje �eli. U radu su prikazani primeri grexaka statistiqke analize u

publikovanim radovima i primeri zloupotrebe statistike.

Kǉuqne reqi: statistika; grexka; zloupotreba.

1. Uvod

Statistika1 je mlada nauka, ali koja je jox u vreme Stare Grqke imala svoju neprimetnu
i naizgled podrazumevanu primenu, koja tek 1933. dobija svoje priznaǌe kao posebna nauqna
disciplina matematike. Prvobitno je statistika imala ulogu u prikupǉaǌu podataka koji
su bili od velike va�nosti za dr�avu (popis stanovnixtva, vojne opreme, popis umrlih od
kuge, itd.), dok danas ǌena uloga i primena se manifestuju u relativno svim naukama gde
je neophodno izvrxiti zakǉuqivaǌe o qitavoj populaciji na osnovu uzorka iz populacije.

Danas retko koja nauqna oblast ne primeǌuje statistiku. Uporedo sa dostignu�ima i
razvojem informacionih tehnologija, razvijala se i statistika, prvenstveno zbog pove�ane
brzine prikupǉaǌa podataka i detaǉnije i pouzdanije analize. Postoje mnogobrojni soft-
veri koji kao primarnu ulogu imaju statistiqku obradu podataka, kao xto su R, SPSS
i SAS, ali i softveri qija primarna uloga nije statistiqka analiza, ali koji imaju
ugra�ene pakete za statistiqku obradu podataka kao xto su Microsoft Excel, MatLab i mnogi
drugi. Usled pojave ,,korisniqki nastrojenih” statistiqkih softvera, gde korisnici bez
poznavaǌa elementarnih osobina, qiǌenica i metodologije statistike, mogu da izvedu
odre�ene zakǉuqke bazirane na uzorku iz populacije, uqestalija je pojava grexaka pri
statistiqkoj analizi.

Grexke pri statistiqkoj analizi nisu retka pojava. U [3] mogu se prona�i dvade-
set najqex�ih uoqenih grexaka pri statistiqkoj analizi u biomedicinskim istra�ivan-
jima. Prema [1], naglaxava se zabrinutost da veliki broj publikovanih radova sadr�e
bar jednu grexku statistiqke prirode. Smatra se da verovatno�a da rezultat statis-
tiqkog zakǉuqivaǌa bude korektan raste ukoliko postoji nekoliko indicija o korekt-
nosti samog istra�ivaǌa. Po�eǉno je da postoje istra�ivaǌa na istu ili sliqnu temu,
specijalna kontrola primene statistiqkih testova nad opservacijama, korektna i precizna
prezentacija deskriptivnih statistika, sa glavnim ciǉem realizacije validnih statis-
tiqkih zakǉuqaka.

Ukoliko se, pak, objavi rad koji sadr�i neku grexku, posledice mogu da budu enormne
i nenadoknadive. Istra�ivaq gubi svoj kredibilitet, dok celokupno istra�ivaǌe, svi

1Dobila je naziv od italijanske reqi stato, xto znaqi dr�ava.
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ǌeni rezultati i zakǉuqci, se proglaxavaju nevalidnim. Ovaj rad se sastoji iz nekoliko
sekcija. U drugoj sekciji su prikazane najqex�e grexke statistiqke prirode koje su pred-
stavǉene u radovima [1, 10]. U sekciji Materijali i rezultati prikazane su grexke uoqene
od strane samih autora iz skupa qasopisa nad kojim je vrxeno istra�ivaǌe.

2. Najqex�e grexke

Ne postoji podruqje istra�ivaǌa gde nije mogu�e naqiniti grexku pri statitiqkoj
analizi. Grexke se mogu javiti u razliqitim fazama istra�ivaǌa: pri dizajnu is-
tra�ivaqke studije, analizi podataka, pri prezentaciji kao i pri interpretaciji rezul-
tata. Predla�e se prisustvo i konsultacija sa statistiqarem u svim fazama istra�ivaǌa
kao preduslov korektne i pouzdane statistiqke analize, prema [1]. Me�utim, istra�ivaqi,
da bi dobili rezultate koji odgovaraju ǌihovim oqekivaǌima, lako mogu da ,,nameste” po-
datke. Tako nastaju ,,namerne” grexke. Da bi se spreqilo takvo nedoliqno postupaǌe pred-
la�e se da, pri slaǌu rada u qasopis, ujedno poxaǉu i originalne podatke, xto najqex�e
nije sluqaj , iz npr. [7, 4]. Pored predstavǉaǌa statistiqkih metoda u radu, neophodno je
omogu�iti qitaocu originalne podatke nad kojima je izvrxeno statistiqko zakǉuqivaǌe
sve u ciǉu ponovnog potvr�ivaǌa rezultata.

Najqex�e grexke koje se javǉaju pri samom dizajnu studije jeste da ciǉevi is-
tra�ivaǌa nisu jasno definisani, a samim tim i inicijalne statistiqke hipoteze nisu
jasno definisane. Nauqnici qesto pogrexno odaberu kontrolnu grupu (grupu ispitanika
u eksperimentalnom istara�ivaǌu koja je lixena uticaja eksperimentalne veliqine i
koja ima ulogu kontrole uticaja veliqine koja se nadgleda) neuvi�aju�i da naruxavaju
celokupnu korektnost istra�ivaǌa.

Prost sluqajan uzorak predstavǉa osnovu za korektnu i pouzdanu primenu mnogobro-
jnih statistiqkih metoda, stoga ako se u istra�ivaǌu naruxi ova pretpostavka statis-
tiqko zakǉuqivaǌe postaje neosnovano, a samim tim i neupotrebǉivo. Nepristrasnost je
osobina koja predstavǉa jednaku verovatno�u odabira svakog pojedinaqnog qlana popu-
lacije u uzorku. Qesto nauqnici ne razlikuju pristrasan i nepristrasan uzorak. Speci-
jalna oblast statistike koja se bavi odabirom uzorka u istra�ivaǌu zove se teorija uzorka
[8]. Uzorak, pre svega, mora da reprezentuje qitavu populaciju, te se takav uzorak zove
reprezentativan uzorak. Ukoliko to nije sluqaj, ka�emo da je uzorak nereprezentativan.
Istra�ivaqi qesto nisu svesni da pogrexno biraju uzorak, naglaxavaju�i da su izabrali
uzorak pogodan za ǌihovo istra�ivaǌe, xto je, u najmaǌu ruku, dvosmisleno.

Prilikom analize podataka u istra�ivaǌima neretko se primeti nerazumevaǌe prema
odabiru statistiqkog testa, iz [1, 4]. Nauqnici bez testiraǌa pretpostavǉene normal-
nosti, grafiqki ili primenom direktnih formalnih testova normalnosti, pretpostavǉaju
da ǌihovi podaci potiqu iz populacije sa normalnom raspodelom. Samim tim, intervali
povereǌa za vrednosti parametara obele�ja populacije nisu taqni, stoga direktna posled-
ica je nevalidnost svih generisanih statistiqkih rezultata. Svaki test ima odre�ene
pretpostavke koje moraju da budu zadovoǉene da bi metodologija testa bila va�e�a, stoga
te pretpostavke moraju biti istaknute i potvr�ene. Ukoliko pretpostavke metodologije
koju test koristi nisu ispuǌene onda nema smisla interpretirati rezultate testa. Statis-
tiqki test se bira u zavisnosti od vrste varijabli, normalnosti obele�ja populacije,
nezavisnosti i obima uzorka i drugih pretpostavki.

Pore�eǌem uzoraka iz razliqitih populacija usled nepotpunih i neispuǌenih pret-
postavki nailazimo na problem nagomilavaǌa grexke prve vrste, xto ima neosporan uticaj
na korektnost statistiqkog zakǉuqivaǌa, na osnovu [1].

Qesto se desi da autori pote�u za testovima koji nisu qesto primeǌivani u praksi, a
da ne istaknu ǌihove osobine i pretpostavke pod kojima vrxe statistiqku analizu. Tako�e,
nepotpune i neodre�ene vrednosti se lako ignorixu ili zameǌuju vrednostima koje sma-
traju prikladnim, bez prethodnog objaxǌeǌa, prema [3].

Podaci mogu da poseduju kvantitativna ili kvalitativna svojstva. Nekada se kvan-
titativne veliqine mogu posmatrati i kao kvalitativne, i obrnuto, dok postoji izvesna
jednoznaqna korespondencija izme�u ǌih. Me�utim, neophodno je jasno naznaqiti koji su
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kriterijumi transformacije podataka, inaqe veoma lako mo�e da do�e do grexki koje imaju
uticaj na daǉi napredak istra�ivaǌa [3].

Nedostaju�e vrednosti su veliki problem u istra�ivaqkom radu. Iz najrazliqitijih
razloga broj opservacija nije isti na poqetku i na kraju istra�ivaqke studije. Tako�e
se neretko dexava da odre�eni podaci budu proglaxeni autlajerima i budu izostavǉeni
iz studije bez komentara. Sve takve sluqajeve treba uredno dokumentovati zbog pre-
dostro�nosti i nivoa kvaliteta statistiqke analize.

Ukoliko postoji parametarska i neparametarska verzija nekog statistiqkog testa,
neophodno je naglasiti koja verzija je korix�ena i koje su inicijalne pretpostavke testa.

Prezentacija predstavǉa veoma bitan deo istra�ivaǌa. Ciǉ prezentacije je da se uqes-
nici upoznaju sa samim istra�ivaǌem, ǌegovim rezultatima i ciǉevima.

Najpoznatije deskriptivne statistike su aritmetiqka sredina i standardno odstupaǌe.
Me�utim, ove mere daju adekvantne i dovoǉne informacije o raspodeli samo ako je u pitaǌu
normalna raspodela. Kod normalne raspodele, na osnovu 3σ pravila, pribli�no 68% popu-
lacije se nalazi na udaǉenosti od jedne standardne devijacije od aritmetiqke sredine, oko
95% na dve standardne devijacije i oko 99% na tri standardne devijacije. Pravilo 3σ ne
va�i kod populacija koje nemaju normalnu raspodelu. Zato, ukoliko se koriste aritmetiqka
sredina i standardna devijacija kao jedine deskriptivne satistike funkcije raspodele
uzorka, treba proveriti da li raspodela obele�ja zadovoǉava uslove normalnosti. Kako,
u opxtem sluqaju, podaci qesto potiqu iz populacije sa raspodelom obele�ja pomerenom
ulevo (udesno), pokazateǉi kao xto su medijana, interval varijacije i interkvartilna ra-
zlika qesto predstavǉaju boǉi izbor za dobijaǌe informacija o raspodeli obele�ja. U
takvim situacijama, u redu je prikazati i aritmetiqku sredinu, ali bez standardne de-
vijacije. Aritmetiqka sredina nije dobar pokazateǉ i u sluqaju jako malog uzorka. Jox
jedan problem sa standardnom devijacijom mo�e da nastane ukoliko se zameni sa standard-
nom grexkom sredǌe vrednosti. Kako je standardna grexka sredǌe vrednosti uvek maǌa od
standardne devijacije, neki istra�ivaqi je navode u ciǉu prikazivaǌa maǌe disperzije.
Me�utim, standardna grexka nije deskriptivna statistika.

Xto se tiqe p vrednosti, boǉe je napisati koja je bila taqna p vrednost, nego u radu
predstaviti oznake p > 0,05 ili p < 0,05. Ukoliko je, na primer, p vrednost bila 0,049,
ta informacija je mnogo sadr�ajnija nego p < 0,05. Izuzetak je ukoliko je p vrednost jako
mala, tada samo treba napisati da je maǌa od neke male vrednosti (p< 0,001). Nije dovoǉno
prikazati samo p vrednost. Po�eǉno je napisati i broj parametara slobode, 95% interval
povereǌa kao i vrednost test statistike testa koji se primeǌuje ([6]).

Nema potrebe prikazivati podatke sa svim decimalama koje su poznate. Prema [3],
ve�ina ǉudi intuitivno najboǉe razume brojeve sa jednom do dve decimale. Stoga, nabra-
jaǌe daǉih decimala mo�e samo da zbuni qitaoca. Ovo naroqito va�i ukoliko su brojevi
relativno veliki u odnosu na broj decimala. Tako�e, pri raqunarskim simulacijama, broj
decimala ne sme biti ve�i od broja iteracija.

Mnogi ǉudi lakxe razumeju ukoliko su podaci grafiqki prikazani nego ukoliko su dati
tabelarno ili ako su tekstualno objaxǌeni. Koliko grafiqki prikaz mo�e biti koristan,
toliko mo�e imati i potpuno suprotan efekat ako se nepravilno koristi.

Jedan od najlakxih naqina da se la�no predstave podaci je meǌaǌe osa koordinatnog
sistema. Uglavnom, y-osa je obele�ena od nule do najve�e vrednosti me�u podacima. Nekada
se y-osa skra�uje, tako da ne poqiǌe od nule, u ciǉu isticaǌa razlika me�u podacima. U
ekstremnim sluqajevima ova metoda mo�e da maksimizira ili minimizira razlike me�u
podacima, xto dovodi do neadekvatnog razumevaǌa razlika izme�u podataka (Primer 1b).
Grafici A, B i C prikazuju iste podatke. Ukoliko, na primer, x-osa predstavǉa vreme,
izgleda kao da se promena br�e desila na grafiku B, nego na graficima A i C. Sabijaǌe
y-ose qini da su se promene naglo desile. Po�eǉno je da obe ose imaju intervale jednake
du�ine.

Tako�e, grafici mogu da prezentuju iste podatke, ali sa razliqitim vrednostima oz-
naqenim na y-osi (Primer 1a). Na y-osi se nalaze vrednosti 3,140% do 3,154%, dok na desnom
y-osa poqiǌe nulom. Na ovaj naqin dobija se utisak, na levoj slici, da su razlike u ka-
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matama ogromne. Qini se da kamata u 2012. godini vixestruko ve�a nego kamata u 2008.
godini, iako to nije sluqaj. Ukoliko istra�ivaq �eli da skrati osu, neophodno je da to
na grafiku i naglasi.

(a)
(b)

Primer 1. Primer neispravne prezentacije deskriptivnih statistiqkih alata2.

Korelacija predstavǉa me�usobnu povezanost izme�u dve veliqine koje su predstavǉene
vrednostima dveju promeǌivih. To zapravo znaqi da je vrednost jedne promeǌive mogu�e
sa odre�enom verovatno�om predvideti na osnovu vrednosti druge promeǌive. Pri tom,
ta veza mo�e biti pozitivna ili negativna. Primeri korelisanosti su koliqina pa-
davina i prinos useva, unos slane hrane i visina krvnog pritiska i drugo. Me�utim, ko-
relacija veoma lako mo�e da se interpretira pogrexno, uvi�aju�i veze izme�u nepovezanih
veliqina, i samim tim lako dolazi do statistiqkih grexki. Detaǉnije o ovom pitaǌu mo�e
da se na�e u [9].

3. Materijali i rezultati

Prema kategorizaciji doma�ih nauqnih qasopisa za druxtveno-humanistiqke nauke
prema listi Ministarstva prosvete koja je objavǉena 2013. godine, posledǌa dostupna
izdaǌa na internetu qasopisa iz grupe Psihologija, pedagogija, andragogija i specijalno
vaspitaǌe predstavǉaju populaciju nad kojom je vrxeno ispitivaǌe frekventnosti grexaka
nastalih prilikom statistiqke analize. Uzeti su u obzir samo qasopisi koji imaju dos-
tupna potpuna posledǌa izdaǌa na internetu, izdata zakǉuqno do oktobra 2015. godine.
Radove koji su sadr�ali bilo kakav vid primeǌene statistike su pregledani od strane
samih autora.

Od ukupno 22 qasopisa, samo 12 qasopisa imaju dostupna posledǌa izdaǌa na internetu.
Pregledano je 125 radova, od kojih 39 radova sadr�i statistiqke rezultate (32.2%).

Grexke koje su uoqene: 1) neispravana prezentacija p vredosti (10); 2) neispravna
prezentacija deskriptivnih statistika (4); 3) neispravna deskriptivna analiza (1).

Istovetno kao u [6], nijedan rad ne sadr�i analizu mo�i, tj. analizu neophodnosti
veliqine uzorka u ciǉu adekvatne pouzdanosti stastistiqkih rezultata.

Prikaza�emo neke primere statistiqkih grexaka koje su uoqene.

Qesto autori koriste trodimenzionalne deskriptivne statistike gde je dovoǉno ǌi-
hovo dvodimenzionalno predstavǉaǌe. Tim postupkom autori podstiqu nerazumevaǌe qi-
taoca koji nisu upu�eni sa datim radom i ǌegovim rezultatima istra�ivaǌa. Kao primere
navodimo trodimenzionalne histograme i ,,pite” gde tre�a dimenzija ne ,,nosi” nikakvu
informaciju (Primer 2). Tako�e, u Primeru 3 se vidi da korix�eǌe ovih grafika nema
smisla, s obzirom da ne pru�aju nikakvu informaciju.

U toku istra�ivaǌa je neophodno pra�eǌe obima uzorka zbog adekvatne statistiqke
analize. Ukoliko postoji razlika u prvobitnom obimu uzorka na poqetku istra�ivaǌa i
obimu uzorka sagledanog na kraju statitiqke analize neophodno je naglasiti da je req
o eventulnim izbacivaǌima qlanova uzorka iz analize, zbog ǌihovog proglaxavaǌa kao
autlajerima ili sliqno (Primer 4).
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Primer 2. Primer pogrexnog grafiqkog prikaza.

Primer 3. Primeri nepotrebne upotrebe deskriptivnih statistika.

Primer 4. Grexke u kalkulaciji obimu uzorka.

Najqex�a grexka prilikom statistiqke analize u objavǉenim radovima iz posmatrane
grupe qasopisa predstavǉa pogrexno prikazivaǌe p vrednosti odgovaraju�eg statistiqkog
testa (Primer 5). U drugoj sekciji ovog rada je objaxǌeno kako na ispravan naqin prezen-
tovati p vrednost datog testa.

Primer 5. Primer pogrexnog prikazivaǌa p vrednosti testa.

Prilikom svakog istra�ivaǌa mora da se vodi raquna o ekstremnim vrednostima
koje mogu da se pojave. Ukoliko se odluqi da se one ne uzimaju u razmatraǌe neophodno je
naglasiti razlog tome i istaknuti ǌegovo adekvatno obrzlo�eǌe. Naredni primer pokazuje
neadekvatno obrazlo�eǌe izbacivaǌa autlajera iz daǉe analize (Primer 6).

Primer 6. Primer odbacivaǌa autlajera iz uzorka bez adekvatnog objaxǌeǌa.
Fraza ,,uobiqajeno”.
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Nepotrebna preciznost je qesta pojava u publikovanim radovima. Smatra se da rad
dobija na znaqajnosti ukoliko se podaci predstavǉaju sa velikom preciznox�u. Me�utim,
to mo�e samo da optereti qitaoca (Primer 7).

Primer 7. Primer optere�ivaǌa qitaoca nepotrebnim informacijama.

Nedovoǉno podr�an statististiqki zakǉuqak mo�e da nastane ukoliko se smatra da
odre�ene numeriqke vrednosti deskriptivnih statistika jednoznaqno odre�uju funkciju
raspodele, xto nije sluqaj (Primer 8).

Primer 8. Primer izvo�eǌa zakǉuqaka na osnovu nepotpunih podataka.

Nije retko da se uoqe nedovoǉno jasni statistiqki zakǉuqci, gde qitalac nema adek-
vatnu i korektnu informaciju o predmetu istra�ivaǌa i statistiqkog zakǉuqivaǌa
(Primer 9).

Primer 9. Primer predstavǉaǌa nedovoǉno jasnih zakǉuqaka.

4. Zakǉuqak

Po broju uoqenih grexaka od strane autora mo�emo potvrditi da prilikom procesa
publikacije radova izrazita pa�ǌa se poklaǌa ispitivaǌu korektnosti statistiqkih
rezultata iz istra�ivaǌa. Smatramo da je to pokazateǉ pove�aǌa stepena zalagaǌa za
taqnost, preciznost i korektnost sadr�aja publikovanih radova.

Ovaj rad ne predstavǉa sistematizaciju grexaka statistiqke prirode koje se mogu
javiti u publikovanim radovima iz date klase qasopisa. Tako�e, prethodne navedene grexke
su uoqene od strane autora, xto ne govori u prilog tome da su svi mogu�i sluqajevi
grexaka nastalih prilikom statistiqke analize obuhva�eni.

Glavni ciǉ ovog rada je isticaǌe nekih osnovnih statistiqkih grexaka koje se po-
javǉuju u sadr�aju ovih radova kao dodatna upuctva pri pripremi radova za publikaciju.
Svaka sugestija koja doprinsi poboǉxaǌu etiqnosti, korektnosti i profesionalizmu se
smatra po�eǉnom, te opravdava ciǉ i ideju ovog rada.
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Abstract. In present paper we analyze two different mechanical models of fault motion, whose dynamics is governed
by sets of delay and stochastic differential equations. In the first case, we analyze dynamics of a single block, by numerically
solving a set of three first-order delay differential equations. Results of the performed analysis indicate that for certain values
of fault friction parameters, and by introducing time delay, solutions of the analyzed set are represented by irregular aperiodic
oscillations, which denote the onset of deterministic chaos. In the second case, we examine dynamics of 100 globally-coupled
blocks, by solving a set of stochastic delay differential equations and by applying the mean-field approximation. In this
case, obtained results indicate that solutions of examined set are irregular aperiodic oscillations for parameter values near the
bifurcation curve, under the sole effect of seismic noise or due to effect of noise and global bifurcation.

Keywords: fault motion; mechanical model; time delay; seismic noise; differential equation

1. Introduction

From the mechanical viewpoint, tectonic movement along seismogenic faults in Earth’s crust can be modeled
by displacement of a block moving along the rough surface [1]. Such dynamical system is commonly described
by a set of differential equations, whose specific solutions for some parameter values could be ascribed to dif-
ferent regimes of fault motion. In particular, equilibrium point corresponds to inactive fault, while periodic and
quasiperiodic oscillations could be ascribed to aseismic fault creeping. Irregular aperiodic oscillations denote the
onset of co-seismic fault motion. Results of previous studies on this topic indicated the occurrence of different
dynamical regimes under the perturbation of control parameters or as a consequence of the effect of the newly
introduced influential factors. For example, Galvanetto [2] studied the two-block model and showed that several
periodic, quasi-periodic and chaotic attractors can coexist in this simple system. Erickson et al. [3] analyzed
dynamics of a single-block model with Dieterich-Ruina friction law and found that system undergoes a Hopf
bifurcation to a periodic orbit, with further occurrence of a strange attractor through period doubling cascade. In
the first phase of the present research, we examined the set of delay differential equations describing the motion
of a single-block model, by assuming friction as a function of velocity with a time delay, which was previously
shown to be in the range 3-9 ms in laboratory conditions [4], depending on the viscosity and contact load. In
this way we are modelling the well-known frictional memory effect [5]. Such approach is similar to our previous
work [6].

In the second phase of the research, we examine a set of stochastic differential equations describing the
motion of 100 interconnected blocks. Stochastic nature of the analyzed system arises from the assumption that
incoherent seismic noise also affect the fault motion, even leading to transition between different dynamical
regimes. Such random uncorrelated seismic noise originates from small-scale faulting, different irregularities
and inhomogeneities or it is of undefined origin [7]. In present paper, such stochastic system is examined by
studying its simplified version, i.e. by deriving and solving the set of deterministic mean-field equations, which
exhibits the same dynamics as the starting stochastic system, for the same parameter values. This way of solving
the stochastic differential equations is very powerful, since it enables reduction of 200 stochastic differential
equations to only 5 mean-field deterministic equations, which represents a system easier to analyze. The applied
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approach is similar to our previous work on this topic [8].One should note that in this case time delay describes
the delayed interaction among the blocs of the model.

The paper is organized as follows. In Section 2 we briefly describe the applied methods. In Section 3 and 4
we present results of the analysis of the models with included time delay and random noise. In the final section
we provide a brief review on the obtained results, with suggestions for future research.

2. Applied methods

In the first phase of the research, in order to analyze the system of delay differential equations, we utilize the
backward differentiation formula method, which represents a linear multistep method that for the given function
y(t) and the moment tn approximates the function’s derivative in terms of the y(t) values at tn and the earlier
times [3]. For the considered system, we have implemented the second order algorithm, which links the function
values at the given moment with the ones at two prior iteration steps. Analysis of local bifurcations, as qualitative
changes of dynamics, is conducted by analytically solving the system of delay differential equations, while the
obtained results are numerically corroborated in DDE-BIFTOOL [9].

In the second phase of the research, we apply the method of mean-field approximation that replaces a many
component system by a simpler system described by a small number of average macroscopic properties [10].
Local bifurcation analysis of the approximated model is conducted numerically also using DDE-BIFTOOL.

3. Model incorporating the effect of time delay - delay differential equations

We start from equations of motion coupled with Dieterich- Ruina rate-and state-dependent friction law orig-
inally given by [3]:

θ̇ = −
( v
L

)(
θ +B log

v

v0

)
,

u̇ = v − v0,

v̇ = −
(

1

M

)(
ku+ θ +A log

v

v0

)
.

(1)

System (1) describes the motion of a single block attached to a driver plate and moving in one direction along the
rough surface of the lower plate. ParameterM is the block mass and the spring stiffness k could be ascribed to the
linear elastic properties of the rock mass surrounding the fault [11].Parameters A and B are empirical constants,
while L denotes the critical slip distance, i.e. block displacement in a single slip phase. Variables θ, u and v stand
for state of the contact surface, displacement and velocity of the block, respectively. For convenience, system
(1) could be non-dimensionalized by defining the new variables θ′, v′, u′ and t′ in the following way: θ = Aθ′,
v = v0v

′, u = Lu′, t = (L/v0)t
′, after which we return to the use of θ, v, u and t, putting the system (1) into the

following form:
θ̇ = −v(θ + (1 + ε) log v),

u̇ = v − 1,

v̇ = −γ2
(
u+

(
1

ξ

)
(θ + log v)

)
,

(2)

where ε = (B − A)/A measures the sensitivity of the velocity relaxation, ξ = (kL)/A is the nondimensional
spring constant, and γ = (k/M)(1/2)(L/v0) is the nondimensional frequency [3]. In present analysis, we add
the time delay τ in the first equation of the system (2), such that the evolution of the state variable is modified:

θ̇ = −v(θ + (1 + ε) log(v(t− τ)),
u̇ = v − 1,

v̇ = −γ2
(
u+

(
1

ξ

)
(θ + log v)

)
.

(3)

We proceed by analyzing the local stability of the stationary state, which depends on the roots of the characteristic
equation for the system (3), and which is obtained after appropriate linearization:

−λ3 − λ2
(
γ2

ξ
+ 1

)
− λγ2

(
1

ξ
+ 1

)
− γ2 + λ(1 + ε)

γ2

ξ
e−λt = 0. (4)
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The equation (4) secures the existence of a nontrivial solution for the system of algebraic equations obtained
after the system (1) was linearized. Bifurcations of the stationary state take place for the parameter values where
the roots of (4) cross the imaginary axis. Since for γ 6= 0, the solution is ruled out, we look for the purely
imaginary roots given by λ = iω, for real and positive ω. Concerning this, we further proceed with the analysis
of the following equation:

iω3 + ω2
(
γ2

ξ + 1
)
− iωγ2

(
1+ξ
ξ

)
− γ2

iω(1 + ε)γ
2

ξ

= −(cosωt− isinωt). (5)

obtained when λ = iω is replaced in (4). Results of the performed analysis provide the parametric represen-
tations among τ and the control parameters ε, γ and ξ at the bifurcation values λ = iω:

ε = −1 +

√√√√√√
(
ω3 − ωγ2

(
1+ξ
ξ

))2 (
ω2
(
γ2

ξ + 1
)
− γ2

)2
(
ω γ

2

ξ

) , (6)

and:

τ = τc =
1

ω

arctg
−ω2

(
γ2

ξ + 1
)
+ γ2

−ω3 + ωγ2
(

1+ξ
ξ

)
+ kπ

 , (7)

where k is any nonnegative integer such that τc,k holds. These relations define the corresponding bifurcation
curves in the appropriate parameter planes. In particular, parametric equations for ε, ξ and τ coincide with the
Hopf bifurcation curves illustrated in Figure 1 where the bifurcation curves τ(ε) are shown for the fixed parameter
values ξ = 0.5 and γ = 0.8. The system (4) admits both the direct and inverse Hopf bifurcations [12], resulting
in creation and annihilation of an unstable plane in the system’s state space when the corresponding curve is
crossed, respectively.

Figure 1. Hopf bifurcation curves τ(ε), for the fixed values of parameters ξ = 0.5, and γ=0.8. The signs +/- denote
the destabilizing or the stabilizing Hopf bifurcations, respectively, with increase of τ .

From Figure 1 one can infer about the effect of the introduced time delay on dynamics of the analyzed
spring-block model.Apparently, only by increasing the time-lag τ , e.g. by setting τ = 0, τ = 10, τ = 13
to τ = 20, and by slightly changing the other parameter values, solutions of starting system (3) change from
the equilibrium (fixed point), over the limit cycle oscillation (first Hopf bifurcation) and torus (second Hopf
bifurcation) to deterministic chaos. The single peak in power spectrum indicates the oscillatory behavior, while
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the existence of the second peak implies that the system evolution takes place on a torus. The broadband noise
suggests the emergence of the strange attractor (Figure 2). One should note that the negative derivatives along the
bifurcation curves indicate inverse Hopf bifurcations meaning that solutions of system (3) change from oscillatory
behavior to equilibrium state (the so-called oscillation death) or they exhibit a change of oscillation amplitudes
(the so-called amplitude death) [13].

Figure 2. Fourier power spectrum for solutions of system (3) with increasing time delay:(a) single peak indicates
oscillations (τ = 10, ε = 0.3, ξ = 0.5 and γ = 0.8); (b) Two peaks imply the appearance of second Hopf

bifurcation (τ = 13, ε = 0.5, ξ = 0.5 and γ = 0.8); (c) The broadband noise confirms the onset of
deterministic chaos (τ = 20, ε = 0.5, ξ = 0.5 and γ = 0.8).

4. Model incorporating the effect of noise and delayed interaction - stochastic delay differential equations

Model which includes the effect of seismic noise and delayed interaction between different fault segments is
based on the mono-block model, originally suggested in [14], and modified here using the convenient coordinate
transformation:

U̇1i = U2i(t),

dU2i(t) =

−U1i(t) + φ(U2i) + ν − φ(ν) + k

N

N∑
j=1

U1j(t− τ)− U1i(t)

 dt+
√
2DdWi,

(8)

where U1i and U2i represent displacement and velocity of the i-th block, respectively, k is constant of spring con-
necting the blocks, φ stands for the friction force, τ is time delay (delayed interaction) and ν is a nondimensional
pulling background velocity. Terms

√
2DdWi represent stochastic increments of independent Wiener process,

i.e. dWi satisfy: E(dWi) = 0, E(dWidWj) = δijdt, where E() denotes the expectation over many realizations
of the stochastic process and D is intensity of additive local noise. Each of i = 1, 2, ..., N units in (8) is coupled
with each other unit. In present case, we examine system of 100 units (N=100). By deriving the Taylor expansion
of φ(U2(t) + ν) in the vicinity of the mean values:

(〈U1〉, 〈U2〉) =

(
lim
→∞

1

N

N∑
i=1

U1i(t), lim→∞

1

N

N∑
i=1

U2i(t)

)
= (mU1,mU2), (9)

system (8) for N →∞ becomes:
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dU1i(t) = U2i(t)dt,

dU2i(t) =

(
−U1i(t) + φ(mU2

+ ν)− φ(ν) + 1

1!
(φ′(mU2

+ ν)) (U2(t)−mU2
)

+
1

2!
(φ′′(mU2

+ ν)) (U2(t)−mU2
)2

+
1

3!
(φ′′′(mU2

+ ν)) (U2(t)−mU2
)3

+
1

4!

(
φ(4)(mU2 + ν)

)
(U2(t)−mU2)

4

+ k(mU1
(t− τ)− U1(t))dt+

√
2DdWi.

(10)

In order to derive mean-field approximate dynamical equations for starting system (8), we suppose that distri-
butions of U1i and U2i are Gaussian and that, for large N , the average over local random variables is given by
the expectation with respect to the corresponding distribution. Following the procedure from Burić et al. [10],
starting system (8) of 200 stochastic delay differential equations is reduced to the system of only 5 deterministic
delay differential equations for the global variables and global centered moments:

mU1
(t) = 〈U1(t)〉,mU2

(t) = 〈U2(t)〉, sU1
(t) = 〈n2U1

(t)〉, sU2
(t) = 〈n2U2

(t)〉, sU1U2
(t) = 〈nU2

nU1
〉 (11)

where nUj
(t) = mUj

(t)− Uji(t), j = 1, 2. The final mean-field approximated model with the general form
of friction term φ is given in the following way:

ṁU1
(t) = mU2

(t),

ṁU2
(t) = −mU1

(t) + φ(mU2
+ ν)− φ(ν) + 1

2
(φ′′(mU2

+ ν))sU2
+

1

24
(φ(4)(mU 2 + ν)3s2U2

+ k(mU1(t− τ)−mU 1(t)),

1

2
ṡU1

(t) = sU1U2
,

1

2
ṡU2

(t) = sU2

(
φ′(mU2

+ ν) +
1

2
φ′′′(mU2

+ ν)sU2

)
− (k + 1)sU1U2

+D,

ṡU1U2
= sU1U2

(
φ′(mU2

+ ν) +
1

2
φ′′′(mU2

+ ν)sU2

)
− (k + 1)sU1

+ sU2
(t).

(12)

The obtained results indicate a transition from equilibrium state to periodic oscillations for certain parameter
values, as it is shown in Figure 3. Equilibrium state for the starting model(8) is represented by small fluctuations
around the constant zero value of a mean-field approximated displacement for a mean-field model (12). On the
other hand, when bifurcation curve is crossed, oscillation frequencies are the same for both the starting model and
approximated system, while amplitude could be slightly different due to effect of the introduced random seismic
noise in the stochastic model (8) (Figure 4).

One should note that when initial conditions are set away from the equilibrium point, mean-field model (12)
could be in equilibrium state (Figure 5) or could exhibit oscillatory behavior due to effect of global bifurcation
depending on the parameter values prior to local bifurcation (Figure 6). It should be emphasized that bifurcation
curve in Figure (reffig:6) is captured only for the mean-field approximated model (12). These bifurcations in the
real starting model (8) are captured only as significantly higher fluctuations of stochastic system when bifurcation
curve is crossed.

It should ne emphasized that solutions of system (8) appear as irregular oscillations (stick-slip like motion)
at the verge of equilibrium state regime under the impact of both incoherent noise and global attractor (Figure 7).

5. Conclusion

In present paper we analyze two different models of fault dynamics, whose motion is governed by delay and
stochastic delay differential equations. Model with included time delay assumes rate-and state- dependent friction
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k

Figure 3. Parameter domain (k, τ) admitting equilibrium state or periodic oscillations of the mean-field
approximated model (12). For a given parameter domain, other parameters are held constant at the

following values: ν=1.2, D=0.001, a=0.1.

Figure 4. Time series of mean displacements of 100 blocks (a) and approximated mean-field displacements (b).
Values of parameter k are conveniently chosen for equilibrium state (k=0.5) and periodic oscillations

(k=0.9). Other parameter values are held constant: a=0.1, D=0.001, τ=2, ν =1.2. Oscillation frequency
for both the starting stochastic model and its mean-field approximation is the same (f=0.33).

law along the contact of the moving block and rough surface of the lower plate. In contrast to previous studies,
additional parameter is included in friction term, which involves delayed friction response on the change of
block velocity. Results of the performed research indicate a transition from equilibrium state and regular periodic
oscillations to quasiperiodic oscillations and deterministic chaos, for certain parameter values. One should note
that deterministic chaos is observed for rather large values of time delay, which is rarely observed in laboratory
conditions.

Model with included seismic noise and delayed interaction among the blocks assumes only rate-dependent
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Figure 5. (a)Time series of mean-field displacement in an approximated model (12) for initial conditions away from
the equilibrium point and for different values of material property a and noise level D prior the

bifurcation; (b) Parameter domain (a,D) admitting equilibrium state or periodic oscillations of the
mean-field approximated model (12). For a given parameter domain, other parameters are held constant at

the following values: K=0.9, ν = 1.2, τ=2.

Figure 6. (a)Time series of mean-field displacement in an approximated model (12) for initial conditions away from
the equilibrium point and for different values of noise level D and time delay τ prior the bifurcation; (b)

Parameter domain (τ,D) admitting equilibrium state or periodic oscillations of the mean-field
approximated model (12). For a given parameter domain, other parameters are held constant at the

following values: a=0.1, K=0.9, ν = 1.2.

friction law. In present case, analysis is conducted for the model composed of 100 interconnected blocks, meaning
that one needs to examine a system of 200 stochastic delay differential equations. For convenience, in present
paper we applied mean-field approximation method, by which we obtained a simplified system of 5 deterministic
delay differential equations, whose solutions for different parameter values are qualitatively similar with the
solutions of the starting stochastic system. In this case, it is observed that complex irregular oscillations arise due
to effect of seismic noise near the bifurcation point, or as a consequence of the bistability, with co-existence of
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Figure 7. Time series of mean displacement in a starting system (8) for initial conditions away from the equilibrium
point. It is clear that oscillation amplitudes are higher than introduced noise level (D=0.01).

two stable attractors, which aperiodically attract the solutions to different basins.
It should be emphasized that delayed friction response to velocity change, seismic noise and delayed inter-

action among interacting blocks of the model are for the first time introduced in the analyzed models. Moreover,
method of mean-field approximation is for the first time applied in the analysis of dynamics of a spring-block
model, indicating that irregular displacement of the starting stochastic (”real”) system (with oscillation amplitude
higher than introduced noise level) near the transition from equilibrium state to periodic oscillations could occur
either due to sole effect of seismic noise or under the impact of seismic noise in the presence of local and global
attractor.

Regarding the further research on this topic, subsequent analysis should focus on possible excitable dynamics
of the spring-block models, or their analogs. If found, such models with excitable behavior could provide the most
accurate phenomenological description of seismogenesis, since earthquakes represent sudden phenomena, whose
occurrence is interspersed with relatively long periods of stable stationary fault motion.
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Abstract. Bearing in mind that the moment matching idea can be fruitful in many practical problems, we consider
the moment matching discretization of a stochastic integral of deterministic function, as a random variable having a certain
absolutely continuous probability distribution on an interval I ⊆ R. On the basis of one generalization of a mean value
theorem for systems of deterministic integrals, we prove that there exists a discrete probability distribution on I ⊆ R such
that the corresponding discrete random variable matches moments of the given stochastic integral. Moreover, the moment
matching discretization of a stochastic integral can be considered from a viewpoint of n-point Gaussian quadrature rule.
Due to the connection between the normalized Hermite polynomial and the classical one, we show that the Gauss-Hermite
quadrature rule can be used to carry out the moment matching discretization of an arbitrary Gaussian distribution by the
normalized Hermite polynomials. Applying this result, we obtain a system of discrete random variables having the same
moments to a certain order as the corresponding stochastic integrals defined with respect to a Gaussian orthogonal stochastic
measure. The case when stochastic integrals form a Gaussian process is discussed additionally.

Keywords: Stochastic integrals, Moment matching,Gauss-Hermite quadrature.

1. Introduction

Under certain conditions, an absolutely continuous probability distribution can be discretized in such a way
that the discrete distribution matches moments of the given absolutely continuous distribution, e.g., expected
value and variance. As the moment matching approach is a flexible and intuitively appealing way of discretization
of random variables, this idea is quite common, for example, in stochastic optimization and dynamic program-
ming (see e.g. [3], Chapter 10, Chapter 11 and [8]).

Recall that for a positive measure µ on an interval I ⊆ R the k-th moment is defined as∫
I

xkdµ(x)

– provided the integral exists. If we suppose that {mk}k>0 is a given sequence of real numbers, then the classical
moment problem consists of solving the following: Does there exist a positive measure on an interval I ⊆ R with
moments {mk}k>0? For a more detailed discussion one is referred, for example, to [2].

However, without loss of generality we can always assume that m0 = 1. Then the positive measure µ is a
probability measure concentrated on I ⊆ R. Accordingly, for the given finite moments {mk}k>0 of an absolutely
continuous probability distribution concentrated on I ⊆ R, the moment matching discretization to some order
N > 0 comes down to finding a discrete probability distribution on I with moments {mk}06k6N .

On the other side, the moments of a stochastic integral of deterministic function, as the moments of corre-
sponding random variable, depend on the choice of integrand. Keeping that in mind, in this paper we consider the
moment matching discretization of stochastic integral which has an absolutely continuous probability distribution
concetrated on some interval I ⊆ R.

2. Moment matching discretization of a stochastic integral

2.1. A stochastic integral. Setting up the problem

For a left-continuous increasing function F (t) on R, let η = η(t), t > t0, be a real-valued random process η
defined on a probability space (Ω,F ,P),

η(t0) = 0, a.s. Eη(t) = 0, E [η(t)]
2

= F (t) < +∞, t > t0,
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corresponding to a left-continuous function in the Hilbert space L2(Ω) = L2(Ω,F ,P) with orthogonal incre-
ments

∆η = η(t)− η(s)

on disjoint intervals ∆ = [s, t) , s < t, such that

E∆η = 0 and E [∆η]
2

= E [η(t)− η(s)]
2

= F (t)− F (s) = ∆F.

For an interval T ⊆ [t0,+∞) , denote by B(T ) the Borel sigma-field of T . Keeping in mind the properties
of increments of the random process η, we have that

〈η(∆1), η(∆2)〉L2(Ω) = 0 when ∆1 ∩∆2 = ∅, ∆1,∆2 ∈ B(T ) (i)

η(∆) =
n∑
k=1

η(∆k), a.s. when ∆ =
n
t
k=1

∆k ∈ B(T ), ∆i ∩∆j = ∅ for i 6= j, (ii)

and
‖η(∆)‖2L2(Ω) = ∆F < +∞ for all ∆ ∈ B(T ). (iii)

where 〈·, ·〉L2(Ω) and ‖·‖L2(Ω) are the inner product and the norm in the space L2(Ω), respectively. Then with

η(∆) = ∆η, ∆ ∈ B(T ) (1)

is defined an orthogonal stochastic measure on B(T ) which takes values in L2(Ω). In view of the equality (iii),
the measure η(∆) is characterized by the finite positive measure dF on B(T ), known as structure measure of
measure η(∆), such that

‖η(∆)‖2L2(Ω) = ∆F =

∫
∆

dF < +∞ for all ∆ ∈ B(T ).

Then, for any square integrable function f with respect to the measure dF on B(T ), one can define a stochastic
integral

ξT (f) =

∫
T

f(u)dη(u) (2)

with respect to the orthogonal stochastic measure (1) on B(T ) as a linear functional on the Hilbert space
L2(T, dF ) ([9], 212-214).

On the other side, the stochastic integrals in the form (2) generate a systemHT =
{
ξT (f), f ∈ L2(T, dF )

}
of real-valued random variables with zero mean, variance

E
[
ξT (f)

]2
= ‖f‖2L2(T,dF ) =

∫
T

f2(u)dF (u) = J T (f2)

and covariance
E
[
ξT (f)ξT (g)

]
= 〈f, g〉L2(T,dF ) =

∫
T

f(u)g(u)dF (u) = J T (fg)

f, g ∈ L2(T, dF ), where ‖·‖L2(T,dF ) and 〈·, ·〉L2(T,dF ) denote the norm and the inner product in L2(T, dF ),

respectively. The deterministic integrals J T (f2) and J T (fg), on the right-hand side of above equalities, are the
Lebesgue-Stieltjes integrals with respect to the corresponding measure dF . In particular, if f = 0 a.e. on B(T ),
thenJ T (f2) = 0 and ξT (f) is a degenerate random variable. Otherwise, J T (f2) > 0.

If we denote by Lhull(ηT ) the closed linear hull spanned by

ηT = {η(∆),∆ ∈ B(T )} ,

then the system HT is equal to Lhull(ηT ). Hence, for any f ∈ L2(T, dF ), random variable ξT (f) is defined
on the same probability space (Ω,F ,P) as the orthogonal stochastic measure (1), and ξT (f) is measurable with

94



Moment matching discretization of a stochastic integral

respect to the sigma algebraFT⊆ F generated by the system ηT . Further, since the stochastic integral (2) depends
on the choice of function f ∈ L2(T, dF ), the probability measure induced by random variable ξT (f) on the Borel
sigma-field of R will be denoted by µf .

In order to carry out a moment matching discretization of the stochastic integral (2), we will suppose that the
random variable ξT (f), f ∈ L2(T, dF ), satisfies the following assumptions:

1. The random variable ξT (f), f ∈ L2(T, dF ) has an absolutely continuous probability distribution µf
concentrated on some interval I ⊆ R.

2. The random variable ξT (f), f ∈ L2(T, dF ) possesses finite moments of all orders.
Under these conditions we consider the next problem: For the given moments of ξT (f), we should to find a

discrete probability distribution µ(n)
f on I , n > 1, i.e. the values r1, ..., rn ∈ I and the corresponding probabilities

λ1, ..., λn of a discrete random variable ζTn (f) such that

E
[
ξT (f)

]k
=

∫
I

xkdµf (x) = (r1)kλ1 + ...+ (rn)kλn = E
[
ζTn (f)

]k
, (3)

to an order N , 0 6 k 6 N.

2.2. A mean value theorem for systems of integrals and the moment matching discretization of a stochastic
integral

The next theorem, representing one generalization of Kowalewski’s theorem entitled "A mean value theorem
for a system of n integrals" (see [5]), gives us the existence of solution of the problem.

Theorem 1. For an interval I ⊆ R, let µ be a finite positive measure on the Borel sigma-field of I . Let gk,
k = 1, ..., n, n > 1, be continuous functions on I , integrable on I with respect to the measure µ. Then there exist
points r1, ..., rn in I , and non-negative numbers λ1, ..., λn, with λ1 + ...+ λn = µ(I), such that∫

I

gk(x)dµ(x) = gk(r1)λ1 + ...+ gk(rn)λn, k = 1, ..., n. (4)

Namely, if µ be a probability measure on the Borel sigma-field of I then, on the basis of Theorem 2.1, we
can prove the next statement regarding the moment matching discretization of the stochastic integral (2).

Proposition 1. For an interval T ⊆ [t0,+∞), let ξT (f), f ∈ L2(T, dF ), be the stochastic integral (2) satisfying
the assumptions 1 and 2. Then, there exists a discrete random variable ζTn (f) taking at most n > 1 values,
r1(f), ..., rn(f) ∈ I, with corresponding probabilities λ1(f), ..., λn(f), such that

E
[
ξT (f)

]k
= E

[
ζTn (f)

]k
, k = 0, 1, 2, ..., n. (5)

Proof. As ξT (f) has an absolutely continuous probability distribution µf concentrated on some interval
I ⊆ R (µf (I) = 1) with finite moments of all orders, it follows that

E
[
ξT (f)

]k
=

∫
I

xkdµf (x) < +∞, k > 1.

The functions gk(x) = xk, k > 0, are continuous on any interval of R. Therefore, according to Theorem 2.1, there
exist n > 1 points r1(f), ..., rn(f) in I , and non-negative numbers λ1(f), ..., λn(f), with λ1(f)+...+λn(f) = 1,
such that ∫

I

xkdµf (x) = (r1(f))k · λ1(f) + ...+ (rn(f))k · λn(f), k = 1, ..., n. (6)

Denote by δri(f) the unit mass located at ri(f) ∈ I, i = 1, ..., n, and by B(I) the sigma-field on I ⊆ R. As
λi(f) > 0, i = 1, ..., n, satisfies λ1(f)+...+λn(f) = 1, it follows that µ(n)

f := λ1(f)·δr1(f)+...+λn(f)·δrn(f)

defines a probability measure on B(I). In other words, there exists a discrete random variable ζTn (f) taking at
most n values r1(f), ..., rn(f) ∈ I, with corresponding probabilities λ1(f), ..., λn(f). Thus, from (6) it follows
(5).
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Further, for functions f , g ∈ L2(T, dF ) such that g 6= f a.e. on B(T ), we have that

E
[
ξT (f)

]2
= J T (f2) 6= J T (g2) = E

[
ξT (g)

]2
.

Therefore, the discrete probability measure µ(n)
f , i.e. the values r1(f), ..., rn(f) ∈ I and the corresponding

probabilities λ1(f), ..., λn(f), depend on the choice of function f ∈ L2(T, dF )�
Unfortunately, it is important to note that the discretization of integrals, given by (4) in Theorem 2.1, is not

unique ([5], 336) and because of that, for a fixed function f ∈ L2(T, dF ), the values r1(f), ..., rn(f) ∈ I and
the corresponding probabilities λ1(f), ..., λn(f) from Proposition 2.1 are also not unique.

3. Gauss-Hermite quadrature and the moment matching discretization of a stochastic integral

Theorem 2.1 actually claims that, for a given any set of continuous functions on I , and a finite measure µ
on I, there exists an n-point quadrature rule which is exact for those functions ([5], 336). However, as we have
already noted, this quadrature rule is not unique.

On the other side, an n-point Gaussian quadrature rule with respect to the system of functions

gk(x) = xk, x ∈ I ⊆ R, k = 0, ..., 2n− 1. (7)

integrates exactly all of these functions in a unique way ([6], 973). Therefore, the moment matching discretization
of stochastic integral (2), given by the equality (5), can be considered from a viewpoint of n-point Gaussian
quadrature rule.

In many practical problems, one of the most common absolutely continuous probability distribution with
finite moments of all orders is the Gaussian distribution. On the other side, a Gaussian quadrature is based on
the fact that polynomials of a certain class are orthogonal with respect to an appropriate weight function on an
interval I ⊆ R. As the classical Hermite polynomials ([7], 61) are orthogonal with respect to the weight function
e−x

2

on R, we will consider the moment matching discretization of a Gaussian random variable from a viewpoint
of the well known Gauss-Hermite quadrature rule.

Denote by B(R) the Borel sigma-field of R. The moment matching discretization of a Gaussian distribu-
tion includes integration with respect to the corresponding Gaussian measure on R. As the normalized Hermite
polynomials

hn(x) =
(−1)n√
n!

e
x2

2
dne−

x2

2

dxn
, x ∈ R, n = 0, 1, 2, ... (8)

form a complete orthonormal system in the space L2(R,B(R), P ), where P = N (0, 1) is the standard Gaussian
measure on B(R), we will deal with the polynomials (8) instead the classical ones. Namely, due to the connection
between the normalized Hermite polynomial and the classical one, we can use the Gauss-Hermite quadrature rule
to prove the next statement regarding the moment matching discretization of a Gaussian distribution.

Proposition 2. Let r1, ..., rn ∈ R be the roots of normalized Hermite polynomial hn(x) ∈ L2(R, P ) of degree
n > 1. If P̃ = N (m,σ2), m ∈ R, σ2 > 0, is an arbitrary Gaussian measure on B(R), then it holds∫

R

x̃kdP̃ (x̃) = (σr1 +m)k · λ1 + ...+ (σrn +m)k · λn, k = 0, 1, ..., 2n− 1, (9)

where λi = 1/(n [hn−1(ri)]
2
), i = 1, ..., n, and λ1 + ...+ λn = 1.

Proof. It is well known that n-point Gauss-Hermite quadrature rule integrates exactly all of functions from
system (7) on R,

+∞∫
−∞

xke−x
2

dx =
n∑
i=1

(r#
i )kλ#

i , k = 0, 1, ..., 2n− 1, (10)

where the nodes r#
1 , ..., r

#
n ∈ R are roots of the classical Hermite polynomial h#

n (x) of the n-th order and

the weights λ#
i > 0 are equal to λ#

i =
〈
h#
n−1, h

#
n−1

〉
/(n

[
h#
n−1(ui)

]2
), i = 1, ..., n ([1]: 890, [3], [8]). Thus,
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keeping in mind that standard Gaussian measure P is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure
on R and using an appropriate change in variable x =

√
2r, we get

∫
R

xkdP (x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

xke−
x2

2 dx =
1√
π

+∞∫
−∞

(√
2r
)k
e−r

2

dr =
n∑
i=1

(√
2r#
i

)k λ#
i√
π
, (11)

for k = 0, 1, ..., 2n − 1. Considering the connection between Hermite polynomial h#
n and normalized Hermite

polynomial hn, expressed with

hn(
√

2r) =
h#
n (r)√
2nn!

,

it follows that ri =
√

2r#
i , i = 1, ..., n, are roots of normalized Hermite polynomial hn of the n-th order and the

corresponding weights are

λi =
λ#
i√
π

=

〈
h#
n−1, h

#
n−1

〉
√
πn
[
h#
n−1(r∗i )

]2 =
2n−1(n− 1)!

√
π

√
πn
[
h#
n−1(r∗i )

]2 =
1

n

[
h#
n−1(r#i )√

2n−1(n−1)!

]2

=
1

n
[
hn−1(

√
2r#
i )
]2 =

1

n [hn−1(ri)]
2 > 0, i = 1, ..., n.

Replacing
√

2r∗i and λ∗i /
√
π with ri and λi in (11), respectively, we obtain∫

R

xkdP (x) = (r1)kλ1 + ...+ (rn)kλn, k = 0, 1, ..., 2n− 1. (12)

Denote by δri the unit mass located at ri, i = 1, ..., n. As the transformed Gauss-Hermite quadrature rule
(11) holds for the constant functions, we get that the weights λi > 0, i = 1, ..., n, satisfy

λ1 + ...+ λn =
λ#

1√
π

+ ...+
λ#
n√
π

= 1. (13)

Therefore, with
Pn := λ1δr1 + ...+ λnδrn , (14)

is defined a probability measure on B(R). Due to the fact that an n-point quadrature rule is exact for an arbitrary
polynomial of order N if and only if it is exact for all functions fk(x) = xk, k = 0, 1, ..., N , the equality (12)
is exact for all polynomials pk(x), x ∈ R, of order 2n− 1 or less. Thus, the Weierstrass approximation theorem
indicates that the measures Pn converge weakly to P as n↗∞.

If P̃ = N (m,σ2) an arbitrary Gaussian measure on (R,B(R)), then it is related to the measure P = N (0, 1)
through a linear transformation. Thus, introducing linear mapping L : R → R, with L(x) = σx + m, σ > 0,
x ∈ R, we obtain that for any k = 0, 1, ..., 2n− 1, it holds∫

R

x̃kdP̃ (x̃) =

∫
R

(σx+m)kdP (x).

On the other hand, the probability measure P̃ = PL−1 is induced on (R,B(R)) in a unique way by the
standard Gaussian measure P and by the linear transformation L. Thus, the probabilities measures Pn induce on
(R,B(R)) the corresponding unique probabilities measures P̃n = PnL

−1. If we denote by δσri+m the unit mass
located at σri +m, then from (14) it follows that

P̃n = PnL
−1 := λ1δr1L

−1 + ...+ λnδrnL
−1 = λ1δσr1+m + ...+ λnδσrn+m, (15)

97



T.Bajić

is a probability measure on (R,B(R)). As L is continuous mapping and Pn converge weakly to P as n ↗ ∞,
we have that P̃n = PnL

−1 converge weakly to P̃ = PL−1 as n ↗ ∞ ([4], Theorem 5.1). Therefore, for any
fixed n > 1 the equality (9) holds�

In other words, Proposition 3.1 claims that if ξ̃ ∼ N (m,σ2) is an arbitrary Gaussian random variable, then
there exists a discrete random variable ζ̃n which values r∗i = σri + m ∈ R and the corresponding probabilities
λi = 1/(n [hn−1(ri)]

2
), i = 1, ..., n, are computed by the roots r1, ..., rn ∈ R of normalized Hermite polynomial

hn(x) ∈ L2(R, P ) of degree n > 1, such that Eξ̃k = Eζ̃kn, k = 0, 1, ..., 2n − 1. Therefore, on the basis of
Proposition 3.1, one can carry out a moment matching discretization of a system of Gaussian random variables.
Notice that for different Gaussian distributions, the values of probabilities λi = 1/(n [hn−1(ri)]

2
), i = 1, ..., n,

of the corresponding discrete distributions are the same. Moreover, as the equality (9) holds for all polynomials
pk(x), x ∈ R, of order 2n − 1 or less instead the functions xk, k = 0, 1, ..., 2n − 1, the Proposition 3.1 can
be used to directly approximate the expectation of some continuous function g on R under an arbitrary Gaussian
distribution P̃ = N (m,σ2) such that

E(g(ξ̃)) =

∫
R

g(x̃)dP̃ (x̃) ≈ g(σr1 +m)λ1 + ...+ g(σrn +m)λn.

In order to discretize stochastic integral (2) by Proposition 3.1, the orthogonal stochastic measure (1) has
to be Gaussian. Then the stochastic integral (2) is a Gaussian random variable ξT (f) with Gaussian probability
distribution µf = Pσ2

f
= N (0, σ2

f ) on B(R), where

σ2
f = E

[
ξT (f)

]2
= J T (f2) (16)

depends on the choice of f ∈ L2(T, dF ). Consequently, the system HT is a Gaussian with the Gaussian distri-
butions {

Pσ2
f

= N (0, σ2
f ), f ∈ L2(T, dF )

}
(17)

and in accordance with the Proposition 3.1, we obtain the following statement.

Corollary 1. For an interval T ⊆ [t0,+∞), let HT =
{
ξT (f), f ∈ L2(T, dF )

}
be a system of stochas-

tic integrals (2) with the Gaussian distributions (17). Then, if r1, ..., rn ∈ R are the roots of normalized
Hermite polynomial hn(x) ∈ L2(R, P ) of degree n > 1, there exists a system of discrete random vari-
ables

{
ζTn (f), f ∈ L2(T, dF )

}
, where for any f ∈ L2(T, dF ), random variable ζTn (f) takes n values,

ri(f) = σf · ri ∈ R, i = 1, ..., n, with the probabilities λi = 1/(n [hn−1(ri)]
2
), i = 1, ..., n, such that

E
[
ξT (f)

]k
= E

[
ζTn (f)

]k
, k = 0, 1, 2, ..., 2n− 1, (18)

and ζTn (f) converges in distribution to the corresponding Gaussian random variable ξT (f) as n↗∞.

Proof. As for any f ∈ L2(T, dF ), the stochastic integral (2) is a Gaussian random variable ξT (f) with
Gaussian probability distribution Pσ2

f
= N (0, σ2

f ) on B(R), from the Proposition 3.1 it follows that∫
R

xkdPσ2
f
(x) = (σf · r1)kλ1 + ...+ (σf · rn)kλn, k = 0, 1, ..., 2n− 1, (19)

where r1, ..., rn ∈ R are the roots of normalized Hermite polynomial hn(x) ∈ L2(R, P ) of degree n > 1, and
λi = 1/(n [hn−1(ri)]

2
), i = 1, ..., n.

Taking into account the proof of Proposition 3.1, from (19) it follows that for any f ∈ L2(T, dF ) the equal-
ity (18) holds and the discrete random variable ζTn (f) converges in distribution to the corresponding Gaussian
random variable ξT (f) as n↗∞�

Moreover, if T = [t0,+∞) , then for any [t0, t) ⊆ T and f ∈ L2(T, dF ), on the basis of stochastic integral
(2), we can define

ξt(f) =

∫ t

t0

f(u)dη(u) =

∫
T

f(u)χ[t0,t)dη(u), χ[t0,t)(u) =

{
1, u ∈ [t0, t)
0, u /∈ [t0, t)

. (20)
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The random variable ξt(f), t > t0, is defined on the same probability space (Ω,F ,P) as orthogonal stochas-
tic measure (1) and is measurable with respect to the sigma-field Ft⊆ F generated by the system ηt =
{η(∆),∆ ∈ B([t0, t))}.

Assume that the orthogonal stochastic measure (1) is a Gaussian. Then, for a fixed function f ∈ L2(T, dF )
such that f 6= 0 a.e. on B(T ), the stochastic integral (20), as random variable ξt(f), has a Gaussian probability
distribution Pσ2

t
= N (0, σ2

t ) on the Borel sigma-field of R, where

σ2
t = E

[
ξt(f)

]2
=

∫ t

t0

f2(u)dF (u) = J t(f2) (21)

depends on t > t0. Having in mind that η(t0) = 0 a.s., it follows that ξt0(f) = 0 a.s.. Moreover, the obtained
system {ξt(f), t ∈ T} of the stochastic integrals (20), is actually a centered Gaussian random process defined
on (Ω, {Ft, t ∈ T} ,P). In this case, on the basis of Proposition 3.1 again, we get the next statement.

Corollary 2. For a fixed function f ∈ L2(T, dF ), where T = [t0,+∞) and f 6= 0 a.e. on B(T ), let
{ξt(f), t ∈ T} be a centered Gaussian random process, such that ξt0(f) = 0 a.s. and for any fixed t > t0,
ξt(f) is the stochastic integral defined with (20). If r1, ..., rn ∈ R are the roots of normalized Hermite polyno-
mial hn(x) ∈ L2(R, P ) of degree n > 1, then there exists a system of discrete random variables {ζtn(f), t ∈ T}
where ζt0n (f) = 0 a.s. and for any fixed t > t0, random variable ζtn(f) takes n values ri(t) = σt · ri ∈ R,
i = 1, ..., n, with the probabilities λi = 1/(n [hn−1(ri)]

2
), i = 1, ..., n, such that

E
[
ξt(f)

]k
= E

[
ζtn(f)

]k
, k = 0, 1, 2, ..., 2n− 1.

For any t > t0, the values σt > 0 are determined with (21) and ζtn(f) converges in distribution to the Gaussian
random variable ξt(f) as n↗∞.

As opposed to Corollary 3.1, where for a fixed interval T, the obtained discrete random variables are indexed
with the functions f ∈ L2(T, dF ), in Corollary 3.2, for a fixed function f ∈ L2(T, dF ), the obtained discrete
random variables are indexed with the parameter t ∈ T such that [t0, t) ⊆ T. However, in both cases, for the
given roots of normalized Hermite polynomial hn(x) ∈ L2(R, P ) of some degree n > 1, and for the known
values (16), i.e. (21), one can carry out a moment matching discretization of the system of stochastic integrals
(2), i.e. (20), respectively.
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O razvoju geometrijskog mišljenja u nastavi matematike prema van Hiele-ovoj teoriji
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Apstrakt. Iako su geometrijska znanja privilegirano sredstvo za razvoj matematičkog mišljenja, a uz to su i društveno
korisna, u nastavnoj praksi geometrija odmiče prema marginama: mnogi učenici je ne vole učiti, a ima i nastavnika koji je ne
vole poučavati.

Baveći se tom problematikom, brojna istraživanja o učenju i poučavanju geometrije zadnjih desetljeća otkrivaju zašto
mnogi učenici imaju teškoće pri učenju geometrijskih sadržaja te daju smjernice koje bi mogle pomoći u savladavanju tih
teškoća. Jedna od istaknutih teorija, koja se time bavi, van Hiele-ova teorija, postavljena je krajem pedesetih godina prošlog
stoljeća i stalno se razvija kroz razne vrste novih istraživanja.

U radu će biti prikazane glavne ideje van Hiele-ove teorije s primjenom na učenje geometrije: model razvoja procesa
mišljenja kroz pet razina, osnovne karakteristike tog modela te preporučena strategija poučavanja za uspješno napredovanje
prema opisanom modelu.

Osim opisa same teorije, biti će prikazani rezultati jednog eksperimentalnog istraživanja utemeljenog na van Hiele-ovoj
teoriji koji potvrd̄uju opisano.

Ključne reči: geometrija; razvoj geometrijskog mišljenja; strategija poučavanja; van Hiele-ova teorija

1. Uvod

Geometrijsko mišljenje je apsolutno nužno potrebno u svakoj grani matematike. Gledajući s povijesnog
aspekta, upravo je geometrija zaslužna za izgradnju aksiomatskih sustava, a zahvaljujući geometrijskom pogledu
na stvari osiguran je točan i ispravan uvid u mnoga istraživanja, npr. razvoj kompleksne analize (vidjeti [5], str.
389).

Osim toga, geometrijsko mišljenje je od vitalne važnosti za svakoga od nas. U svakodnevnom životu raz-
mještamo namještaj po kući kako bi prostor bio optimalno iskorišten, sami sastavljamo namještaj kupljen u
dijelovima, snalazimo se u nepoznatim gradovima čitajući lokacije s raznih vrsta mapa, koristimo se GPS-om na
putovanjima kroz nepoznate dijelove zemlje, itd. Sve to ostvarujemo, s većom ili manjom uspješnošću, zahvalju-
jući geometrijskim znanjima i služeći se geometrijskim mišljenjem koje smo na temelju tih znanja razvili.

Smatra se da djeca, kada krenu u školu već imaju potreban potencijal da razmišljaju geometrijski i da svijet
oko sebe doživljavaju i vide matematički. No, kako bi kroz obrazovanje svoj potencijal učenici uspješno razvijali,
treba im osigurati odgovarajuću potporu (vidjeti [9])

Ako zaista želimo osnažiti naše učenike za život poslije škole, trebamo ih pripremiti da koriste, razumiju,
kontroliraju i mijenjaju nešto što možda još i ne postoji. To je moguće ako im osiguramo da istinski razviju
matematički način mišljenja, čiji je važan sastavni dio i geometrijsko mišljenje. Geometrijska znanja koja se
uče kroz nastavu matematike su važna, ali još važniji su procesi mišljenja, način gledanja na stvari, navike uma
(vidjeti [5], str. 401).

No, još prije 2000 godina Euklid je svojom rečenicom „Nema kraljevskih putova u geometriji” dao naslutiti
da učenje i poučavanje geometrije nije nimalo jednostavan posao pa time ni razvoj geometrijskog mišljenja. Iako
do danas još nitko nije pronašao magični štapić koji bi promijenio istinitost Euklidove tvrdnje, ipak su brojna
istraživanja u matematičkom obrazovanju, koja su intenzivirana zadnjih 60-tak godina, otkrila moguće uzroke
teškoća i dala smjernice kojima bi se premostile neke od njih.

Osim teškoća uzrokovanih samom prirodom stvari, iz raznih razloga (preopširan plan i program rada, mala
satnica, brojnost učenika po razredima itd.), nastavnici se često stavljaju u poziciju da se u nastavi geometrije
više bave sadržajima nego procesima, a učenici u takvim okolnostima geometrijske sadržaje (definicije pojmova
i njihova svojstva, formule . . . ) najčešće uče na pamet, dok njihovu primjenu i algoritme rješavanja savladavaju
mehanički bez razumijevanja.
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2. O nastanku i razvoju teorije van Hiele

Suočavajući se s raznim teškoćama pri učenju i poučavanju matematike učenika srednjoškolske dobi, nizo-
zemski nastavnici Dina van Hiele-Geldof i Pierre Marie van Hiele, njezin suprug, došli su do značajnih otkrića
zašto učenici imaju teškoće i kako bi ih trebalo poučavati da te teškoće savladaju.

Svoja zapažanja opisali su u doktorskom radu koji je objavljen 1957. godine na nizozemskom jeziku. Najva-
žniji doprinosi tog rada su u postavljanju teorije o razvoju procesa mišljenja kroz hijerarhijsku strukturu te faze
učenja koje osiguravaju napredovanje po toj strukturi. Kako je Dina uskoro nakon objave doktorskog rada umrla,
Pierre (umro je 2010. godine, u svojoj 100. godini života) je teoriju sam dodatno pojasnio i unaprijedio. Njima u
čast, teorija se naziva van Hiele-ova teorija (vidjeti [3]).

Ubrzo nakon izlaska njihova rada, 1960-tih godina, Sovjetski savez je nakon opširnog istraživanja uteme-
ljenog na van Hiele-ovoj teoriji, dao preraditi aktualni kurikulum geometrije. Širenje utjecaja na druge dijelove
svijeta odvijalo se sporo vrlo vjerojatno zbog toga što je rad pisan na nizozemskom jeziku te je bio dostupan samo
manjem broju svjetske populacije. Nakon Sovjetskog saveza, o van Hiele-ovoj teoriji se najprije počelo pisati u
Sjevernoj Americi početkom 1970-tih godina, a veći interes se pojavio tek 1980-tih godina, kada se rad preveo na
engleski jezik, pod nazivom Structure and insight, iako je i tada broj tiskanih primjeraka bio nedovoljan pa time
i nemogućnost dolaska do izvornog dijela (vidjeti [6], [11]).

Nažalost, bilo je i onih koji su privilegij dostupnosti djelu (na nizozemskom ili engleskom jeziku) pomalo
i zloupotrebljavali te su svjesno, ili zbog nerazumijevanja, iskrivljavali originalnu misao van Hiele-a, a neki su,
negirajući dovršenost djela, stvarali svoj materijal kao novi doprinos (vidjeti [2], [3]).

Van Hiele procese mišljenja razmatra općenito, a geometriju uzima kao primjer na kojem testira svoju teoriju,
vjerojatno zato što je geometrija vrlo prikladna za isticanje ključnih karakteristika pojedinih razina mišljenja kao
i za odabir primjera kroz faze poučavanja. Kako mnogima nije bilo dostupno originalno djelo, s obzirom na to da
je pisano na nizozemskom jeziku, a prijevodi nisu u potpunosti vjerni originalu, s vremenom se njegova teorija,
koja je općeg karaktera i primijenjiva na različita područja, počela tumačiti kao teorija o razvoju geometrijskog
mišljenja (vidjeti [2], [3]). Iz tih razloga većina istraživanja koja se temelje na van Hiele-ovoj teoriji primjere
pronalaze upravo u geometriji, ali ima i oni koji teoriju van Hiele-a primjenjuju na druga područja matematike
(vidjeti [6]).

Unatoč svim teškoćama i okolnostima, od tada do danas teorija je prolazila svoj razvojni put. Brojna obra-
zovna istraživanja s različitim uzrastom učenika potvrdila su njezinu valjanost, a kritički osvrti na samu teoriju
doveli su do dodatnih pojašnjenja i suptilnih shvaćanja, kako same strukture tako i razvoja procesa mišljenja kroz
opisanu strukturu (vidjeti [1], [3], [4], [11], [12]).

Mnogi predmetni kurikulumi i prateći udžbenici diljem svijeta nastoje poštivati preporuke opisane van Hiele-
ovom teorijom, posebno dio vezan za geometriju. Neki istraživači u obrazovanju razvijaju različite vrste instru-
menata u dijagnostičke svrhe (vidjeti [6], [12]), dok drugi pak razvijaju različite vrste primjera u svrhu planiranja
odgovarajuće strategije poučavanja (vidjeti [1], [4], [6], [11]).

S obzirom da je van Hiele bio srednjoškolski nastavnik kojem se, ni nakon što je doktorirao, nije pružila
mogućnost zapošljavanja na visokoškolskoj ustanovi, njegov interes je prvenstveno bio usmjeren na prve četiri
razine mišljenja te je i većina istraživača manje pozornosti usmjeravala petoj razini (neki su proučavali samo prve
tri), posebno što se većina istraživanja provodila u osnovnoškolskom i srednjoškolskom obrazovanju (vidjeti [4]).

3. Van Hiele model

Van Hiele-ova teorija hijerarhijski strukturira karakteristike procesa mišljenja kroz pet razina, a svaku ra-
zinu naziva prema ključnoj karakteristici: prepoznavanje, analiza, neformalna dedukcija, formalna dedukcija i
strogost (slika 1).Tako na primjer, oni koji uče euklidsku geometriju da bi postigli odgovarajuću zrelost geome-
trijskog mišljenja, proces učenja bi trebali započeti prepoznavanjem odred̄enih objekata, zatim uočavati svojstava
promatranih objekata i stvarati veze med̄u njima pa tek onda napredovati do izvod̄enja formalnih dokaza, a kao
vrhunac učenja trebali bi postići razumijevanje i drugih, neeuklidskih geometrija (vidjeti [4], [10]).

Svakoj razini odgovara točno odred̄eni proces mišljenja i jezik komuniciranja. Na svakoj razini učenici istra-
žuju odgovarajuće objekte i pri tome razvijaju jezik primjeren toj razini. Kao rezultat istraživanja i odgovarajućih
procesa mišljenja nastaje proizvod koji postaje predmetom proučavanja na sljedećoj razini.

Van Hiele je same razine u početku označavao brojevima od 0 do 4, ali se pokazalo praktičnije korištenje
brojeva od 1 do 5 jer označavanjem od 0 do 4 može doći do nesporazuma kad se priča npr. o razini broj 2, koja je
u tom slučaju zapravo treća razina mišljenja. Iz tog razloga se u ovom radu koristi numeracija od 1 do 5.
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Slika 1. Van Hiele model mišljenja

S obzirom da je tema ovog rada razvoj geometrijskog mišljenja, primjeri koji se navode uzimaju se iz geome-
trije, posebno što se na kraju želi dati kratki osvrt na jedno eksperimentalno istraživanje koje potvrd̄uje izneseno.

3.1. Razina prepoznavanja (eng. Recognition)

Na prvoj razini, učenici vizualno prepoznaju geometrijske objekte prema globalnom izgledu, ne identifici-
rajući eksplicitno njihova svojstva, a prostor doživljavaju kao nešto čime su okruženi. Na isti način usvajaju i
rječnik geometrijskih pojmova: imena likova uče na temelju njihovog oblika, a ne na temelju njihovih svojstava.

Neki istraživači ovu razinu nazivaju i razinom vizualizacije upravo zbog vizualnog prepoznavanja geome-
trijskih oblika, ali to nije u potpunosti korektno jer se time pojam vizualizacije sužava samo na prepoznavanje,
dok je vizualizacija puno širi pojam.

Osoba koja funkcionira na ovoj razini može prepoznati kvadrat prema obliku u bilo kojem položaju (slika 2),
a onaj tko nije savladao ovu razinu, kvadrat će prepoznati samo u standardnom položaju (slika 2, dio (a)), ali ne
i u nekom drugom položaju (slika 2, dio (b)). U ovoj fazi, učenici mogu crtati odgovarajuće likove (na papiru, u
mreži, na geoploči . . . ) prema nekom uzorku.

Slika 2. Kvadrati

Nakon procesa prepoznavanja, učenici postupno objekte počinju razvrstavati u grupe, ali opet samo prema
njihovom izgledu. Tako na primjer, kvadrat i pravokutnik ili pravokutnik i romb neće staviti u istu grupu jer ne
izgledaju jednako.

Dakle, na prvoj razini, objekti mišljenja su geometrijski oblici (likovi, tijela) u cjelini i njihov izgled, a
proizvod mišljenja su grupe (klase) oblika koje izgledaju slično.

3.2. Razina analize (eng. Analysis)

Nakon prepoznavanja i grupiranja objekata, učenici postupno počinju uočavati i analizirati njihova svojstva
(pojedinačno ili grupe), ali ih med̄usobno ne povezuju niti unutar istog objekta niti med̄u objektima. Postupno
savladavaju i terminologiju za opisivanje uočenih svojstava.

Tako uočavaju da jednakokračni trokut ima dvije stranice jednakih duljina i dva kuta jednakih veličina, ali
još uvijek ne stvaraju vezu da se nasuprot jednakih stranica nalaze jednaki kutovi. Isto tako će uočiti da kvadrat
ima sve četiri stranice jednake duljine i sva četiri kuta prava te da pravokutnik ima nasuprotne stranice jednakih
duljine i sva četiri kuta prava, ali još uvijek ne povezuju da je kvadrat ujedno i pravokutnik jer ispunjava sva
svojstva koja vrijede za pravokutnik.

Osoba koja funkcionira na ovoj razini, objekte razvrstava u grupe na temelju njihovih svojstava (najčešće
samo jednog) te postupno stvara svoje definicije promatranih objekata opisivanjem uočenih svojstava, ne razliku-
jući još uvijek značenje nužnih i dovoljnih svojstava (vidjeti [6]).
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Nakon dovoljno eksperimentalnog iskustva učenici mogu izvoditi i generalizacije, ali samo unutar odred̄ene
grupe objekata. Na primjer, ako bi učenicima dali mrežu paralelograma, oni bi nakon isticanja vršnih kutova (koji
su jednake veličine) mogli uspješno utvrditi da su i nasuprotni kutovi paralelograma jednake veličine. No to se
još uvijek odnosi na tu grupu koju promatraju, a ne općenito za sve paralelograme (Slika 3). Više o ovoj vrsti
aktivnosti može se pročitati u [6].

Slika 3. Mreža paralelograma

Na drugoj razini, objekti mišljenja su grupe (klase) oblika koje izgledaju slično, a proizvod mišljenja su
svojstva oblika, odred̄ene grupe ili pojedinačnih.

3.3. Razina neformalne dedukcije (eng. Order)

Na trećoj razini, učenici uspostavljaju logičke odnose izmed̄u svojstava jednog odred̄enog objekta te izmed̄u
svojstva različitih objekata. Na temelju toga su u mogućnosti stvarati hijerarhijsku klasifikaciju objekata.

Na primjer, osobe koje funkcioniraju na ovoj razini u stanju su zaključiti da su zbog paralelnosti nasuprot-
nih stranica paralelograma i nasuprotni kutovi jednake veličine (povezivanje svojstava jednog objekta). Mogu
razumjeti i da je svaki kvadrat pravokutnik jer ispunjava sva svojstva pravokutnika (povezivanje svojstava med̄u
objektima), ali i da svaki pravokutnik nije kvadrat (slika 4).

Slika 4. Kvadrat i pravokutnik

Na ovoj razini učenici počinju razmišljati što je nužno, a što dovoljno da se neki objekt opiše, prihvaćaju
različite vrste definicija istog pojma te su u mogućnosti prepoznati nepotpune definicije i oblikovati ih u korektne.
Prema van Hiele-u, izravno poučavanje formalnih definicija prije treće razine, a da nisu izvedene kao rezultat
nekih prethodnih aktivnosti, unaprijed je osud̄eno na neuspjeh. Učenike bi trebalo uključiti u proces definiranja i
dopustiti im da stvaraju vlastite definicije na svakoj razini (vidjeti [6]).

Učenici su u mogućnosti pratiti proces dokazivanja, ali još uvijek nisu dovoljno samostalni da bi sami gradili
svoj dokaz. Služe se logičkim oblikom izražavanja „ako je . . . onda je . . . ” pri izricanju odred̄enih pravila, tvrdnji
i sl., ali još uvijek nisu na dovoljno operativnoj razini. Uočavaju postojanje sustava definicija, aksioma, teorema
i dokaza, ali još uvijek ne mogu u potpunosti razumjeti njihovu ulogu i funkcionalnost.

Na trećoj razini, objekti mišljenja su svojstva promatranih objekata, pojedinačnih ili odred̄ene grupe (klase),
a proizvod mišljenja su odnosi izmed̄u svojstava jednog objekta ili med̄u objektima.

3.4. Razina formalne dedukcije (eng. Formal deduction)

Kada je proces mišljenja učenika dosegao ovu razinu zrelosti, onda su oni u mogućnosti shvatiti značenje i
ulogu definicije, aksioma (postulata), teorema i dokaza unutar deduktivnog aksiomatskog sustava kao cjeline.

Shvaćaju značenje nužnog i dovoljnog uvjeta te su u mogućnosti izvesti obrat postavljene tvrdnje. Na ovoj
razini mišljenja, učenici su u mogućnosti samostalno izvoditi dokaze odred̄enih tvrdnji i to na više različitih
načina. Još uvijek nisu u mogućnosti operativno provoditi indirektan dokaz i dokaz po kontrapoziciji.
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Na primjer, da bi dokazali da je neki četverokut kvadrat znaju da treba dokazati da su sve četiri stranice
jednake duljine, ali i da su sva četiri kuta prava. Za četverokut upisan u kvadrat (slika 5) bili bi u mogućnosti do-
kazati da je kvadrat služeći se različitim teoremima (o sukladnosti trokuta, o srednjici trokuta, koristeći Pitagorin
poučak itd.).

Slika 5. Četverokut upisan u kvadrat

Na četvrtoj razini, objekti mišljenja su odnosi izmed̄u svojstava jednog objekta ili med̄u objektima, a proizvod
mišljenja je deduktivni aksiomatski sustav.

3.5. Razina strogosti (eng. Rigor)

Na ovoj razini mišljenja učenici mogu proučavati različite aksiomatske sustave i med̄usobno ih uspored̄ivati.
Učenici koji funkcioniraju na ovoj razini u stanju su shvatiti da postoje i drugi geometrijski sustavi osim

euklidskog, mogu vidjeti sličnosti i razlike tih sustava i med̄usobno ih uspored̄ivati. Na primjer, iako vizualni
prikaz paralelnih pravaca u euklidskoj i neeuklidskoj ravnini (slika 6) može izgledati kao da se radi o različitim
stvarima, na ovoj razini učenici taj pojam mogu tumačiti s razumijevanjem u različitim geometrijskim sustavima
te izvoditi odgovarajuće jednadžbe i odnose.

Slika 6. Paralelni pravci u euklidskoj i neeuklidskoj ravnini

Tek na ovoj razini učenici mogu razumjeti značenje konzistentnosti, nezavisnosti i potpunosti odred̄enog
aksiomatskog sustava.

Na petoj razini, objekti mišljenja su deduktivni aksiomatski sustavi, a proizvod mišljenja su odnosi (izomor-
fizam) izmed̄u različitih sustava.

Osim prikazivanja samog modela procesa mišljenja kroz pet razina, van Hiele je istaknuo i neke njegove
opće karakteristike. Te karakteristike su posebno važne nastavnicima jer im mogu poslužiti kao neka vrsta vodiča
u fazi pripremanja materijala za nastavu.

4. Osnovne karakteristike van Hiele modela

Prije svega, opisani model razvoja mišljenja je hijerarhijski niz razina redoslijednog karaktera. To znači da
svaki pojedinac razine mišljenja mora savladavati navedenim redom kako bi napredovao do odred̄ene zrelosti
mišljenja. Da bi netko uspješno funkcionirao na odred̄enoj razini, osnovni preduvjet je steći znanja, vještine i
jezik prethodnih razina.

Na primjer, učenici nisu u mogućnosti samostalno izvoditi dokaze teorema, ako prethodno nisu savladali prve
tri razine. Prema van Hiele-u, potrebno je gotovo dvije godine kontinuiranog poučavanja kako bi učenici iskusili
vrijednost dedukcije, a zatim još dodatnog poučavanja kako bi shvatili značenje njezinog koncepta (vidjeti [11],
str 213).
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Drugo, napredovanje iz jedne razine u drugu ili izostanak napredovanja ne ovisi o starosnoj dobi niti sazri-
jevanju već više o načinu učenja, obrazovnom iskustvu, razumijevanju (vidjeti [10], [12]). Naime, neke nastavne
metode omogućavaju učenicima da preskoče razinu, neke ubrzavaju napredak dok neke usporavaju ili čak spre-
čavaju kretanje izmed̄u razina (vidjeti [4], str. 4).

Van Hiele je posebno naglašavao trijadu: nastavnik - učenik - tema, tj. važnost prilagod̄avanja sadržaja i
načina poučavanja učenicima jer u suprotnom učenici ne samo da neće napredovati, već mogu čak i nazadovati
(vidjeti [3], [13]).

Treće, proizvod mišljenja tekuće razine postaje predmet proučavanja sljedeće razine (Slika 7).

Slika 7. Prikaz razina prema objektima mišljenja

Dakle, učenici najprije prepoznaju odred̄ene oblike te ih na temelju globalnog izgleda razvrstavaju u grupe.
Zatim formirane grupe analiziraju i uočavaju njihova svojstva, a tek onda stvaraju veze med̄u tim svojstvima.
Opisana svojstva strukturiraju u dobro ured̄en sustav, a zatim taj sustav uspored̄uju sa sličnim sustavima.

Četvrto, svaka razina ima svoj način izražavanja (jezično i simbolički). Tako na primjer, na razini 2 dopušteno
je razlikovati kvadrate i pravokutnike, ali na razini 3 za kvadrat se može koristiti i naziv pravokutnik, romb ili
paralelogram.

Peto, ako se učenici nalaze na jednoj razini, a nastava se provodi na drugoj, višoj razini, željeno učenje
i napredak se neće pojaviti. Naime, ako se nastavnik služi jezikom (govornim ili simboličkim), primjerima i
sadržajem koji nadilazi razinu mišljenja njegovih učenika, učenici neće moći pratiti takav proces poučavanja.

Ni učenici koji se nalaze na različitim razinama razmišljanja ne mogu se razumjeti jer se koriste različitim
jezikom i različitim načinima rješavanja problema te različito tumače iste riječi ili situacije (vidjeti [12], str. 4).
Isto tako, kada nastavnik poučava sadržaje i služi se jezikom koji nije prilagod̄en razini mišljenja učenika, prema
van Hiele-u, njegovi učenici ga ne mogu razumjeti niti uspješno pratiti takvu nastavu što dovodi do frustracija
i obeshrabrenja (vidjeti [4]). Stoga je jako važno da nastavnici najprije ispitaju razinu mišljenja svojih učenika
te na koji način interpretiraju odred̄ene sadržaje kako bi učinkovito s njima mogli komunicirati. U suprotnom,
ako učenici ne mogu pratiti sadržaje koji se poučavaju, onda pribjegavaju učenju napamet, a takve sadržaje brzo
zaboravljaju i nisu ih u stanju primijeniti (vidjeti [10]).

Na primjer, svaki nastavnik je vjerojatno u svojoj praksi doživio da učenik, nakon izračunavanja površine
pravokutnika po formuli P = ab (gdje su a i b duljine stranica pravokutnika), za računanje površine trokuta
koristi formulu P = abc (gdje su a, b i c duljine stranica trokuta). To je pokazatelj da je formula naučena
napamet, bez razumijevanja. Ako učenici nisu iskustveno doživjeli kako su odred̄ene formule izvedene, već su ih
dobili kao gotovi alat koji trebaju primijeniti, oni će te formule naučiti napamet, često će u njihovim primjenama
griješiti, a vjerojatno će ih i zaboraviti.

Od trenutka prijevoda originalnog rada na engleski jezik, sve do danas provode se brojna istraživanja teme-
ljena na van Hiele-ovom modelu i to sa različitim uzrastima. Neka od njih potvrd̄uju navedene karakteristike, a
neka ih dodatno pojašnjavaju i nadopunjuju.

Tako neka istraživanja potvrd̄uju da se razine moraju savladavati od prve pa na dalje bez preskakanja (osim
iznimno talentiranih učenika) te da svaka razina ima svoj specifičan jezik i posebnu interpretaciju istih sadržaja,

105



O razvoju geometrijskog mišljenja u nastavi matematike prema van Hiele-ovoj teoriji

ali razine nisu diskretne, kako ih je razmatrao van Hiele na samom početku, već je moguće biti na prijelazu
izmed̄u razina (vidjeti [8], [12]). Osim toga, ako se nekim sadržajima netko bavi više i detaljnije nego drugima,
onda razine mišljenja iste osobe za te sadržaje mogu biti različite (vidjeti [1], [8]).

Osim procesom mišljenja učenika, koji je prikazao kroz petodijelni hijerarhijski model, van Hiele se bavio i
strategijom učenja koja bi osigurala učenicima napredak prema opisanom modelu, posebno naglašavajući važnost
prilagod̄avanja sadržaja i strategije poučavanja. Zato bi nastavne metode, strategija nastave, sadržaji i nastavni
materijali trebali stalno biti u fokusu razmatranja svakog nastavnika (vidjeti [4], str. 5).

5. Faze učenja

Za uspješno napredovanje kroz navedene razine razmišljanja, van Hiele-ova teorija preporučuje proces učenja
u pet faza: faza informiranja, usmjerenog vod̄enja, objašnjavanja, aktivnosti otvorenog tipa, faza povezivanja
(vidjeti [13]). Osim opisivanja pojedine faze procesa učenja, u ovom radu se daje i odgovarajući primjer aktivnosti
radi ilustracije opisanog.

Faza pitanja i informiranja (eng. Inquiry/Information)
Postavljanjem ciljano odabranih pitanja, nastavnik učenike uvodi u raspravu i aktivnosti o odred̄enoj temi.

Time se postiže dvostruki cilj: kroz uvodnu raspravu, nastavnik otkriva što učenici znaju o odred̄enoj temi i
istodobno ih usmjerava na temu koja će se obrad̄ivati.

Primjer aktivnosti: Učenike uvodimo u raspravu postavljanjem pitanja: Što je to kvadrat? Pravokutnik? Pa-
ralelogram? Romb? Po čemu su slični? Po čemu se razlikuju? Što mislite, bi li kvadrat mogao biti romb? Može
li romb biti kvadrat? Itd. Nastavnik može imati pripremljene i modele ili slike odgovarajućih likova.

Faza usmjerenog vod̄enja (eng. Directed orientation)
U fazi usmjerenog vod̄enja učenici samostalno istražuju svojstva pojmova prema pažljivo strukturiranim

zadacima: sami crtaju, mjere, izračunavaju, povezuju itd. kako bi otkrili ili razjasnili odred̄ene odnose koji im do
tada nisu bili poznati ili su im bili nejasni. Preporuka je da zadaci budu kratki s ciljem dobivanja točno odred̄enog
odgovora. Pri izradi programiranog materijala potrebno je voditi računa o razinama mišljenja koje su učenici do
tada savladali.

Primjer aktivnosti: Nastavnik može zadati učenicima da u mreži ili na geoploči nacrtaju/prikažu pravokutnik
sa susjednim stranicama jednake duljine, romb s jednakim dijagonalama, paralelogram s dva prava kuta itd.
Drugim riječima, zadatke bi trebalo osmisliti tako da učenike vode prema potrebnim zaključcima, ali do kojih
trebaju samostalno doći.

Faza objašnjavanja (eng. Explicitation)
Nakon što su proveli zadane aktivnosti i izvršili postavljene zadatke, učenici svojim riječima opisuju ono

što su radili te med̄usobno razmjenjuju i objašnjavaju zaključke do kojih su došli. Važno je da učenici najprije
sami iznesu svoje zaključke bez utjecaja nastavnika. Nastavnik bi trebao pozorno pratiti izražavanje učenika te ih
usmjeravati na korištenje točnog i primjerenog načina izražavanja.

Primjer aktivnosti: Ako su uspješno riješili postavljene zadatke, do izražaja bi trebali doći odnosi med̄u liko-
vima: pravokutnik kojemu su susjedne stranice jednake duljine je zapravo kvadrat, romb s jednakim dijagonalama
je takod̄er kvadrat, paralelogram s dva prava kuta je pravokutnik itd. Neki od učenika će možda već u ovoj fazi
doći do zaključka da je svaki kvadrat ujedno i romb, ali da svaki romb ne mora biti kvadrat.

Faza aktivnosti otvorenog tipa (eng. Free orientation)
Nakon što su izveli odgovarajuće zaključke, učenici ih primjenjuju na rješavanje složenijih zadataka. U ovoj

fazi su dobrodošli zadaci s više ključnih koraka, zadaci koji se mogu riješiti na više različitih načina, posebno
zadaci otvorenog tipa. Cilj je da sami rješavaju zadatke na način koji je njima najprimjereniji, a za vrijeme dok
su oni okupirani istraživanjem/rješavanjem, nastavnik ih može dodatno upoznati promatrajući njihove procese
rješavanja postavljenih zadataka.

Primjer aktivnosti: Što možete reći o sjecištu dijagonala pravokutnika, kvadrata, romba, paralelograma? Us-
poredite kutove nastale presijecanjem dijagonala. Objasnite zašto se površina romba i kvadrata može odrediti kao
polovica umnoška duljina dijagonala. Itd.

Faza povezivanja (eng. Integration)
Nakon provedenih aktivnosti izuzetno je važno da učenici razmotre i opišu čime su se bavili i do kojih

zaključaka su došli. Potrebno je objediniti ono što su istražili i naučili te strukturirati jednu funkcionalnu mrežu
objekata i relacija (vidjeti [4], [10], [12] ). Nastavnik ih u ovoj aktivnosti vodi i usmjerava radi sveobuhvatnosti,
preciznosti i točnosti onoga što objedinjuju i strukturiraju.
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Primjer aktivnosti: Nastavnik usmjerava učenike prema klasifikaciji likova koji su razmatrani, u ovom slučaju
prema klasifikaciji paralelograma. Strukturiranje se može vršiti na različite načine, a posebno je koristan vizualni
prikaz, na kojem će se istaknuti odgovarajuće veze (slika 8).

Slika 8. Klasifikacija paralelograma

Kada rade na ovaj način, učenici nemaju osjećaj da su učili nešto novo, a ipak su razvijali nove procese
mišljenja koji će zamijeniti one stare, čime će zapravo doseći i novu razinu mišljenja prema van Hiele-u (vidjeti
[4], [13]).

6. Rezultati jednog eksperimentalnog istraživanja

Eksperimentalno istraživanje je obuhvatilo sve studente učiteljskog studija u Splitu i Zadru koji su u ljetnom
semestru 2014/2015. godine pohad̄ali nastavu geometrije. Ukupno je sudjelovalo 90 studenata (52 studenata iz
Splita činili su eksperimentalnu grupu, a 38 studenata iz Zadra kontrolnu grupu). Starosna dob studenata u Splitu
je izmed̄u 20 i 23 godine (srednja vrijednost je 21.8), a u Zadru izmed̄u 19 i 23 godine (srednja vrijednost
je 19.4). Dobna razlika izmed̄u eksperimentalne i kontrolne grupe je bila neizbježna jer se u Splitu nastava
geometrije održava u 6. semestru, a u Zadru u 2. semestru preddiplomskog studija. Istraživanjem je testirana
odred̄ena strategija poučavanja pri učenju euklidske geometrije kroz 13 tjedana. Jedan od instrumenata, koji se
proveo na početku i na kraju semestra, bio je van Hiele-ov test učenja geometrije (dalje u tekstu VH test). VH
test je preuzet, uz dopuštenje, iz rada Usiskin Zalman, Van Hiele Levels and Achievemnt in Secondary School
Geometry, CDASSG Project, 1982. by The University of Chicago. VH test se sastoji od 25 pitanja objektivnog
tipa s jednim točnim odgovorom, (prvih 5 pitanja za prvu razinu mišljenja, sljedećih 5 pitanja za drugu razinu itd.
do zadnjih 5 koji se odnose na petu razinu). Test je baždaren na 35 minuta. U ovom radu prikazuje se samo mali
dio istraživanja koji se odnosi na temu rada.

Prije početka učenja geometrije studenti su testirani VH testom radi ispitivanja postignutih razina mišljenja
do tada, kako bi se u skladu s dobivenim rezultatima prilagodilo poučavanje planiranih geometrijskih sadržaja u
eksperimentalnoj grupi. Usporednom analizom pokazano je da nema statistički značajnih razlika med̄u grupama
na početku semestra, što znači da se mogu razmatrati kao homogena cjeline.

Na slici 9. prikazana je raspodjela studenata po opisanim razinama mišljenja, pri čemu stupac No fit predsta-
vlja one studente koji nisu raspored̄eni ni na jednu razinu, što znači da se nalaze na prijelazu izmed̄u odred̄enih
razina (vidjeti [12]). Stupac 0 predstavlja one studente koji nisu dosegli niti prvu razinu.

Sa slike 9 se može vidjeti da se dvije trećine studenata nalazi na prve dvije razine, petina studenata na trećoj
razini, dok ih je na četvrtoj i petoj zanemarivo malo (po 1 student).

S obzirom da se euklidska geometrija na fakultetskoj razini poučava strogim aksiomatskim pristupom, za ove
studente to bi značilo poučavanje bez uspjeha. Stoga su nastavne metode, strategija poučavanja i nastavni sadržaji
u eksperimentalnoj grupi prilagod̄eni razini mogućnosti njihovog praćenja. Poučavanje u kontrolnoj grupi se nije
prilagod̄avalo.

Nakon 13 tjedana poučavanja (planimetrija i stereometrija, bez trigonometrije), studenti su ponovno testirani
istim testom s ciljem odred̄ivanja je li i u kojoj mjeri je provedeno poučavanje i učenje dovelo do napretka u
svakoj od skupina. Rezultati su dani na slici 10.
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Slika 9. Raspodjela studenata prema van Hiele modelu, po grupama na početku

Slika 10. Raspodjela studenata prema van Hiele modelu, po grupama na kraju

Usporednom analizom utvrd̄ena je statistički značajna razlika rezultata eksperimentalne grupe u odnosu na
kontrolnu grupu čime je potvrd̄eno da ciljano odabrana strategija poučavanja utječe na razvoj geometrijskog
mišljenja prema van Hiele-ovom modelu.

Slika 11. Raspodjela studenata eksperimentalne grupe, na početku i kraju

Uspored̄ujući samo rezultate eksperimentalne grupe (slika 11) vidljivo je da je većina studenata nakon se-
mestra učenja geometrije napredovala na višu razinu geometrijskog mišljenja te da se skoro polovica njih sada
nalazi na trećoj razini. Uvidom u detaljniji prikaz podataka može se reći da nitko od studenata nije nazadovao,
što se ipak dogodilo u kontrolnoj grupi.
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7. Zaključak

U radu je ukratko prikazan model van Hiele-ove teorije o procesu mišljenja s primjenom na razvoj geometrij-
skog mišljenja, osnovne karakteristike modela te preporučena strategija poučavanja u svrhu napredovanja prema
tom modelu. Ipak, najbolji način razumijevanja opisane teorije postiže se upravo iskustveno, provodeći opisano
u vlastitoj nastavnoj praksi, a ne samo čitanjem dostupne literature.

Upravo provedeno eksperimentalno istraživanje potvrd̄uje bitne karakteristike opisanog modela, posebno to
da razvoj geometrijskog mišljenja ne ovisi o starosnoj dobi i sazrijevanju već prije svega o strategiji poučavanja,
prilagod̄enoj učenicima, a time i poručuje da za učenje geometrije i razvoj geometrijskog mišljenja nikad nije
kasno.

Osigurati učenicima da kroz opširan i zahtjevan nastavni plan i program razvijaju i geometrijsko mišljenje
nije nimalo jednostavan posao, ali jest zadaća svakog nastavnika matematike. Iako ta zadaća pred nastavnike
postavlja zahtjevnu obvezu i odgovornost, ona se ipak može uspješno provesti, što potvrd̄uju razna istraživanja
utemeljena na van Hiele-ovoj teoriji, koja zasigurno u tom smislu ohrabruju i olakšavaju. Prema riječima van
Hiele-a: „Kada pažljivo njegujete geometrijsko mišljenje učenika, oni će biti uspješniji u savladavanju i Euklidove
matematike” (vidjeti [13], str. 316).
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Apstrakt. Uloga interneta u funkciji sticaǌa, podele i quvaǌa znaǌa u smislu dobijaǌa pravih infor-

macija od presudnog je znaqaja za mnoge aspekte savremenog obrazovaǌa. Razvoj tehnologije i pojava digitalnih

video-kamera, softvera za ure�ivaǌe video materijala i interneta pru�ili su mogu�nost jednostavne i jef-

tine produkcije i distribucije video sadr�aja. Zbog toga, video materijali se name�u kao izuzetan alat za

uqeǌe. Napredak tehnologije pove�ava dostupnost alata za ǌihovu izradu qime se nastavnicima omogu�ava da

ih samostalno kreiraju, prilagode potrebama nastave i da ga putem interneta uqine dostupnim svima. Upotreba

video materijala u nastavi matematike mo�e obogatiti nastavu, uqiniti je zanimǉivom i dinamiqnom, a uqenike

dodatno motivisati da samostalno uqe. Ciǉ rada je da predstavi postupak izrade obrazovnih video materijala

za nastavu matematike. Pored toga, u radu �e kroz primere biti prikazano na koji naqin se, ǌihovom primenom

u nastavnom procesu, nastava mo�e unaprediti i osavremeniti. Osim samog procesa izrade, u radu �e biti

predstavǉeni alati koji su korix�eni za ǌihovu izradu. Tako�e, bi�e predstavǉeni tipovi obrazovnih video

materijala, prikazane prednosti ǌihovog korix�eǌa u nastavi, kao i mogu�nosti ǌihove daǉe upotrebe.

Kǉuqne reqi: video materijali u nastavi matematike; inovacija nastave matematike.

1. Uvod

Pravo na jednako i dostupno obrazovaǌe i vaspitaǌe bez diskriminacije jedan od os-
novnih principa sistema obrazovaǌa i vaspitaǌa u Srbiji, a definisano je Zakonom o
osnovama sistema obrazovaǌa. Zbog va�nosti obrazovaǌa za svakog pojedinca osnovno obra-
zovaǌe je u naxoj zemǉi obavezno. S obzirom na stepen razvoja danaxǌeg druxtva, nauke
i tehnologije, a imaju�i u vidu da funkcionalna pismenost podrazumeva mnogo vixe od
poznavaǌa pisma i raquna, ono nije dovoǉno za ǌegovo normalno funkcionisaǌe u savre-
menom druxtvu. Me�utim, mnogo je primera koji dokazuju da ovaj princip dostupnosti
obrazovaǌa nije zadovoǉen u potpunosti, a prema istra�ivaǌima Uneska u Srbiji u 2013.
godini 10.450 dece osnovnoxkolskog uzrasta nije poha�alo xkolu. Uzroci su razliqiti, a
najqex�i su nedostatak novca, posebno kod romske populacije, elementarne nepogode, ne-
dostupnost obrazovaǌa prilikom hospitalizacije i drugo [1, 2].

2. Uloga interneta u savremenom obrazovaǌu

Zahvaǉuju�i internetu, proces obrazovaǌa je znaqajno promeǌen u posledǌe dve
decenije. ǋegova uloga u funkciji sticaǌa, podele i quvaǌa znaǌa u smislu dobijaǌa
pravih informacija od presudnog je znaqaja za mnoge aspekte savremenog obrazovaǌa.
Internet je postao najve�i resurs informacija, ali xto je jox va�nije, jedno od na-
jbr�ih sredstva komunikacije. Prednosti koje internet pru�a u oblasti obrazovaǌa su
vixestruke. Uqenici, studenti, kao i deca i odrasli van obrazovnog sistema, mogu da
proxire svoje znaǌe korix�eǌem elektronske literature, enciklopedija, reqnika, baza
podataka, kojima mogu besplatno da pristupe putem interneta, zatim da poha�aju onlajn
kurseve, uqestvuju u zajedniqkim projektima sa uqenicima ili studentima iz drugih xkola,
univerziteta, dr�ava, diskutuju o razliqitim problemima sa ǌima itd. Zanimǉivo je
ista�i da je internet osmixǉen pre svega radi unapre�eǌa nauke i obrazovaǌa, a da je
kasnije pronaxao primenu u svim segmentima savremenog druxtva.
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U domenu osnovnog obrazovaǌa u delu koji se odnosi na kvalitet procesa nastave
i uqeǌa Strategija razvoja obrazovaǌa u Srbiji do 2020. godine predvi�a korix�eǌe
prednosti informaciono-komunikacionih tehnologija i razliqitih oblika onlajn uqeǌa
i nala�e ispitivaǌe mogu�nosti i uslova za korix�eǌe nekih vidova nastave na daǉinu,
pre svega za specifiqne okolnosti [3].

Zbog mogu�nosti koje pru�aju informaciono-komunikacione tehnologije, kao i audio-
vizuelne metode uqeǌa, korix�eǌe obrazovnih video materijala u nastavi je jedan od
naqina unapre�eǌe nastave.

3. Izrada obrazovnih video materijala

Proces izrade obrazovnih video materijala obiqno se sastoji od tri kǉuqne faze:
priprema za snimaǌe, snimaǌe video materijala i obrada snimǉenog materijala. Kvalitetna
priprema za snimaǌe je preduslov za izradu kvalitetnog obrazovnog video materijala i pre
snimaǌa je potrebno izabrati namenu i ciǉnu grupu, sastaviti scenario (pisanu pripremu
za video), odabrati softverske alate za obradu itd.

Pre samog snimaǌa potrebno je pripremiti opremu i proveriti kvalitet slike i
tona. U tu svrhu mo�e se napraviti nekoliko probnih snimaka i proveriti da li su
zadovoǉavaju�eg kvaliteta. Snimaǌe se vrxi u najvixoj rezoluciji slike koju kamera
dopuxta, a naknadno se mo�e smaǌiti kako bi se obrazovni materijal prilagodio za pu-
blikovaǌe putem interneta.

Za snimaǌe video materijala potrebno je odabrati prostor i urediti ga da bude prigo-
dan za tu namenu. Neophodno je obratiti pa�ǌu na osvetǉenost prostora, kako bi kvalitet
video materijala bio boǉi, ali i na refleksije svetlosti koje mogu naruxiti kvalitet
slike.

Obrazovne video materijale je mogu�e snimiti pomo�u jednostavnijih fotoaparata i
u ku�nom ambijentu xto nastavnicima olakxava proces izrade.

Nakon snimaǌa video materijala, sledi ǌegova obrada. Snimǉeni video materijali
se obra�uju pomo�u razliqitih softverskih alata i sjediǌuju se u jednu kompoziciju u
skladu sa pisanom pripremom.

Slika 1. Obrada snimǉenog video materijala u programu Camtasia Studio

Nakon izrade video materijali se mogu postaviti na razliqite video kanale (YouTube,
Vimeo, i sl.). Na taj naqin bi�e dostupni uqenicima, ali i drugim nastavnicima koji bi
mogli da ih koriste u radu.
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4. Alati za izradu video materijala

Prilikom izbora alata za izradu video materijala potrebno je voditi raquna o
ǌihovoj raspolo�ivosti. Veliki broj programa koji se mogu koristiti za izradu video
lekcija su komercijalnog tipa, me�utim i me�u besplatnim softverskim alatima postoji
xirok spektar korisnih i kvalitetnih programa.

Cena softvera za obradu video materijala ne utiqe presudno ni na ǌegov kvalitet
niti na ostvareǌe ǌegovog ciǉa. Postoji veliki broj besplatnih programa pomo�u kojih je
mogu�e skratiti snimak do odre�ene veliqine, dodati zvuk ili naslove, primeniti prelaze
ili specijalne efekte, te je potrebno napraviti optimalan izbor alata za izradu dobrog
video materijala.

Nastavnicima je na raspolagaǌu i veliki broj kvalitetnih, kako komercijalnih, tako i
besplatnih programa za izradu obrazovnih video materijala. Camtasia Studio je jedan komer-
cijalan program nameǌen za izradu obrazovnih video materijala, ali se mo�e koristiti i
za ne mnogo zahtevne obrade video snimaka. Ovaj program omogu�ava jednostavno isecaǌe
i zumiraǌe videa, kombinovaǌe sa slikom, a poseduje i opciju slike u slici. Pored toga,
nastavnici mogu koristiti i besplatne programe kao xto su na primer: Screencast-O-Matic,
Windows Movie Maker, VirtualDub, Wax, Avidemux, ZS4 Video Editor, Free Video Editor i mnogi drugi [5].

Osim osnovnog softvera za obradu video materijala za izradu obrazovnih video ma-
terijala javǉa�e se potreba za korix�eǌem i drugih programa kao xto su na primer za
obradu slike ili zvuka, konvertovaǌe audio i video fajlova u razliqite formate, a mnogo
je takvih programa besplatno dostupno putem interneta (IrfanView, AudaCity, Format Factory,
itd.).

5. Tipovi obrazovnih video materijala

Postoji tri tipa obrazovnih video materijala: predavaǌa snimana kamerom, video ma-
terijali izra�eni korix�eǌem alata za snimaǌe ekrana (Screencasting) i kombinovani video
materijali.

Predavaǌa snimana kamerom

Predavaǌa snimana kamerom su obrazovni video materijali koji se uvek mogu koris-
titi, a kvalitet u najve�oj meri zavisi od kreativnosti i umexnosti samog predavaqa.

Prednosti se ogledaju u tome da uqenici mogu videti izraz lica predavaqa, ǌegovu
gestikulaciju i pokrete rukom. Predavaq mo�e u toku predavaǌa da pixe na tabli ili
izvodi eksperiment. Tako�e, kamera mo�e zumirati na primer ruke predavaqa dok pixe
ili crta na tabli ili na papiru. Sve ovo daje video materijalu dinamiku xto doprinosu
kvalitetu samog materijala.

Prilikom izrade ovakvih video materijala potrebno je obratiti pa�ǌu na nekoliko
segmenta, koji u velikoj meri utiqu na kvalitet materijala. S obzirom na to da je nas-
tavni proces vaspitno-obrazovni predavaq bi trebalo da osim obrazovnih ciǉeva podstiqe
i funkcionalne i vaspitne ciǉeve. To se podstiqe pravilnim izra�avaǌem, uglednim iz-
gledom i sl. U tehniqkom smislu, potrebno je voditi raquna o ǌegovoj udaǉenosti od
kamere i mikrofona, osvetǉeǌu i urednosti prostora u kome se snima video itd. Zbog
udaǉenosti predavaqa mo�e se desiti da je nemogu�e proqitati tekst ispisan na tabli. U
nekim sluqajevima se telo ili ruke predavaqa mogu na�i na putu onoga xto pokuxava da
poka�e ili objasni.

Video materijali izra�eni korix�eǌem alata za snimaǌe ekrana

Video materijali izra�eni korix�eǌem alata za snimaǌe ekrana (Screencasting) su video
materijali qiji je sadr�aj snimak svega onoga xto se prikazuje na ekranu raqunara
ukǉuquju�i audio ili video.

Jedna od najve�ih prednosti izrade ovakvih obrazovnih video materijala ogleda se
u tome xto je mogu�e koristiti bilo koju aplikaciju za kreiraǌe obrazovnih materi-
jala (prezentacije, aplikacije za obradu teksta, tabele, kalkulator, alati za grafiqku
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Slika 2. Obrazovni materijal za nastavu matematike

obradu, alati za crtaǌe, itd.). Jednostavno, mo�e se snimiti sve xto se prikazuje na
ekranu raqunara, a uz to programi su vrlo jednostavni za podexavaǌe i korix�eǌe.

Me�utim, ovi video materijali su ograniqeni na ono xto se mo�e pokazati na raqunaru.
Pomeraǌe ili okretaǌe nekih trodimenzionalnih modela na raqunaru je ograniqeno pokre-
tima mixa. Video materijali izra�eni na ovaj naqin liqe na slajd prezentacije i nedostaje
im dinamika.

Kombinovani video materijali

Kombinacijom prethodna dva tipa koriste se ǌihove prednosti i nadomextaju se ne-
dostaci, tako da ovakvi video materijali predstavǉaju najboǉe rexeǌe za primenu u nas-
tavnom procesu.

6. Dostupni obrazovni video materijali

Obrazovne materijale, mogu pripremiti sami nastavnici, ali mogu se koristiti ve�
pripremǉeni obrazovni materijali koji su dostupni putem interneta. S obzirom na ve-
liki broj dostupnih materijala, radi lakxe pretrage i pronala�eǌa kvalitetnih video
materijala sledi pregled nekoliko onlajn resursa.

eVideo

Veb sajt ,,eVideo” (http://edusoft.math.rs/video) sadr�i znaqajan broj video materijala iz
matematike za uqenike od petog do osmog razreda osnovne. Standardizovan pristup izrade
video materijala, uskla�enost sa planom i programom predmeta Matematika propisanog
od strane Ministarstva prosvete je ono xto ovaj sajt izdvaja od ostalih.

Virtualna xkola Rajak

Ciǉ ,,Virtuelne xkole Rajak” (http://www.rajak.rs) je da pomogne uqenicima u da savladaju
gradivo matematike za osnovnu xkolu, sredǌu xkolu i fakultet. Osim matematike na ovom
sajtu ima obrazovnih materijala za druge nastavne predmete kao xto su na primer fizika,
osnovi elektrotehnike, mehanike, statistike, programiraǌe itd.

Sadr�aj sajta je besplatan za korix�eǌe i na samom poqetku rada bio je nameǌen
uqenicima koji su �eleli da upixu sredǌe xkole i fakultete. Sadr�aji su proxireni
mnogim video materijalima iz matematike nameǌenim uqenicima osnovne i sredǌe xkole.
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Slika 3. Sajt ,,eVideo”

Matematiraǌe

Sajt ,,Matematiraǌe” (http://matematiranje.in.rs) je poqeo sa radom 2008. godine. Na sajtu
su najpre objavǉeni nastavni materijali koji poma�u sredǌoxkolcima da se pripreme za
polagaǌe prijemnog ispita iz matematike na �eǉenim fakultetima. S vremenom je, u skladu
sa zahtevima korisnika, postavǉeno mnogo materijala sa xirim gradivom iz matematike,
kako za sredǌe xkole, tako i za fakultete na kojima se sluxa matematika.

Nakon uvo�eǌa obaveznog polagaǌa zavrxnog ispita, odnosno male mature, u osnovnoj
xkoli, sajt je proxiren novim odeǉkom ,,Mala matura” u kome su detaǉno prikazana
rexeǌa zadataka sa prethodnih ispita, a objavǉeni su i video materijali sa tim
rexeǌima. Na sajtu se mo�e na�i preko 320 elektronskih materijala sa detaǉno rexenim
zadacima, upotrebǉivim komentarima i kratkim teorijskim napomenama.

Toni Milun

Portal ,,Toni Milun” (http://tonimilun.com) je nastao na inicijativu studenta Nikole
Muj
i�a kojem se dopao pristupaqan naqin na koji ǌegov profesor Toni Milun predaje
matematiku i ponudio mu da snima video lekcije koje �e objavǉivati na Internetu. Vrlo
brzo su se projektu pridru�ili i drugi profesori i volonteri.

Sajt je sastavǉen od skupa video lekcija iz matematike objavǉenih na Youtube kanalu.
Najpre su autori objavili video lekcije na Youtube kanalu, a zatim su te snimke ras-
poredili, selektovali i napravili impozantan sajt. Inspirisani su mnogim druxtveno
korisnim projektima, a �eǉa im je da snime video materijale iz matematike i ostalih
predmeta i ponuditi ih svima, sve uz moto: ,,Znaǌe mora biti besplatno i dostupno svima!”

Objavǉen je veliki broj lekcija iz matematike za osnovnu, sredǌu xkolu, kao i za vixe
xkole i fakultete. Pored ovih lekcija, uz pomo� saradnika, Toni Milun je objavio video
lekcije iz fizike, informatike i drugih oblasti. Iako u svojim video lekcijama koristi
samo flip-qart tablu sa papirima i flomaster, ǌegovi video materijali imaju veliku
pose�enost, xto ukazuje na ǌihov kvalitet i svrsishodnost.

Mala matura

,,Mala matura” (http://www.mala-matura.com) je projekat besplatne onlajn pripremne nas-
tave za zavrxni ispit, nastao pod pokroviteǉstvom Sredǌe xkole za informacione
tehnologije ITHS.

Sajt sadr�i niz interaktivnih, zanimǉivih lekcija i video materijala koji mogu
pomo�i da uqeǌe postane igra. Uqenici mogu poqeti sa uqeǌem od nule ili od delova koji
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im nisu jasni. Posle svake pre�ene oblasti, znaǌe se mo�e proveriti kroz mini testove,
a tu je i simulacija zavrxnog testa, sa zadacima koji su nalik onima koji se oqekuju na
zavrxnom ispitu.

7. Zakǉuqak

Dobar nastavnik nastoji da bude inovator, ali se inoviraǌe nastave qesto pois-
tove�uje sa upotrebom savremenih nastavnih sredstava. Nastavnik bi trebalo da neprekidno
unapre�uje nastavu primenom informaciono-komunikacionih tehnologija, ali i primenom
novih nastavnih metoda. Potrebno je da pronalazi puteve za podsticaǌe kreativnog pris-
tupa rexavaǌu problemskih zadataka, te povezivaǌu ranije steqenih znaǌa iz razliqitih
nastavnih oblasti i ǌihovoj adekvatnoj upotrebi.

Iako upotreba audio-vizuelnih sredstava u nastavi nije novi koncept, napredak savre-
menih tehnologija i razvoj interneta doprinosi ǌihovoj xiroj i jednostavnijoj upotrebi.
Prednost nastavnih materijala koji se u digitalnom obliku kreiraju u danaxǌim uslovima
je mogu�nost integracije sa drugim medijima i jednostavne distribucije putem interneta.
Napredak tehnologije pove�ava dostupnost alata za ǌihovu izradu qime se nastavnicima
omogu�ava da ih samostalno kreiraju, prilagode potrebama nastave i da ga putem inter-
neta uqine dostupnim svima. Zbog toga, obrazovni video materijali se name�u kao mo�an
alat u nastavnom procesu.
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Digitalizacija srpskih slu�benih novina 1813–2013

Svetlana Albijani�
JP Slu�beni glasnik, Jovana Risti�a 1, Beograd  

e-mail: salbijanic@slglasnik.com

Apstrakt. Od ideje da se tekst ”na novinskoj hartiji” prebaci u elektronski dostupan tekst korisniku do

realizacije te ideje i projekta ”Digitalizacija srpskih slu�benih novina 1813–2013”. bilo je potrebno mnogo

energije, znaǌa iz razliqitih nauka, vremena, ǉubavi i novca. Primeǌena matematika i programiraǌe u posled-

ǌih pedeset godina su sastavni deo svih nauqnih istra�ivaǌa. Kako se projekat bazira na pretra�ivaǌu teksta

uz zadate parametre nama u JP Slu�beni glasnik bio je potreban odgovaraju�i operativni sistem, aplikativni

server, baza podataka, sistem za pretragu i prezentacioni deo za svaki od dva perioda – period slavenosrpskog

(slavjanoserbskog) jezika i period savremenog srpskog jezika.

Digitalizovana baza srpskih slu�benih novina 1813–1944. i digitalizovane periodike izdaǌa kojima se bave

biblioteke su novi izvor informacija u Republici Srbiji (prve baze su tek od pre nekoliko godina dostupne

korisnicima) i tek po ovom skupu gde su promovisane i sliqnim, saznaǌu uqesnika da postoje i prikazu kako mogu

da se koriste, mo�e da se oqekuje ǌihova upotrebǉivost u nauqnim istra�ivaǌima i nastavi.

Kǉuqne reqi: Slu�bene novine, pretraga, srpske novine.

1. Uvod

Digitalizovana baza podataka besplatno je dostupna korisnicima.

1.1. Pristup bazi

Pristup bazi mogu� je na adresama
1. www.sluzbenenovine.rs
2. www.slu�benenovine.srb
3. Sajt www.sluzbeniglasnik.com pa Arhiv srpskih i jugoslovenskih slu�benih izdaǌa
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1.2. Ciǉ JP Slu�beni glasnik i ciǉevi potencijalnih korisnika

JP Slu�beni glasnik je u poduhvat digitalizacije slu�benih izdaǌa Srbije i Ju-
goslavije uxao �ele�i da omogu�i pretra�ivaǌe podataka iz srpske pravne i kulturne
istorije u prethodnih 200 godina izla�eǌa novina i time ih uqini dostupnim savremenim
korisnicima, otrgne od zaborava i saquva.

Struqni skup ima za ciǉ unapre�ivaǌe nastave i podizaǌe opxte kulture i znaǌa
korix�eǌem digitalizovanih srpskih slu�benih novina i xtampe:

• podizaǌe opxte kulture i znaǌa uqesnika
• xireǌe informacija o postojaǌu i dostupnosti digitalizovane xtampe i

slu�benih novina
• struqno usavrxavaǌe uqesnika u oblasti odgovaraju�e nauqne discipline,

metodike nastave i obrazovne tehnologije (primene matematike i programiraǌa)
• predoqavaǌe uqesnicima novih mogu�nosti za organizaciju qasa (kako podsticati

uqenika da savlada novo gradivo ili proxiri postoje�e korix�eǌem
digitalizovane xtampe kao i srpskih slu�benih novina) kroz primere i mogu�nosti
korix�eǌa baze za ceo period 1813–1944. za nastavne predmete srpski jezik i
kǌi�evnost, istorija, biologija, geografija, astronomija, matematika, sociologija,
gra�ansko vaspitaǌe, medicina, �ivotna sredina, pravo, ekonomija, veronauka... O
svemu xto se zidalo (zdaǌa, xkole, zadu�bine...), pravio put, razvijala �eleznica,
zabraǌivalo (klizaǌe na zale�enim rekama, paǉeǌe drveta na Kalemegdanskom
parku...), nabavǉalo za vojsku, kada su se ra�ali Kraǉevi�i, meǌale Vlade, moglo
je da se qita u novinama. Tu, u novinama, je tekao �ivot: ”Novine su oqi, uxi i
duxa svakog naroda” su reqi urednika Srpskih novina Miloxa Popovi�a.

1.3. Iz ugla novinara

Nedeǉnik VREME od 10.09.2015. broj 1288 xtampao je tekst o projektu ”Digitalizacija
srpskih slu�benih novina 1813–2013” pod nazivom Ogledalo vremena u kome ka�e: ”Digi-
talni arhiv srpskih i jugoslovenskih novina objavǉivanih tokom posledǌa dva veka, koji
je ’Slu�beni glasnik’ naqinio i koji je odnedavno dostupan svima, jedan je od najboǉih
izvora srpske dr�avno-pravne tradicije, istorije i kulturnog nasle�a. . . Digitalizacija
srpskih slu�benih novina 1813–2013’ je dr�avni kapitalni projekat, put i naqin kako se
quva i xiri identitet. Nema razloga da ova reqenica bilo kom zazvuqi kao prazna fraza.”

2. Iz istorijata projekta

U tragaǌu za pogodnim datumom za dan JP Slu�beni glasnik, doxlo se do 1/13. avgusta
kada su Dimitrije Davidovi� i Dimitrije Fruxi� 1813. izdali prvi broj Novina serbskih
u Bequ. Po usvajaǌu ovog datuma, Slu�benom glasniku se nametnula velika odgovornost: da
kao baxtinik slu�benih novina Kne�evine i Kraǉevine Srbije, Kraǉevine Srba, Hrvata i
Slovenaca, Kraǉevine Jugoslavije i socijalistiqke Jugoslavije kroz jedan projekat uqini
dostupnim bogatu dr�avno-pravnu tradiciju i kulturno nasle�e. Jedan od najboǉih izvora
za to bile su upravo slu�bene novine. Odluqeno je da se pokrene projekat digitalizacije
slu�benih novina u Srbiji i Jugoslaviji od Novina serbskih do 1945. i da ovako dobijena
baza bude arhivska u odnosu na baze Slu�benog glasnika koje se odnose na razdobǉe posle
1945. godine.

Pristupilo se fazi pisaǌa projekta i brzo doxlo do saznaǌa da projekat ”Digital-
izacija srpskih slu�benih novina 1813–2013” obuhvata dva perioda u izdavaǌu srpskih
slu�benih novina. Prvi, koji zahvata period od 1813. do 1868. godine, ograniqen je na
Novine srpske, koje su do 1868. izlazile na slavenosrpskom jeziku i xtampane su pred-
vukovskom ortografijom. Drugi period (1869–2013) delimiqno obuhvata Novine srpske
xtampane Vukovom ortografijom, ali i potoǌe slu�bene novine koje su imale razliqite
nazive.
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Zbog prirode ortografije i razlika u jeziku, dva perioda su zahtevala razliqite
pristupe kada je u pitaǌu ǌihova digitalizacija. Projekat ”Digitalizacija srpskih
slu�benih novina 1813–2013” podeǉen je na dva potprojekta (1813–1868. i 1869–2013).

I tada, na poqetku realizacije projekta, otpoqiǌu planirani poslovi i nastaju nekada
vidǉivi a nekada nevidǉivi, nepredvi�eni problemi koje je trebalo ”u hodu” rexiti.

Opxti poslovi za ceo projekat su:

• Pronala�eǌe novina
• Skeniraǌe
• Ocerovaǌe novina – programsko prepoznavaǌe grafema tj. grafiqkih simbola

(ispitivaǌe na uzorku)
• Xifriraǌe skenova

Za slavenosrpski period:
Problem: Kako omogu�iti savremenom korisniku da pretra�uje tekst:

• pisan ortografijom koju ne poznaje i
• jezikom kojim ne vlada u potpunosti?

Rexeǌe: Omogu�iti korisniku pretragu tako xto �e:

• postaviti upit (kǉuqnu req) na savremenom srpskom jeziku,
• dobiti sve tekstove u kojima se pojavǉuje kǉuqna req (odrednica)

Kǉuqna req mora biti odrednica, xto znaqi da korpus tekstova mora da bude
lematizovan (ili delimiqno lematizovan) kako korisnik ne bi dobio primere koji
nisu obuhva�eni upitom.
Lematizacija imenica je proces u kome se izdvajaju: imenica na savremenom srpskom
jeziku u nominativu, ǌoj odgovaraju�i zapis reqi na slavenosrpskom jeziku i ǌima
se pripisuju svi ostali oblici reqi (jezik je flektivan, ima pade�e).

Proces obrade SLS tekstova se odvijao u slede�im fazama:

• Prekucavaǌe tekstova (novina) uz pomo� aplikacije za tastaturu slavenosrpskih
slova i simbola

• Tz. ”seqeǌe stranica” (odvajaǌe teksta po novinskim stranama u poseban vord
fajl) i xifriraǌe svakog fajla

• Uparivaǌe prekucanog teksta i teksta na skenu (proces indeksacije – programska
aplikacija za ruqno markiraǌe teksta u vord-u i dela skena sa odgovaraju�im
tekstom)

• Programerska priprema za lematizaciju
• Lematizacija teksta (ovde samo imenica)
• Struqna redaktura lema
• Pravǉeǌe korisniqke maske

Za period Vukove ortografije faze projekta/poslovi koje je trebalo uraditi su:

• Napraviti listu donosilaca, odrediti kategorije, vrste dokumenata, oblasti
kojima pripadaju tekstovi

• Izvrxiti anotiraǌe tekstova koriste�i e7el tabele – svaki naslov je imao: svoj
identifikacioni kod, naziv glasila, broj, datum izdaǌa, broj strane na kojoj je
tekst–dokument, redni broj dokumenta na stranici, naziv teksta (ako postoji, a ako
ne postoji pravǉen je na osnovu sadr�aja teksta korix�eǌem kǉuqnih reqi),
donosioca, kategoriju (zakon, ostalo/oglas), vrstu dokumenta, oblast.

• Struqna redaktura (koja se radila ruqno)
• Ispraviti ruqno sve tehniqki nastale grexke, uz pomo� programa koji ih ”hvata” –

podaci o tekstu mora da budu potpuno usaglaxeni da bi ga aplikacija uqitala u
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bazu (npr. broj novina ide rastu�im redosledom, kao i svi brojevi pomo�u kojih se
tekst pozicionira u novinskom izdaǌu ili na strani, i sliqno)

• Uqitati ura�enu tabelu i xifrirane skenove novina za odgovaraju�u godinu
pomo�u odgovaraju�e aplikacije u bazu. To ponoviti za svaku godinu izla�eǌa
novina i to posebno za redovna izdaǌa, vanredna izdaǌa i dodatke.

Svaku od faza je trebalo kontrolisati da se grexke ne bi nagomilavale.

3. Korisniqka aplikacija

Osnovni uslov – da proseqnom korisniku bude

• jednostavna i
• razumǉiva.

Uvodi nas u dva odvojena dela projekta prema zapisu jezika, naqinu pretrage i naqinu
dobijaǌa rezultata.

Period 1813–1868.

• Pretraga se obavǉa po kǉuqnoj reqi koja se unosi (odrednica imenice na
savremenom jeziku) i izboru godixta ili opsegu godixta.

• Program korisniku ”daje” broj prona�enih tekstova sa svim reqima istoga znaqeǌa
a razliqitog zapisa, i spisak svih izdaǌa u kojima je tekst sa tra�enom reqi.

• Spisak sadr�i: datum izdaǌa–broj izdaǌa–stranicu na kojoj je tekst i deo teksta
gde se zadata req ”vidi” (istaknuta je i crvenom bojom).
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• A onda korisniqe biraj tekst koji �elix da vidix i qitax!

• Izborom teksta dobija se:

– prekucana verzija sa obele�enom tra�enom reqju i
– sken originalne strane Novina serbskih sa obele�enim tekstom.
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• Korisnik mo�e da dobije i vremensku funkciju pojavǉivaǌa tekstova sa tra�enom
reqju.

Period 1869–1944.

Period 1869–1944. god. je period slu�benih novina Srbije i Jugoslavije koji prethodi
ve� postoje�oj bazi JP Slu�beni glasnik – slu�bena izdaǌa 1945–2016. i pretraga je
ura�ena na isti naqin po godixtu, po broju, po zakonskom aktu, oglasu ili ostalo, dono-
siocu, vrsti dokumenta ili oblasti.

Pregled godixta
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I izbor, npr. 1919. godina

I pregled broja 80 iz 1919. ako se tra�e Zakoni (razvrstani prema donosiocu).
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Pregled broja 80 iz 1919. ako se tra�i Oglas ili Ostalo

I najvixe zahtevan naqin pretrage je po Reqi sadr�ane u naslovu. U okviru mogu�nosti
aplikacije Pretraga zadaju se razliqiti kriterijumi (propis/ostalo, vrsta propisa,
donosilac, oblast, godina ili opseg godixta) i na taj naqin su�ava pretraga tra�enih
tekstova.

123



Digitalizacija srpskih slu�benih novina 1813–2013

4. Statistika

4.1. Period slavenosrpskog jezika 1792–1794. i 1813–1868.

Pregledom tabele dolazimo do saznaǌa da je bazu u ovom periodu potrebno dopuniti
novinskim izdaǌima sa 26% godixta (1820, 1821,1844, 1861. i 1866–1868. i godixta kada su
novine izlazile kao Vjedomosti, tako�e na slavenosrpskom jeziku). Napomenimo da novine
nisu izlazile od 1822. do 1834. godine.

4.2. Period Vukove ortografije 1869–1944.

U bazi se za ovih 76 godixta nalazi 20 925 brojeva slu�benih izdaǌa tj. 96,58% svih
izdaǌa (redovnih brojeva, dodataka i vanrednih izdaǌa). Obra�eno je 221 000 naslova.
Napomenimo da su u bazi sva izdaǌa novina sa Krfa kao i svih 18 brojeva Zabavnika.

4.1. Problemi

Unapre�ivaǌe baze:

• Kompletiraǌe baze sa izdaǌima koja nedostaju
• Otkloniti probleme velikih izdaǌa
• Izrada posebnih menia

1) Posebni meni za pretragu Zakona
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2) Pretraga ustava
3) Pretraga svih vlada
4) Pretraga kǌi�evnih dela objavǉenih u slu�benim novinama
5) Pretraga svih nauqnih radova
6) Pretraga nekrologa i qituǉa
7) Izrada hronoloxkih tablica s glavnim doga�ajima iz politiqke i kulturne

istorije koji su pokriveni u slu�benim novinama za period 1813-1822, 1834-1918.

5. Zakǉuqak
Ovaj korpus digitalizovanih novina, kao celina, pred-
stavǉa ogroman trezor podataka iz srpske i evropske kul-
ture i pravnih normi. Zato je ovaj projekat svedoqanstvo
o razvoju srpske kulture i srpske dr�avnosti, kao i o
recepciji i razvoju pravnih normi u Srbiji. Slu�bene
novine su i doslovno svedoci epohe, a podatak da u Sr-
biji postoji kontinuitet od preko 180 godina izla�eǌa
ovakvih novina (prve Slu�bene novine pojavǉuju se u
Kne�evini Srbiji 1834. godine. u Kragujevcu) sam po sebi
govori o znaqaju ovakvog izvora.
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УНИВЕРЗИТЕТ У БЕОГРАДУ 
МАТЕМАТИЧКИ ФАКУЛТЕТ 

и 
СРПСКА АКАДЕМИЈА НАУКА И УМЕТНОСТИ 

ШЕСТИ СИМПОЗИЈУМ  „MATEMATИKA И ПРИМЕНЕ” 
НАЦИОНАЛНИ СКУП СА МЕЂУНАРОДНИМ УЧЕШЋЕМ 

 
 
 

ПРОГРАМ 
 

1. ДАН, ПЕТАК 16. ОКТОБАР 2015. 
 

 
10:00 – 11:45 
Отварање скупа:  
Академик Драгош Цветковић, секретар одељења САНУ за математику, физику и гео-
науке 
Миодраг Матељевић, Универзитет у Београду, Математички факултет, дописни члан 
САНУ - Председник програмског одбора Симпозијума 
    „Изопериметријска неједнакост - старо и ново“ 
Зоран Петровић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Гребнерове базе - од топологије до алгебарске комбинаторике“ 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 



 
 
 
 
 
 

I СЕКЦИЈА: МАТЕМАТИКА И ПРИМЕНЕ ДАНАС 
 
 

 
12:10 – 12:40 
Владимир Грујић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Квазисиметричне функције уопштених пермутоедара“ 
12:40 – 13:10 
Горан Ђанковић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Теорија случајних матрица и фамилија L-функција придружених симетричним 
квадратним подизањима модуларних форми“  
13:10 – 13:40 
Петар Марковић, Универзитет у Новом Саду, Департман за математику и 
информатику, ПМФ Нови Сад 
    „Computational complexity of the Constraint Satisfaction Problem, its significance and 
a brief survey of recent results“ 
 
 
 
14:10 – 14:40 
Милош Арсеновић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Множитељи хармонијских функција у више димензија“ 
14:40 – 15:10 
Бранислав Првуловић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Modified Postnikov towers“ 
15:10 – 15:40 
Миљан Кнежевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Hyperbolic derivatives and its applications“ 
15:40 – 16:10 
Иван Аранђеловић, Универзитет у Београду, Машински факултет 
Зоран Митровић, Универзитет у Бања Луци, Електротехнички факултет 
    „Condensing KKM maps and its applications“ 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
12:10 – 12:40 
Филип Марић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Интерактивно доказивање теорема“ 
12:40 – 13:10 
Татјана Давидовић, Математичји институт  САНУ, Београд 
    „Оптимизација колонијом пчела у првих петнаест година“ 
13:10 – 13:40 
Бојана Милошевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Марко Обрадовић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „Тестови експоненцијалности засновани на емпиријским Лапласовим 
трансформацијама“ 
 
 
 
14:10 – 14:40 
Александра Делић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „Оцена брзине конвергенције диференцијских схема за једначине аномалне 
дифузије са концетрисаним капацитетом“  
14:40 – 15:10 
Душан Онић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
    „On the continuum radio spectra of Galactic supernova remnants: New insights from 
Planck“  
15:10 – 15:40 
Бранко Малешевић, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
Татјана Лутовац, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
    „Један допринос аутоматском доказивању неких класа аналитичких 
неједнакости“ 
15:40 – 16:10 
Hans Hartmann, Executive Vice President, OBJENTIS Software Integration GmbH, Vienna 
     „Applied Mathematics and the Internet of Things” 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 

2. ДАН, СУБОТА 17. ОКТОБАР 2015. 
 
 

I СЕКЦИЈА: МАТЕМАТИКА И ПРИМЕНЕ ДАНАС 
 
 

 
10:00 – 10:30 
Душко Јојић, Универзитет у Бања Луци, Природно-математички факултет 
     „Комбинаторна и тополошка својства неких занимљивих комплекса“ 
10:35 – 11:00 
Славко Моцоња, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „Експанзије линеарних уређења“ 
11:00 – 11:30 
Тијана Шукиловић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
     „Геодезијска еквивалентност Лоренцових метрика“ 
11:30 – 12:00 
Миленко Пикула, Универзитет у источном Сарајеву 
Владимир Владичић, Универзитет у источном Сарајеву 
Исмет Калчо, Универзитет у источном Сарајеву 
     „О инверзним проблемима диференцијалних оператора са отклоњеним 
аргументом“ 
 
 
 
12:30 – 13:00 
Нела Милошевић, Факултет за информационе системе и технологије, Универзитет 
Доња Горица, Подгорица 
    „Комплекс пресјека идеала“ 
13:00 – 13:30 
Миодраг Матељевић, Универзитет у Београду, Математички факултет 
Милољуб Албијанић, Универзитет Сингидунум и ФЕФА 
    „Конвексност и примене” 
13:30 – 14:00 
Драган Станков, Универзитет у Београду, Рударско геолошки факултет 
    „Distribution modulo one of the sum of powers of a Salem number“ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
10:30 – 11:00 
Братислав Иричанин, Универзитет у Београду, Електротехнички факултет 
     „Неки примери експлицитног решавања рационалних диференцних једначина и 
система рационалних диференцних једначина вишег реда“ 
11:00 – 11:30 
Срђан Костић, Институт за водопривреду „Јарослав Черни“, Београд 
Небојша Васовић, Универзитет у Београду, Рударско геолошки факултет  
Кристина Тодоровић, Универзитет у Београду, Фармацеутски факултет 
    „Delay and stochastic differential equations as models of seismogenic fault motion“ 
11:30 – 12:00 
Младен Видић,  Саобраћајни факултет, Добој 
    „Примена симетричне енкрипције за вертикалну ауторизацију у базама 
података“ 
 
 
 
12:30 – 13:00 
Олга Јакшић, Ивана Јокић, Милош Франтловић, Дана Васиљевић-Радовић, 
Зоран Јакшић, ITHM Centre of Microelectronic Technologies, University of Belgrade, 
Serbia 
     „Mathematical Modelling, Algorithms and Software for Investigations of Affinity   
Based Bio-Chemical Sensors“ 
13:00 – 13:20 
Татјана Бајић,  Висока школа струковних студија за васпитаче, Шабац 
    „Moment matching discretization of a stochastic integral“ 
13:20 – 13:40 
Душица Гавриловић, Институт за онкологију и радиологију Србије, Пастерова 14, 
Београд 
    „Вишеструкости у биомедицини: Проблем инфлације грешке I врсте и нека 
решења“  
13:40 – 14:00 
Никола Перић,  Khaoticen, Београд, Србија 
    „Мрежно планирање у функцији евалуације пројеката“ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 

II СЕКЦИЈА: МАТЕМАТИКА И ИНФОРМАТИКА У ОБРАЗОВАЊУ 
 
 
 
10:00 – 11:00 
Миодраг Матељевић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
     ,,Површина, запремина и интеграли – елементарни приступ” 
11:00 – 11:20 
Nives Baranović, Filozofski fakultet u Splitu 
Maja Cindrić, Odjel za izobrazbu učitelja i odgajatelja Sveučilišta u Zadru 
     ,,O razvoju geometrijskog mišljenja u nastavi matematike  prema van Hieleovoj teoriji” 
11:20– 11:40 
Ивана Ковачевић, ОШ ,,Др Драган Херцог”, Београд  
Душан Џамић, Факултет организационих наука, Универзитет у Београду 
Славиша Радовић,  ГеоГебра Центар Београд 
Мирослав Марић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
     ,,Информационо-комуникационе технологије и образовање ученика са развојним 
сметњама”   
11:40 – 12:00 
Владимир Балтић, Математичка гимназија, Београд 
     ,,Коришћење пакета Мејпл у средњошколској  математици” 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
12:30 – 12:45 
Оливер Петковић, Покрајински секретаријат за спорт и омладину, Нови Сад 
Мирослав Марић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
     ,,Видео материјали у настави математике” 
12:45 – 13:00  
Милорад Шуковић,  ОШ ,,Свети Сава”, Аранђеловац 
Зоран Ловрен,  ОШ  ,,Свети Сава”,  Аранђеловац 
     ,,Математичко моделирање. Линеарна функција” 
13:00 – 13:15  
Ђурђица Такачи, Природно математички факултет, Департман за математику и 
информатику, Нови Сад 
Валентина Костић, Гимназија Пирот 
Тања Секулић, Висока техничка школа струковних студија, Зрењанин 
     ,,Математичко моделовање проблема кретања у динамичком визуелном 
окружењу” 
13:15 – 13:30 
Снежана Коњикушић, Факултет за економију, финансије и администрацију – ФЕФА, 
Универзитет Сингидунум 
Данијела Миленковић, Факултет за економију, финансије и администрацију – ФЕФА, 
Универзитет Сингидунум 
Милољуб Албијанић, Факултет за економију, финансије и администрацију – ФЕФА, 
Универзитет Сингидунум 
     ,,Елементарна математика у методама обрачуна камата”  
13:30 – 13:45 
Александра Росић, Завод за вредновање квалитета образовања и васпитања 
     ,,Уџбеници за математику некад и сад” 
13:45 – 14:00 
Светлана Албијанић, ЈП Службени гласник, Београд 
     ,,Дигитализација српских службених новина” 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 
14:30 – 14:45 
Наталија Будински, Основна и средња школа ,,Петро Кузмјак”, Руски Крстур 
     ,,Упознавање ученика са применом  математичког моделирања у технологијама 
добијања материјала” 
14:45 – 15:00 
Марија Минић, Пољопривредни факултет, Универзитет у Београду 
Зоран Видовић, Учитељски факултет, Универзитет у Београду   
     ,,Најчешће статистичке грешке у истраживањима” 
15:00 – 15:15 
Tатјана  Станковић, Електротехничка школа ,,Никола Тесла”, Панчево 
Јасна Бошковић, Електротехничка школа ,,Никола Тесла”, Панчево 
     ,,Греши, реши, па разреши!” 
15:15 – 15:30 
Милан Живановић, Висока школа струковних студија за образовање васпитача, 
Крушевац 
     ,,Једна особина Херонових троуглова без целобројних висина” 
15:30 – 15:45 
Зорица Маринковић, Земунска гимназија 
     ,,Пази, броји се” 
15:45 – 16:00   
Верица Милутиновић, Факултет педагошких наука Универзитета у Крагујевцу 
     ,,Моделовање намере употребе рачунара у настави математике код будућих 
учитеља и наставника математике” 

 
 
 
16:00 – 16:15 
Јелена Хаџи-Пурић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
     ,,Употреба програмског језика ЈАВА на такмичењима из програмирања-
аргументи ЗА и ПРОТИВ”  
16:15 – 16:30 
Радоје Кошанин,  ОШ ,,Вожд Карађорђе”, Ниш  
     ,,Пројектна настава  математике у основној школи (пример из праксе)” 
16:30 – 16:45 
Вера Ивковић, Осма београдска гимназија 
     ,,Математика и књижевност” 
 

 
 
 
 
 

 



 
 
 
 
 
 

III СЕКЦИЈА:  НАУЧНОИСТРАЖИВАЧКИ И СТРУЧНИ РАД СТУДЕНАТА 
 

 
 
10:00 – 10:20 
Филип Живановић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
     ,,Учешће на летњој школи математике у Америци” 
10:20 – 10:40 
Владимир Ђошовић, Faculty of mathematics, Department of Astronomy 
Бојан Новаковић, Faculty of mathematics, Department of Astronomy                              
     ,,Dynamical evolution of the Seinajoki asteroid family” 
10:40 – 11:00 
Вера Милер Јерковић, Електротехнички факултет, Универзитет у Београду 
Бранко Малешевић 
     ,,Примена блок репрезентације Moore-Penrose-овог инверза матрица код 
линеарне дискриминантне анализе” 
11:00 – 11:20 
Марија Ненезић, Електротехнички факултет, Универзитет у Београду 
Бојан Бањац, Електротехнички факултет, Универзитет у Београду                                   
     ,,Рационалне апроксимације неке аналитичких функција које се користе у 
дигиталној обради сигнала” 
11:20 – 11:40 
Милица Цветковић, Електротхенички факултет, Универзитет у Београду                                    
     ,,Нумеричка реализација спрегнутих Грос-Питаевски једначина за 
нискотемпературне честице” 
11:40 – 12:00 
Илија Суботић, Математички факултет, Универзитет у Београду                                    
     ,,Неке карактеристичне особине Grötzsch-овог Томасеновог и Хершеловог графа” 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 



 
 
 
 
 
 
12:30 – 12:50 
Добрица Ћосић, Електротехнички факултет, Универзитет у Београду                                    
     ,,Естимација параметара Бајесових мрежа за системе препоруке” 
12:50 – 13:10 
Марина Нешовић, Трећа београдска гимназија 
Душан Тошић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
Ђорђе Стакић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
     ,,Анализа информација из инфокутија српских књижевника на Википедији на 
српском језику” 
13:10 – 13:30 
Димитрије Цицмиловић, Математички факутет, Универзитет у Београду            
     ,,Студирати (математику)” 
13:30 – 13:50 
Божидар Радивојевић, Математички факултет, Универзитет у Београду  
     ,,Такмичење "Math Hackathon" виђено очима организатора” 
13:50 – 14:10 
Миљан Колчић, Математички факултет, Универзитет у Београду 
Стево Шеган, Математички факултет, Универзитет у Београду  
     ,,Физичке ефемериде планета и сателита” 

 
 
 

 



Одабране фотографије са VI Симпозијума „Математике и примене” 
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