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1. ���

             10:00 

10:00 – 10:15 

�&����'% $("��:

����� ��(�), ����� �������	
���
*����$+�� *���,�), 
��������

10:15 – 10:30 

�-��)�'% ��%�$%���(� �������$(��
	������ 	�&%.%��), ������	�

10:30 – 11:10

Vladimir Dragovi/, University of Texas at Dallas, USA

“Dynamics of extremal polynomials, Painleve VI equat

11:10 – 11:50 

Andrei Vesnin, National Research Tomsk State University, Russia

“Hyperbolic knots, right-angled Coxeter groups and ideal polyhedra


�" �  � (�0"

12:15 –


�%�$%����!")�: 	�+�1 ��$%���
12:15 – 12:45  

Luigi D’Onofrio, University of Napoli "Parthenope", Italia

“A sense preserving Sobolev homeomorphism with nega

12:45 – 13:15 

Danijela Damjanovi/, Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden

“Local rigidity for parabolic affine actions

1 


��2������� 
 *��3���

	���	������ 4��
����

��	
����
	 „MATEMAT�KA � 
��	���
���������� ��

 �� 	��
�������	 
�����	

� ���� ����� �!"�� ���#��� $% " $�%,���! $�+�
�&��� 3���,  

	�(%���$(� 42

��"��� ���� ����� �!"�� ���#��� $% " ���$&���!���
	�&%��&�,(�� 0�("+&%&�,

�&"�%�&$(� &�� 16


��3��	

���, 
���� 3. ����	*�� 2021. 

10:00 – 11:50, ��%,��� $�+� O�1&��% �&���

����� �������	
��� ��������� ��	����	���� � ��������
������ ��	����	���� � ��������

��%�$%���(� �������$(�� ��-���:
������	� ����

, University of Texas at Dallas, USA

Dynamics of extremal polynomials, Painleve VI equations and isoharmonic deformations

National Research Tomsk State University, Russia

angled Coxeter groups and ideal polyhedra”

 � (�0" � �$�%#%'% 11:50 – 12:15 

– 13:45, ��%,��� $�+� O�1&��% �&��� ����

��$%����)

, University of Napoli "Parthenope", Italia

“A sense preserving Sobolev homeomorphism with negative Jacobian almost everywher

, Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden

Local rigidity for parabolic affine actions”

� 
��	���”

�����	

$�%,���! $�+� ��1&��%

���#��� $% " ���$&���!���

�1&��% �&��� ����

� ��������  

ions and isoharmonic deformations”

�&��� ����

tive Jacobian almost everywher”

, Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden
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13:15 – 13:45 

Oleksandr Dovhopiatyi, Zhytomyr Ivan Franko State University, Ukraine 

Evgeny Sevost’yanov, Zhytomyr Ivan Franko State University, Ukraine

“On compactness of classes of solutions of the Dirichlet problem with restrictions of the 

theoretics-set type”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 13:45 – 14:10 

14:10 – 15:40, ��%,��� $�+� O�1&��% �&��� ����


�%�$%����!")�: 	�.�� ��%#%��)
14:10 – 14:40 

David Kalaj, Faculty of Natural Sciences and Mathematics, University of Montenegro

“Hölder continuity of qc harmonic mappings between smooth domains”

14:40 – 15:10 

Andrea Seppi, Université Grenoble Alpes, Institut Fourier, France

“Rigidity of minimal Lagrangian diffeomorphisms between spherical cone surfaces”

15:10 – 15:40 

Miloš Arsenovi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

Miodrag Mateljevi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics

“On Holder continuuty of Q-homeomorphisms”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 15:40 – 16:00 

16:00 – 17:00, ��%,��� $�+� O�1&��% �&��� ����


�%�$%����!")�: 	��(� ����������)
16:00 – 16:30 

Adel Khalfallah, Department of Mathematics, King Fahd University of Petroleum and Minerals, 

Saudi Arabia 

Bojana Purti/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

Miodrag Mateljevi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics

“Schwarz-Pick Lemma for Harmonic and Hyperbolic Harmonic Functions”

16:30 – 17:00 

�"1�� ���-'�(, ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

���� 
.��%��), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„��������� 	�
��
���
�����
� � ��������� �
�	��� �����”

17:00 ��(&%+
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I �������: 	���	����� � 
��	��� �����
10:00 – 17:40 ����, ���� 718/IV


��� �%�: 10:00 – 12:10


�%�$%����!")�: 3���� ���(���)
10:00 – 10:30 

Oleg Ivrii, Tel Aviv University, Israel 

“Critical values of inner functions”

10:30 – 10:50 

Marijan Markovi/, Faculty of Sciences and Mathematics, University of 
Montenegro 

“Hardy-Littlewood theorems and the Bergman distance”

10:50 – 11:10

Nebojša Ikodinovi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Internal logic of Probabilistic Systems”  

11:10 – 11:30 

Miloš Arsenovi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Moduli of continuity of harmonic quasiconformal mappings - an overview”

11:30 – 11:50

Danko R. Joci/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Arithmetic-geometric means and Young norm inequalities for accretive operators”  

11:50 – 12:10 

Miljan Kneževi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

Marek Svetlik, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Distortion theorems and estimates of Schwarz-Pick type for harmonic quasiconformal 

mappings - Review of the results of the Seminar for Complex Analysis in Belgrade”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 12:10 – 12:30 

��"�� �%�: 12:30 – 14:30


�%�$%����!")�: �%-�!1� �(�������)
12:30 – 12:50 

	�+�1 ����), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„�
�
 �
���
 ���
������� ����� �
�
���
 
����	�����	�� S
3
 × S

3
”

12:50 – 13:10 

	������ 	�&%.%��), ��
��� ������	�� ����� 	 ��������	

��(�+� 	"&��5�), �������	
�	 	���	��� ����

„�������� �

� �� ������� �� ���
����	�� � ��������
����	�� ��
	�������� � �
�


�
�
���������
”

13:10 – 13:30 

3���� ���(���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

������ ��(�), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„�
	�� 
�

�� Dirichlet-���� L-�������� ��� ����������
 �������	��
 ����
�”
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13:30 – 13:50 

Marija Miki/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

6or7e Krtini/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics

“Cauchy problem for the Emden-Fowler equation with initial point on the positive part of y-

axis”

13:50 – 14:10 

Bojan Baši/, Department of Mathematics and Informatics, University of Novi Sad 

Anna Slivková, Department of Mathematics and Informatics, University of Novi Sad 

“On tessellations and the Heesch number in large dimensions”

14:10 – 14:30 

Maja Roslavcev, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Gröbner bases over commutative von Neumann regular rings”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 14:30 – 15:00 

��%)� �%�: 15:00 – 17:40


�%�$%����!")�: 	���!� 	�(�)
15:00 – 15:20 

Marko Pešovi/, University of Belgrade, Faculty of Civil Engineering 

Zoran S. Pucanovi/, University of Belgrade, Faculty of Civil Engineering 

“A Note on the Generalized Narayana’s Cows Sequence”

15:20 – 15:40 

����!%+� *���(���), ��	����	��� � ��������, �����������	
�	 ��������

8��(� 	�!�!+���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„����
����
 �
������
 ��� ����
���� 	�	�

”

15:40 – 16:00 

Jelena Gaji/, Faculty Of Natural Sciences and Mathematics, University of Banja Luka, 

Republic of Srpska 

“Estimates of distance and gradient for positive pluriharmonic functions in the unit polydisc 

in C
n
”

16:00 – 16:20 

Dragoljub J. Ke9ki/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics

Sr7an Stefanovi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics

“Isolated points of Birkhoff-James orthograph in C
*
-algebras”

16:20 – 16:40 

Ivan Dimitrijevi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Cosmological Solutions of a Nonlocal Gravity Model”

16:40 – 17:00 

*�.��� ����,�), ��	����	��� �	��	�����, �������

“ ���
�
� k-����������� 
������ 	� ���������
��
 ����
��
�”

17:00 – 17:20 

Zoran Jasak, Finra Tuzla - Elektrotehni�ka skola Tuzla, Bosna i Hercegovina

Elvir :aji/, Finra Tuzla - Elektrotehni�ka skola Tuzla, Bosna i Hercegovina 

„Simulacija analiti!kog rješenja za topografske talase primjenom bazena oblika rotacijskog 

paraboloida u okruženju Matlab”

17:20 – 17:40 

Ivana Savkovi/, Faculty of Mechanical Engineering, University of Banja Luka, Republic of 

Srpska

“On Carleson-type embeddings for weighted harmonic mixed norm spaces”
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I �������: 	���	����� � 
��	��� �����
10:00 – 16:20 ����, ���� *�	/IV


��� �%�: 10:00 – 12:10


�%�$%����!")�: *�!��� 	�+�1%��)
10:00 – 10:30 

6or7e Stevanovi/, Niš, Serbia 
Ivan Damnjanovi/, University of Niš, Faculty of Electronics 

Dragan Stevanovi/, Mathematical Institute SANU

“Approximating energy of wine glass cycles and paths”

10:30 – 10:50 

����;� �&���������), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

�+��%�� �&��,�), ��	����	��� � ����������, ��������	 ��������

„"����

 p-��� 
��	�
����� ��������� �
�������
��� �������
�� 	� r-

��������	��
 �

�
: 
��

������ 
��
� � 

���
 �
������”

10:50 – 11:10 

Lenka Glavaš, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

Pavle Mladenovi/, University of Belgrade, Faculty of Mathematics 

“Extreme values of moving averages and missing observations”

11:10 – 11:30 

2%$�� 	����(���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

��!��� �"(�+���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

4�+�� 	���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„#���
��	�� �
�����
 ���	���������� �����

� � ��	������� � ���
���������

�
�

�����”

11:30 – 11:50 

�+%($����� ����), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„$	���� ����
����	�� � ���
����
����
	��
 �����

�
� ����
������
 	�

�
��
�����
 ��


��
”

11:50 – 12:10 

������ 8�������), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

�+%($����� �%+�), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

����;� 	�+�������) �%(��),  ������� �� ����	��!��	 ����"����, ��	����	��� ��	��-

�	���� #����, �������

„%
���� �������� ������� �� ���
���� ���
����� �
������� 	���������
”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 12:10 – 12:30 

��"�� �%�: 12:30 – 14:30


�%�$%����!")�: ������ 8�������)
12:30 – 12:50 

	���!� �"����), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

*�!��� 	�+�1%��), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„&
	���� 	����	��	�� 	� ��	���
��
 � 	������ �
�������� ������”

12:50 – 13:10 

8�(�;� �"(�), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

*�!��� 	�+�1%��), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„ �
	����
� 	����	��	�� 	� '
���
��
 ��	���
��
”
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13:10 – 13:30 

	��!��� 	�.(���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

�+%($����� 2%.(���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

�%��� 	�&�), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

��1� 	�+(��, ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

2+������ *�"$�), School of Computer Science, University of Nottingham, Ningbo, China

„���	��������� 
�������
����� (
���� �
���
��
 ���� ���

��
 ��������
�


����	��� ��
��”

13:30 – 13:50 

����� 	�+�) 8�&��(, ����������� �
��������	��, �������

„������������ �
�� ��

)� �
������� ��� �
�� � 	�
��

 ��
���� � ������

*�����	���”

13:50 – 14:10 

4�+�� 2���!%��), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

�"1�� <���), ��	����	��� � ��������,  ������� �����	���	��	� �����

	���$+�� 	���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„%
���� ���

������ ������� �� ���� ���	�
�����
 �� ��
��
�	��
 
�
+�
�

����
�������
 ���� 
��������	��”

14:10 – 14:30 

Rale Nikoli/, University of Defence, Military Academy 

Nataša =irovi/, University of Belgrade, School of Electrical Engineering

Jasmina Fijuljanin, University of Defence, Military Academy 

“Some generalizations of Banach Contraction Principle”


�
��  � (�0" � �$�%#%'% 14:30 – 15:00 

��%)� �%�: 15:00 – 16:20


�%�$%����!")�: 	���!� �"����)
15:00 – 15:20 

Anica Kosti/, London School of Economics

Piotr Fryzlewicz, London School of Economics 

“Change-point ideas in multiple testing: estimating the proportion of false null hypotheses”

15:20 – 15:40 


�%���� 
�+�����), Department of Mathematical Sciences, University of Copenhagen, 

Denmark

„ �
�����
 ����

���� � ���
��

���������
 	����	�����
 ��������
�

��	������ �� ��	��
��������
� �
�
�� �
����	��� ����”

15:40 – 16:00 

����!%+ �+%($�), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

*�!��� 	�+�1%��), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„$����� �
���������� 

���� �� �
	���
 ���
��

�����
 ���
����	��”

16:00 – 16:20 

������ ����), ������� $���� ��$	��

„,
���	����� ���	��� �
������ �������	��� �����

� �������
��� �������
�� 	�

���

���

 	� �
��
����
 �������
�

 �����+�
”
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II �������: 	���	����� � ��4��	����� 
 �*����2�>


10:00 – 17:20 ����, ���� 706/IV 


��� �%�: 10:00 – 12:00 


�%�$%����!")�: 	���$+�� 	���)

10:00 – 11:00 

	��!��� ��&�), �������	
�� �	����	��, �������

„%
���
 �����
)����� ����� 
��

������ �����
��� ��
���� �	������ ����� ��

����	�� �
�

����
”

11:00 – 12:00 

2�!�$+�� �����), �������	
�	 ���$ „%	�����”, &�!���

„��	���� 
��

����
 ��

)� ���

 � 	�����
”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 12:00 – 12:30 

��"�� �%�: 12:30 – 14:30 


�%�$%����!")�: 2�!�$+�� �����)

12:30 – 13:00 

2+������ *�+&�), �������	
�� �	����	��, &'(�)

„��
���������� - ���

�
 � ��	���� 
��

����
 � �	������ � 	�
���� �����”

13:00 – 13:30 

	���$+�� 	���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

����� ����,%��), ��	����	��� � ��������,  	����*�	 ��������

„ �������� 	����
� – �����
)����
 ��
������”

13:30 – 14:00 

����$+�� *�#�), +	����	�� „�������� ������	,”, ���	 ���

„"��

�� ����
����� 	����
�� -
��
��� � ������ �
�����”

14:00 – 14:30 

�+��� ��!�), �����������	
�� *���� #����, ����� 	 -�������	��

2��+%&� ��(�������), ���	�	���� *���� ����	�� .������	,, /��
���

„%��

������ ������� � %������”  


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 14:30 – 15:00

��%)� �%�: 15:00 – 17:20 


�%�$%����!")�: ����$+�� *�#�)

15:00 – 15:20 

����� ������), ��	����	��� � ��������, �����������	
�	 ��������

������ ��+%���, ��	����	��� � ��������, �����������	
�	 ��������

„$����� ����

��
 Covid-19 �� ���	
��� ���� ������ �� ����

��
 �	���� ��


��

����
 �� ��
�����
������
 ������
�� � .
������”
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15:20 – 15:40 

Manuela Muzika Dizdarevi/, Prirodno-matemati�ki fakultet Univerziteta u Sarajevu

Aleksandar Balašev-Samarski, Prirodno-matemati�ki fakultet Univerziteta u Sarajevu 

Selma Zekovi/, Prirodno-matemati�ki fakultet Univerziteta u Sarajevu

„Procjena stepena razumijevanja geometrijskih pojmova primjenom van Hieleove teorije i 

comparative judgement metoda”

15:40 – 16:00 

�+%($����� �",, 0( „1��� .��*	,” ���!���

„ � 
��

����
 �� �����
����
 ���� ���
�������� ���� � ������ ��������
	���


���
��”

16:00 – 16:20 

	�+�� 8�������), ������	�� &��
	��
��-���	�	���	� ��������	� ����	��, ���*����

„/
�������(� ����
�	�
 ���
 $�”

16:20 – 16:40 

�%!�� 2"��%.�, /��� ��������� *����, �������

„/����� 
����� � ��(���. #������ 0% ��������”

16:40 – 17:00 

����1� 	� %&�), (�$�
�� �	����	��

	�+�1 
"1�), /��� $��������� �	����	��

„�
�� ���
�� �����

� � �
��������� 	�
�������	��� �

�: 	�
�
�����
, 

���
�����
 � 
�	���
�������� ��������”

17:00 – 17:20 

Nives Baranovi/, Odsjek za u�iteljski studij Filozofski fakultet u Splitu, Hrvatska

Branka Antunovi/-Piton, Fakultet za odgojne i obrazovne znanosti Sveu�ilište Juraj Dobrila u 

Puli, Hrvatska

„Razvoj vizualnog, algebarskog i funkcijskog mišljenja na primjeru rastu1eg geometrijskog 

uzorka”
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III �������: ��
��������8�2���� � ���
��� ��� ��
������

12:30 – 15:40 ����, ���� 704/IV 


��� �%�: 12:30 – 14:30 


�%�$%����!")�: ���$&��� 	�)�), ������� �������	
��� ��������� ��	����	���� �

��������

12:30 – 12:50 


%&�� ���(���), ��	����	��� � �	*�, /�	�����-�������	
�	 ��������


�%���� ���?%��), ��	����	��� � �	*�, /�	�����-�������	
�	 ��������

„����+
�
 ������� 	� ������
 	�
����
 ��
�(� 

���
 ���

������ �������”

12:50 – 13:10 

�� �� 2�$���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„#������ � ��
���)��
 ���� 
���

��
 COVID-19 � 2
������� 3����� ��
�(�

	����
��� %������
��� 
��
��”

13:10 – 13:30 

���$&��� 	�&���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„"
����
��	
 
������������ �
����� ���
������ ����
�� � ���(
�� ����
����

����”

13:30 – 13:50 

	�+�1 	�)���), ��	����	��� � ��������, �����������	
�	 ��������

���� �� �), ��	����	��� � ��������, �����������	
�	 ��������

„*��� ���������� �� ��

����� ���
�������”

13:50 – 14:10 

��(�+� 
-���), ��	����	��� � ��������, �������	
�	 ��������

„4�������� �
����������
 �	������ ������”


�" �  � (�0" � �$�%#%'% 14:10 – 15:00

��"�� �%�: 15:00 – 15:40 


�%�$%����!")�: ���$&��� 	�&���), ������� �������	
��� ��������� ��	����	���� �

��������

15:00 – 15:20 

2��(� ��(�), 	��(� 3�� ������), ���� ��(���), ��&�+�!� 	+��%����), ����

%&��1, 	��(� ���%&�, ��?�� ���?%+���): ��	����	��� � ��������, �������	
�	

��������

„"�
����� ���
)����
 ����

���� ����
�
 WASP-60b �� ����

����	���

��	
������”

15:20 – 15:40 

�%-��� 
��%+�, *�!�� ����(���), 2�(&�� ������): ��	����	��� � ��������, 

�������	
�	 ��������

Valerio Caruba, ��	����	��� � ��� /����, ����	�

„���
� ��
����� �	�
�����”
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Bojan Bašić, Anna Slivková
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Hölder continuity of qc harmonic mappings between smooth domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Mirjana Kati�

Metode unapre�ivaǌa znaǌa matematiqki nadarenih uqenika osnovnih xkola
iz oblasti geometrije. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
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Cauchy problem for the Emden–Fowler equation with initial point on the positive part of y–axis . 38

Ivana Milić Žitnik
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Uticaj imputacionih metoda na testove vixedimenzione normalnosti

Danijel Aleksi�

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

e-mail: danijel aleksic@matf.bg.ac.rs

Bojana Miloxevi�

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

e-mail: bojana@matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Mnoge od statistiqkih procedura zahtevaju dostupnost kompletnog uzorka. Shodno

tome, u literaturi je do sada predloжeno mnogo razliqitih imputacionih metoda kojima se prevazi-

lazi ovaj problem. Me�utim, imputacione metode mogu imati znaqajan uticaj na raspodelu podataka

([ 1]). Zbog toga je potrebno ispitati kakav je uticaj imputacionih metoda na statistiqke procedure

koje znaqajno zavise upravo od raspodele podataka. U ovom radu razmotren je uticaj imputacionih

na neke od testova vixedimenzione normalnosti predloжenih u [ 2]. Predloжen je metod kalibracije

nivoa znaqajnosti za testiraǌe na podacima imputiranim raznim metodama imputacije, a testiraǌe

u tom sluqaju pokazalo se kao mo�nije od proste amputacije.

Kǉuqne reqi: nedostaju�i podaci; imputacija; testovi normalnosti; kalibracija.

Bibliografija

[1] M.S. Santos, J.P. Soares, P.H. Abreu, H.J. Araujo, J.A.M. Santos. Influence of Data Distribution in Missing
Data Imputation. Conference on Artificial Intelligence in Medicine in Europe, 2017.

[2] B. Ebner, N. Henze. Tests for multivariate normality—a critical review with emphasis on weighted L2-
statistics. Springer, TEST29, 845-892 (2020).

Nastava matematike izme�u forme i suxtine

Vojislav Andri�

Matematiqki klub ,,Diofant”, Vaǉevo

e-mail: voja.andric@gmail.com

Apstrakt. Ciǉ ovog saopxteǌa je da ukaжe na posledice formalnog i reproduktivnog pris-

tupa nastavi matematike i nedostatak suxtinskog prilaza nastavi matematike koji se zasniva na

razvijaǌu misaonih i logiqkih funkcija uqenika. Takva situacija za posledicu ima funkcionalnu

matematiqku nepismenost (ali ne i samo matematiqku). Iskazan stav �e biti potkrepǉen dokazima

sadrжanim u rezultatima relevantnih eksternih doma�ih i stranih istraжivaǌa. U saopxteǌu �e

biti reqi i o nekim predlozima za prevazilaжeǌe aktuelnog staǌa.

Kǉuqne reqi: Nastava matematike; Formalni pristup; Reproduktivni pristup.
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Moduli of continuity of harmonic quasiconformal mappings - an overview

Miloš Arsenović

Department of Mathematics,

Belgrade Unoversity

e-mail: arsenovic@matf.bg.ac.rs

Abstract. We give an overview of some older results in the theory of harmonic quasiconformal mappings,

with emphasis on relationship between moduli of continuity of such mappings to the moduli of continuity of the

corresponding restrictions to the boundary. We describe different approaches to the probem and comment on

still unresolved problems in this field of research.

Keywords: quasiconformal maps, harmonic maps, Modulus of continuity.

References

[1] Ali Abaob, Miloš Arsenović, Miodrag Mateljević, Abejela Skheam, Moduli of continuity of harmonic quasireg-
ular mappings on bounded domains. Ann. Acad. Sci. Fenn., 2013, 38, 839-847.

[2] O. Martio On harmonic quasiconformal mappings, Ann. Acad. Sci. Fenn., 1968, Ser A I 425, 3-10.
[3] V. Todorčević Harmonic Quasiconformal Mappings and Hyperbolic Type Metrics, Springer, 2019.
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On Holder continuuty of Q-homeomorphisms

Miloš Arsenović

Department of Mathematics,

Belgrade Unoversity

e-mail: arsenovic@matf.bg.ac.rs

Miodrag Mateljević

Department of Mathematics

Belgrade University

e-mail: miodrag@matf.bg.ac.rs

Abstract. We prove Hölder continuity at the boudanry of a homeomorphism f defined on a bounded domain

Ω ⊂ Rn with Lipschitz boudary. The homeomorphism f is assumed to belong to certain Orlicz-Sobolev class

and to satisfy a distortion condition near the boundary. We employ a mathod of straighthening the boundary

by means of Lipschitz continuous transformation of coordinates and a careful tracking of relevant quantitave

properties of mappings under such transformation of coordinates. Our result generalizes previously obtained

tesult for the unit ball by Mateljević, Salimov and Sevostyanov.

Keywords: Q-homeomorphisms, Orlicz-Sobolev spaces, Holder continuity.

References

[1] Luigi D’Onofrioa, Stanislav Hencl, Jan Malý, Roberta Schiattarella, Note on Lusin (N) condition and the
distributional determinant. J. Math.Anal.Appl., 2016, 439, 171-182.

[2] Kovtonyuk, D., Ryazanov, V., Salimov, B., Sevostyanov, E. Toward the theory of Orlicz-Sobolev classes, St.
Petersburg Math. J., 2014, 25:6, 929-963.

[3] Mateljević, M., Salimov R., Sevostyanov, E. Hölder and Lipschitz Continuity of Mappings in Orlicz-Sobolev
Classes with the Distortion of Bounded Mean Value Type and Harmonic Mappings, preprint, 2020
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Kombinatorika – primene u nastavi matematike u osnovnim i
sredǌim xkolama

Vladimir Balti�

Matematiqka gimnazija, VIXER

e-mail: mmcar@gmail.com

Apstrakt. Qesto se misli da je Kombinatorika oblast matematike koja se bavi samo prebroja-

vaǌem. Ovde �emo dati detaǉan pregled svih oblasti kojima se kombinatorika bavi:

• prebrajaǌem skupova (tj. odre�ivaǌem broja elemenata skupova);

• mispitivaǌem/dokazivaǌem postojaǌa (egzistencije) odre�enih kombinatornih struktura;

• klasifikacijom kombinatornih struktura;

• ekstremalnim problemima (min,max);

• problemima kombinatorne optimizacije i odgovaraju�im algoritmima.

U predavaǌu podseti�emo se na osnovne kombinatorne principe. Sve je ilustrovano sa mnoxtvom

raznovrsnih primera i pokazano je kako je to korix�eno u nastavi matematike tokom korone.

Skre�emo paжǌu na narednu adresu, na kojoj je Veǉko �irovi� ostavio mnoxtvo kombinatornih

materijala, koje nastavnici mogu da iskoriste u radu:

http://geogebra.matf.bg.ac.rs/#courses

Kǉuqne reqi: Kombinatorika; kombinatorni principi; ekstremalni problemi.

Bibliografija

[1] D. Stevanovi�, V. Balti�, S. Simi�, M. �iri�. Diskretna matematika – Osnove kombina-
torike i teorije grafova DMS, 2008.
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Razvoj vizualnog, algebarskog i funkcijskog mǐsljenja na primjeru rastućeg

geometrijskog uzorka

Nives Baranović

Odsjek za učiteljski studij Filozofski fakultet u Splitu
e-mail: nives@ffst.hr

Branka Antunović – Piton

Fakultet za odgojne i obrazovne znanosti Sveučilǐste Juraj Dobrila u Puli

e-mail: bpiton@unipu.hr

Apstrakt. Čovjek se, zbog bioloških karakteristika, od svog rodjenja služi sposobnostima vizualizacije, koje

postupno napušta kako bi prešao na apstraktno mǐsljenje, najprije kroz jezik, a zatim i kroz simbolički zapis.

Kroz odgovarajuće problemske zadatka moguće je ispreplesti razvoj vizualnog mǐsljenja u svrhu napredovanja

do općih formi te razvoj algebarskog mǐsljenja u svrhu napredovanja do simboličkog zapisa, još od primarnog

obrazovanja.

Nadalje, koncept funkcije implicitno se provlači kroz sve razine matematičkog obrazovanja, a posebno se

intenzivno koristi u srednjoškolskoj matematici kroz različite vrste funkcija. Njegovo razumijevanje preduvjet je

razumijevanja mnogih drugih koncepata zbog čega se smatra temeljnim matematičkim konceptom. Iako je važan

i učestalo se koristi, zbog svoje kompleksnosti učenici koncept funkcije rijetko u potpunosti razumiju i obično ga

koriste na proceduralnoj razini pa nerijetko izostaje razvoj funkcijskog mǐsljenja.

Problemski zadaci s rastućim geometrijskim uzorcima na prirodan način osiguravaju okruženje za razvoj ra-

zličitih oblika zaključivanja i različitih strategija odredjivanja općih formi istog pravila. Time se ciljano razvijaju

i različiti oblici mǐsljenja: od vizualnog, preko algebarskog do funkcijskog mǐsljenja.

Stoga je cilj ovog rada ukazati na ,,skrivene” potencijale odabranih problemskih zadataka u procesu učenja

i poučavanja matematike, posebno u svrhu razvoja vizualnog i algebarskog mǐsljenja, boljeg razumijevanja kon-

cepta funkcije i razvoja funkcijskog mǐsljenja. Na taj način, uspostavlja se i ravnoteža izmedju proceduralnog i

konceptualnog znanja te razvoj kreativnosti i divergentnog mǐsljenja. S obzirom da geometrijski uzorak svatko

,,vidi” na svoj način, dodatno se žele osvijestiti različite strategije rješavanja problema kao i različiti oblici

zaključivanja, što će biti prikazano i na primjeru jednog istraživanja s učenicima srednjih gradskih škola.

Ključne reči: Ekvivalentni izrazi, koncept funkcije, generalizacija, vizualizacija, proces rješavanja problema.
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On tessellations and the Heesch number in large dimensions

Bojan Bašić

Department of Mathematics and Informatics, University of Novi Sad

Trg Dositeja Obradovića 4, 21000 Novi Sad, Serbia
e-mail: bojan.basic@dmi.uns.ac.rs

Anna Slivková

Department of Mathematics and Informatics, University of Novi Sad

Trg Dositeja Obradovića 4, 21000 Novi Sad, Serbia

e-mail: anna.slivkova@dmi.uns.ac.rs

Abstract. In the first part of the talk, there will be presented some basic notions on tessellations (or tilings),

and the so-called Heesch number of a figure will be introduced, which measures, loosely speaking, how “far” we

can advance toward a tiling of the whole space using the given figure (the greater Heesch number is, we can

advance “further”; and the Heesch number is infinite if and only if the space can be tiled by congruent copies of

the given figure). Probably the most important open problem concerning the Heesch number (called Heesch’s

problem) asks whether the set of all finite values that can be the Heesch number of some figure is bounded from

above (in other words, whether there exists the largest possible finite Heesch number). For almost full 20 years,

the “record-holder” (in the Euclidean plane) had been a figure whose Heesch number is 5, until recently, when

a figure whose Heesch number is 6 has been discovered.

In the secont part of the talk, there will be presented a solution of the d-dimensional Heesch’s problem in

the asymptotic sense. Namely, it will be shown that, if we let d→∞, then there is no uniform upper bound on

the set of all possible finite Heesch numbers in the space Ed; in other words, given any nonnegative integer n,

we can find a dimension d (depending on n) in which there exists a hypersolid whose Heesch number is finite

and greater than n.

Keywords: Heesch number; tessellation; tiling.
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Primena dinamiqkog softvera Geogebra u obradi vektora

Radoslav Boжi�

Gimnazija ”Svetozar Markovi�”, ǋegoxeva 22, Novi Sad

e-mail: radoslav.bozic@gmail.com

Apstrakt. Izuqavaǌe vektora u okviru nastavnog predmeta matematika poqiǌe u petom razredu

osnovne xkole. Uqenici se tada upoznaju sa pojmom i osnovnim osobinama vektora, kao i sa pojmom

translacije. Detaǉnije izuqavaǌe vektora se nastavǉa tokom sredǌoxkolskog obrazovaǌa. Praksa je

pokazala da uqenici neretko imaju potexko�a u savladavaǌu ovog dela gradiva. Sliqno su pokazala

i istraжivaǌa sprovedena u ovoj oblasti. Naroqito je izraжen problem povezivaǌa algebarske

i grafiqke reprezentacije vektora, sa naglaskom na vektorskom i mexovitom proizvodu. Upotreba

dinamiqkog softvera, kao xto je Geogebra, omogu�ava da se vektori predstavǉaju i istovremeno pos-

matraju u okviru algebarske i grafiqke reprezentacije. Rad u Geogebra 3D okruжeǌu omogu�ava

kvalitetnu vizuelizaciju translacije, kao i operacija sabiraǌa, oduzimaǌa i mnoжeǌa vektora

skalarom, ali i vektorskog i mexovitog proizvoda. Dinamiqka svojstva ovog softvera omogu�avaju da

se analizira me�usobna zavisnost algebarske i grafiqke reprezentacije vektora, te uticaj promene

odre�enih parametara na vektore u ravni i u prostoru. Primena dinamiqkog softvera je pogodna i

kod onlajn nastave. Dosadaxǌa iskustva su pokazala da dinamiqka vizuelizacija moжe imati pozi-

tivan uticaj na kvalitet znaǌa uqenika u oblasti vektora.

Kǉuqne reqi: Dinamiqki softver Geogebra; Vektori; Trodimenzionalni prikaz.

Bibliografija

[1] Appova, A., Berezovski, T. Commonly identified students’ misconceptions about vectors and vector opera-
tions. In S. Brown, G. Karakok, G. Hah Roh, M. Oehrtman (Eds.), Conference on research in undergraduate
mathematics education: Crume xvi. Denver: RUME., 2013, 2, pp. 8 - 17.

[2] Martin-Gonzalez, A., Chi-Poot, A., Uc-Cetina, V. Usability evaluation of an augmented reality system for
teaching Euclidean vectors. Innovations in Education and Teaching International, 2015, 53(6), 627 - 636.

[3] Widada, Wahyu, Herawaty, D., Andriyani, D. S., Marantika, R., Yanti, I. D. The thinking process of students
in understanding the concept of graphs during ethnomathematics learning. IOP Conf. Series: Journal of
Physics: Conf. Series 1470, 2020, 012072.
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Fridmanove jednačine kao dinamički sistem

Danijela Branković

Elektrotehnički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Bulevar kralja Aleksandra 73, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: danijela@etf.bg.ac.rs

Žarko Mijajlović

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija
e-mail: zarkom@matf.bg.ac.rs

Apstrakt. U ovom radu predstavićemo dinamiku ΛCDM modela univerzuma pod pretpostavkom da se

univerzum sastoji od savršenih barotropskih fluida koji nemaju med-usobnu interakciju. Takod-e, biće prikazana

odgovarajuća fizička interpretacija, kao i nove zavisnosti izmed-u kosmoloških parametara.

Ključne reči: Fridmanove jednačine; ΛCDM model; dinamički sistem.

Analiza i predvi�aǌe toka epidemije COVID-19 u Republici Srbiji
pomo�u skrivenih Markovǉevih modela

Lazar Vasovi�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, Beograd

e-mail: pd212006@alas.matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Skriveni Markovǉevi modeli (HMM) jesu verovatnosni modeli sa xirokom primenom

u analizi sekvencijalnih podataka. Budu�i da su generativni po prirodi, znaqajna im je uloga u

rexavaǌu problema nenadgledanog maxinskog uqeǌa nad vremenskim serijama. U radu su formirani

i upore�eni razliqiti HMM nad serijama koje predstavǉaju tok epidemije COVID-19 u Republici

Srbiji, pri qemu su obuhva�eni najosnovniji podaci – brojevi novozaraжenih, umrlih potvr�enih

pacijenata i aktivnih sluqajeva. Napravǉeni modeli uspexno dele epidemiju po fazama: na talase,

prema aktivnosti virusa, prema stabilnosti epidemijske krive, kao i prema drugim srodnim kri-

terijumima. Dobijeni rezultati mogu se tumaqiti kako uopxteno, u kontekstu opisa i predvif1aǌa

toka epidemije, tako i nexto konkretnije, npr. u kontekstu planiraǌa protivepidemijskih mera.

Kǉuqne reqi: skriveni Markovǉevi modeli (HMM); epidemija COVID-19; epidemioloxki

modeli; nenadgledano maxinsko uqeǌe.
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Hyperbolic knots, right-angled Coxeter groups and ideal polyhedra

Andrei Vesnin

National Research Tomsk State University, Tomsk, 63450, Russia

Sobolev Institute of Mathematics SB RAS, Novosiibirsk, 630090, Russia
e-mail: vesnin@math.nsc.ru

Abstract. We will discuss geometric structures on knot and link complements in sense of [1]. Following

Champanenkar, Kofman and Purcell we say that a link L ⊂ S3 is said to be right-angled if a manifold S3 \
L equipped with a hyperbolic structure can be decomposed into right-angled polyhedra. The well-known 2-

component Whitehead link and the 3-component Borromean rings link are both examples of right-angled links.

Their complements can be decomposed into one and two copies of an ideal right-angled octahedron, respectively.

The method from [2] admits to construct right-angled links corresponding to index four subgroups of groups,

generated in faces of ideal (all vertices are ideal) right-angled (all dihedral angled are π
2
) hyperbolic polyhedra.

As a corollary of the famous Andreev’s theorem, an ideal right-angled polyhedron is determined by its 1-skeleton

uniquely up to isometry.

We will discuss volumes of ideal right-angled hyperbolic polyhedra. There will be presented volume upper

bounds depending of number of vertices [3]. Moreover will discuss how these studies of volumes are connected

with some conjectures about hyperbolic knot and graph invariants.

Keywords: Lobachevsky space; knots and links; ideal polyhedra.

References

[1] W. Thurston. The geometry and topology of three-manifolds. Lecture notes, Princeton, 1980.
[2] A. Vesnin. Right-angled polyhedra and hyperbolic 3-manifolds. Russian Math. Surveys, 2017, 72, 335-374.
[3] A. Egorov, A. Vesnin. Volume estimates for right-angled hyperbolic polyhedra. Rend. Istit. Mat. Univ.

Trieste, 2020, 52, 565 - 576.
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Metoda promenǉivih okolina za fazi klasterovaǌe na kompleksnim
mreжama optimizacijom fazi modularnosti

Filip Vidojevi�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

e-mail: filip vidojevic@matf.bg.ac.rs

Duxan �ami�

Fakultet organizacionih nauka, Univerzitet u Beogradu

e-mail: dzamic.dusan@fon.bg.ac.rs

Miroslav Mari�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

e-mail: maricm@matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Potreba za klasterovaǌem se javǉa u razliqitim oblastima poqev od analize soci-

jalnih mreжa i identifikacije zajednica u ǌima pa do analize metaboliqkih mreжa i odre�ivaǌa

funkcije proteina. Problem odre�ivaǌa klastera u mreжi, pri qemu jedan qvor moжe delimiqno pri-

padati ve�em broju klastera, naziva se fazi (preklapaju�e) klasterovaǌe na mreжi. U ovom radu

predloжena je nova metoda promenǉivih okolina za fazi klasterovaǌe na mreжi. Metoda optimizuje

fazi modularsnot, najqex�e korix�enu meru za odre�ivaǌe kvaliteta preklapaju�ih klastera.

Lokalna pretraga je implementirana korix�eǌem algoritma brze maksimizacije fazi modularnosti

koji iterativno poboǉxava teku�e rexeǌe koriste�i formulu za maksimalno pove�aǌe fazi modu-

larnosti u svakom koraku. U ciǉu daǉeg poboǉxaǌa rexeǌa u fazi razmrdavaǌa implementirane

su razliqite okoline zasnovnane na premextaǌu qvorova izme�u klastera. Za testiraǌe metode ko-

rix�ene su Zaharijev karate klub i Ameriqki kole
 fudbal instance. Preliminarni raqunarski

eksperimenti pokazuju da predloжena metoda prevazilazi lokalne minimume koje algoritam brze

maksimizacije vrlo brzo dostigne.

Kǉuqne reqi: Fazi klasterovaǌe; Fazi modularnost; Metoda promenǉivih okolina.

Bibliografija
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Vlaxka magija i Ka�uxa. Analiza IMO zadataka

Dejan Vurdeǉa

Prva ekonomska xkola, Cetiǌska 5-7, Beograd

e-mail: dvurdelja@sbb.rs

Apstrakt. Prikaza�emo rexeǌe jednog zadatka sa IMO odrжane u Rumuniji 1960. godine i

rexeǌe jednog zadatka sa IMO odrжane u Bugarskoj 1966. godine.

Tekst zadatka sa IMO odrжane u Rumuniji glasi: Rexiti nejednaqinu

4x2

(1−
√
2x+ 1)2

< 2x+ 9.

Tekst zadatka sa IMO odrжane u Bugarskoj glasi: Na matematiqkom takmiqeǌu postavǉena su

tri problema A, B i C. Dvadesetpet uqesnika su rexili bar po jedan problem. Od svih koji nisu

rexili problem A, oni koji su rexili problem B su duplo brojniji nego oni koji su rexili problem

C. Broj uqesnika koji su rexili problem A bio je za jedan ve�i od broja uqesnika koji su zajedno sa

A rexili bar jox jedan problem. Zajedno sa uqesnicima koji su rexili samo jedan problem, polovina

nije rexila zadatak A. Koliko ǌih je rexilo samo zadatak B?

Estimates of distance and gradient for positive pluriharmonic functions in the unit

polydisc in Cn

Jelena Gajić

Faculty Of Natural Sciences and Mathematics, University of Banja Luka, Republic of Srpska
e-mail: jelena.gajic.mm@gmail.com

Abstract. We prove Schwarz-Pick lemma for strictly positive pluriharmonic functions in the open unit

polydisc in Cn. We give various estimates for positive pluriharmonic functions defined in Dn. These estimates are

in terms of natural metrics on Dn. The method we employ was developed by M. Mateljević and his collaborators,

(see [ 1].) In ([ 2]) the author gives an estimate of the distance for pluriharmonic functions from any complex

manifold to a proper open interval of R. We will give a direct proof for pluriharmonic functions in the unit

polydisc. An estimate on theM−invariant real gradient of bounded pluriharmonic functions in the unit ball in
Cn can be found in ([ 3].) All our estimates, both on distance and gradient are sharp. In the case of a gradient

an extreme function is given.

Keywords: pluriharmonic functions; Kobayashi distance; Schwarz-Pick lemma
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Extreme Values of Moving Averages and Missing Observations

Lenka Glavaš

University of Belgrade, Faculty of Mathematics

e-mail: lenka@matf.bg.ac.rs

Pavle Mladenović

University of Belgrade, Faculty of Mathematics
e-mail: paja@matf.bg.ac.rs

Abstract. We investigate maxima in incomplete samples from the stationary random processes (Xn)n>1,

that are given by Xn =
∑

∞

i=0 ψiZn−i, where Zn, n ∈ Z, is a sequence of i.i.d. random variables with regularly

varying balanced tails, i.e. P{|Z0| > t} = t−αL(t), t > 0, for some α > 0 and a slowly varying function L, and

P{Z0 > t} ∼ pP{|Z0| > t}, P{Z0 < −t} ∼ qP{|Z0| > t}, as t → ∞, p + q = 1, where (ψi)i>0 is a sequence of

real numbers satisfying the condition
∑

∞

i=0 |ψi|α < ∞. The stochastic processes of the given type appear, for

example, as stationary solutions of the stochastic difference equations that determines AR and ARMA processes.

Heavy tailed distributions have been applied in different areas such as internet traffic, insurance and finance,

hydrology, random graphs, population size, etc.

The observed and non-observed random variables in the process (Xn)n>1 considered are determined by a

deterministic 0–1 sequence (ci)i>1. The class of limiting distributions of the random vector whose components

are the maximum of the first n terms and the maximum of the observed random variables among the first

n terms of the sequence (Xn)n>1 is determined. The limiting distribution is considered as a function of the

sequence (ci)i>1. The proof requires a non-trivial combination of the point process theory and combinatorics.

Keywords: Extreme values; moving averages; heavy-tailed innovations; missing observations; point processes.
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Precizno odred-ivanje parametara planete WASP-60b iz fotometrijskih posmatranja

Vinka Dakić

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija
e-mail: dakicuma11@gmail.com

Marko Grozdanović

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: galaktika.m96@gmail.com

Lana Ivković

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija
e-mail: lannaivkovic@gmail.com

Natalija Mladenović

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: nm.mladenovic@gmail.com

Ivan Petraš

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: petras.ivan99@gmail.com

Marko Radeta

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija
e-mail: markoradeta@gmail.com

Srd-an Rand-elović

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: srdjan99nbg@gmail.com

Apstrakt. Jedan od osnovnih načina za detekciju ekstrasolarnih planeta i ispitivanje njihovih osobina je

tranzit planete preko zvezdanog diska. Pri tranzitu dolazi do smanjenja sjaja zvezde, te se fotometrijskim sni-

manjem krive sjaja u različitim filterima i njihovom analizom mogu odrediti parametri sistema. U ovom radu

ćemo prikazati istraživanja sistema zvezde WASP-60 i njene planete WASP-60b, koje su na predlog Društva

astronoma Srbije, nazvane Vlasina i Morava od strane Med-unarodne astronomske unije.

Tranzit planete WASP-60b je posmatran tri puta do sada. Prva dva posmatranja su vršena u Harris B

filteru i dobijeni parametri su med-usobno usklad-eni, ali nijedno od ovih posmatranja nije vršeno tokom celog

tranzita. Poslednje posmatranje je potpuno i vršeno je samo u Cousin I filteru, no dobijeni parametri značajno

odstupaju od ranije odred-enih. Posmatranje u različitim filterima sa većim teleskopom omogućava da se dobije

kvalitetnija kriva sjaja, te bi se njenom analizom mogli preciznije odrediti parametri zvezde WASP-60 i planete

WASP-60b. U ovom izlaganju ćemo kratko predstaviti dosadašnja istraživanja sistema Morava-Vlasina, kao i

naš naučnoistraživački projekat u okviru kojeg smo tokom tri posmatračke noći posmatrali navedeni sistem u I i

B filterima, pomoću 1.4m-teleskopa Milanković na Astronomskoj stanici Vidojevica. Takod-e, prikazaćemo prve

rezultate i dalje planove za analizu podataka.

Ključne reči: ekstrasolarne planete; tranzit; fotometrija.
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Local rigidity for parabolic affine actions

Danijela Damjanović

Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden

e-mail: ddam@kth.se

Abstract. I will describe the new result which provides local smooth classification for large classes of

parabolic affine abelian actions on the torus. It is in the spirit of the classical Moser’s result for Diophantine

circle translations. Unlike Moser’s KAM result (which has its version for commuting circle diffeomorphisms) here

we have a dichotomy: either the action is locally rigid under certain Diophantine conditions, or the action has a

rank one factor. So smooth classification of perturbations for parabolic affine actions is genuinely a higher-rank

phenomenon. This is joint work with Bassam Fayad and Maria Saprykina.

Cosmological Solutions of a Nonlocal Gravity Model

Ivan Dimitrijevic

University of Belgrade, Faculty of Mathematics,
Studentski Trg 16, 11000 Belgrade, Serbia

e-mail: ivand@matf.bg.ac.rs

Abstract. A nonlocal gravity model

S =
1

16πG

∫

(R− 2Λ + (R− 4Λ)F(�)(R− 4Λ))
√
−gd4x

is introduced, and several exact cosmological solutions are presented. The first solution mimics properties similar

to an interference between the radiation and the dark energy, while the second one is a nonsingular time

symmetric bounce. Moreover, we investigate other possible exact cosmological solutions and find some in nonflat

space. Used nonlocal gravity dynamics can change background topology. To solve the corresponding equations

of motion, we first look for a solution of the eigenvalue problem �(R− 4Λ) = q(R− 4Λ).

This talk is based on joint work with B.Dragovich, Z.Rakic and J.Stankovic.

Keywords: nonlocal gravity; cosmological solutions; cosmological constant; dark energy.
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On compactness of classes of solutions of the Dirichlet problem with restrictions of

the theoretics-set type

Oleksandr Dovhopiatyi

Zhytomyr Ivan Franko State University
e-mail: Alexdov1111111@gmail.com

Evgeny Sevost’yanov

Zhytomyr Ivan Franko State University; Institute of Applied Mathematics and Mechanics of NAS of Ukraine, Slavyansk

e-mail: esevostyanov2009@gmail.com

Abstract. Consider the following Cauchy problem:

fz = µ(z) · fz , (1)

lim
ζ→z

Re f(ζ) = ϕ(z) ∀ z ∈ ∂D , (2)

where ϕ : ∂D → R is a predefined continuous function. In what follows, we assume that D is some Jordan

domain in C.

Let D be a domain in Rn, n > 2, and let Ωn be a volume of the unit ball in Rn. We say that a function

ψ : D → R has a finite mean oscillation at a point x0 ∈ D, write ψ ∈ FMO(x0), if

lim sup
ε→0

1

Ωnεn

∫

B(x0, ε)

|ψ(x)− ψε| dm(x) <∞ , (3)

where

ψε =
1

Ωnεn

∫

B(x0, ε)

ψ(x) dm(x) .

Let M(z) ⊂ D, z ∈ C be some system of sets (that is, for each z0 ∈ C the symbol M(z0) denotes some set

in D). Denote by MM the set of all complex measurable functions µ : C→ D, such that µ(z) ∈M(z) for almost

all z ∈ C.

We fix a point z0 ∈ D and a function ϕ. Let M(z) ⊂ D, z ∈ D, be some system of sets. Let Fϕ,M,z0(D)

be the class of all regular solutions f : D → C of the Dirichlet problem (1)–(2), which satisfy the condition

Im f(z0) = 0 such that µ ∈MM . We define a function QM (z) by the relation

QM (z) =
1 + qM (z)

1− qM (z)
, qM (z) = sup

ν∈M(z)

|ν| , (4)

and we consider that QM (z) ≡ 1 for z ∈ C \D.

Theorem.Let D be a simply connected domain in C, and let ϕ be a continuous function in (2). Let M(z),

z ∈ D, be a family of convex compact sets, and let QM be integrable in D and satisfies at least one of the following

conditions: either QM ∈ FMO(D), or
δ0
∫

0

dt

tqMx0
(t)

=∞ (5)
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for any x0 ∈ D and some δ0 = δ(x0) > 0, where qMx0
(t) = 1

2π

2π
∫

0

QM (x0 + teiθ) dθ. Then the family Fϕ,M,z0(D)

is compact in D.

Keywords: Quasiconformal mappings, Dirichlet problem, Beltrami equation.

A sense preserving Sobolev homeomorphism with negative Jacobian almost

everywhere

Luigi D’Onofrio

University of Napoli Parthenope
e-mail: luigi.donofrio@uniparthenope.it

Abstract. For every 1 6 p < 3
2
we construct a Sobolev homeomorphism f ∈ W 1,p([−1, 1]4, [−1, 1]4) such

that f(x) = x for every x ∈ ∂[−1, 1]4 but Jf < 0 a.e.. This is a joint work with D.C. Campbell and S. Hencl.

Keywords: Mappings of finite distortion; Sobolev homeomorphism; Degree theory

Dynamics of extremal polynomials, Painleve VI equations and isoharmonic

deformations

Vladimir Dragović

University of Texas at Dallas, USA
e-mail: vladad@turing.mi.sanu.ac.rs

Abstract. The talk is based on interrelations between integrable billiards, extremal polynomials, Riemann

surfaces, potential theory, and isomonodromic deformations. We discuss injectivity properties of rotation and

winding numbers. We study dynamics of Chebyshev polynomials on several intervals and introduce a notion of

isoharmonic deformations. We study their isomonodromic properties and formulate a new class of constrained

Schlesinger systems. We provide explicit solutions to these systems. The talk is based on joint results with

Vasilisa Shramchenko, including work in progress.
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Egzotiqni simplektomorfizmi i kontaktna dejstva kruga

Duxan Drobǌak

Univerzitet u Beogradu

Matematiqki fakultet

Studentski trg 16, 11158 Beograd

e-mail: dusan drobnjak@matf.bg.ac.rs

Igor Uǉarevi�

Univerzitet u Beogradu

Matematiqki fakultet

Studentski trg 16, 11158 Beograd

e-mail: igoru@ematf.bg.ac.rs

Apstrakt. Egzotiqni simplektomorfizmi su simplektomorfizmi koji nisu izotopni identiq-

nom peslikavaǌu kroz simplektomorfizme sa kompaktnim nosaqem. Za razliku od ǌihovih analoga

u glatkoj kategoriji (egzotiqnih difeomorfizama) vrlo malo se zna o egzotiqnim simplektomor-

fizmima standardne simplektiqke lopte B2n u vixim dimenzijama. Na primer, nije poznato da li

egzotiqni simplektomorfizmi uopxte postoje na B2n za n > 3. Dakle, nije poznato ni da li postoji

egzotiqni difeomorfizam lopte dimenzije bar 6 koji se moжe realizovati kao simplektomorfizam.

Koriste�i metode Florove teorije dokaza�emo da nepostojaǌe egzotiqnih simplektomorfizama

na standardnoj simplektiqkoj lopti B2n implicira priliqno strogu topoloxku restrikciju na slo-

bodnim kontaktnim dejstvima kruga standardne kontaktne sfere S2n−1. Dokaza�emo tako�e i analogno

tvr�eǌe za Liuvilov domen i kontaktna dejstva kruga na ǌegovoj granici.

Kǉuqne reqi: egzotiqni simplektomorfizmi; kontaktna dejstva; grupa klasa simplektiqkih

peslikavaǌa
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Xesti moment Dirichlet-ovih L-funkcija nad racionalnim funkcijskim
poǉima

Goran �ankovi�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: djankovic@matf.bg.ac.rs

Dragan �oki�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd, Srbija

e-mail: dragan@matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Raspodela prostih brojeva je direktno uslovǉena raspodelom nula, a posredno i

raspodelom veliqine Dirichlet-ovih L-funkcija na kritiqnoj liniji ℜ(s) = 1/2. Zato je prouqavaǌe

momenata ovih funkcija, tj. ǌihovih sredǌih vrednosti u nekim dobro definisanim familijama

jedan od kǉuqnih ciǉeva analitiqke teorije brojeva. Sa druge strane, pomo�u teorije sluqajnih

matrica (koja je originalno razvijena za potrebe fizike) su tek u posledǌoj deceniji XX veka

izvedene hipoteze za asimptotiku momenata L-funkcija u razliqitim familijama, kada tzv. konduktor

L-funkcije raste.

Na ovom predavaǌu �emo razmotriti analogna pitaǌa nad racionalnim funkcijskim poǉima

Fq(t), gde je Fq konaqno poǉe. Bi�e predstavǉena asimptotska formula za xesti moment Dirichlet-

ovih L-funkcija nad funkcijskim poǉima oblika

∑

Q moniqan
degQ=d

∑

χ (mod Q)
χ neparan
primitivni

∫ 2π
log q

0

∣

∣

∣

∣

L

(

1

2
+ it, χ

)∣

∣

∣

∣

6
dt

2π/ log q
≍ d

9q2d,

kad stepen polinoma d→∞. Ove L-funkcije su 2πi
log q

-periodiqne, pa se gorǌa integrcija moжe videti

kao integracija po kritiqnom krugu koji je analog kritiqne linije, dok je sumacija po moniqnim

polinomnim modulima Q i ǌihovim primitivnim karakterima analog Bombieri-Vinogradov sumacije

za Dirichlet-ove L-funkcije nad poǉem Q.

Dobijeni rezultat je saglasan sa hipotezama iz teorije sluqajnih matrica i predstavǉa analog

nad funkcijskim poǉima rezultata [ 1] nad poǉem Q, pri qemu je ocena za grexku u asimptotskoj

formuli u sluqaju funkcijskih poǉa oxtrija nego nad Q.

Kǉuqne reqi: Dirichlet-ovi karakteri i L-funkcije; Teorija sluqajnih matrica; Funkcijsko poǉe;

Momenti L-funkcija; Hayes-ovi karakteri i L-funkcije.
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Neke realne hiperpovrxi blizu Kelerove mnogostrukosti S3
× S3

Milox �ori�

Matematiqki fakultet

e-mail: milosdj@matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Blizu Kelerove mnogostrukosti predstavǉaju klasu skoro hermitskih mnogostrukosti

qiji je kovarijantni izvod G = ∇J skoro kompleksne strukture kososimetriqno vektorsko poǉe, pa

kao takve predstavǉaju uopxteǌe Kelerovih mnogostrukosti. Svaka blizu Kelerova mnogostrukost

u dimenziji 2 i 4 je Kelerova, pa prvi primeri strogo blizu Kelerovih mnogostrukosti postoje tek

u dimenziji 6. Postoje samo qetiri xestodimenzione homogene blizu Kelerove mnogostrukosti: S6,

S3 × S3, CP 3, F1,2(C
3), pri qemu su posledǌe tri mnogostrukosti snabdevene metrikama koje nisu

standardne. O mnogostrukosti S6 i ǌenim podmnogostrukostima postoji mnoxtvo literature, dok se

posledǌih godina aktivno izuqava i proizvod sfera S3 × S3, sa svojom blizu Kelerovom strukturom.

Pored skoro kompleksne strukture J, ova mnogostrukost poseduje i skoro produkt strukturu P , koja

antikomutira sa skoro kompleksnom strukturom. Tako�e, na ovoj mnogostrukosti postoje dve intere-

santne klase vektorskih poǉa, tzv. P−singularna vektorska poǉa, definisana po ugledu na sliqna

vektorska poǉa na kompleksnoj kvadrici Qn. Ova vektorska poǉa X mogu biti P−izotropna ili

P−glavna, u zavisnosti od dimenyije distribucije D = span{X, JX,PX, JPX}. Ukoliko za jediniqno

normalno vektorsko poǉe hiperpovrxi nametnemo uslov da je P−singularno, dobijamo delimiqnu ili

potpunu klasifikaciju takvih hiperpovrxi od S3 × S3.

Kǉuqne reqi: blizu Kelerova mnogostrukost, hiperpovrx, P-singularno vektorsko poǉe, skoro

kompleksna struktura, skoro produkt struktura
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Verovatnoća Kraljevske igre Ur

Milan Živanović

Akademija Vaspitačko-medicinskih strukovnih studija, Kruševac

e-mail: mzivanovic@vaspks.edu.rs

Apstrakt. Kurs verovatnoće i statistike se izučava na kraju srednjoškolskog matematičkog obrazovanja.

Zbog preokupiranosti predstojećim završnim ispitom i pripremama za prijemne ispite učenici sa manje entuz-

ijazma pristupe izučavanju ovih sadržaja. Stoga je pred profesorima ozbiljan problem da podignu motivaciju

učenika za učenje. To se uobičajeno postiže kroz aktuelne primere iz realnog života i korelacijom sa drugim nas-

tavnim, ali i vannastavnim oblastima. Kako je teorija verovatnoće nastala iz praktičnih problema hazarderskih

igara analiziranje problema vezanih za igre uopšte može značajno zainteresovati učenike. Kroz predstavljanje

zanimljivih igara starih civilizacija moguće je uspostaviti korelaciju sa istorijom što može podstaći učenike na

dodatna istraživanja. U ovom radu će biti opisana Kraljevska igra Ur, najstarija igra na tabli. Prezentovaćemo

u GeoGebri modelovanu verziju ove igre sa web adrese https://www.geogebra.org/m/aksgudv7. U matematičkom

delu rada će biti rešeni neki problemi teorije verovatnoće vezani za Kraljevsku igru Ur.

Ključne reči: Verovatnoća; Igra; GeoGebra
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Metoda konaqnih razlika za linearnu vixeqlanu jednaqinu
subdifuzije

Sandra Жivanovi�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd

e-mail: sandra@matf.bg.ac.rs

Aleksandra Deli�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, Studentski trg 16, 11000 Beograd

e-mail: adelic@matf.bg.ac.rs

Zorica Milovanovi� Jekni�

Fakultet za graditeǉski mena
ment, Univerzitet Union-Nikola Tesla, Cara Duxana 62-64, 11000 Beograd

e-mail: zmilovanovic@unionnikolatesla.edu.rs

Apstrakt. Jednaqina subdifuzije nastaje iz klasiqne difuzione jednaqine zamenom prvog izvoda

po vremenskoj promenǉivoj izvodom razlomǉenog reda α, gde je α ∈ (0, 1). Iz teorije frakcionog

raquna izdvojili smo definicije Riman-Liuvilovog i Kaputovog izvoda razlomǉenog reda i ǌihove

osnovne osobine. Ovde smo razmotrili linearnu vixeqlanu jednaqinu subdifuzije sa koeficijen-

tom koji sadrжi singularnu Dirakovu distribuciju. Postavili smo poqetno-graniqni problem za

ovakvu jednaqinu koji se qesto u literturi oznaqava kao problem sa interfejsom. Predstavǉena je

slaba formulacija problema koji ima slabo rexeǌe u prostoru Soboǉeva odgovaraju�eg tipa. Dati

su funkcionalni prostori koji su od interesa za posmatrani zadatak, posebno prostori funkcija

sa izvodima razlomǉenog reda. Izvrxena je diskretizacija zadatka i uvedeni analogni prostori

diskretnih funkcija. Implicitna diferencijska shema, zasnovana na metodi konaqnih razlika je

stabilna i data je ocena brzine konvergencije. Numeriqkim primerom su pokazani dobijeni teori-

jski rezultati.

Kǉuqne reqi: izvodi razlomǉenog reda; slabo rexeǌe; diferencijska shema; stabilnost;

konvergencija.
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[1] A. Delić, S. Živanović, Z. Milovanović Jeknić. A finite-difference scheme for a linear multi-term fractiona-
in-time differential equation with concetrated capacities . International journal of numerical analysis and
modeling, 2021, 18, 265 - 286.

21



Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2021,Vol. XI (1)

Critical values of inner functions

Oleg Ivrii

Tel Aviv University, Israel

e-mail: ivrii@tauex.tau.ac.il

Abstract. An inner function is a holomorphic self-map of the unit disk such that for almost every θ ∈ [0, 2π),
the radial limit limr→1 F (re

iθ) exists and has absolute value 1. Inner functions have traditionally been studied

in terms of their zeros. This approach leads to Beurling’s invariant subspace theorem, which is one of the

cornerstones of modern function theory. One can also study inner functions in terms of their critical points. In

this talk, we will take a third route and study inner functions from the perspective of their critical values.

Internal logic of Probabilistic Systems

Neboǰsa Ikodinović

Faculty of Mathematics, Belgrade
e-mail: ikodinovic@matf.bg.ac.rs

Abstract. Probabilistic (modal) propositional logics (LPP) provide an internal, local perspective on probabil-

ity systems, such as Markov processes, Harsanyi spaces (game theory), Aumann spaces (economics), Coalgebras

over measurable spaces, Transition systems, Bayesian nets (artificial intelligence) etc. Rather than standing

outside a probability system, LPP formulas are evaluated inside the system, and consequently, LPP languages

offer a natural framework for describing ‘dynamic’ aspects of the corresponding random processes. The main

difficulties associated with development of a strongly complete axiomatization come from non-compactness of

semantical consequences, as well as from an infinitary nature of σ-additivity. We shall outline some key steps

in developing a very general infinitary probabilistic propositional logic LPPA, where A is a countable transitive

set, mostly an admissible set. The primary emphasis will be on combining logical methods to construct weak

models, and (nonstandard) measure-theoretic techniques to obtain strong models from weak ones.

Keywords: Probability logic; Markov process.
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Simulacija analitičkog rješenja za topografske talase primjenom bazena oblika

rotacijskog paraboloida u okruženju Matlab

Zoran Jasak

FINRA Tuzla Mitra Trifunovica Uce br2 75000 Tuzla
e-mail: jasak.z@bih.net.ba

Elvir Čajić

Finra Tuzla-Elektrotehnicka skola Tuzla , Mitra Trifunovica Uce br2 75000 Tuzla

e-mail: ecajic86@gmail.com

Apstrakt. Rad predstavlja simulaciju analitičkog rješenja za topografske talase uz generisanje bazena oblika

rotacijskog paraboloida. Podešeni parametri se nalaze u koordinantnom sistemu radijalno i ugaono. Za prim-

jer parametara topografskog položaja uzet je južni Jadran.Iscrtani su topografija bazena, disperzivna funkcija,

crtanje u vremenu strujne funkcije transporta, za odred-eni mod. Odred-en je broj čvornih dijametara te broj

čvornih kružnica.Od fizičkih parametara prikaza bazena definisani su poluprečnik bazena u kilometrima, Cori-

olisov parametar, prostorni korak radijalni i ugaoni te prostorna mreža, nakon čega je iscrtana topografija

bazena.Odabir moda za slikovni prikaz topografskog talasa izvršen je prema sumi Gausovog hipergeometrijskog

reda te je prikazana radijalna zavisnost, kružna frekvencija, period, vremenski korak,vremenska petlja,ugaona i

vremenska zavisnost te kao rezultat tih parametara iscrtana je izolinija strujne funkcije.

Ključne reči: Simulacija,topografski talasi,rotacijski paraboliod,Matlab.

Bibliografija
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Uslovi optimalnosti u vixekriterijumskim problemima
optimizacije sa neprekidnim vremenom

Aleksandar Jovi�

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

e-mail: ajovic@matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Razmatran je dobro poznat problem vixekriterijumske optimizacije sa neprekidnim

vremenom sa ograniqeǌima tipa nejednakosti. Dobijeni su novi uslovi optimalnosti uz dodatne

pretpostavke regularnosti ograniqeǌa.

Kǉuqne reqi: Problemi optimizacije sa neprekidnim vremenom; Uslovi optimalnosti; Dualnost.
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Uticaj pandemije Covid-19 na prosečan broj bodova na prijemnom ispitu iz

matematike na Elektrotehničkom fakultetu u Beogradu

Ivana Jovović

Elektrotehnički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Bulevar kralja Aleksandra 73, 11 000 Beograd

e-mail: ivana@etf.rs

Tamara Koledin

Elektrotehnički fakultet, Univerzitet u Beogradu, Bulevar kralja Aleksandra 73, 11 000 Beograd
e-mail: tamara@etf.rs

Apstrakt. U ovom radu biće dat pregled statistike prijemnih ispita i probnih prijemnih ispita iz matematike

na Elektrotehničkom fakultetu u Beogradu u protekle tri godine. Biće razmatran eventualan uticaj pandemije

prouzrokovane virusom Covid-19 na prosečan broj bodova koji su kandidati osvojili na prijemnom ispitu i

probnom prijemnom ispitu iz matematike 2021. godine. Obratićemo pažnju na zadatke koje su kandidati uradili

u manjem procentu od očekivanog. Probaćemo da odgovorimo na pitanje, u kom procentu su ti zadaci iz oblasti

koje se obrad-uju i uče u trećem i četvrtom razredu srednje škole, tj. iz perioda obuhvaćenog pandemijom Covid-19

virusa. Otvorićemo diskusiju i razmeniti iskustva sa kolegama iz srednjih stručnih škola i gimnazija.

Ključne reči: Covid-19; prijemni ispit; broj bodova osvojen na prijemnom ispitu.
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Arithmetic-geometric means and Young norm inequalities for accretive operators

Danko R. Jocić

University of Belgrade, Department of Mathematics, Studentski trg 16, P.O.box 550, 11000 Belgrade, Serbia

e-mail: jocic@matf.bg.ac.rs

Abstract.

If A,B ∈ B(H) are normal accretive operators, X ∈ B(H), 0 < α < 1 and Φ is a s.n. function, we proved that

|(A∗+A)1−αX(B+B∗)α |2 6 Γ(2− 2α)

∫

[0,+∞)

e−tB∗

(B∗+B)α|AX +XB|2(B∗+B)αe−tBt2α−1dt,

||(A∗+A)1−αX(B+B∗)α ||Φ6 Γ(2− 2α)Γ(2α)||AX +XB||Φ, if AX +XB ∈ CΦ(H).

Let A,B,X ∈ B(H), A > 0, B > 0, η, θ ∈ R, α ∈ (0, 1) and Φ be a s.n. function. If eiηAX + eiθXB ∈ CΦ(H),
then we have the following generalization of Young’s norm inequality in [ 1, cor. 4.1]
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Specially, if A and B are normal, accretive operators, then
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Hölder continuity of qc harmonic mappings between smooth domains

David Kalaj

Faculty of Natural Sciences and Mathematics University of Montenegro, Džordža Vašingtona b.b. Podgorica, Montenegro

e-mail: davidk@ac.me

Abstract. We prove the following result. If f is a harmonic quasiconformal mapping between two Jordan

domains D and Ω having C1 boundaries, then the function f is globally Hölder continuous for every α < 1 but

it is not Lipschitz in general. This extends and improves a classical theorem of S. Warschawski for conformal

mappings.

Keywords: Norm inequalities, Q and Q∗-norms; accretive operators;

Metode unapre�ivaǌa znaǌa matematiqki nadarenih uqenika
osnovnih xkola iz oblasti geometrije

Mirjana Kati�

Matematiqka gimnazija

Kraǉice Natalije 37, Beograd

e-mail: direktor@mg.edu.rs

Apstrakt. Statistiqkom obradom podataka kojima su predstavǉena postignu�a uqenika u rex-

avaǌu zadataka iz oblasti geometrije na prijemnom ispitu za upis u prvi razred Matematiqke

gimnazije, kao i obradom podataka kojima su predstavǉena postignu�a uqenika u rexavaǌu zadataka

iz oblasti geometrije na testu sposobnosti za upis u sedmi razred OX u Matematiqkoj gimnaziji,

zakǉuqeno je da su postignu�a uqenika na znaqajno niжem nivou u odnosu na oblast algebre.

Posmatrani uzorak su postignu�a uqenika iz prethodnih 10 godina.

Kroz konkretne zadatke prikaza�u najqex�e grexke i zadatke koji su najslabije ura�eni, kao i rezul-

tate istraжivaǌa me�u uqenicima prvog i sedmog razreda Matematiqke gimnazije u kojima �e biti

prikazano ǌihovo znaǌe iz oblasti geometrije koje su stekli u OX.

Kǉuqne reqi: Geometrija, prijemni u Matematiqkoj gimnaziji, talentovani uqenici
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[1] Ognjanović S. Matematika 10+. Rešeni zadaci sa prijemnih ispita u Matematičkoj gimnaziji. Krug Beograd,
2019.
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Isolated points of Birkhoff-James orthograph in C∗-algebras

Dragoljub J. Kečkić

University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Studentski trg 16-18, 11000 Beograd, Serbia

e-mail: keckic@matf.bg.ac.rs

Srd-an Stefanović

University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Studentski trg 16-18, 11000 Beograd, Serbia
e-mail: srdjan stefanovic@matf.bg.ac.rs

Abstract. Birkhoff-James orthogonality in Banach spaces has been studied for many years. Recently, in [1]

the orthograph related to mutual strong Birkhoff-James orthogonality in Hilbert C∗-module is introduced. In

particular, in a C∗-algebra, regarded as a Hilbert C∗-module over itself, it is shown that any right invertible

element is an isolated point of orthograph. The open question is whether the converse is true. We give affirmative

answer in the case of unital C∗-algebras and some related results in nonunital case.

Keywords: Birkhoff-James orthogonality; C∗-algebra; orthograph; isolated points; states
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[1] L. Arambašić, A. Guterman, B. Kuzma, R. Rajić, S.Zhilina. Orthograph related to mutual strong Birkhoff-
James orthogonality in C∗-algebras. Banach Journal of Mathematical Annalysis, 14(4) (2020), 1751 - 1772.

27



Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2021,Vol. XI (1)

Distortion theorems and estimates of Schwarz-Pick type for harmonic quasiconformal

mappings - Review of the results of the Seminar for Complex Analysis in Belgrade

Miljan Knežević

University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Studentski trg 16, Belgrade, Republic of Serbia
e-mail: kmiljan@matf.bg.ac.rs
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University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Studentski trg 16, Belgrade, Republic of Serbia

e-mail: svetlik@matf.bg.ac.rs

Abstract. In this short presentation we will give a review of the results of the Seminar for Complex

Analysis in Belgrade related to some types of the distortion theorems and estimates for harmonic quasiconformal

mappings, which are of Schwarz-Pick type.

Keywords: Harmonic mappings; quasiconformal mappings; hyperbolic metric, the quasi-hyperbolic metric,

Lipschitz and co-Lipschitz properties.
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Change-point ideas in multiple testing: estimating the proportion of false null

hypotheses

Anica Kostic

London School of Economics
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Piotr Fryzlewicz

London School of Economics

e-mail: p.fryzlewicz@lse.ac.uk

Abstract. Estimating the proportion of false null hypotheses among a large number of independently tested

hypotheses is an important problem in multiple testing literature. In the sequence of sorted p-values (p-value

plot), false null p-values tend to be smaller and concentrated at the beginning. This suggests approximate

piecewise linear shape of the p-value plot, with change-point in slope separating small from large p-values. We

discuss possible applications of different change-point algorithms for segmenting the p-value plot and we propose

a new method for estimating the false null proportion (Difference Of Slopes).

Keywords: change-point detection; multiple testing; p-values
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Od matematike do iformatike kroz interaktivnu igru i razvoj
algoritamskog mixǉeǌa

Aleksandra Kuq

OX”�ura Jakxi�” Kraǉevo

e-mail: aleksandra.kuc@dms.rs

Apstrakt. Matematiqkim obrazovaǌem podstiqe se intelektualni razvoj uqenika, logiqko, anal-

itiqko, algoritamsko i kritiqko mixǉeǌe. Matematika pomaжe uqenicima da steknu znaǌa, vextine

i sposobnosti koje su neophodne svakom qoveku u svim жivotnim sferama i profesijama. Razumevaǌe

sadrжaja informatike i kreiraǌe programsog koda zasniva se na matematiqkim znaǌima.

Igra motivixe, inspirixe i pokre�e ka novim istraжivaǌima do novih saznaǌima, xto je i

jeadan od ciǉeva nastave matematike. Igra u nastavi pruжa mogu�nost da se brжe, lakxe i trajnije

usvoje odre�eni sadrжaji.

Na primer: Funkcionalna i originalna rexeǌa aktuelne nastave matematike i raqunarstva i

informatike u okviru teme Deǉivost- Euklidov algoritam, podstaknuta uqeǌem kroz igru mogu

dodatno doprineti kvalitetnijem razvoju algoritamskog mixǉeǌa.

Kroz igru Euklidove xkolice koja postoji u tri verzije, od kojih je jedna prvonagra�eni projekat

za idejno rexeǌe eksopnata u parku nauke u organizaciji CPN, uqenici se na zabavan naqin uvode

u svet programiraǌa bez obzira na nivo postignu�a koji su dostigli. To je jedan od naqina koji

doprinosi razumevaǌu najstarijeg neizmeǌenog trivijalnog algoritama- Euklidovog algoritama.

Sa druge strane, sadrжaji informatike se mogu implementirati u nastavi matematike, xto moжe

olakxati i u velikoj meri doprineti da se konkretizuju apstraktni matematiqki pojmovi. Upotrebom

razliqitih softvera nivo funkcionalnog i praktiqno primeǌivog znaǌa uqenika mogu�e je podi�i

na vixi stepen. Na taj naqin razvija se produktivniji qlan druxtva, a samim tim i produktivnija

duxtvena zajednica.

Kǉuqne reqi: algoritam; Euklidov algoritam; deǉivost; interaktivna igra; algoritamsko

mixǉeǌe.
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Schwarz-Pick Lemma for Harmonic and Hyperbolic Harmonic Functions
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Abstract. We establish some inequalities of Schwarz–Pick type for harmonic and hyperbolic harmonic

functions on the unit ball of Rn and we disprove a recent conjecture of Liu [ 1].

Keywords: Harmonic function, hyperbolic harmonic function.
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O testovima saglasnosti sa Levijevom raspodelom
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Apstrakt. Levijeva raspodela je jedna od svega tri stabilne raspodele verovatnoća čija se gustina može

prikazati u zatvorenom obliku. Kao takva, igra važnu ulogu u finansijama, fizici i drugim oblastima. Med-utim,

koliko je nama poznato, u literaturi je do sada poznat jedan specifičan test saglasnosti sa ovom raspodelom za

čiju primenu se autori predložili nekoliko transformacija test statistike sa ciljem dobijanja nulte raspodele koja

ima pogodan oblik. U ovom radu će biti predložen jednostavniji alternativni način primene ovog testa. Dodatno,

biće predložena i nova klasa testova saglasnosti sa Levijevom raspodelom i ispitana njihova granična svojstva.

Kvalitet testova biće ispitan odred-ivanjem empirijskih moći kao i lokalnih Bahadurovih efikasnosti.

Ključne reči: U-statistika; karakterizacija raspodele; Bahadurov nagib.
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Klasifikacija mononuklearnih ćelija periferne krvi primenom algoritama mašinskog
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Univerzitet u Beogradu, Matematički fakultet, Studentski trg 16, 11158 Beograd

e-mail: mirjana@matf.bg.ac.rs

Aleksandar Veljković

Univerzitet u Beogradu, Matematički fakultet, Studentski trg 16, 11158 Beograd

e-mail: aleksandar@matf.bg.ac.rs

Nenad Mitić
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Apstrakt. Tehnologija za odred-ivanje transkriptoma ćelije se koristi za prikupljanje podataka o ekspresiji

velikog broja gena iz ćelija. Nad podacima o ekspresiji gena ćelija dobijenih primenom ove tehnologije mogu se

primeniti metode mašinskog učenja radi izgradnje modela za tačnu klasifikaciju tipova ćelija. Osnovni izazov u

obradi podataka dobijenih tehnologijom za odred-ivanje transkritpoma je velika dimenzionalnost jer se broj gena

o kojima se dobijaju podaci za svaku ćeliju meri u desetinama hiljada ćelija. Mononuklearne ćelije periferne

krvi (MPK) predstavljaju skup ćelija koje imaju bitnu ulogu u pokretanju i podizanju imunog odgovora radi

odbrane sistema [ 1]. MPK ćelije se dele u pet tipova. Nad četiri različita skupa podataka o ekspresiji gena MPK

ćelija dobijenih primenom tehnologije za odred-ivanje transkritpoma izvršena je klasifikacija koristeći algoritme

mašinskog učenja. Na osnovu ispitivanja učestalosti ponavljanja izdvojen je skup od 1.8% reprezentativnih gena

na koje su primenjene metode klasifikacije. Modeli za klasifikaciju tipova ćelija su razvijeni zasebno za svaki skup

podataka o MPK ćelijama koristeći skup izabranih gena i različite algoritama klasifikacije [ 2]. Tačnost dobijenih

modela za klasifikaciju je izmed-u 82,1% i 99,5%. Dobijeni rezultati ukazuju da je moguće izvršiti klasifikaciju

MPK ćelija koristeći znatno manji broj gena u odnosu na broj gena dat u originalnom skupu.

Ključne reči: ekspresija gena; mašinsko učenje; klasifikacija; smanjenje dimenzionalnosti.
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Automatsko rešavanje konstruktivnih problema u apsolutnoj i hiperboličkoj
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Apstrakt. Konstruktivni problemi u geometriji predstavljaju jedan od najduže izučavanih problema u

matematičkom obrazovanju. Med-utim, najčešće su u fokusu konstrukcije u euklidskoj geometriji, dok se kon-

strukcije u hiperboličkoj geometriji red-e izučavaju.

U ovom predavanju prikazaćemo naš tekući rad na razvoju sistema za automatsko rešavanje problema

konstrukcije trougla u apsolutnoj i hiperboličkoj geometriji. Najpre ćemo istaknuti koje su ključne razlike izme❞
✲u konstrukcija u euklidskoj, apsolutnoj i hiperboličkoj geometriji, a zatim dati pregled primitivnih konstrukcija

i lema koje su potrebne za rešavanje konstruktivnih problema u apsolutnoj i hiperboličkoj geometriji. Konačno,

pokazaćemo na koji način smo prilagodili naš rešavač za konstruktivne probleme u euklidskoj geometriji tako

da rešava i konstruktivne probleme u hiperboličkoj geometriji. Razvijeni alat je testiran na Vernikovom korpusu

konstruktivnih problema i opisi konstrukcija i ilustracije rešenih problema dostupne su onlajn.

Ključne reči: problemi konstrukcije trougla; apsolutna geometrija; hiperbolička geometrija.
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Hardy–Littlewood theorems and the Bergman distance
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Abstract. We consider the subclasses of bounded analytic functions on the unit disk. It is our aim to connect

the smoothness of the boundary function of an analytic function in a given metric (the Bergman metric or the

quasi-hyperbolic) with the mean growth of an appropriate derivative of the analytic function. The results we

obtain may be considered as non-Euclidean versions of the classical Hardy and Littlewood theorems.

Keywords: bounded analytic functions, the Bergman metric; the hyperbolic metric, the quasi-hyperbolic

metric, Lipschitz classes.
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Obrazovni softver – unapre�ivaǌe oceǌivaǌa
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Apstrakt. U digitalnom okruжeǌu veliki izazov moжe predstavǉati vaǉano sumativno

oceǌivaǌe. Da bi se uspexno obavilo, trebalo bi da bude osnaжeno razliqitim tehnikama for-

mativnog oceǌivaǌa, koje je usmereno na sam proces uqeǌa i pra�eǌe postignu�a svih uqenika u

odre�enom vremenskom intervalu. Razliqiti materijali Radne grupe za obrazovni softver Matema-

tiqkog fakulteta Univerziteta u Beogradu mogli bi unaprediti proces usvajaǌa znaǌa i vextina

svih uqenika i studenata, kao i celoжivotno uqeǌe svih korisnika koji su spremni da uqe i us-

avrxavaju se. Tako�e, ovi materijali mogli bi biti korisni za formativno i sumativno oceǌivaǌe

uqenika koji nastavu prate po redovnom i individualnom obrazovnom planu putem nastave na daǉinu.

Kǉuqne reqi: obrazovni softver; formativno i sumativno oceǌivaǌe; nastava matematike;

nastava programiraǌa
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Xvarcova lema na granici za harmonijska i pluriharmonijska
preslikavaǌa i neke generalizacije
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Apstrakt. U ovom qlanku su razvijene neke metode za istraжivaǌe rezultata na temu Xvarcove

leme za holomorfna i pluriharmonijska preslikavaǌa izme�u jediniqnih lopti u Hilbertovim i

Banahovim prostorima. Na poqetku, proxirili smo klasiqne Xvarcove leme za holomorfna pres-

likavaǌa, na Hilbertove i Banahove prostore. Osim toga, generalizovali smo klasiqne Xvarcove

leme za harmonijska preslikavaǌa u ravni, i doxi do preciznije konstante u ovim lemama i prikazali

smo primenu na Xvarcovu lemu na granici, sa preciznim konstantama, za pluriharmonisjska pres-

likavaǌa u Hilbertovim i Banahovim prostorima. Na taj naqin smo doxli do poboǉxaǌa i gener-

alizacije odgovaraju�ih rezultata u [ 1] i nekih rezultata iz [ 2]. Tako�e, razmatrali smo sluqaj

harmoniskih preslikavaǌa jediniqne lopte u Rn u jediniqnu loptu u konaqno dimenzionim, kao i

proizvoǉnim Hilbertovim prostorima, sa zadatom vrednox�u u koordinatnom poqetku. Ovo pred-

stavǉa generalizaciju rezultata dobijenog u [ 3]. Na kraju, analizirali smo analogan problem za

hiperboliqka harmonijska preslikavaǌa. Ispostavilo se da ova preslikavaǌa imaju neka svojstva,

koja se tiqu Xvarcove leme na granici, a koja ne poseduju harmonijska preslikavaǌa.

Kǉuqne reqi: Xvarcova lema na granici; Pluriharmonisjka preslikavaǌa; Hilbertovi

prostori.
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Apstrakt. Kalmanov filter je optimalni rekurzivni algoritam za obradu podataka koji daje do-

bre rezultate u oceni staǌa dinamiqkih sistema iz zaxumǉenih i nekompletnih mereǌa. Raqunarski

je efikasan i jednostavan za implementaciju u realnom vremenu, jer pri novom mereǌu ne zahteva

ponovnu obradu prethodnih podataka. Jedna od vaжnih primena Kalmanovog filtera je u pra�eǌu

pokretnih ciǉeva, gde poseban izazov predstavǉaju sistemi sa nelinearnom dinamikom i naglim

promenama u dinamici sistema. Kod sistema sa nelinearnom dinamikom tradicionalni Kalmanov

filter ne daje dobre rezultate u oceni staǌa sistema. Ovaj problem se moжe prevazi�i primenom

proxirenog Kalmanovog filtera, odnosno linearizacijom sistema pre primene Kalmanovog fil-

tera, ili primenom Kalmanovog filtera bez mirisa zasnovanog na UT (engl. Unscented Transform)

transformaciji, koja za razliku od metode linearizacije ne aproksimira nelinearnu funkciju, nego

raspodelu sluqajnog vektora determinisanim izborom fiksnog broja tzv. sigma taqaka u prostoru

tog vektora. U ovom radu analizirane su performanse prethodno pomenutih modifikovanih verzija

Kalmanovog filtera na primerima pra�eǌa pokretnog ciǉa na osnovu radarskih detekcija, data su

pore�eǌa takvih algoritama i naznaqene prednosti i mane ǌihove upotrebe.

Kǉuqne reqi: proxireni Kalmanov filter; Kalmanov filter bez mirisa; radarski sistemi.
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Abstract. We consider the Cauchy problem for the Emden–Fowler equation y′′−xayσ = 0, with parameters

a ∈ R and σ < 0, for which the initial value of the solution belongs to the positive part of y−axis. Necessary and
sufficient conditions on the parameters of the equation for the Cauchy problem with initial value on the positive

ordinate axis to have a solution are obtained. We consider regular, as well as an improper initial value of the

derivative of the solution. In the cases where solution exists, we study its uniqueness. We give an example that

shows that the solution of the Cauchy problem does not have to be unique.

Keywords: Emden-Fowler differential equation; Cauchy problem; existence and uniqueness of solution.
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Apstrakt. Proučavano je kretanje asteroida preko rezonanci u srednjem kretanju (RSK) tri tela sa Jupiterom

i Saturnom sa uključenom brzinom promene velike poluose asteroida pod uticajem efekta Jarkovskog. Istraživanje

je izvedeno pomoću numeričkih integracija u ORBIT9 integratoru sa 84000 test asteroida. Računali smo vreme

žurenja/kašnjenja, dtr, nastalo usled uticaja 7 RSK tri tela na kretanje test asteroida sa 10 pozitivnih i 10

negativnih brzina Jarkovskog u njihovoj velikoj poluosi. Izvedene su dve jednačine koje odred-uju funkcionalnu

vezu izmed-u prosečnog vremena provedenog u rezonanci 〈dtr〉, jačine rezonance SR, i promene velike polu-
ose usled efekta Jarkovskog da/dt sa orbitalnim ekscentricitetima asteroida u intervalu (0, 0.1). Upored-ujući

vrednosti 〈dtr〉 iz numeričkih integracija sa vrednostima dobijenim pomoću izvedenih jednačina, analizirane su

vrednosti 〈dtr〉 u svim razmatranim RSK tri tela za svaku brzinu da/dt. Glavni zaključak je da se analitičke

i numeričke procene prosečnog vremena 〈dtr〉 veoma dobro slažu, kako za pozitivne tako i za negativne brzine
da/dt. Konačno, ovo istraživanje [3] je pokazalo da je funkcionalna veza dobijena za RSK tri tela analogna svim

našim prethodnim dobijenim za RSK dva tela ([1],[2]).

Ključne reči: asteroidi; numeričke metode; efekat Jarkovskog; rezonance u srednjem kretanju.

Bibliografija
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Apstrakt. Obrazovni softveri nude brojne mogu�nosti procesu nastave, a posebno poqetnoj

nastavi matematike. U tom kontekstu, GeoGebra softver omogu�ava uqenicima lakxe savladavaǌe i

prevazilaжeǌe potexko�a u razumevaǌu sadrжaja koji se odnose na geometrijske pojmove. Ciǉ rada

jeste da utvrdimo uticaj primene softverskog paketa GeoGebra na obrazovna postignu�a uqenika

qetvrtog razreda osnovne xkole. Sa tim ciǉem sproveli smo istraжivaǌe zasnovano na eksperi-

mentu sa paralelnim grupama na uzorku od 165 uqenika, u okviru kojeg smo ispitivali da li real-

izacija nastave uz primenu softverskog paketa GeoGebra na sadrжajima geometrije pozitivno deluje

na pove�aǌe nivoa obrazovnih postignu�a uqenika u odnosu na klasiqan naqin izvo�eǌa nastave. Na

osnovu rezultata dobijenih istraжivaǌem, moжemo zakǉuqiti da su uqenici obuhva�eni eksperi-

mentalnim programom postigli boǉe rezultate na finalnom mereǌu postignu�a u odnosu na uqenike

koji su pratili nastavu organizovanu na klasiqan naqin. Ovom studijom pokazali smo da primena

softverskog paketa GeoGebra doprinosi pove�aǌu nivoa postignu�a uqenika, pozitivno utiqe na

prevazilaжeǌe potexko�a u savladavaǌu i omogu�ava lakxe razumevaǌe sadrжaja geometrije.

Kǉuqne reqi: GeoGebra; geometrija; postignu�a uqenika; poqetna nastava matematike.
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Java aplikacija za numeričku integraciju
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Apstrakt. Aplikacija, rad-ena u programskom jeziku Java, se zasniva na primeni algoritama iz numeričke

matematike. Aplikacija računa integrale trapeznom formulom, Simpsonovom formulom, kao i Rombergovom

metodom integracije. Kako bi bila jednostavnija za korǐsćenje, implementiran je grafički korisnički interfejs preko

kojeg korisnik bira metodu kojom želi da rešava integral, ali i unosi integrabilnu funkciju i granice integrala preko

kalkulatora koji je sastavni deo aplikacije. Za rad sa izrazima implementirani su algoritmi za prebacivanje izraza

iz infiksne u postfiksnu notaciju, kao i za izračunavanje izraza u postfiksnoj notaciji. Trenutno aplikacija računa

vrednost integrala elementarnih funkcija, kao i zbirova, razlika, proizvoda i količnika elementarnih funkcija i

uspešno ispisuje postupak rešavanja.

Ključne reči: Java aplikacija; numerička integracija; trapezna formula; Simpsonova formula; Rombergova

metoda integracije.
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Apstrakt. U nastavi matematike u drugom razredu srednje škole uočene su odred-ene nedoumice i pi-

tanja vezana za nastavne teme: korenovanje, stepenovanje i eksponencijalna funkcija. Naime, dosledna primena

postojećih pravila i definicija dovodi do toga da neka očigledna rešenja jednačina ili sistema jednačina bivaju

odbačena, što kod učenika često izaziva konfuziju. U radu su prikazana tri problema ovog tipa koja su identi-

fikovana u navedenim oblastima, a zatim i način da se oni prevazid-u, te je predloženo uvod-enje novog simbola

i pravila čijom primenom se dolazi do tačnih i potpunih rešenja uočenih problema. Ceo koncept je testiran u

nastavi sa pozitivnim ishodom, a provera koncepta je realizovana u periodu od 3 godine u ukupno 6 odeljenja,

na skupu od preko 180 učenika.

Ključne reči: korenovanje, stepenovanje, eksponencijalna funkcija
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Apstrakt. Geometrija je jedna od osnovnih oblasti matematike koja se izučava u osnovnoj i srednjoj školi.

Posljednjih godina primjetan je trend opadanja poznavanja a posebno razumijevanja osnovnih geometrijskih

koncepata kako kod studenata matematike tako i kod srednjoškolaca i osnovaca. Ta pojava je potpuno u skladu

sa rezultatima PISA i TIMSS istraživanja koja su pokazala da učenici ne razumiju koncepte koji se prema med
-unarodnim standardima smatraju osnovnim. Sve ovo ukazuje na potrebu da se detaljno analiziraju propusti

i pokušaju ispraviti greške koje postoje u važećim Nastavnim planovima i programima, ali i u načinu na koji

nastavnici prezentuju predvid-ene nastavne sadržaje. Jedan od prvih koraka je svakako procjenjivanje stepena

razumijevanja osnovnih pojmova u populaciji učenika odred-enog uzrasta.

U ovom izlaganju ćemo dati osnove van Hieleove teorije i comparative judgement metode za ocjenjivanje, koja

je nova, veoma efikasna i popularna metoda, a zatim ćemo predstaviti rezultate istraživanja koje je sprovedeno

u dvije gimnazije u Sarajevu. Cilj istraživanja je bio procjena van Hieleovih nivoa na kojima se učenici nalaze a

zatim i upored-ivanje dobivenih rezultata sa ocjenama dobivenim comparative judgement metodom za isti test

da bi ispitali da li se comparative judgement metoda može koristiti za predikciju van Hieleovog nivoa.

Ključne reči: Nastava geometrije, Van Hieleova teorija, Comparative judgement metoda za ocjenjivanje
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Some generalizations of Banach Contraction Principle
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Abstract. Banach contraction principle is perhaps the most widely applied fixed point theorem in all

mathematical analysis. This theorem is remarkable because of its simplicity. The theory that developed following

this theorem is known as the metric fixed point theory. In this talk we will give brief overview of the most

important results from metric fixed point theory. One part of these results concerns the generalization of metric

spaces to be worked on. The second part of the results deals with the generalization of contractive conditions

that some function needs to satisfy in order to have a fixed point.

Keywords: Fixed point; Menger PM-space; Continuity.
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Apstrakt. Karma familija asteroida je grupa primitivnih ugljeničnih asteroida koja se nalazi u sredǐsnjem

delu Glavnog asteroidnog pojasa, na samoj spoljašnjoj ivici 3J:1A rezonance u srednjem kretanju. Familija

sadrži 317 članova. Procenili smo da je ova familija nastala katastrofičnim raspadom roditeljskog tela koje je

bilo u prečniku izmedju 34 i 41 km. Na osnovnu metode V-oblika, procenjujemo da je starost oko 137 miliona

godina. Detaljna dinamička mapa regiona u kombinaciji sa numeričkim simulacijama omogućili su da rekon-

struǐsemo dugoročnu dinamičku evoluciju familije i da identifikujemo mehanizme koji su odgovorni za evoluciju.

Numeričkim simulacijama uspešno smo reprodukovali glavne karakteristike oblika familije u prostoru orbitalnih

elemenata, ali se pokazalo da postoje neki regioni Karma familije koji nedostaju. Detaljnija analiza je otkrila

da se u ovim regionima nalaze taminiji objekti magnitude H=17, koji još uvek nisu otkriveni. Tokom simulacija

smo takod-e istraživali stopu gubitka članova iz familije i otkrili da je Karma familija izgubila oko 1/3 članova

sa H < 18, 1 mag, što odgovara objektima većim od 1.36 km. Konačno, otkrili smo da Karma familija dovodi

asteroide u okolinu Zemlje putem 3J:1A rezonance. Trenutno bi u okolini Zemlje trebalo da ima oko deset članova

familije koji su prečnika većeg od 1km.

Ključne reči: asteroidi; dinamička evolucija; rezonance.
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A Note on the Generalized Narayana’s Cows Sequence
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Abstract. The importance of integer sequences as well as structured matrices and their applications, mo-

tivated us to explore this topic. In particular, the Narayana’s cows sequence, which is closely related to the

Fibonacci sequence, has recently had various applications in applied mathematics. We will give one natural

generalization and try to establish further connections between structured matrices and integer sequences of the

Narayana type. For some more recent results in this area, we recommend [ 1, 2, 3].

Keywords: Narayana’s cows sequence; r−circulant matrix; Eigenvalue of a matrix.
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Ocenjivanje parametara u vǐsedimenzionalnim stohastičkim difuzijama zasnovano na
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Apstrakt. Stohastičke difuzije su relativno nov i obećavajući matematički aparat za modelovanje evolucije

fenomena sa neprekidnim vremenom. Najčešće pronalaze primenu u ekonomiji i finansijama, ali i u prirodnim

naukama, na primer, pri modelovanju širenja infektivnih bolesti ili modelovanju biohemijskih i genetskih procesa.

Bez obzira na njihovu primenu, matematička teorija je dosta kompleksna, pa je modelovanje stohastičkim difuzi-

jama najčešće istraživano isključivo iz teorijske perspektive. Kada je reč o statističkom zaključivanju o modelima

zasnovanim na stohastičkim difuzijuma, najprimenljiviji je Bajesovski pristup koji je dosta razvijen i pouzdan,

ali i računarski zahtevan. Ideja ovog rada jeste da istraži frekvencionistički pristup ocenjivanja parametara

stohastičke difuzije, sa fokusom na hipoeliptične difuzije, na osnovu aproksimacije funkcije verodostojnosti. S

obzirom na to da je uzorak uvek diskretan, potrebno je diskretizovati odgovarajuću stohastičku diferencijalnu

jednačinu. Proces diskretizacije nije trivijalan i zahteva odabir one diskretizacije koja će sačuvati odgovarajuća

svojstva neprekidnog modela. Prema tome, diskretizacija će uticati na aproksimaciju funkcije verodostojnosti,

a samim tim i na statistička zaključivanja. U radu istražujemo dve metode diskretizacije zasnovane na deljenju

vektorskog polja i to metodu Li-Trotera i metodu Stranga. Pokazujemo da metoda Stranga aproksimira prve

momenete bolje od metode Li-Trotera, što će omogućiti pokazivanje postojanosti i asimpotske normalnosti ocena

dobijenih pomoću ove metode.

Ključne reči: ocenjivanje parametara; hipoeliptične difuzije; metode deljenja.
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Apstrakt. Neka je k proizvoljan kompleksan broj. Predmet razmatranja u ovom radu su k-cirkularne matrice

koje pripadaju klasi Teplicovih matrica tj. klasi matrica čija je karakteristika da duž glavne dijagonale imaju isti

element, što važi i za svaku dijagonalu paralelnu glavnoj dijagonali. Razmatranje je usmereno na k-cirkularne

matrice sa prvim redom (F1, F2, . . . , Fn), kao i na k-cirkularne matrice sa prvim redom ( 1
F1
, 1
F2
, . . . , 1

Fn
), gde

je Fn n-ti Fibonačijev broj. Za navedene matrice analizirane su sledeće norme: 1-norma, ∞-norma, Euklidska i

spektralna norma. Za neke od navedenih normi odred̄ene su gornja i donja granica tj. interval u okviru kojih se

može naći njihova vrednost, dok su za neke norme odred̄ene njihove tačne vrednosti.

Ključne reči: k-cirkularne matrice; Fibonačijevi brojevi; norme matrica.

Gröbner bases over commutative von Neumann regular rings
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Abstract. A von Neumann regular ring R is a ring in which for every element a ∈ R exists b ∈ R such that

a = aba (see [ 1], [ 2]). We assume that R is a commutative von Neumann regular ring and prove that for every

finitely generated ideal I in the ring of polynomials R[X] there exists a Gröbner basis G = {g1, . . . , gk} for I,
that is, LT(I) = 〈LT(g1), . . . ,LT(gk)〉 ([ 3]). This is proved by using only the defining property of the ring R. The
proofs of the lemmas which enable us to prove this result also contain methods for finding the Gröbner basis.

We also present an example of an ideal in R[X], where R is a von Neumann regular ring given as a product of

finite fields. In that example we demonstrate these methods for determining the Gröbner basis.

Keywords: Gröbner basis; commutative von Neumann regular ring; ideal in a polynomial ring.
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On Carleson-type embeddings for weighted harmonic mixed norm spaces
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Abstract. We study weighted mixed norm spaces of harmonic functions defined on smoothly bounded

domains in Rn. Our principal result is a characterization of Carleson measures for these spaces. Result in the

upper half space Rn+1
+ is obtained by Arsenović and Shamoyan in [ 1]. In 2013, Hu and Lv obtained result for

unweighted mixed norm spaces on smoothly bounded domains in Rn (see [ 3]). Results of Englǐs obtained in 2015,

concerning the weighted Bergman kernel (see [ 2]), enable us to generalize that result by alowing power-type

weights. First we obtain an equivalence of norms on these spaces. We use estimates of the weighted Bergman

kernel to obtain estimates of its integral means. Then, we estimate norms of test functions which are important

in proving our main result. Finally, we give a necessary and sufficient condition for the embedding of the weighted

harmonic mixed norm space Bp,q
α (Ω) into Lp,q(Ω, dµ) where α > 0, µ is a Borel measure on Ω and 1 < p, q <∞.

Keywords: Carleson measures; mixed norm spaces; embedding theorem.
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[1] Arsenović, M. and Shamoyan, R.F. On embeddings, traces and multipliers in harmonic function spaces,
Kragujevac Journal of Mathematics, 2013, 37(1), 45–64.
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Abstract. Minimal Lagrangian maps play an important role in Teichmüller theory, with important existence

and uniqueness results for hyperbolic surfaces obtained by Labourie, Schoen, Bonsante-Schlenker, Toulisse and

others. In positive curvature, it is thus natural to ask whether one can find minimal Lagrangian diffeomorphisms

between two spherical surfaces with cone points. In this talk we will show that the answer is negative, unless the

two surfaces are isometric. As an application, we obtain a generalization of Liebmann’s theorem for branched

immersions of constant curvature in Euclidean space. This is joint work with Christian El Emam.
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Apstrakt. U ovom radu je razmatran problem p-hab maksimalnog pokrivanja neograničenih kapaciteta

sa r-alokacijskom šemom (engl. Uncapacitated r-allocation p-hub Maximal Covering Problem – UrApHMCP).

Cilj UrApHMCP je odrediti optimalne lokacije tačno p habova i pridružiti svakog korisnika skupu od najvǐse

r uspostavljenih habova, tako da se maksimizuje ukupan protok po svim pokrivenim parovima snabdevač-

korisnik, uz pretpostavku binarnog ili parcijalnog pokrivanja. Izložena je matematička formulacija problema, a

zatim su predložene i upored̄ene dve metaheuristike za njegovo rešavanje - osnovna metoda promenljivih okolina

(engl. Basic Variable Neighborhood Search -BVNS) i opšta metoda promenljivih okolina (engl. General Variable

Neighborhood Search - GVNS). Rezultati testiranja predloženih metaheuristika na instancama problema veličine

do 1000 čvorova ukazuju na njihovu efikasnost u pogledu kvaliteta rešenja i brzine izvršavanja, u oba slučaja

pokrivanja.

Ključne reči: p-hab problem maksimalnog pokrivanja; Binarno i parcijalno pokrivanje; r-alokacijska šema;

Osnovna metoda promenljivih okolina; Opšta metoda promenljivih okolina.
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Approximating energy of wine glass cycles and paths
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Mathematical Institute SANU, Kneza Mihaila 36, Belgrade, Serbia

e-mail: dragan stevanovic@mi.sanu.ac.rs

Abstract. The energy E(G) of a graph G is the sum of absolute values of the eigenvalues of its adjacency

matrix. Recently, Akbari, Alazemi and And̄elić [ 1] proved that E(G) 6 2µ(G)
√

∆(G) holds when G is connected

and ∆(G) > 6, where µ(G) is the matching number, while ∆(G) is the maximum vertex degree of G. Despite

relying extensively on the bound ∆(G) > 6 in the proof, they conjectured that the same inequality is also valid

when 2 6 ∆(G) 6 5. Here we first showcase the process of finding small counterexamples to this conjecture by

software tools. These small counterexamples lead to two aptly named infinite families—wine glass cycles and

paths. We illustrate an elegant use of elementary calculus to approximate energy of these graphs.

Keywords: Graphs; Energy; Matchings.

References
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Heuristički pristup rešavanju lokacijskog problema ograničenih kapaciteta sa

nadmetanjem sa delimičnim zadovoljenjem potražnje
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Apstrakt. Cilj svake kompanije kada ud̄e na odred̄eno tržǐste jeste da maksimizuje svoj profit. Med̄utim, ako

na tom tržǐstu postoji konkurencija, kompanija se susreće sa dodatnim problemima. Na ovom mestu kompaniji

mogu pomoći metode optimizacije, a najvǐse heurističke metode ako je taj problem NP-težak. Lokacijski problem

prikazan u radu je problem ograničenih kapaciteta sa nadmetanjem sa delimičnim zadovoljenjem potražnje

korisnika i spada u klasu diskretne optimizacije, koji ima povezanost sa teorijom igara s obzirom na to da se

rivali nadmeću na tržǐstu. Sastoje se u odred̄ivanju optimalnih lokacija za uspostavljanje objekata kompanije koja

pruža odred̄enu uslugu korisnicima unutar posmatrane oblasti u kojoj već postoji odred̄en broj uspostavljenih

objekata konkurentske kompanije, sa ciljem maksimizacije profita oba igrača. Problem koji se razmatra spada

u klasu NP-teških problema. Za navedeni problem izložena su dva modela: u prvom modelu igrači moraju da

zadovolje celokupnu potražnju korisnika, dok je u drugom modelu dozvoljeno da drugi rival zadovolji samo deo

potražnje korisnika. Predložene su tri heurističke metode za rešavanje navedenog problema: genetski algoritam,

osnovna metoda promenljivih okolina i memetski algoritam koji predstavlja hibridizaciju prethodna dva. Za

rešavanje optimizacionog problema lidera korǐsćene su navedene heuristike, dok je za računanje funkcije cilja

sledbenika korǐsćen egzaktni rešavač CPLEX.

Ključne reči: lokacijski problemi sa nadmetanjem; teorija igara; genetski algoritam; osnovna metoda

promenljivih okolina; memetski algoritam.
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[3] N. Mladenović, P. Hansen. Variable neighborhood search. Computers and Operations Research, 1997, pp.
1097–1100.

[4] C.R. Reeves. Genetic algorithms, modern heuristics tehniques for combinatorial problem. John Willy and
Sons, 1993.

52



Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2021,Vol. XI (1)

Nalaženje grafova sa zadatim spektrom pomoću metode promenljivih okolina
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Prirodno-matematički fakultet, Vǐsegradska 33, Nǐs
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Apstrakt. Karakterizacija grafa na osnovu spektra je aktuelan istraživački problem koji ima brojne primene.

Pokazano je da graf nije nužno jednoznačno odred̄en svojim spektrom, tj. postoje neizomorfni kospektralni

grafovi, ali je obično važno da se pronad̄e barem jedan graf čiji je spektar jednak datom. Taj proces se naziva spek-

tralna rekonstrukcija grafa (Spectral Reconstruction of Graphs, SRG) i spada u NP-teške optimizacione prob-

leme. U ovom radu je na problem spektralne rekonstrukcije primenjena osnovna varijanta metode promenljivih

okolina (Basic Variable Neighborhood Search, BVNS) koja je implementirana tako da uzima u obzir neke poznate

osobine grafa koje se mogu izvesti na osnovu odgovarajućeg spektra. Dobijena heuristika nazvana je SRG-BVNS.

Rezultati rekonstrukcije nekih poznatih grafova primenom SRG-BVNS metode pored̄eni su sa rezultatima do-

bijenim primenom AutoGraphiX paketa. Ovaj paket takod̄e koristi neke varijante metode promenljivih okolina,

ali korisniku nije dozvoljeno da utiče na njihov izbor i redosled.

Ključne reči: Spektralna teorija grafova; spektralno rastojanje; spektralna rekonstrukcija grafa; metaheuristike.

Digitalni repozitorijum ispitnih rokova

Nikola Ubavić

Matematički fakultet
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Apstrakt. Na izlaganju će biti predstavljen originalan projekat ,,MATF Rokovi“ – digitalni repozitorijum

ispitnih rokova koji su održanih na Matematičkom fakultetu u Beogradu. Prezentovaćemo različite aspekte ovog

projekta: od dizajna baze podataka, do implementacije korisničkog okruženja. Na predavanju ćemo govoriti i

o položaju LATEXa u komunikaciji zasnovanoj na internet tehnologijama, kao i o problemima s kojima se autor

projekta suočio tokom razvoja projekta.

Projektu se može pristupiti na adresi rokovi.ubavic.rs

Ključne reči: digitalizacija, LATEX; baze podataka.
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Testovi saglasnosti sa raspodelom u sluqaju nepotpunog uzorka
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Apstrakt. Testovi saglasnosti sa raspodelom su do sada najqex�e predlagani za sluqaj potpunog

sluqajnog uzorka. Me�utim u praksi se qesto dexava da su podaci cenzurisani xto rezultira nepot-

punim uzorkom. U radu �e biti dat pregled nekoliko razliqitih xema cenzurisaǌa, kao i prikaz

razliqitih pristupa prevazilaжeǌa problema koje prouzrokuje nekompltenost uzorka. Pristupi �e

biti upore�eni na konkretnom primeru skoraxǌih testova eksponencijalnosti.

Kǉuqne reqi: sluqajno cenzurisaǌe; U-statistike; imputacija nedostaju�ih podataka.
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Matematiqka analiza u Matlabu
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Apstrakt. U ovom radu je prikazano rjexavaǌe matematiqkih zadataka kroz simulaciju u pro-

gramskom okruжeǌu Matlab. Grafika i vizualizacija kao i simulacije su predmet svakodnevnih

istraжivaǌa kako na naxim podruqjima tako i xire. U radu su predstavǉeni primjeri grafiqke

vizualizacije krivih u ravni i prostoru kao pomo� prilikom crtaǌa figura datih funkcija defin-

isanih na odre�enom podruqju. Rad sadrжi primjer figure ciklodie, zavojnice, spirale kao i dio

qujaste zavojnice koja ima xiroku primjenu kako u matematici tako i elektrotehnici. Rad �e nadamo

se da podstakne i budu�e istraжivaqe da proxire znaǌe iz ove oblasti.

Kǉuqne reqi: Matematiqka analiza, grafiqka vizualizacija, Matlab.
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