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CSP äåôèíèöèjà è Õèïîòåçà î äèõîòîìèjè

Äåôèíèöèjà

Íåêà jå A = (A;R) ôèêñèðàíà êîíà÷íà ðåëàöèjñêà ñòðóêòóðà.
Èíñòàíöà ïðîáëåìà çàäîâî§å»à óñëîâà CSP(A) jå óðå¢åíà òðîjêà
(V ,A, C), ãäå C = {(s1,R1), . . . , (sk ,Rk)}, à çà ñâàêî 1 ≤ i ≤ k , Ri ∈ R
è àêî jå Ri ni -àðíà ðåëàöèjà, îíäà si ∈ V ni . Ïðåñëèêàâà»å f : V → A jå
ðåøå»å èíñòàíöå (V ,A, C) àêî çà ñâå 1 ≤ i ≤ k âàæè f (si ) ∈ Ri .
CSP(A) jå ïðîáëåì îäëó÷èâîñòè êîjè ïðèõâàòà îíå èíñòàíöå êîjå èìàjó
ðåøå»å, à îäáèjà îíå êîjå íåìàjó.

Õèïîòåçà î äèõîòîìèjè (Feder, Vardi 1993/1998)

Çà ñâàêè A, ïðîáëåì CSP(A) jå èëè ó P èëè NP-êîìïëåòàí.

Îâîì õèïîòåçîì ñàì ñå áàâèî ïîñëåä»èõ 12 ãîäèíà.
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×åòèðè äîêàçà õèïîòåçå

Îâå ãîäèíå ÷åòèðè äîêàçà íàjàâ§åíà è îájàâ§åíà íà arxiv-ó.

Äîêàç Äåjàíà Äåëè£à ïðàâè ëîãè÷êó ãðåøêó. Íè ñòðàòåãèjà íå ìîæå äà
ïðîðàäè, êîíçèñòåíöèjà ïàäà íà ñèñòåìèìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà.

Äîêàç Feder, Kinne è Ra�ey-à ïàäà íà ëåìè êîjà áè òðåáàëà äà
åëèìèíèøå ëîêàëíå ïîëóìðåæå. Willard íàøàî êîíòðàïðèìåð. Ê§ó÷íè
ñëó÷àj, àêî ïðåòïîñòàâèìî äà ãà íåìà îíäà ëàêî è îäàâíî ïîçíàòî.

Äîêàçè Àíäðåjà Áóëàòîâà è Äìèòðèjà Æóêà ñó âðëî êîìïëèêîâàíè è
äóãà÷êè, àëè âåðîâàòíî òà÷íè.

Áóëàòîâ§åâ èìà ïðåêî 100 ñòðàíà, à ê§ó÷íè äåî jå èíäóêöèjñêè êîðàê
îä 50 ñòðàíà. Îñòàëî ñèãóðíî ðàäè (ïðîâåðèî ñàì), òåîðèjñêè âðëî
çàõòåâíî.

Æóêîâ äîêàç íåøòî êðà£è (70+ñòðàíà), àëè ìà»å èñïèñàí. Ìà»å
çàõòåâàí òåîðèjñêè, àëè ñå îñëà»à íà Æóêîâå ðàíèjå ðàäîâå. Òàêî¢å
èíäóêöèjà êîjà òðàjå öåî äîêàç, âåðîâàòíî íàjáî§å èñïèñàòè
ôîðìàëèçìîì ñèìóëòàíå èíäóêöèjå. Ñïèðàëíà èëè öèêëè÷íà?
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Ïðèìåíå âàí ìàòåìàòèêå

Áàçå ïîäàòàêà - ïîâåçàíå ñà êîíçèñòåíöèjîì è ëîãèêîì ôèêñíå
òà÷êå.

Ìàøèíñêî ó÷å»å - ïîâåçàíî ñà êðàòêèì ðåïðåçåíòàöèjàìà è ñïîðî
ðàñòó£èì ñêóïîâèìà äîçâî§åíèõ ðåëàöèjà. Íå ðàçóìåì íàjáî§å
ìàäà ñàì êîàóòîð.

(Rossi, Venable, Walsh, 2008): Äðóøòâåíè èçáîð.

(Brown-Cohen, Raghavendra, 2015): Ãàøå»å êîðåëàöèjà.

Ðàçíå äðóãå (ðåöèìî íà jåäíîj êîíôåðåíöèjè ÷óî ñàì ïðè÷å î
Òåëåêîìó Ôðàíöóñêå).
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Ïðèìåíå ó êîìáèíàòîðèöè: Õîìîìîðôèçìè

Ïðîáëåì CSP(A) ñå ìîæå åêâèâàëåíòíî ïðåâåñòè íà ïèòà»å î
ïîñòîjà»ó õîìîìîðôèçìà èçìå¢ó ðåëàöèjñêèõ ñòðóêòóðà. Èíñòàíöà
(V ,A, C) äåôèíèøå óëàçíè ìîäåë B = (V ;RB) íà èñòîì jåçèêó êàî A
òàêî äà (V ,A, C) èìà ðåøå»å àêêî ïîñòîjè õîìîìîðôèçàì èç B ó A.

Êàä jå jåçèê ñàìî jåäíà áèíàðíà ðåëàöèjà - õîìîìîðôèçìè (óñìåðåíèõ)
ãðàôîâà.

(Feder, Vardi): Ìîæå ñå óâåê ñâåñòè íà ãðàôîâñêè ïðîáëåì èñòå
ñëîæåíîñòè (öåíà: áðîj åëåìåíàòà ðàñòå). Íî òåøêî £å è£è ðàäå£è
ñàìî ãðàôîâå, ìíîãå ïîçíàòå ðåäóêöèjå ìå»àjó jåçèê.

Íåøåòðèëîâà òåìà òîêîì âèøå äåöåíèjà, îáñòðóêöèjå (èëè çàáðà»åíå
ôàìèëèjå), äåôèíàáèëíå ôàìèëèjå îáñòðóêöèjà.
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Ïðèìåíà êîìáèíàòîðèêå: Êîäèðà»å ðåëàöèjå ãðàôîì

Àêî jå R ⊆ AI∪J , ìîæåìî çàìåíèòè R áèíàðíîì ðåëàöèjîì ER èçìå¢ó
òóïëîâà åëåìåíàòà ó AI è ó AJ . Îâäå (a, b) ∈ ER àêêî ïîñòîjè c ∈ AI∪J

òàêâî äà πI (c) = a è πJ(c) = b.

×åñòî êîðèø£åíî, ïà è ó îáà òà÷íà äîêàçà äèõîòîìèjå (è ó Äåëè£åâîì
íåòà÷íîì), ÷óâà ñâå àëãåáàðñêå îñîáèíå îðèãèíàëíå ñòðóêòóðå.
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Ïðèìåíà CSP ó ëîãèöè 1: Äåñêðèïòèâíà ñëîæåíîñò

(Fagin, 1973): Îïèñ êëàñå NP åãçèñòåíöèjàëíîì ëîãèêîì äðóãîã ðåäà.
À øòà jå ñà P?

DATALOG jå "ëîãè÷êè jåçèê" êîjè ñèìóëèðà îïåðàòîð íàjìà»å ôèêñíå
òà÷êå. (Immerman; Vardi): Ëîãèêà ïðâîã ðåäà ñà òèì îïåðàòîðîì
îïèñójå êëàñó P àêî ïîñòîjè ôèêñèðàíî ëèíåàðíî óðå¢å»å. Íî, áåç òîã
ëèíåàðíîã óðå¢å»à íå ìîãó ñå êîäèðàòè ïðîáëåìè ó âåçè ñ ëèíåàðíîì
àëãåáðîì. Äîäàâà»å îïåðàòîðà áðîjà»à íå îïèñójå ó ïîòïóíîñòè P . Íå
çíà ñå äà ëè jå äîâî§íî äîäàâà»å îïåðàòîðà ðà÷óíà»à ðàíãà ìàòðèöå
íàä êîíà÷íèì ïî§åì, àëè ðåøå»å Äèõîòîìèjå ñóãåðèøå äà jå ïðàâè
îïèñ "òó íåãäå", ìîæäà è jåñòå (âåëèêè ïðîáëåì).

(Feder, Vardi; Larose, Z�adori; Barto, Kozik): DATALOG óñïåøíî ðåøàâà
CSP(A) àêêî ñå CSP(A) ðåøàâà ïðîâåðàìà ëîêàëíå êîíçèñòåíöèjå àêêî
A èìà èçâåñíå êîìïàòèáèëíå îïåðàöèjå (êîjå ñó êàñíèjå óëåïøàâàëè è
êàðàêòåðèñàëè Kozik, Krokin, Valeriote, Willard; Jîâàíîâè£, -, McKenzie,
Moore; Brady; Äðàãàíè£, -, Ó§àðåâè£, Çàõèðîâè£).
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Ïðèìåíà CSP ó ëîãèöè 2: Êàäà ôîðìóëå ðåïðåçåíòójó
NP?

(Ladner, 1975): Àêî P 6= NP , îíäà èçìå¢ó P è êëàñå NP-êîìïëåòíèõ
ïðîáëåìà ïîñòîjè ïðåáðîjèâî áåñêîíà÷íî êëàñà ñëîæåíîñòè (çà PTIME
ðåäóêöèjå).

Ôàãèíîâà òåîðåìà ìîæå äà ñå ðåñòðèêójå. Êîjå ëîãè÷êå ôîðìóëå
îïèñójó ïîäêëàñå êëàñå NP êîjå íåïðàçíî ñåêó ñâàêó êëàñó ñëîæåíîñòè
óíóòàð NP? Êîjå ôîðìóëå îïèñójó ïîäêëàñå êîjå ñåêó NP ñàìî ó
ïðîáëåìèìà ó P óíèjà NP-êîìïëåòíè? Ãëàâíà òåìà ðàäà Ôåäåðà è
Âàðäèjà.

(Feder, Vardi; Kun) MM1SNP , MSNP− 6= è M1SNP− 6= ñåêó ñâå êëàñå
ñëîæåíîñòè óíóòàð NP , äîê MM1SNP− 6= èìà òà÷íî îíå ñëîæåíîñòè
êîjå ñå ìîãó äîáèòè êîä ïðîáëåìà îáëèêà CSP(A). Íà îñíîâó
Äèõîòîìèjå, îâè äðóãè ñó ñàìî ó P èëè NP-êîìïëåòíè.
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CSP è Óíèâåðçàëíà àëãåáðà 1: Êîìïàòèáèëíå îïåðàöèjå

Íåêà jå R ⊆ Ak ðåëàöèjà è f : An → A îïåðàöèjà íà ñêóïó A. Îíäà
êàæåìî äà jå f êîìïàòèáèëíà ñà R àêî çà ñâå

a11
a21
...

ak1

 ,


a12
a22
...

ak2

 , . . . ,


a1n
a2n
...

akn

 ,∈ R,

âàæè

f


a11, a12, . . . , a1n
a21, a22, . . . , a2n
...

... . . .
...

ak1, ak2, . . . , akn

 =


f (a11, a11, . . . , a1n)
f (a21, a22, . . . , a2n)

...
f (ak1, ak2, . . . , akn)

 ∈ R
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CSP è Óíèâåðçàëíà àëãåáðà 2: Êîíòðîëà ñëîæåíîñòè
CSP(A)

(Áóëàòîâ, Jeavons, Êðîêèí, 2000/2005): Ñëîæåíîñò CSP(A) çàâèñè
èñê§ó÷èâî îä ñêóïà ñâèõ îïåðàöèjà íà A êîjå ñó êîìïàòèáèëíå ñà ñâèì
ðåëàöèjàìà ìîäåëà A. Àêî ìå¢ó òèì êîìïàòèáèëíèì îïåðàöèjàìà íåìà
íèjåäíà Òåjëîðîâà îïåðàöèjà, îíäà jå CSP(A) NP-êîìïëåòàí ïðîáëåì.

(Âèøå ðàäîâà): Àêî A èìà êîìïàòèáèëíó Òåjëîðîâó îïåðàöèjó, îíäà
èìà êîìïàòèáèëíó Òåjîðîâó îïåðàöèjó êîíêðåòíîã îáëèêà ... (äàjåì
íàjëàêøè çà èçðàçèòè, ìàäà ñå íèjå áàø ïîêàçàî óïîòðåá§èâèì): Çà
ñâå x , y , z ∈ A,

t(x , x , x , x) = x è t(x , y , z , x) = t(y , x , y , z).

(Áóëàòîâ; Æóê): Àêî A èìà êîìïàòèáèëíó Òåjëîðîâó îïåðàöèjó, îíäà
jå CSP(A) ðåøèâ ó ïîëèíîìíîì âðåìåíó.
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Îïòèìèçàöèjà: Âðåäíîñíè CSP

Max/MinCSP : Àêî jå äàòà èíñòàíöà CSP , òðåáà çàäîâî§èòè øòî
âèøå, îäíîñíî ìèíèìèçîâàòè áðîj óñëîâà êîjè íèjå çàäîâî§åí.

Îïøòèjå, ìîæåìî äîäåëèòè ñâàêîì óñëîâó ðàöèîíàëíó âðåäíîñò è
ìèíèìèçîâàòè ñóìó âðåäíîñòè îíèõ êîjè íèñó çàäîâî§åíè (âðåäíîñíè
CSP). Êàä ñó äîçâî§åíå âðåäíîñòè ó {0, 1}, äîáèjàìî Max/MinCSP.
(Thapper, Zivny): Âðåäíîñíè CSP èìà ïîëèíîìíó ñëîæåíîñò àêêî jå
ðåøèâ îñíîâíèì ëèíåàðíèì ïðîãðàìèðà»åì (BLP) àêêî èìà îäðå¢åíó
êîìïàòèáèëíó îïåðàöèjó. Èíà÷å jå NP-òåæàê (îïòèìèçàöèjñêà âåðçèjà
òåøêîã, áàð jåäíàêî òåøêî êàî NP-êîìïëåòàí ïðîáëåì îäëó÷èâîñòè).
Äàêëå, èìàjó äèõîòîìèjó.

Óîïøòåíè âðåäíîñíè CSP äîçâî§àâà è óñëîâå êîjè ñå àïñîëóòíî
ìîðàjó èñïîøòîâàòè (äîçâî§àâà âðåäíîñò ∞). (Kozik, Ochremiak;
Êîëìîãîðîâ, Êðîêèí, Rolinek): Ïîëèíîìíà ñëîæåíîñò àêêî ñå CSP
ìîæå ðåøèòè ó ïîëèíîìíîì âðåìåíó + óñëîâ î êîìïàòèáèëíîj
îïåðàöèjè çà âðåäíîñíå. Äàêëå äèõîòîìèjà CSP ⇒ äèõîòîìèjà
óîïøòåíèõ âðåäíîñíèõ CSP .
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Àïðîêñèìàöèjà CSP

×åñòî ñå âðåäíîñíè CSP èëè Max − CSP ðåøàâà àïðîêñèìàòèâíî.

Khot (Unique Games Conjecture, CSP âåðçèjà): Íåêà jå ñâàêà ðåëàöèjà
R ñòðóêòóðå A áèíàðíà ðåëàöèjà îáëèêà R = {(a, πR(a)) : a ∈ A}, ãäå jå
çà ñâàêî R , πR ïåðìóòàöèjà ñêóïà A. Îíäà jå ïðîáëåì àïðîêñèìàöèjå
âðåäíîñíîã ïðîáëåìà çàäîâî§å»à óñëîâà CSP(A) (ãäå íèjå äîçâî§åíà
âðåäíîñò ∞) NP-òåæàê. Çà îâó õèïîòåçó ìó jå äîäå§åíà Íåâàíëèíèíà
íàãðàäà (åêâèâàëåíò Ôèëäñîâå ìåäà§å, àëè çà òåîðèjñêî ðà÷óíàðñòâî)
íà Ñâåòñêîì êîíãðåñó 2014.

(Raghavendra, 2008; Brown-Cohen, Raghavendra, 2015): Àêî âàæè
Unique Games Conjecture, îíäà jå âðåäíîñíå ïðîáëåìå çàäîâî§å»à
óñëîâà (ãäå íèjå äîçâî§åíà âðåäíîñò ∞) ìîãó£à àïðîêñèìàöèjà ñàìî
äî íà èçâåñíó êîíñòàíòó, ïîñëå òîãà àïðîêñèìàöèjà ïîñòàjå NP-òåæàê
ïðîáëåì. Àïðîêñèìàöèjó äî íà òó êîíñòàíòó jå ìîãó£å äîñòè£è jåäíèì
îñíîâíèì àëãîðèòìîì ñåìèäåôèíèòíîã ïðîãðàìèðà»à.
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Êàäà jå ïðåáðàjà»å CSP ðåøå»à ëàêî

Óîïøòå»å CSP íà ñóïðîòíó ñòðàíó îä îïòèìèçàöèjå. Áðîjèìî ðåøå»à
îáè÷íå èíñòàíöå CSP .

(Áóëàòîâ, 2013) #CSP(A) jå #-ðåøèâ ó ïîëèíîìíîì âðåìåíó àêêî èìà
Ìà§öåâ§åâó êîìïàòèáèëíó îïåðàöèjó è äîäàòíè óñëîâ íà
äåôèíàáèëíå ðåëàöèjå åêâèâàëåíöèjå (= êîíãðóåíöèjå àëãåáðå
êîìïàòèáèëíèõ îïåðàöèjà), èíà÷å #CSP(A) jå #P-êîìïëåòàí

#P

(#P ïðîáëåì ïðåáðàjà ïðèõâàòàjó£å ïóòåâå ó äðâåòó ðà÷óíà íåêå
íåäåòåðìèíèñòè÷êå Òjóðèíãîâå ìàøèíå; #P-êîìïëåòàí jå òàêàâ #P
ïðîáëåì äà ñå ñâàêè #P ïðîáëåì ìîæå ó ïîëèíîìíîì
äåòåðìèíèñòè÷íîì âðåìåíó ñâåñòè íà »åãà, äàêëå òåæàê jå áàð êîëèêî
è ðåøàâà»å äåòåðìèíèñòè÷êèõ NP-êîìïëåòíèõ ïðîáëåìà).
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Ñëó÷àjíè CSP

Óîáè÷àjåíè ïðîáëåìè îäëó÷èâîñòè ñå òè÷ó íàjãîðåã ñëó÷àjà.
Ñëîæåíîñò ñëó÷àjíå èíñòàíöå jå ïîâåçàíà ñà áðîjåì êîðàêà ïîòðåáíèì
äà ñå ðàçðåøè ïðîñå÷íà èíñòàíöà. Ñëó÷àjíè CSP jå ðåøàâàí, àëè çà
ñàäà áåç îçáè§íå ïîñâå£åíîñòè îãðàíè÷àâà»ó jåçèêà, óãëàâíîì ñó
ðåøàâàíå ñèòóàöèjå êîjå ñó ó îáè÷íîì CSP-ó NP-êîìïëåòíå. Ïðîñòîð
çà ïðèìåíó?

(Deolalikar, 2011): Íåòà÷àí äîêàç P 6= NP ðåäóêöèjîì ñëó÷àjíîã CSP
íà ñòàòèñòè÷êó ôèçèêó.
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