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Istorijat

Proučavanje opštih i reproduktivnih rešenja Bulovih jednačina započeo je
početkom prošlog veka Löwenheim ([8.],[9.]), a kasnije nastavili i uopštili
i drugi autori. Do prvih rezultata unutar skup−teorijskog okvira došli su
S.B. Prešić ([15.],[16.]) i M. Božić ([13.]).
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Istorijat

Proučavanje opštih i reproduktivnih rešenja Bulovih jednačina započeo je
početkom prošlog veka Löwenheim ([8.],[9.]), a kasnije nastavili i uopštili
i drugi autori. Do prvih rezultata unutar skup−teorijskog okvira došli su
S.B. Prešić ([15.],[16.]) i M. Božić ([13.]).

Pojam reproduktivnih jednačina

Pojam reproduktivnih jednačina uveo je profesor S.B. Prešić u radu [15.]
iz 1968. godine.

Reproduktivne jednačine su jednačine oblika x = f (x) gde je:

1 S dati skup,
2 f : S −→ S , data funkcija,
3 x nepoznata jednačine i
4 funkcija f ispunjava uslov reproduktivnosti :

(1) f ◦ f = f
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Funkcije koje ispunjavaju uslov (1) u literaturi se još nazivaju i projektori

ili idempotentna preslikavanja.
Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-
vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.
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ili idempotentna preslikavanja.
Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-
vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.

Opšta tvrd-enja u vezi sa reproduktivnim jednačinama

Primer 1. (Primer transformacije polazne jednačine u ekvivalentni
reproduktivni oblik) Neka je A∈C

m×n,X ∈C
n×p i B ∈C

n×m ispunjava
uslov ABA=A.
Tada je,

AX = 0 ⇐⇒ X = f (X ) = (Im − BA)X
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m×n,X ∈C
n×p i B ∈C

n×m ispunjava
uslov ABA=A.
Tada je,

AX = 0 ⇐⇒ X = f (X ) = (Im − BA)X

=⇒) : AX = 0 =⇒ BAX = 0 =⇒ X − BAX = X =⇒ (Im − BA)X︸ ︷︷ ︸
f (X )

= X
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ili idempotentna preslikavanja.
Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-
vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.

Opšta tvrd-enja u vezi sa reproduktivnim jednačinama

Primer 1. (Primer transformacije polazne jednačine u ekvivalentni
reproduktivni oblik) Neka je A∈C

m×n,X ∈C
n×p i B ∈C

n×m ispunjava
uslov ABA=A.
Tada je,

AX = 0 ⇐⇒ X = f (X ) = (Im − BA)X

=⇒) : AX = 0 =⇒ BAX = 0 =⇒ X − BAX = X =⇒ (Im − BA)X︸ ︷︷ ︸
f (X )

= X

⇐=) : X = f (X ) = (Im − BA)X =⇒ AX = A(Im − BA)X =⇒
AX = AX − ABAX = AX − AX = 0. �
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Teorema 1. ([15.] S. B. Prešić) Reproduktivna jednačina x = f (x) ima
sva rešenja iskazana sa x = f (y), gde y prolazi skupom S . �
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Teorema 1. ([15.] S. B. Prešić) Reproduktivna jednačina x = f (x) ima
sva rešenja iskazana sa x = f (y), gde y prolazi skupom S . �

Teorema 2. ([15.] S. B. Prešić) Za svaku moguću jednačinu J(x) postoji
jednačina oblika x = f (x) koja je ekvivalentna sa J(x) i pri tom je repro-
duktivna. �
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Teorema 1. ([15.] S. B. Prešić) Reproduktivna jednačina x = f (x) ima
sva rešenja iskazana sa x = f (y), gde y prolazi skupom S . �

Teorema 2. ([15.] S. B. Prešić) Za svaku moguću jednačinu J(x) postoji
jednačina oblika x = f (x) koja je ekvivalentna sa J(x) i pri tom je repro-
duktivna. �

Matrična jednačina AXB = C

Matrična jednačina

(2) AXB = C

je i u savremenoj matematici predmet interesovanja i proučavanja brojnih
autora.
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Proučavanja se odnose na:
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Proučavanja se odnose na:

1 Simetrična i antisimetrična rešenja matrične jednačine
AX = C ([4.],[5.] i [7.]),
AXB = C ([18.], [19.] i [20.]),
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1 Simetrična i antisimetrična rešenja matrične jednačine
AX = C ([4.],[5.] i [7.]),
AXB = C ([18.], [19.] i [20.]),

2 Refleksivna i anti-refleksivna rešenja matrične jednačine
AX = C ([21.]),
AXB = C ([2.]),
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AX = C ([4.],[5.] i [7.]),
AXB = C ([18.], [19.] i [20.]),

2 Refleksivna i anti-refleksivna rešenja matrične jednačine
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3 Realno-pozitivna i Realno-nenegativna rešenja matrične jednačine
AX = C ([10.],[11.]),
AXB = C ([3.]),
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AX = C ([21.]),
AXB = C ([2.]),

3 Realno-pozitivna i Realno-nenegativna rešenja matrične jednačine
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4 Iterativne metoda rešavanja matrične jednačine
AXB = C ([18.], [19.] i [20.]).
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AX = C ([21.]),
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AX = C ([10.],[11.]),
AXB = C ([3.]),

4 Iterativne metoda rešavanja matrične jednačine
AXB = C ([18.], [19.] i [20.]).

U slučaju da je A = B = C tj. kada je u pitanju matrična jednačina

AXA = A,

njeno rešenje obeležavamo sa A(1) i nazivamo {1}-inverz matrice A.
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U vezi sa matričnom jednačinom AXB = C navodimo sledeće tvrd-enje.
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U vezi sa matričnom jednačinom AXB = C navodimo sledeće tvrd-enje.

Teorema 3. ([14.] R. Penrose) Matrična jednačina AXB = C jeste mo-

guća akko za bilo koje {1}-inverze A(1) i B (1) važi uslov

(3) AA(1)C B (1)B = C .
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U vezi sa matričnom jednačinom AXB = C navodimo sledeće tvrd-enje.

Teorema 3. ([14.] R. Penrose) Matrična jednačina AXB = C jeste mo-

guća akko za bilo koje {1}-inverze A(1) i B (1) važi uslov

(3) AA(1)C B (1)B = C .

Opšte rešenje matrične jednačine AXB = C dato je formulom

(4) X = f (Y ) = A(1)C B (1) + Y − A(1)AY B B (1),

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuće dimenzije. �
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Teorema 3. ([14.] R. Penrose) Matrična jednačina AXB = C jeste mo-

guća akko za bilo koje {1}-inverze A(1) i B (1) važi uslov

(3) AA(1)C B (1)B = C .

Opšte rešenje matrične jednačine AXB = C dato je formulom

(4) X = f (Y ) = A(1)C B (1) + Y − A(1)AY B B (1),

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuće dimenzije. �

U vezi sa uslovom (3) autori prezentacije su dobili nov oblik potrebnog i
dovoljnog uslova za postojanje rešenja matrične jednačine AXB = C .
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Primer 2. (Primer nereproduktivnih rešenja) Neka je A ∈ C
n×n. Tada,

1 AX = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×m) X = (In − A(1)A)Y ,

2 XA = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
m×n) X = Y (In − AA(1)),

3 AXA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = A(1) + Y − A(1)AYAA(1),

4 AX = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = In + (In − A(1)A)Y ,

5 XA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = In + Y (In − AA(1)). �
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Primer 2. (Primer nereproduktivnih rešenja) Neka je A ∈ C
n×n. Tada,

1 AX = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×m) X = (In − A(1)A)Y ,

2 XA = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
m×n) X = Y (In − AA(1)),

3 AXA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = A(1) + Y − A(1)AYAA(1),

4 AX = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = In + (In − A(1)A)Y ,

5 XA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = In + Y (In − AA(1)). �

Lema 1. Ako je X0 ma koje posebno rešenje matrične jednačine AXB=C,

opšte rešenje matrične jednačine AXB = C dato je formulom:

X = f (Y ) = X0 + Y − A(1)AY B B (1),

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija. �
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Kronekerov tenzorski proizvod matrica

Primenom Kroneckerovog tenzorskog proizvoda matrica matričnu jed-
načinu AXB = C možemo razmatrati u obliku ekvivaletnog linearnog si-
stema:

(5) (A ⊗ BT )vec(X ) = vec(C ),

gde vec(X ) označava vektor dobijen od matrice X zapisivanjem vrsta ma-
trice u vektor kolonu.
Preciznije vec odred-uje operator vecm,n : Cm×n −→ C

mn definisan koordi-
natno sa

vecm,n(xij) = x(i−1)n+j .
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Kronekerov tenzorski proizvod matrica

Primenom Kroneckerovog tenzorskog proizvoda matrica matričnu jed-
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stema:

(5) (A ⊗ BT )vec(X ) = vec(C ),

gde vec(X ) označava vektor dobijen od matrice X zapisivanjem vrsta ma-
trice u vektor kolonu.
Preciznije vec odred-uje operator vecm,n : Cm×n −→ C

mn definisan koordi-
natno sa

vecm,n(xij) = x(i−1)n+j .

Inverzni operator matm,n : Cmn −→ C
m×n definǐsemo koordinatno sa

matm,n(xi ) = xpq

za p = [i/n] + 1 i q = i (mod n). Ukoliko se zna dimenzija vektora i ma-
trica o kojima se radi indekse operatora možemo izostaviti.
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Sledeći primer pokazuje da za matričnu jednačinu AXB = C postoji po-
sebno rešenje X0 koje se ne može zapisati u obliku A(1)C B (1).
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Sledeći primer pokazuje da za matričnu jednačinu AXB = C postoji po-
sebno rešenje X0 koje se ne može zapisati u obliku A(1)C B (1).

Primer 3. Matrični sistem:

AXB = C ⇐⇒





1 2
1 2
2 4



X





1 1
−1 −1
2 2



 =





−3 −3
−3 −3
−6 −6




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

1 1
−1 −1
2 2



 =





−3 −3
−3 −3
−6 −6





po matrici X =

[
x1,1 x1,2 x1,3
x2,1 x2,2 x2,3

]
∈ C

2×3 može se razmatrati u obliku

ekvivaletnog linearnog sistema:
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AXB = C ⇐⇒





1 2
1 2
2 4



X





1 1
−1 −1
2 2



 =





−3 −3
−3 −3
−6 −6





po matrici X =

[
x1,1 x1,2 x1,3
x2,1 x2,2 x2,3

]
∈ C

2×3 može se razmatrati u obliku

ekvivaletnog linearnog sistema:

(A⊗ BT )vec(X ) = vec(C) ⇐⇒















1 −1 2 2 −2 4
1 −1 2 2 −2 4
1 −1 2 2 −2 4
1 −1 2 2 −2 4
2 −2 4 4 −4 8
2 −2 4 4 −4 8





























x1,1
x1,2
x1,3
x2,1
x2,2
x2,3















=















−3
−3
−3
−3
−6
−6















.
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Za matrice A =





1 2
1 2
2 4



 i B =





1 1
−1 −1
2 2



 jedna reprezentacija opštih

{1}-inverza je data sa matricama
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Za matrice A =





1 2
1 2
2 4



 i B =





1 1
−1 −1
2 2



 jedna reprezentacija opštih

{1}-inverza je data sa matricama

A(1) =

[

1− 2c − a+ 2d − 2b + 4b a− 2d b − 2e
c − d − 2e d e

]

(a, b, c, d, e ∈ C)

i
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Za matrice A =





1 2
1 2
2 4



 i B =





1 1
−1 −1
2 2



 jedna reprezentacija opštih

{1}-inverza je data sa matricama

A(1) =

[

1− 2c − a+ 2d − 2b + 4b a− 2d b − 2e
c − d − 2e d e

]

(a, b, c, d, e ∈ C)

i

B(1) =

[

1− p + f − q − 2g + 2r f − q g − r

p + q − 2r q r

]

(f , g , p, q, r ∈ C).
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Za matrice A =





1 2
1 2
2 4



 i B =





1 1
−1 −1
2 2



 jedna reprezentacija opštih

{1}-inverza je data sa matricama

A(1) =

[

1− 2c − a+ 2d − 2b + 4b a− 2d b − 2e
c − d − 2e d e

]

(a, b, c, d, e ∈ C)

i

B(1) =

[

1− p + f − q − 2g + 2r f − q g − r

p + q − 2r q r

]

(f , g , p, q, r ∈ C).

Matrica:

X0 = A(1)CB(1) =

[

(−3− 3f + 6g + 6c + 6cf − 12cg) (−3f + 6cf ) (−3g + 6cg)
(−3c − 3cf + 6cg) (−3cf ) (−3cg)

]

,

za c , f , g ∈ C, predstavlja jedno rešenje matričnog sistema.
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Pokazaćemo da tako odred-eno rešenje nije opšte.

Opšte rešenje prethodnog linearnog sistema, do kog smo došli nekom od
standardnih metoda, dato je u obliku

vec(X ) = [ (−3− 3k + 6l + 6m + 6p − 12r) (−3k + 6p) (−3l + 6r) (−3m − 3p + 6r)

(−3p) (−3r) ]T (k, l ,m, p, r ∈ C).
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Opšte rešenje prethodnog linearnog sistema, do kog smo došli nekom od
standardnih metoda, dato je u obliku

vec(X ) = [ (−3− 3k + 6l + 6m + 6p − 12r) (−3k + 6p) (−3l + 6r) (−3m − 3p + 6r)

(−3p) (−3r) ]T (k, l ,m, p, r ∈ C).

Odatle dobijamo matricu opšteg rešenja:

X = mat2,3 (vec(X )) =

[

(−3− 3k + 6l + 6m + 6p − 12r) (−3k + 6p) (−3l + 6r)
(−3m − 3p + 6r) (−3p) (−3r)

]

.
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Odatle dobijamo matricu opšteg rešenja:

X = mat2,3 (vec(X )) =

[

(−3− 3k + 6l + 6m + 6p − 12r) (−3k + 6p) (−3l + 6r)
(−3m − 3p + 6r) (−3p) (−3r)

]

.

Uslov p = mk i r = ml jeste potreban i dovoljan uslov da bi važila repre-
zentacija X = A(1)CB (1).
Konkretno za m = k = l = 0 i p = r = 1
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X = mat2,3 (vec(X )) =

[

(−3− 3k + 6l + 6m + 6p − 12r) (−3k + 6p) (−3l + 6r)
(−3m − 3p + 6r) (−3p) (−3r)

]

.

Uslov p = mk i r = ml jeste potreban i dovoljan uslov da bi važila repre-
zentacija X = A(1)CB (1).
Konkretno za m = k = l = 0 i p = r = 1 matrica

X1 =

[
−6 6 6
3 −3 −3

]

jeste partikularno rešenje matričnog sistema sa osobinom da za bilo koji
izbor {1}-inverza A(1) i B (1) matrica A i B važi: X1 6= A(1)CB (1). �
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Med-utim,
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Med-utim,

Lema 2. Svako posebno X0 rešenje moguće matrične jednačine AXB = C

može se zapisati u obliku

X0 = matn,p

(
(A⊗ BT )(1) · vecn,p(C )

)
,

za odgovarajući izbor {1}-inverza matrice A⊗ BT .
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Med-utim,

Lema 2. Svako posebno X0 rešenje moguće matrične jednačine AXB = C

može se zapisati u obliku

X0 = matn,p

(
(A⊗ BT )(1) · vecn,p(C )

)
,

za odgovarajući izbor {1}-inverza matrice A⊗ BT .

Proširena forma Teoreme 3. glasi:

Teorema 3’. Ako je X0 ma koje posebno rešenje jednačine AXB = C ,
opšte rešenje matrične jednačine AXB = C dato je formulom

X = f (Y ) = X0 + Y − A(1)AY B B (1),

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija. Pri tom opšte
rešenje jednačine AXB = C je reproduktivno akko je X0 = A(1)C B (1).�

S obzirom da je
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Med-utim,

Lema 2. Svako posebno X0 rešenje moguće matrične jednačine AXB = C

može se zapisati u obliku

X0 = matn,p

(
(A⊗ BT )(1) · vecn,p(C )

)
,

za odgovarajući izbor {1}-inverza matrice A⊗ BT .

Proširena forma Teoreme 3. glasi:

Teorema 3’. Ako je X0 ma koje posebno rešenje jednačine AXB = C ,
opšte rešenje matrične jednačine AXB = C dato je formulom

X = f (Y ) = X0 + Y − A(1)AY B B (1),

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija. Pri tom opšte
rešenje jednačine AXB = C je reproduktivno akko je X0 = A(1)C B (1).�

S obzirom da je

f 2(Y ) = f (Y ) + (X0 − A(1)C B (1)),

zaključujemo da je opšte rešenje matrične jednačine AXB = C reprodu-
ktivno akko je X0 = A(1)C B (1).
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Primer 4.(Odred-ivanje reproduktivnih rešenja iz nereproduktivnih
rešenja) Neka je A ∈ C

n×n. Tada,

1 AX = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×m) X = (In − A(1)A)Y ,

2 XA = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
m×n) X = Y (In − AA(1)),

3 AXA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = A(1) + Y − A(1)AYAA(1),

4 AX = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = In + (In − A(1)A)Y ,

5 XA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = In + Y (In − AA(1)).

Prethodno navedena nereproduktivna rešenja specijalnih slučajeva matri-
čne jednačine AXB = C ([17.] S.B. Prešić) dovode se u reproduktivni
oblik ([12.] M. Haverić)

1 AX = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×m) X = (In − A(1)A)Y ,

2 XA = 0 ⇐⇒ (∃Y ∈ C
m×n) X = Y (In − AA(1)),

3 AXA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = A(1)AA(1) + Y − A(1)AYAA(1),

4 AX = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = A(1)A+ (In − A(1)A)Y ,

5 XA = A ⇐⇒ (∃Y ∈ C
n×n) X = AA(1) + Y (In − AA(1)). �
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matričnog sistema u
ekvivalentnu reproduktivnu matričnu jednačinu)
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matričnog sistema u
ekvivalentnu reproduktivnu matričnu jednačinu) Matrični sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX = B ∧ (7) XD = E

ima rešenje ako i samo ako je svaka jednačina moguća i
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matričnog sistema u
ekvivalentnu reproduktivnu matričnu jednačinu) Matrični sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX = B ∧ (7) XD = E

ima rešenje ako i samo ako je svaka jednačina moguća i AE = BD.
Zaista,

AX = B / · D, A · / XD = E
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matričnog sistema u
ekvivalentnu reproduktivnu matričnu jednačinu) Matrični sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX = B ∧ (7) XD = E

ima rešenje ako i samo ako je svaka jednačina moguća i AE = BD.
Zaista,

AX = B / · D, A · / XD = E

(8) AXD = BD, AXD = AE

odatle sledi AE = BD.

Ako je svaka od njih moguća i
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matričnog sistema u
ekvivalentnu reproduktivnu matričnu jednačinu) Matrični sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX = B ∧ (7) XD = E

ima rešenje ako i samo ako je svaka jednačina moguća i AE = BD.
Zaista,

AX = B / · D, A · / XD = E

(8) AXD = BD, AXD = AE

odatle sledi AE = BD.

Ako je svaka od njih moguća i AE = BD, tada je ([14.] R.Penrose)

X = A(1)B + ED(1) − A(1)AED(1)

jedno zajedničko rešenje za (6) i (7).
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Ako je X0 ma koje zajedničko rešenje za (6) i (7) tada je opšte rešenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:
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Ako je X0 ma koje zajedničko rešenje za (6) i (7) tada je opšte rešenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X = g(Y ) = X0 + (I − A(1)A)Y (I − DD(1))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija.

Takod-e,
AX = B ∧ XD = E

m
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Ako je X0 ma koje zajedničko rešenje za (6) i (7) tada je opšte rešenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X = g(Y ) = X0 + (I − A(1)A)Y (I − DD(1))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija.

Takod-e,
AX = B ∧ XD = E

m

(9b) X = f (Y ) = A(1)B+ED(1)−A(1)AED(1)+(I −A(1)A)Y (I −DD(1))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija.
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(9b) X = f (Y ) = A(1)B+ED(1)−A(1)AED(1)+(I −A(1)A)Y (I −DD(1))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija.

⇐=) : X = f (Y ) = A(1)B + ED(1) − A(1)AED(1) + (I − A(1)A)Y (I −DD(1))
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⇐=) : X = f (Y ) = A(1)B + ED(1) − A(1)AED(1) + (I − A(1)A)Y (I −DD(1))

AX = AA(1)B + AED(1) − AA(1)AED(1) + A(I − A(1)A)Y (I −DD(1))
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(9b) X = f (Y ) = A(1)B+ED(1)−A(1)AED(1)+(I −A(1)A)Y (I −DD(1))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija.

⇐=) : X = f (Y ) = A(1)B + ED(1) − A(1)AED(1) + (I − A(1)A)Y (I −DD(1))

AX = AA(1)B + AED(1) − AA(1)AED(1) + A(I − A(1)A)Y (I −DD(1)) =⇒ AX = B,
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Takod-e,
AX = B ∧ XD = E

m

(9b) X = f (Y ) = A(1)B+ED(1)−A(1)AED(1)+(I −A(1)A)Y (I −DD(1))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija.

⇐=) : X = f (Y ) = A(1)B + ED(1) − A(1)AED(1) + (I − A(1)A)Y (I −DD(1))

AX = AA(1)B + AED(1) − AA(1)AED(1) + A(I − A(1)A)Y (I −DD(1)) =⇒ AX = B,

XD = A(1)BD + ED(1)D − A(1)AED(1)D + (I − A(1)A)Y (I −DD(1))D
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AX = AA(1)B + AED(1) − AA(1)AED(1) + A(I − A(1)A)Y (I −DD(1)) =⇒ AX = B,

XD = A(1)BD + ED(1)D − A(1)AED(1)D + (I − A(1)A)Y (I −DD(1))D =⇒ XD = E .
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=⇒) : AX = B ∧ XD = E
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=⇒) : AX = B ∧ XD = E

Rešenje matrične jednačine (6) je X = f1(Y ) = A(1)B + Y − A(1)AY .
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=⇒) : AX = B ∧ XD = E

Rešenje matrične jednačine (6) je X = f1(Y ) = A(1)B + Y − A(1)AY .

Rešenje matrične jednačine (7) je X = f2(Y ) = ED(1) + Y − YDD(1).
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=⇒) : AX = B ∧ XD = E

Rešenje matrične jednačine (6) je X = f1(Y ) = A(1)B + Y − A(1)AY .

Rešenje matrične jednačine (7) je X = f2(Y ) = ED(1) + Y − YDD(1).

Rešenje sistema (8) je X = f3(Y ) = A(1)AED(1) + Y − A(1)AYDD(1).
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=⇒) : AX = B ∧ XD = E

Rešenje matrične jednačine (6) je X = f1(Y ) = A(1)B + Y − A(1)AY .

Rešenje matrične jednačine (7) je X = f2(Y ) = ED(1) + Y − YDD(1).

Rešenje sistema (8) je X = f3(Y ) = A(1)AED(1) + Y − A(1)AYDD(1).

Zajedničko Penrose-ovo rešenje za (6), (7) i (8) je

X = f (Y ) = f1(Y ) + f2(Y )− f3(Y ).
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=⇒) : AX = B ∧ XD = E

Rešenje matrične jednačine (6) je X = f1(Y ) = A(1)B + Y − A(1)AY .

Rešenje matrične jednačine (7) je X = f2(Y ) = ED(1) + Y − YDD(1).

Rešenje sistema (8) je X = f3(Y ) = A(1)AED(1) + Y − A(1)AYDD(1).

Zajedničko Penrose-ovo rešenje za (6), (7) i (8) je

X = f (Y ) = f1(Y ) + f2(Y )− f3(Y ).

Drugim rečima, zajedničko X moguće je predstaviti u obliku X = f (Y ).
Time smo dokazali da (6) ∧ (7) =⇒ X = f (Y ).

Iz

g2(Y ) = g(Y ) + (X0 − A(1)B − ED(1) + A(1)AED(1))

zaključujemo da je (9a) reproduktivno rešenje za (6) ∧ (7) akko je
X0 = A(1)B + ED(1) − A(1)AED(1), odnosno da je (9b) reproduktivna
matrična jednačina ekvivalentna polaznom sistemu. �
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Primer 6. (Primer transformacije polaznog matričnog sistema u
ekvivalentnu reproduktivnu matričnu jednačinu) Neka je Ā rešenje
matričnog sistema

(10) AXA = A ∧ AkX = XAk .

Tada Ā nazivamo k-komutativni {1}-inverz.

Zajedničko rešenje sistema (10) je dato u obliku X̂ = ĀAĀ.

U ([6.] J.D.Kečkić ) pokazano je da je formulom

(11) X = f (Y ) = X̂ +Y − (I − ĀA)YAk Āk − ĀkAkY (I −AĀ)− ĀAYAĀ,

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajućih dimenzija, dato opšte rešenje
sistema (10).

Neka je X0 ma koje rešenje sistema (10). Tada je i

X = g(Y ) = f (Y + X0 − X̂ )

opšte rešenje dato formulom Prešić-evog tipa

(12) X = g(Y ) =X0 + Y − (I−ĀA)YAkĀk − ĀkAkY (I−AĀ)− ĀAYAĀ.
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Iz svojstava:

Ak Āk = ĀkAk , (Ak Āk)2 = Ak Āk , (ĀkAk)2 = ĀkAk ,

(I − ĀA)ĀkAk = 0, ĀkAk(I − ĀA) = 0

i
X0A

k Āk = Ak Āk+1, ĀkAkX0 = AkĀk+1,

gde je X0 ma koje posebno rešenje sistema (10), dobijamo da je

g2(Y ) = g(Y ) + (X0 − ĀAĀ)

odakle zaključujemo da je formula (12) reproduktivna akko X0 = ĀAĀ.
Samim tim (11) jeste reproduktivna matrična jednačina ekvivaletna po-
laznom sistemu (11). �
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