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Istorijat

Proucavanje opstih i reproduktivnih reSenja Bulovih jednadina zapoleo je
potetkom proslog veka Lowenheim ([8.],[9.]), a kasnije nastavili i uopstili
i drugi autori. Do prvih rezultata unutar skup—teorijskog okvira dosli su
S.B. Pregi¢ ([15.],[16.]) i M. Bozi¢ ([13.]).
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Istorijat

Proucavanje opstih i reproduktivnih reSenja Bulovih jednadina zapoteo je
potetkom proslog veka Lowenheim ([8.],[9.]), a kasnije nastavili i uopstili
i drugi autori. Do prvih rezultata unutar skup—teorijskog okvira dosli su
S.B. Pregi¢ ([15.],[16.]) i M. Bozi¢ ([13.]).

Pojam reproduktivnih jednadina

Pojam reproduktivnih jednacina uveo je profesor S.B. Presi¢ u radu [15.]
iz 1968. godine.

Reproduktivne jednatine su jednatine oblika x = f(x) gde je:
© S dati skup,
Q f:S5— S, data funkcija,
© x nepoznata jednaline i
© funkcija f ispunjava uslov reproduktivnosti:

(1) fof=f
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Funkcije koje ispunjavaju uslov (1) u literaturi se jo3 nazivaju i projektori

ili idempotentna preslikavanja.
Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-

vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.
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Funkcije koje ispunjavaju uslov (1) u literaturi se jo3 nazivaju i projektori
ili idempotentna preslikavanja.

Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-
vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.

Opsta tvrdenja u vezi sa reproduktivnim jednaéinama

Primer 1. (Primer transformacije polazne jednatine u ekvivalentni
reproduktivni oblik) Neka je AcC™*" X € C"*P i B€C" ™ ispunjava
uslov ABA=A.

Tada je,

AX =0 <= X = f(X) = (I, — BA)X

Branko J. MaleSevi¢ i Biljana M. Radi¢i¢ () Reproduktivna i nereproduktivna reSenja mat 28. maj 2011. 3/21



Funkcije koje ispunjavaju uslov (1) u literaturi se jo3 nazivaju i projektori
ili idempotentna preslikavanja.

Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-
vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.

Opsta tvrdenja u vezi sa reproduktivnim jednaéinama

Primer 1. (Primer transformacije polazne jednatine u ekvivalentni
reproduktivni oblik) Neka je AcC™*" X € C"*P i B€C" ™ ispunjava
uslov ABA=A.

Tada je,

AX =0 <= X = f(X) = (I, — BA)X

—):AX =0 = BAX =0 = X — BAX = X = (I, — BA)X = X
(X)
f
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Funkcije koje ispunjavaju uslov (1) u literaturi se jo3 nazivaju i projektori
ili idempotentna preslikavanja.

Uslov (1) naziva se uslov reproduktivnosti jer funkcija f koja ispunjava na-
vedeni uslov, nakon iteracije, reprodukuju samu sebe.

Opsta tvrdenja u vezi sa reproduktivnim jednaéinama

Primer 1. (Primer transformacije polazne jednatine u ekvivalentni
reproduktivni oblik) Neka je AcC™*" X € C"*P i B€C" ™ ispunjava
uslov ABA=A.

Tada je,

AX =0 <= X = f(X) = (I, — BA)X

—):AX =0 = BAX =0 = X — BAX = X = (I, — BA)X = X
—_———

£(X)

=) X = f(X) = (In — BAYX => AX = A(l, — BA)X =>
AX = AX — ABAX = AX — AX =0. ¢
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Teorema 1. ([15.] S. B. Presi¢) Reproduktivna jednatina x = f(x) ima
sva re¥enja iskazana sa x = f(y), gde y prolazi skupom S. B
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Teorema 1. ([15.] S. B. Pre%i¢) Reproduktivna jednaina x = f(x) ima
sva re¥enja iskazana sa x = f(y), gde y prolazi skupom S. B

Teorema 2. ([15.] S. B. Pre$i¢) Za svaku moguéu jednakinu J(x) postoji
jednatina oblika x = f(x) koja je ekvivalentna sa J(x) i pri tom je repro-
duktivna. W
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Teorema 1. ([15.] S. B. Pre%i¢) Reproduktivna jednaina x = f(x) ima
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Teorema 2. ([15.] S. B. Pre$i¢) Za svaku moguéu jednakinu J(x) postoji
jednatina oblika x = f(x) koja je ekvivalentna sa J(x) i pri tom je repro-
duktivna. W

Matri¢na jednaéina AXB = C

Matri¢na jednacina

() AXB = C

je i u savremenoj matematici predmet interesovanja i proucavanja brojnih
autora.
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Prou¢avanja se odnose na:

Branko J. MaleZevi¢ i Biljana M. Radi&i¢
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Prou¢avanja se odnose na:

© Simetri¢na i antisimetri¢na reSenja matri¢ne jednaline
AX =C ([4][5]i[7)),
AXB = C ([18], [19.] i [20.]),
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Prou¢avanja se odnose na:

© Simetri¢na i antisimetri¢na reSenja matri¢ne jednaline
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© Refleksivna i anti-refleksivna reSenja matri¢ne jednadine
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AXB = C ([2)]),
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Prou¢avanja se odnose na:

© Simetri¢na i antisimetri¢na reSenja matri¢ne jednaline
AX =C ([4][5]i[7)),
AXB = C ([18], [19.] i [20.]),

© Refleksivna i anti-refleksivna reSenja matri¢ne jednadine
AX = C ([21]),
AXB = C ([2)]),

© Realno-pozitivna i Realno-nenegativna re$enja matri¢ne jedna&ine
AX = C ([10.],[11)]),
AXB = C ([3)]),
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Prou¢avanja se odnose na:
© Simetri¢na i antisimetri¢na reSenja matri¢ne jednaline
AX =C ([4][5]i[7)),
AXB = C ([18], [19.] i [20.]),

© Refleksivna i anti-refleksivna reSenja matri¢ne jednadine
AX = C ([21]),
AXB = C ([2)]),

© Realno-pozitivna i Realno-nenegativna re$enja matri¢ne jedna&ine
AX = C ([10.],[11)]),
AXB = C ([3)]),

© lterativne metoda reSavanja matri¢ne jednacine
AXB = C ([18], [19.] i [20.]).

U slu¢aju da je A= B = C tj. kada je u pitanju matri¢na jednacina
AXA = A,

njeno redenje obeleravamo sa A(Y) i nazivamo {1}-inverz matrice A.
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U vezi sa matri¢nom jednacinom AXB = C navodimo sledece tvrdenje.
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U vezi sa matri¢nom jednacinom AXB = C navodimo sledece tvrdenje.

Teorema 3. ([14.] R. Penrose) Matri¢na jednacina AXB = C jeste mo-
guca akko za bilo koje {1}-inverze AM) | B vazi uslov

(3) AAMCBMB = C.

28. maj 2011. 6 /21
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U vezi sa matri¢nom jednacinom AXB = C navodimo sledece tvrdenje.

Teorema 3. ([14.] R. Penrose) Matri¢na jednacina AXB = C jeste mo-
guca akko za bilo koje {1}-inverze AM) | B vazi uslov

(3) AAMCBMB = C.
Opste reSenje matri¢ne jednacine AXB = C dato je formulom
(4) = f(Y)=AWCcBW 1y AbAy BB,

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuce dimenzije. B
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U vezi sa matri¢nom jedna¢inom AXB = C navodimo sledece tvrdenje.

Teorema 3. ([14.] R. Penrose) Matri¢na jednacina AXB = C jeste mo-
guca akko za bilo koje {1}-inverze AM) | B vazi uslov

(3) AAMCBMB = C.

Opste reSenje matri¢ne jednacine AXB = C dato je formulom
(4) X=1f(Y)=AWcBW +y_AVAYBBW,
gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuce dimenzije. B

U vezi sa uslovom (3) autori prezentacije su dobili nov oblik potrebnog i
dovoljnog uslova za postojanje reSenja matri¢ne jednaline AXB = C.
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Primer 2. (Primer nereproduktivnih re3enja) Neka je A € C"*". Tada,

QO AX =0+= (3Y e C™™) X = (I, — ADA)Y,

QO XA=0<+= (3Y € C™") X = Y(I, — AAQ)),

O AXA=A < (Y eC™") X = AW 1+ ¥ — AW AYAAD),
O AX =A== BY cC”") X=l,+ (I, - ADA)Y,

QO XA=A—= 3YcC™) X=1I,+Y(l,—AAD). ¢
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Primer 2. (Primer nereproduktivnih re3enja) Neka je A € C"*". Tada,

QO AX =0+= (3Y e C™™) X = (I, — ADA)Y,

QO XA=0<+= (3Y € C™") X = Y(I, — AAQ)),

O AXA=A < (Y eC™") X = AW 1+ ¥ — AW AYAAD),
O AX =A== BY cC”") X=l,+ (I, - ADA)Y,

QO XA=A—= 3YcC™) X=1I,+Y(l,—AAD). ¢

Lema 1. Ako je Xo ma koje posebno resenje matri¢ne jedna&ine AXB=C,
opste resenje matri¢ne jednacine AXB = C dato je formulom:

X=FfY)=Xo+Y-AWAYBBW,

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.
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Kronekerov tenzorski proizvod matrica

Primenom KRONECKERovog tenzorskog proizvoda matrica matri¢nu jed-
na¢inu AXB = C moZemo razmatrati u obliku ekvivaletnog linearnog si-
stema:

(5) (A® BT )vec(X) = vec(C),

gde vec(X) oznatava vektor dobijen od matrice X zapisivanjem vrsta ma-
trice u vektor kolonu.

Preciznije vec odreduje operator vecy, , : C™*" — C™" definisan koordi-
natno sa

vecm, n(Xjj) = X(i—1)n+j-
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Kronekerov tenzorski proizvod matrica

Primenom KRONECKERovog tenzorskog proizvoda matrica matri¢nu jed-
na¢inu AXB = C moZemo razmatrati u obliku ekvivaletnog linearnog si-
stema:

(5) (A® BT )vec(X) = vec(C),

gde vec(X) oznatava vektor dobijen od matrice X zapisivanjem vrsta ma-
trice u vektor kolonu.
Preciznije vec odreduje operator vecy, , : C™*" — C™" definisan koordi-

natno sa
VeCm,n(Xij) = X(i—1)n+j-
Inverzni operator maty, , : C™" — C™*" defini¥emo koordinatno sa
matp, n(Xi) = Xpq

zap=1[i/n]+1iq=i(mod n). Ukoliko se zna dimenzija vektora i ma-
trica o kojima se radi indekse operatora moZemo izostaviti.
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Sledeéi primer pokazuje da za matriénu jednalinu AXB = C postoji po-
sebno regenje Xy koje se ne mo¥e zapisati u obliku A C B().
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Sledeéi primer pokazuje da za matriénu jednalinu AXB = C postoji po-
sebno regenje Xy koje se ne mo¥e zapisati u obliku A C B().
Primer 3. Matri¢ni sistem:
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Slededi primer pokazuje da za matri¢nu jednalinu AXB = C postoji po-
sebno regenje Xy koje se ne mo¥e zapisati u obliku A C B().

Primer 3. Matri¢ni sistem:

1 2 1 1 -3 -3
AXB=C<+~— |1 2|X|-1 -1|=|-3 -3
2 4 2 2 -6 -6

X131 X12 X13
X211 X22 X23
ekvivaletnog linearnog sistema:

po matrici X = [ ] € C?*3 mo¥e se razmatrati u obliku
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X131 X12 X13
X211 X22 X23
ekvivaletnog linearnog sistema:

po matrici X = [ ] € C?*3 mo¥e se razmatrati u obliku

1 -1 2 2 —2 4] pay]  [-3
1 -1 2 2 -2 4| |x, -3
(A® BT)vec(X) = vec(C) <= |} _1 5 2 o 4 w2 = -
2 -2 4 4 —4 8| |x0n -6
> —2 4 4 -4 8| Losl L6
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12 11
Za matrice A= |1 2| iB=| -1 -1 | jedna reprezentacija opstih
2 4 2 2

{1}-inverza je data sa matricama
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12 11
Za matrice A= |1 2| iB=| -1 -1 | jedna reprezentacija opstih
2 4 2 2

{1}-inverza je data sa matricama

A(l):{l—Qc—a+2d—2b+4b a=2d b-2e ] (4 4co

c—d-—2e d e
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1 1
-1 -1
2 2

{1}-inverza je data sa matricama

12
Za matrice A= |1 2| iB= jedna reprezentacija opstih
2 4

AL — { 1—2c—ca_+d2i!2—e2b+4b a—d2d b—eze } (a.b,c,d,e € C)

f—q g-—r

gn:{l—p+f—q—2g+% ; - ](ﬂgmmrecy

p+q-—2r

o F
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12 11
Za matrice A= [1 2} i B= [ -1 -1 } jedna reprezentacija opstih
2 4 2 2

{1}-inverza je data sa matricama

A(l)_ 1—2c—a+2d—2b+4b a—2d b—2€
- c—d-—2e d e

} (a,b,c,d,e €C)

B _ { l1-p+f—q—2g+2r f—q g—r

p+q—2r q r :| (fvgypyq,YE(C).

Matrica:

(=3 —3f+6g+6¢c+6cf —12cg) (—3f +6¢cf) (—3g+ 6¢g)

_ A R —
Xo=ATCBY = { (=3¢ — 3cf + 6¢g) (—3cf) (—3cg) ’

za ¢, f, g € C, predstavlja jedno reSenje matri¢nog sistema.
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Pokaza¢emo da tako odredeno reSenje nije opste.

Opste resenje prethodnog linearnog sistema, do kog smo dosli nekom od

standardnih metoda, dato je u obliku

vec(X) =[ (-3 -3k +6/+6m+6p —12r) (—3k +6p) (—3/+6r) (—3m—3p+6r)
(=3p) (=3r) 1" (k,I,m,p,r € C).
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Pokaza¢emo da tako odredeno reSenje nije opste.

Opste resenje prethodnog linearnog sistema, do kog smo dosli nekom od
standardnih metoda, dato je u obliku

vec(X) =[ (-3 -3k +6/+6m+6p —12r) (—3k +6p) (—3/+6r) (—3m—3p+6r)
(=3p) (=3r) ["(k,I,m,p,r €C).

Odatle dobijamo matricu opsteg redenja:

X = maty 3(vec(X)) = (=3- 3(k_—gr?1/j36pm++6?§3 —12r) (_?5;;3)6[)) (_(31;)6,)
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Pokazademo da tako odredeno re3enje nije opste.

Opste resenje prethodnog linearnog sistema, do kog smo dosli nekom od
standardnih metoda, dato je u obliku

vec(X)=[ (-3—3k+6/+6m+6p—12r) (—3k+6p) (—3/+6r) (—3m—3p—+6r)
(=3p) (=3r) ["(k,I,m,p,r €C).

Odatle dobijamo matricu opsteg reSenja:

(=3 —3k+6/+6m+6p—12r) (—3k+6p) (—3/+6r)

X = matz,3(vec(X)) = (—3m — 3p + 6r) (—3p) (-3r)

Uslov p = mk i r = ml jeste potreban i dovoljan uslov da bi vaZila repre-
zentacija X = AW B,
Konkretnoza m=k=/=0ip=r=1
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Pokazac¢emo da tako odredeno reSenje nije opste.

Opste resenje prethodnog linearnog sistema, do kog smo dosli nekom od
standardnih metoda, dato je u obliku

vec(X)=[ (-3—3k+6/+6m+6p—12r) (—3k+6p) (—3/+6r) (—3m—3p—+6r)
(=3p) (=3r) 1" (k,I,m,p,r € C).
Odatle dobijamo matricu opsteg resenja:

(=3 —3k+6/+6m+6p—12r) (—3k+6p) (—3/+6r)

X = maty,3(vec(X)) = { (—3m — 3p + 6r) (—3p) (=3r)

Uslov p = mk i r = ml jeste potreban i dovoljan uslov da bi vaZila repre-
zentacija X = AW B,
Konkretnoza m=k=/=01i p=r =1 matrica

6 6 6
Xl_[3 -3 —3]

jeste partikularno reSenje matri¢nog sistema sa osobinom da za bilo koji
izbor {1}-inverza A i B() matrica A i B vazi: X; # AW CBM). ¢
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Medutim,

Branko J. MaleZevi¢ i Bi

M. Radi¢i¢

() Reproduktivna i nereproduktivna redenja mat
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Medutim,

moZe se zapisati u obliku

Lema 2. Svako posebno Xy resenje mogucée matricne jednatine AXB = C

Xo = matyp, ((A ® BTV . vec,,,p(C)),
za odgovarajuéi izbor {1}-inverza matrice A@ BT.
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Medutim,

Lema 2. Svako posebno Xy reSenje moguce matri¢ne jedna¢ine AXB = C
moZe se zapisati u obliku

Xo = mat, ((A ®BT)M). vec,,,p(C)),

za odgovarajudi izbor {1}-inverza matrice A® BT.
ProSirena forma Teoreme 3. glasi:

Teorema 3’. Ako je Xy ma koje posebno resenje jednadine AXB = C,
opste reSenje matri¢ne jednatine AXB = C dato je formulom

X=FfY)=Xo+Y—-ANAYBBW,

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija. Pri tom opste
redenje jednatine AXB = C je reproduktivno akko je Xo = A C B W

S obzirom da je
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Medutim,

Lema 2. Svako posebno Xy reSenje moguce matri¢ne jedna¢ine AXB = C
moZe se zapisati u obliku

Xo = mat, ((A ®BT)M). vec,,,p(C)),

za odgovarajudi izbor {1}-inverza matrice A® BT.
ProSirena forma Teoreme 3. glasi:

Teorema 3’. Ako je Xy ma koje posebno resenje jednadine AXB = C,
opste reSenje matri¢ne jednatine AXB = C dato je formulom

X=FfY)=Xo+Y—-ANAYBBW,

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija. Pri tom opste
redenje jednatine AXB = C je reproduktivno akko je Xo = A C B W

S obzirom da je

FA(Y) = F(Y)+ (X — AW C BW),

zaklju€ujemo da je opste reSenje matri¢ne jednatine AXB = C reprodu-
ktivno akko je Xo = A C BM.
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Primer 4.(Odredivanje reproduktivnih reSenja iz nereproduktivnih
reSenja) Neka je A € C"™". Tada,

QO AX =0+= (3Y e C™™M) X = (I, - ADA)Y,

QO XA=0+= (3Y € C™") X = Y(I, — AAQ)),

O AXA=A < (AY eC™") X = AW 1+ ¥ — AW AYAAD),

QO AX=A<= Y cC™) X=l,+ (I, - ADA)Y,

QO XA=A—= AY cC™) X =l,+Y(l, - AAD).
Prethodno navedena nereproduktivna reSenja specijalnih slu¢ajeva matri-
¢ne jednatine AXB = C ([17.] S.B. Presi¢) dovode se u reproduktivni
oblik ([12.] M. Haveri¢)

QO AX =0+= (3Y e C™™) X = (I, — ADA)Y,

QO XA=0<+= (3Y € C™") X = Y(I, — AAQ)),

QO AXA=A < (Y e C™") X = AWAAD 1y — A AYAAD),

QO AX=A< Ay ecC™ X=A0AL(I,- ADAYY,

QO XA=A<+ AY e C™") X = AAD 1+ Y (I, — AAD). ¢
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednacinu)
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednatinu) Matri¢ni sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX=B A (1) XD=E

ima reSenje ako i samo ako je svaka jednadina moguda i

() Reproduktivna i nereproduktivna reSenja mat 28. maj 2011. 14 /21

Branko J. MaleZevi¢ i Biljana M. Radi&i¢



Primer 5. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednatinu) Matri¢ni sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX=B A (1) XD=E

ima reSenje ako i samo ako je svaka jednac¢ina moguéa i AE = BD.
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednatinu) Matri¢ni sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX=B A (1) XD=E

ima reSenje ako i samo ako je svaka jednac¢ina moguéa i AE = BD.
Zaista,

AX=B/-D, A-/XD=E
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednatinu) Matri¢ni sistem
([14.] R.Penrose)

(6) AX=B A (1) XD=E

ima reSenje ako i samo ako je svaka jednac¢ina moguéa i AE = BD.
Zaista,

AX=B/-D, A-/XD=E

(8) AXD = BD, AXD = AE

odatle sledi AE = BD.

Ako je svaka od njih moguda i
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Primer 5. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednatinu) Matri¢ni sistem
([14.] R.Penrose)

6) AX=B A (1) XD=E

ima reSenje ako i samo ako je svaka jednac¢ina moguéa i AE = BD.
Zaista,

AX=B/-D, A-/XD=E

(8) AXD = BD, AXD = AE

odatle sledi AE = BD.
Ako je svaka od njih moguéa i AE = BD, tada je ([14.] R.Penrose)

X = AMB + ED®W — AW AEDM)

jedno zajednitko resenje za (6) i (7).
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,

AX =BAXD=E
)
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,
AX=BAXD=E

)

(9b) X = £(Y) = AMB+EDW — AW AEDM) 1 (1 — AW AYY (1 — DDM))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajucih dimenzija.
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,
AX=BAXD=E

)

(9b) X = £(Y) = AMB+EDW — AW AEDM) 1 (1 — AW AYY (1 — DDM))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajucih dimenzija.

=) : X =f(Y)=AVUB + ED® — AWAEDW + (1 — ADA)Y (I — DDD))
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,
AX=BAXD=E

)

(9b) X = £(Y) = AMB+EDW — AW AEDM) 1 (1 — AW AYY (1 — DDM))
gde je Y proizvoljna matrica odgovarajucih dimenzija.
=) : X =f(Y)=AVUB + ED® — AWAEDW + (1 — ADA)Y (I — DDD))

AX = AADB + AEDM) — AAMAEDM) + A(1 — AW A)Y (1 — DDWD))
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,
AX=BAXD=E

)

(9b) X = £(Y) = AMB+EDW — AW AEDM) 1 (1 — AW AYY (1 — DDM))
gde je Y proizvoljna matrica odgovarajucih dimenzija.
=) : X =f(Y)=AVUB + ED® — AWAEDW + (1 — ADA)Y (I — DDD))

AX = AADB + AEDM) — AAWAEDM) 1+ A(1 — AMA)Y (I — DDW) = AX = B,
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,
AX=BAXD=E

)

(9b) X = £(Y) = AMB+EDW — AW AEDM) 1 (1 — AW AYY (1 — DDM))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajucih dimenzija.
=) X =f(Y)=ADB + EDO — ADWAEDD) + (1 — AWA)Y (1 — DDD)
AX = AADB + AEDM) — AAMAEDM) 4+ A(1 — AW AYY (1 — DDW) = AX = B,

XD = AMBD + EDWD — AWAEDWD + (1 — AMA)Y (I — DDM)D
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Ako je Xo ma koje zajednitko resenje za (6) i (7) tada je opSte redenje
([1.] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville) dato sa:

(9a) X =g(Y)=Xo+ (I — ADA)Y( — DDW)

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija.

Takode,
AX=BAXD=E

)

(9b) X = £(Y) = AMB+EDW — AW AEDM) 1 (1 — AW AYY (1 — DDM))

gde je Y proizvoljna matrica odgovarajucih dimenzija.
=) X =f(Y)=ADB + EDO — ADWAEDD) + (1 — AWA)Y (1 — DDD)
AX = AADB + AEDM) — AAMAEDM) 4+ A(1 — AW AYY (1 — DDW) = AX = B,

XD = AMBD + EDWD — AMAEDWD + (1 — AMA)Y (I — DDW)D = XD = E.
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—): AX=BAXD=E
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—): AX=BAXD=E
Re¥enje matri¢ne jednatine (6) je X = fi(Y) = AMB + Y — ADAY.
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—):AX=BAXD=E

Re3enje matri¢ne jednatine (6) je X = fA1(Y) = AUNB +y - AlDAy.

Refenje matri¢ne jednatine (7) je X = f(Y) = EDM + Y — YDDO,
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—): AX=BAXD=E

Re3enje matri¢ne jednatine (6) je X = fA1(Y) = AUNB +y - AlDAy.
Refenje matri¢ne jednatine (7) je X = f(Y) = EDM + Y — YDDO,

Regenje sistema (8) je X = f(Y) = AMAEDM + vy — AW AYDDM),
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—):AX=BAXD=E

Reenje matri¢ne jednatine (6) je X = 1(Y) = AWB 4+ Y — ADAY,
Refenje matri¢ne jednatine (7) je X = f(Y) = EDM + Y — YDDO,
Rezenje sistema (8) je X = (Y) = AMAEDM + ¥ — AW AYDD(D).

Zajednitko Penrose-ovo redenje za (6), (7) i (8) je

X =1f(Y) =ha(Y)+ R(Y) - ().
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—): AX=BAXD=E
Reenje matri¢ne jednatine (6) je X = 1(Y) = AWB 4+ Y — ADAY,
Refenje matri¢ne jednatine (7) je X = f(Y) = EDM + Y — YDDO,
Regenje sistema (8) je X = f(Y) = AMAEDM + vy — AW AYDDM),
Zajednitko Penrose-ovo redenje za (6), (7) i (8) je
X =1f(Y) =ha(Y)+ R(Y) - ().

Drugim re¢ima, zajednitko X moguce je predstaviti u obliku X = 7(Y).
Time smo dokazali da (6) A (7) = X = f(Y).
Iz

g2(Y)=g(Y)+ (Xo — AWB — EDMW + AW AED()

zakljutujemo da je (9a) reproduktivno resenje za (6) A (7) akko je
Xo = AWB 4 EDM) — AMAED(), odnosno da je (9b) reproduktivna
matri¢na jedna&ina ekvivalentna polaznom sistemu. ¢
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Primer 6. (Primer transformacije polaznog matri¢nog sistema u
ekvivalentnu reproduktivhu matri¢nu jednacinu) Neka je A redenje
matri¢nog sistema

(10) AXA=A A AkX = XAk
Tada A nazivamo k-komutativni {1}-inverz.
Zajednicko redenje sistema (10) je dato u obliku X = AAA.
U ([6.] J.D.Ketki¢ ) pokazano je da je formulom
(11) X = f(Y) =X+ Y — (I — AA)YAKAK — AKAKY (] — AA) — AAYAA,
gde je Y proizvoljna matrica odgovarajuéih dimenzija, dato opste resenje
sistema (10).
Neka je Xo ma koje resenje sistema (10). Tada je i
X =g(Y)=Ff(Y +Xo—X)
opste reSenje dato formulom Presi¢-evog tipa

(12) X =g(Y) =Xo + Y — (I-AA) YAKA* — AkAkY (1 - AA) — AAYAA.
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Iz svojstava:
AkZ\k — Z\kAk7 (AkAk)Z — Ak/_4k, (Z\kAk)Z — Z\kAk,

(I — AA)AKAK = 0, AKAK(] — AA) =0

XOAk/z\k — Ak/_4k+1 /_4kAkX0 — AkZ\k-i-l
gde je Xp ma koje posebno resenje sistema (10), dobijamo da je

g2 (Y) = g(¥) + (X0 — AAA)

odakle zaklju¢ujemo da je formula (12) reproduktivna akko Xo = AAA.
Samim tim (11) jeste reproduktivna matri¢na jedna&ina ekvivaletna po-
laznom sistemu (11). ¢
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