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U ovom radu fokusirat ¢emo se na primjenu Fourierovog
reda za rjeSavanje talasnih jednacina. Jos od pocetka razvoja
Fourierovog reda postalo je jasno da se moze primjeniti u
razliCitim granama nauka. Najveca paznja ovog rada jeste
fokus na probleme matematicke fizike Laplasova
transformacija i1 Fourierov red. Naime Fourierov red je nasao
veoma Siroku primjenu U rjeSavanju  parcijalnih

diferencijalnih jednacina.



Osim toga Fourierov red se koristi u telekomunikacijama za
Ispitivanje signala, analitickoj hemiji, kompresiji slike |
slicno. Sam Fourierov red predstavlja zbir sinusnih |
kosinusnih periodi¢nih funkcija. 1z elementarne matematike
nam je poznato da su osnovne funkcije sinus 1 kosinus
periodi¢ne funkcije sa osnovnim periodom 2 pi radijana.
Takve funkcije se veoma lahko aproksimiraju. TeziSte ovog

rada je naslonjeno na primjenu u fizici. Dakle ovim radom se

pokuSava pokazati kako se jedan matematicki alat moze

primjeniti na fiziku, to jest granu fizike zvanu talasi.



Talsane jednacine su pretezno predstavljene preko sinusnih
i kosninusnih zakona. Recimo jednacina harmonijskog talasa
predstavljena je kao y= A sin (wt + @,). Gdje je y elongacija,
A-amplituda talasa, w-kruzna frekvencija i @y —pocetna
faza oscilovanja. Sa ovim pojmovima smo se susretali joS u
srednjoj skoli. Dakle harmonijski talas se moze predstaviti
sinusoidalnim i kosinusiodalnim funkcijama. A rjeSavanjem
Fourierovog reda dobijaju se koefcijenti koji se nazivaju

harmonci.



Postavlja se pitanje ,,Da li postoji neka veza izmedu ova dva
pojma ?*. Odatle I polazi ideja za ovu temu. Dakle rad se
sastoji 1z cetiri dijela 1 to: sadrzaj ili metodoloski okvir
istrazivanja, teorijski okvir istrazivanja, , prakticni dio
istrazivanja | literature 1 1zvora koji su koristeni. Veoma je
vazno haglasitli da navedena tema trazi veliko predznanje iz
raznih grana nauka u ovom slucaju matematike, fizike I
Informatike. Temu je moguce | produziti medutim mi ¢emo
teziSte teme staviti na naS prakticni prikaz primjene
Fourierovog reda za rjesavanje talasnih jednacina. Dakle
Fourierovi redovi se mogu Kkoristiti 1 za rjeSavanje toplotnih
difuznih jednacina, ali 1 drugih problema u fizici koja kroz
diskusiju I komentare mozemo ponuditi za dalja istrazivanja.



Problem i predmet istrazivanja
Problem istrazivanja ovog rada jeste na koji nacCin se mogu
rjesavati parcijalne diferencijalne jednacine. Zbog obimnosti
pojma parcijalne diferencijalne jednacCine mi cemo se ovdje
konkretno bazirati na parcijalne diferencijalne jednacine koje
su nasle primjenu u fizci konkretno u predstavljanju talasa.
Dakle predmet istrazivanja ovog rada su parcijalne
diferencijalne jednacine koje se mogu rjesavati pomocu
Fourierovog reda a svoju primjenu su nasle u talasnim
jednacinama i mogu se predstaviti pomocu talasa. Takoder
¢emo se izucavati jednacine matematicke fizike. Pomocu
jednacina, LaPlace-a, Dirhlea ispitivat cemo i konkretnost za
rieSavanje nekih fizickih problema.



Dakle postoji nekoliko metoda za rjeSavanja parcijalnih
diferencijalnih jednacina to su numeri¢ka metoda, metoda
runge kuta, metoda najmanjih kvadarata. Sve te metode daju
sa aspekta matematicke dokazivosti odredena rjesenja
medutim metode rjeSavanja pomoc¢u Fourierovog reda daje
najjasniju definisanost za rjesavanje parcijalnih jednacina

sljedecih problema:



: : : v.  0%u d%u
Jednodimenzionalna talasna jednacina: —— = c? SRz s (1.6)
: : , " 0%u | 0%u
Dvodimenzionalna Laplaceova jednacina vz T a2 = (| (1.7)




Generalna hipoteza

- Fourierovi redovi se mogu Kkoristiti za izraCunavanje
parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog I drugog reda koje
sluze za rjeSavanje talasnih jednacina, a samim tim | za talase
koji se rjeSavanjem ovih parcijalnih jednac¢ina bolje mogu

opisivati.



Posebna hipoteza
- Fourierovi redovi se mogu primjeniti i na rjesavanja parcijalnih diferencijalnih

jednacina zice Koj treperi.

- Fourierovi redovi se mogu primjeniti na talasne jednacine koje su opisane
jednacinama oscilacija membrane.

- Fourierov metod razdvajanja promljenjivin je naj¢es¢i metod za rjeSavanje
diferencijalnih jednacina koje opisuje neke konkretne fizicke probleme.

- Fourierovi redovi mogu prakticno da nam pomognu da prikazemo kontinualno

diskretni talasni paket pomocu softvera Matlab.

3.3. Indikatori: Redovi, diferencijalne jednacine, jednodimenizonalne |

dvodimenzionalne



1. Diferencijalne jednacine

wDefinicija: Diferencijalnom jednacinom nazivamo jednaCinu koja izrazava neku vezu
izmedu nezavisno promjenjive, nepoznate funkcije 1 njenih izvoda:

F(x, VY Y y<”)):0 ................................... (3.1)

Najvisi red 1zvoda u toj jednacini nazivamo redom te diferencijalne jednacine.

Ako se moze rijeSiti po izvodu najviSeg reda, diferencijalna jednacina N -tog reda ima oblik

y\" = f (x, v, Y\ Y. y(”_l)) ---------------------------- (3.2)

Definicija: Rjesenje diferencijalne jednacine je svaka funkcija koja identi¢no zadovoljava
tu jednacinu.



O diferencijalnoj jednacini prvog reda

Definicija: Jednoparametarsku porodicu funkcija

Odnosno

koja identi¢no zadovoljava diferencijalnu jednacinu prvog reda y'= f (x,y), odnosnho

F (X, Y, y’) =0, nazivamo opstim rjeSenjem (opsStim integralom) te jednacine.

Definicija: Opste rjeSenje (opsti integral) diferencijalne jednaCine N-tog reda je skup
funkcija

odnosno

koji zavisi od n parametara C,,C,,...,C
jednacinu.

. 1 koji identicno zadovoljava tu diferencijalnu



Parcijalne diferencijalne jednacine

Neelementarne funkcije pod nazivom ,,specijalne®, nastale su kao rezultat rjeSavanja razli¢itih
matematickih modela u fizici 1 tehnickim naukama, i to najces¢e kao rjesenja diferencijalnih
jednacina. Njihove vrijednosti se ne mogu dobiti analiticki (pomocu elementarnih funkcija),

nego odgovaraju¢im numerickim postupcima. Po formi mogu se podijeliti u dvije klase:
e Funkcije u formi odredenih integrala,
e Funkcije u formi beskonac¢nih konvergentnih redova

Vrijednosti specijalnih funkcija su tabelirane u matematickim priru¢nicima, a u softverskim
proizvodima namijenjenim za matematicke proracune (Mathcad, Maple, Mathematica, Matlab

itd.) postoje odgovarajuce funkcije.

Parcijalna diferencijalna jednacina (PDE) je diferencijalna jednac¢ina koja sadrzi nepoznate
multivarijabilne funkcije 1 njihove parcijalne izvode (To je u kontrastu sa obi¢nim

diferencijalnim jednacinama, koje obuhvataju funkcije jedne promjenjive i njihove derivate).



Parcijalne diferencijalne jednacine se mogu Koristiti za opisivanje
sirokog opsega razli¢itth fenomena kao Sto su zvuk, toplota,
elektrostatika, elektrodinamika, protok fluida, elasti¢nost ili kvantna
mehanika. Ove naizgled razlic¢ite fizicke pojave se mogu sli¢no
formulisati u smislu parcijalnih diferencijalnih jednacina. Kao Sto
obi¢ne diferencijalne jednacine najces¢e opisuju jednodimenzionalne
dinamicke sisteme, parcijalne diferencijalne jednacCine Sse obicno
odnose na multidimenzionalne sisteme. Stohasticke parcijalne
diferencijalne jednaCine su generalizacija parcijalnih diferencijalnih

jednacina.



Fourierov red

Fourierov red predstavlja matematicki alat koji se najCesce Koristi za
rjeSavanje parcijalnin diferencijalnih jednacina. Pomoc¢u Fouroerovog
reda pravljeni su mnogi matematicki modeli za razli¢ite potrebe. Pa tako
se Fourierova transformacija koristila za analizu signala, u hemijskom
inzenjerstvu, ekonomiji, fizici, elektrotehnici ali 1 u kompresiji podataka.
Fourierov red predstavlja linearnu kombinaciju sinusnih 1 kosinusnih
funkcija te se kao takav 1 predstavlja kao superpozicija za rjeSavanje
toplotnih jednacina. Naime veoma je vazno poznavati koje funkcije se
mogu razviti u Fourierov red koji su potrebni i1 dovoljni uslovi za to 1 koji

je interval ispitivanja.



Pri razvoju funkcije u Fourierov red, uslov je da je funkcija periodi¢na.
Prvo pitanje koje se postavlja - mozemo li to napraviti I za neperiodi¢ne
funkcije na nekom intervalu? Odgovor je: ,,da, ako Ih wucinimo
periodi¢nima!* Tada taj interval postaje period te funkcije i1 ponavlja se
beskona¢no mnogo puta. lako sva razmatranja koja ¢emo ovdje iznijeti
vrijede za periodi¢ne funkcije nekog opcenitog perioda [-L/2,L/2], u
ostatku teksta ¢emo zbog jednostavnosti pretpostaviti da je posmatrana
funkcija periodi¢na na nekom intervalu [—z,z]. Dakle, za zadanu funkciju
(ili signal, ako je funkcija zavisna od vremena) f:R—R, periodi¢nu na
[—n,7], Zelimo pronaci brojeve a,, a,,0k€R, za k=1,...,n tako da vrijedi

fx) =

a 2nm . 2nm
70 + Yn=1(ancos ——=x + by sin=—x), n0.



U ovom izrazu ak ima ulogu amplitude, a ¢k ulogu faze za
sinus funkciju frekvencije k. Clan a, /2 je poseban i on sluzi

za translaciju funkcije duz y-ose (Cesto se naziva ,,DC

komponenta”).



Ako u gornjem izrazu primijenimo adicijsku formulu za sinus funkciju,
sin(a+p)=sinacosp+cosasing, vidimo da mozemo zapisati Fourierov red
| drugacije:

f(x)=a+> k=1n(asin(kx)cosgk+a; CoS(kX)SINPK).................... (3.13.1))
Primijetimo da u ovoj formuli singk | cosgk ne zavise ni o varijabli x ni
0 k - to su brojevi koji su dio koeficijenata uz sin(kx) 1 uz cos(kx). Stoga,

mozemo definisati nove koeficijente ak,bkeR u kojima ¢e implicitno

biti ukljuceni I ¢k. Tako da nova formula izgleda ovako:

f(x)=a+> k=1n(a;Sin(kx)+ b, CoS(kX)),N>0..........cccovvrrrveeeriiirnnnn. (3.14.)



Talasne jednacine

Dakle prije nastanka Fourierovog reda nije bilo rjesenja toplotne jednacine. Toplotna
jednacCina nije niSta drugo nego parcijalna diferencijalna jednacina a samim tim i
talasna jednacina. Fourierov red je opis osciliraju¢ih harmonijskih talasa predstavio

pomocu dvije osnovne trigonometrijske funkcije sinus i kosinus.

Talasna jednacina je vazna linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda
koja opisuje prostiranje vecine talasa, kao sto su zvucni talasi, svjetlosni talasi i1 vodeni
talasi. Koristi se u oblastima kao sto su akustika, elektromagnetizam i dinamika fluida.
Historijski problem vibriraju¢e zice, kao Sto je ona na muzickim instrumentima,

proucavali su: Jean le Rond d'Alembert, Leonhard Euler, Daniel Bernoulli i Joseph

Louis Lagrange.



Trigonometrijski Fourierovi redovi

Posebno mjesto medu Fourierovim redovima zauzimaju tzv.
Trigonometrijski Fourierovi redovi. U mnogim problemima fizike,
hemije, matematike namece se pitanje da se periodi¢na funkcija f :
R— R osnovnog perioda 2m prikaze u obliku trigonometrijskog

polinoma ili, opstije trigonometrijskog reda.

Neka funkcija f periodicna sa osnovnim periodom T. Svakoj
djelimi¢noj neprekidnoj funkciji f na posmtaranom razmaku

odgovara Fourierov red:



f(x)~ % + Z,‘?le(ancosanx + b, SinznTnx),

koji se Cesto naziva trigonometrijski Fourierov red. Brojevi a,, i b,, se

zovi Fourierovi koeficijenti | odreduju se pomocu slijede¢ih formula:

a, = %f:f(x)cos 2nTnde, (n=1,2,..); ag= %f;f(x)dx,

b, = %f;f(x)sin 2nTﬂxdx, (n=1, 2, ...).

Ako je segment [a,b] simetrican 0ko ishodista, odnosno ako je [ a,b ]
:[—g,g], onda se u slijedeca dva slucaja Fourierovih koeficijenata

mozZze znatno pojednostaviti:



1. ako je funkcija f(x) parna funkcija, tj. Ako je f(-x)=f(x), onda je

] TT/fz fX)dx =2 OT/ ’ f (x)dx, pa Fourierove koeficjente mozemo

raCunati na slijjedeci nacin:

a, = %fOT/Zf(x)cos 2nTnxdx, (n=0,1,2,...1b,=0zan=1,2,...

1. ako je f(x) neparna funkcija, tj. Ako je f(-x) = -f(x), onda vrijedi da

. (T2 . . . .
je f_T/ /2 f(x)dx = 0, pa Fourierove koeficijente mozemo rac¢unati

na slijedeci naCin:

a, =0zan=0,12,..1b, = %fOT/zf(x)Sin ZnTnde zan=12....



Slicno kao 1 kod Taylorovog reda ovdje se postavljaju dva pitanja:

1. Da li Fourierov red funkcije f(x) konvergira ?
2. Ako Fourierov red konvergira u tacki x€ R ka broju S(x), da li je

onda S(x)= f(x), tj. Da li kovergentan red predstavlja funkciju f ?

Odgovori na ova pitanja su jako opsirni tako da se slobodno moze
re¢i, moze napraviti nova master teza na temu Kkonvergencija
Fourierovog reda. Medutim mi ¢emo ovdje odgovore na ova pitanja
pokusati predstaviti pomoc¢u Dirichletove teoreme. Nakon toga ¢emo
pokazati koji su to uslovi koji Fourierov red mora zadovoljiti da bi

konvergirao.



Teorema :  Pretpostavke za funkciyu f[-m,m]—= R su (tzv.

Dirichletovi uslovi ):

(a)postoji konacan skup Ac[-m, ] tako da je f neprekidna funkcija u
svakoj tacki skupa [-m, 7] \ A. Ukoliko je A# 0 onda svakoj tacki
skupa A funkcija f ima skok prve vrste;

(b)postoji podjela (subdivizija)
M=Xy < X1 <X < <X, =T

segmenta [-r, ] na konacno mnogo dijelova takva da je funkcija f

monotona na svakom segemntu [x;_;, x;] (I=1, ..., n).



Zakljucak:

a) Fourierov red funkcije f konvergira za svaki relan broj x. Neka je S:
R— R funkcija koju taj red definise.
b) Ako je f neprekidna u tacki x € [ -, m ] onda je f(x) = S(x).

c) Ako funkcijafimaprekidux €[ -m, m ] ondaje:

S(X):f(x-l_());f(x_())

a) Na krajevima intervala je:

S('T[): S(T[):f(_n-l-);_f(n_)



Ako funkcija nije periodi¢na onda se njena restrikcija ili sama
ta funkcija moze periodi¢ki produziti do funkcije f
definisane na skupu realnih brojeva. Neka je f periodi¢na
funkcija f sa osnovnim periodom od 2 te neka su ta funkcija i

njen izvod djelimi¢no neprekidni na [-m, 7] tada vazi:



Teorema Ako su periodi¢na funkcija f sa osnovnim periodom 2 i njen izvod

djelimi¢no neprekidni, onda za vV x € R vazi:

f(x+0)+f(x-0) _ ao
2 2

2 2
+ Zﬁlo:l(anws%x + b, Sm%x) ,

a, = ! f;+2nf(x)cos nxdx, (n=0,1, 2, ..);

T
b, = %f;’ﬁnf(x)sin nxdx, (n=1,2,..).

Teorema 9 daje dovoljne uslove za razvoj funkcije u Fourierov red. Ako je uz navedene

uslove fjoS 1 neprekidna funkcija u R onda vrijedi:

f(x+0)+f(x—0)
2

= f(x),VxeR.

Dakle pozivajuéi se na teorem 9 u prakiténom dijelu ovog magistarskog rada mi ¢emo
predstaviti stepanastu, trouglastu i pravouganu funkciju f koja se moze razviti u

Fourierov red.



Fourierova transformacija
Fourierova transformacija se moze shvatiti kao neprekinuti

oblik Fourierovog reda. Fourierov red razlaze signal
definisan na Intervalu od [-m,m], na komponente koje
osciliraju sa cjelobrojnim frekvencijama. Fourierova
transformacija razlaze signal, definisan na beskona¢nom
vremenskom intervalu, na komponente s frekvencijama A ,
gdje A moze biti bilo koji realan ili kompleksan broj. U
ovom dijelu rada biti ¢e predstavljena analogija izmedu

Fourierovog reda i transformacije.



Fourierova integralna formula

Kako bismo dobili Fouriierovu transformaciju, posmatrajamo
Fourierov red funkcije definisane na intervalu -I< x <[, te ¢emo
pustiti da broj | tezi u beskonacnosti. Funkciju definisanu na intervalu -

I< x < [, mozemo prikazati u obliku:
f(x):Z%o:—oo aneinrcx/l’
gdje je:

1l _;
a, = zf_lf(t)e inwt/lqt,



Ukoliko je funkcija f definisana na citavom skupu R, tada ¢emo pustiti da parametar |,
lezi U beskonacnosti te pogledati sta se u tom slucaju dogada sa navedenim formulama.

Preciznije uvrstimo li izraz a,, u prethodnu sumu , dobijamo da je:

—inmt inmtx

f(x)= i[5 o (g J, f(DDe T di)e T ]

—inn(x—t)

=lm[ 57wy [ f@e™ T dt],

Sada ¢emo na desnoj strani prethodne jednakosti prepoznati integralnu sumu

odgovarajuceg Integrala, sto ¢e nas dovesti do Fourierove integralne formule. U tu

svrhu ozna¢imo A,ﬁ% | AA=A, 1 — A, = % Tada je :

fG) = lim 5ol [, f(DeMC0de]an )



Neka je sada data funkcija :

l
1 .
— Api(x—t)
F; (1) > Jf(t)e dt.
~1

Tada suma 1 postaje:
Z?lo=—oo Fl (/‘ln)A/1 .

Uoc¢imo kako prethodna relacija predstavlja integralnu sumu za integral ffooo F;(A)dA. Naime

kada | tezi u beskonacnost, veli¢ina AA konvergira ka nuli, pa AA postaje dA u integralu

ffooo F;(A)dA. Prema tome, relacija (1) sada ima oblik:

Fo = Jim | 2.



Dalje , ako [ — oo, F;(1) formalno postaje integral % I f(£)e*x=Ddt . Zbog toga je:

fe) = J% [ fF(er ™ Ddtd A,

odnosno

FO) = == I f (e~ M dt)e ™ da )

Oznadimo sada sa f (1) izraz unutar zagrada u prethodnoj formuli, odnosno:

WA T
FO) = WL f(Oe~Hdt.

Funkcija f (1) naziva se Fourierova transformacija funkcije f u kompleksnom obliku. S toga,

relacija (2) sada ima oblik:

fO) ==/, f e 2 3)



Relaciju 3 nazivamo Fourieorovom integralnom formulom ili inverznom Fourierovom
transformacijom zato jer ona prikazuje funkciju f(x) u integralnom obliku koji ukljucuje

Fourierovu transformaciju od f.
Prethodna razmatranja sada ¢emo da opisemo U slijedecoj teoremi.

Teorema Ako je f neprekidno diferencijabilna funkcija takva da je

IZ 1f(®)ldt < o, onda je:

fO) ==/ f (e ™ 2 (4)

pri cemu je f (1) Fourierova transformacija od f dana formulom:

S U .
FO) = mi f(Oe~Hdt.



Razmatranja koja smo proveli na pocetku ove tacke nisu sasvim precizna, zato jer
nismo obrazlozili nekoliko Koraka, medu njima i konvergenciju nepravog integrala

ffoooFl(/l)d/l. Dalje kod Fourierovih redova smo, uz odredene uslove, imali i

konvergenciju u tackama prekida aritmeticka sredina limesa slijeva i zdesna funkcije u
tacki prekida. Moze se pokazati da osobine vrijede i kod Fourierove integralne

formule, ali ovdje se ne¢emo baviti time.

Pretpostavka ffooolf(t)ldt<oo, u teoremi 10 je potrebna da bismo osigurali

konvergenciju nepravog integrala kojim je definisana Fourierova transformacija f (1).
. . A 1 0o —i 1 co
Naime, tada je:|f (1)| < Ef_m|f(t)e “At)dt =Ef_m|f(t)|dt < oo,

pri cemu smo iskoristili &injenicu da je [e 74| = 1.



Analogija Fourierove transformacije 1 Fourierovog reda

Uoc¢imo analogiju izmedu Fourieorove transformacije funkcije f i

odgovarajuce integralne formule te kompleksnog oblika Fourierovog

reda od f na intervalu -I< x < [:

f(xX) = X oo fr @ ()
gdje Je

[
—~ 1 .
fo=g | f@ et
—1



Varijabla A u Fourierovoj integralnoj formuli (4) igra ulogu veli¢ine "—l” u relaciji (5).
Beskonac¢na suma u relaciji (5) zamjenjena je nepravim integralom po varijabli A u
relaciji (4). Uogimo dalje, sli¢nost izmedu formula f,, i £(1). Integral na intervalu [-1,1]
u formuli za £, odgovara integralu na (-oo0, o0) u formuli £(1). U slu¢aju Fourierovih
redova f,, predstavlja amplitudu harmonika od f koji ima frekvenciju n. Sli¢no, (1)
mjeri amplitudu komponente od f s frekvencijom A. Ako je funkcija f definisana na
kona¢nom intervalu onda znamo da se njezin Fourierov red sastoji od prebrojivo
mnogo harmonika s cjelobrojnim frekvencijama. S druge strane, za funkciju na
beskona¢nom intervalu postoji kontinuirano, tj neprebrojivo mnogo frekvencijskih
komponenti. Drugim rije¢ima, transformacija (1) je definisana za 1 € R. Ova

razmatranja ¢emo ilustrirati prakti¢no u programskom paketu matlab nesto kasnije.



Fourierov metod razdvajanja promjenljivih

Jedan od najkorisnijih metoda za odredivanje trazenih partiklularnih rjesenja koje zadovoljavaju
pocetne uslove ili konturne uslove matematicke fizike je Fourierov metod razdvajanja

promjenljivih. Fourierov metod moze se primjeniti na jednacine oblika:
a(x)-rtc(y) t+d(x) -pte(y) -a+(fi(x) + f(¥)) -u =0 (8)
s pocCetnim uslovima
u(x,0)= g1 (x), uy (x, 0) = g2(x), (9)
I konturnim uslovima:
Ay u(0,y) + 43, u (0,y) = 0, By - u(l,y) + By ux(Ly) =0, (10).
gdje su g4, g, date funkcije i A4, A,, B1, By, [ su date konstante.

Pretpostavimo da je rejeSenje problema (8)-(9)-(10) dato sa :



u(x,y)=X(x) -Y(y) (11).

Ako postoji rjeSenje oblika (11) tada je neophodno da bude:

a(x) XY +cy) XY +d(x) X Y+e(y) XY +(fy(x) + f2(¥)) - XY=0,

g,
a0 + () XD 4 £, ()
=) 22— e L2 — £, () (12)

Posto lijeva strana zavisi samo od X, desna samo od vy, i kako su x 1 y nezavisni, i obje

strane moraju biti jednake istoj konstanti, tj. imamo:



X (x)

L+ () =-c(y) 52

a(x) (x) +d(x) S e

A,

—e(y)

Y ()

Y(y)

- f2(y) =

gdje je A konstanta. Tako dobijamo dvije obi¢ne diferencijalne

jednacine:
a(x) X“+d(X) X +f1 ()X + AX=0,

c(y) Y+e(y) Y +£f,(y)Y —AY=0.

Da bi rjesenje zadovoljilo uslove (10), mora biti

AX(0) + 4,X (0)=0, B;X(D) + B,X (1)=0

(13)
(14)

(15)



Na problem (13)-15 mozemo primjeniti Sturm-Liuvilovu teoriju, na
osnovu koje zakljuCujemo da postoji beskonacno mnogo sopstvenih
vrijednosti 1,4, ..., za koje postoje netrivijalna rjeSenja tog problema.
Neka su X,, n=1,2,.. oznaCene odgovaraju¢e sopstvene funkcije.
Ozna¢imo opste rjeSenje jednacine (14) koje odgovara vrijednosti A =

A, saY,. To rjesenje oblika :
() = RYn P (0) + S Yo @,

gdje su R,, S, n=1,2,..., proizvoljne konstante, a Y,), Y, linearno

nezavisna partikularna rjesenja jednacine (14) za A = 4,,, n=1,2,....

Odredimo funkcije ¥,,"V, ¥;,®® tako da su ispunjeni slijede¢i uslovi:



Y,Y0) =1Y,20)=07Yv,20) =0Y,% =1 (16)
Na osnovu principa linearne superpozicije, dobijama slijedeca rjesenja
jednacine (8) koje zadovoljavaju uslove (10):

u(x,y) = X Xn )Ry %P + S, P (0. (17)

Da bi (17) zadovoljilo pocetne uslove (9) na osnovu (16) zakljucujemo

da je neophodno da bude:

91(X)=Xn=1 Rp X (%) 1 g2 (x)=X0=1 SnXn (),



Cime je problem sveden na razvijanje funkcija g;ig, u red po
sopstvenim funkcijama X,,. Cime smo pokazali Fourieorv metod

razdvajanja promjenljivih.

Dakle nasa posebna hipoteza koja je glasilai« ,,Fourierov metod
razdvajanja promljenjivih je najceséi metod za rjesavanje
diferencijalnih  jednacina koje opisuje neke konkretne fizicke
probleme* Je konkretno pokazana na datom problemu. U nastavku
¢emo Jos neke od fizickih problema rjeSavati ovom metodom c¢ime

¢emo potvrditi istinitost nase postavljene hipoteze.
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Talasna jednacina irjesavanje pomocu Fourierovog reda

Talasna jednacina je vazna parcijalna diferencijalna jednacina kojom se
opisuje prostiranje talasa. Talasi mogu biti: zvucni, elektromagnetni,
vodeni ,itd., ali se svi prostiru na istom principu sazetom u talasnu
jednacinu. Talasna jedna¢ina se javlja 1 Kkoristi u akusticl,
elektromagnetizmu, optici, dinamici fluida, elektrotehnici. Najzanacajniji
doprinos rjeSenju problema opisivnaja oscilacija I prostiranja talasa dali
su Zan D Almbert, Leonard Ojler, danijel Bernuli i Zoze -Luj
Langrange. Talasna jednacina je tipi¢an primjer hiperbolicke parcijalne
diferencijalne jednacine. U najjednostavnijem obliku, talasna jednacina

se odnosi na skalarnu veli¢inu u koja zadovoljava



9%u
at?

gdje je ¢ konstantna brzina talasa a A= V? je Laplasijan. Za zvuéne

= c%Au,

talase u vazduhu na 20°C brzina c iznosi oko 343 m/s. Za osciliraju¢u

zicu brzina moze da se mijenja u velikom opsegu jer zavisi od linearne

nnnnn

talasa uzima u obzir disperziju, tj. zavisnost brzine talasa od njegove

frekvencije. Tada se brzina ¢ zamjenjuje faznom brzinom v, = %

U nastavku ¢emo talasnu jednac¢inu razmatrati sa viSe aspekata I rjeSavati

niz problema koji iz nje izviru.



Oscilacije membrane

Sada ¢emo rjesavati talasnu jednacinu kao jednaCinu poprecnih
oscilacija membrane (tanke opne) koja se rasteze, ali ne savija, tj. krece
se paralelno sa Oz osom pod ravnomjernim djelovanjem sile rastezanja
fo 1 koja kad se nalazi u stanju ravnoteze, lezi u XOy ravni. U tom
slucaju je polozaj u, tacke membrane , funkcija od X, y 1 t koja
zadovoljava jednac¢inu analognu jednacini strune

0%u
otz

9%u . 0%u
. (axz + ayz) + f(x, y} t) (1)



fo

u kojoj je c? = P povrsinska gustina a f vanjska sila. Traziéemo ono

rjeSenje jednacine (1) koje zadovoljava takozvani rubni uslov:
u=0 na (C), (2)

tj posmatrati slucaj kada je kraJ membrane ucvrs¢en. Osim toga
potrebno je dati I pocetnne uslove kojim su odredeni kretanje 1 brzina

svih tacaka membrane u po¢etnom momentu:

du

Yo = P1(x, ), o t=0 = P2(X,y)
(3)



Oscilacije membrane koje nastaju bez uticaja vanjskih sila, tj. =0, poznate su pkao
slobodne oscilacije membrane. Prema tome , slobodne oscilacije membrane se mogu
predstaviti talasnom jednacinom :

d%u 2 (62u azu)
oz~ g T ay2)’ (4)

koja, u polarnim koordinatama glasi:

d%u 10u , 1 0%u
Pyl (m‘F—— r—zasz) (5)

r or

RjesSenje ove jednacine dobijamo pomocu Fourierove metode razdvajanja promjenljivih

tj. u obliku:

u(r,0, t)=R(r)®(0)T(t).



JednaCina 5 se tada raspada na tr1 obi¢ne diferencijalne

jednacine:

1.T (t) + 22¢%T(t) = 0 jednadina
harmonijskih oscilacija

2.0(0) +n*006) =0 jednacina
harmonisjkih oscilacija

3R (r) +rR (r) + (A?*r?2 —n®)R(r) =0 Besselova

jednacina



Svi proizvodi R(r)®(O)T(t) rjesenja ove tri obicne diferencijalne
jednadine opisuju osnovne oscilacije membrane, dok funkcije
R(r)®(0) opisuju oblik te membrane. Da bismo odredili oscilacije
date membrane pod odredenim pocetnim uslovima biramo kombinaciju
fundamentalnih rjeSenja tako da budu zadovoljeni pocetni uslovi.
Sluc¢aj kruzne membrane je ujedno I primjer razlaganje date funkcije po
Besselovim funkcijama koji je znacCajan 1 zbog toga sto se takva
razlaganja veoma cesto koriste u rjesavanju drugih vaznih problema
matematicke fizike. Ovim smo dokazali nasu posebnu hipotezu koja je
glasila.* Fourierovi redovi se mogu primjeniti na talasne jednacine koje

su opisane jednacinama oscilacija membrane “.



Dakle uvidjeli smo da se talasna jednacina moze predstaviti
pomoc¢u jednacine za oscilaciju membrane. Jednacinu smo
predstavili u opstem obliku 1 pomo¢u Fourierove metode
razdvajanja promljenjivih smo dobili poznate difrencijalne
jednaCine. Dakle ovdje smo parcijalnu diferencijalnu
jedna¢inu  pomocu  Fourierove metode razdavajanja
promljenjivih sveli na obi¢ne diferencijalne jednacine 1 to
dvije jednacine harmonijskih oscilacija 1 jednu jednacinu po
Besselovim funkcijama ¢ime smo 1 dokazali nasu posebnu

hipotezu.



Slobodne oscilacije pravougaone membrane

Posmatrat ¢emo slobodne oscilacije membrane tj. slucaj oscilacija koje nastaju bez

uticaja vansje sile f=0 za koje je kontura pravougaonik koji lezi u X-Y ravni sa

stranama paralelnim y, odnosno x osi, odreden sa:

(A): x=0, x=a; y=0, y=Db,

Znaci trazicemo 0No rjesenje jednacine

d%u _ 2 (azu n azu)
ot2 dx%2 = 0y?

koje zadovoljava uslove

u=0 na(A) i

du

Y=o = P1(xy) ot t=0 = $2(%,y)

(1)

(2)

3)



Posto Je rijeC o Ispitivanju slobodnih oscilacija pravougaone membrane u
X-y koordinatnom sistemu problem Kkoji ova membrana definiSe
predstavlja problem dvodimenzionalne talasne jednacine. Sto je takode
jedan od problema ovog magistarskog rada koji ¢emo rijeSiti

Fourierovom metodom.

Primjenjuju¢i Fourierorov metod, potrazimo partikularno rjesenje

jednacine (1) u obliku:
u(x,y,)=(A cos wt + B sin wt) v(X,y), (4)
Zamjenom ¢emo dobiti jednacinu:

—w?(A cos wt + B sin wt)v(x,y) =

—+—)(A cos wt + B sin wT),

dx?2



koja se ako uvedemo smjenu:

2

k* == (5)

svodi na jednacinu po V:

62

F+—+k2v—0

Potrazimo sada njeno rjesenje u obliku proizvoda

v(xy)= X(x)Y(y) (6)
Dobi¢emo jednacinu:

X (Y + XY () + k*X(0)Y () = 0

koja se moze napisati u obliku

gdje je A zasad neodredena konstanta.



Odavde se dobijaju dvije obi¢ne diferencijalne jednacine
X +22X=0 i Y + u?Y =0,
(7)
gdje je
ut =k —2%, tj.A*+u* =k*.
(8)
Opsta rjesenja jednacine (7) su redom :
X(X)=CysinAx + CycosAx

Y (Yy)=D;sinuy + D,cosuy
(9)



Na osnovu u= 0, na konturi (A), dolazimo do zakljucka
v(x,y)=0na (A),

1z kojeg , s obzirom na (6) 1 (9) dobijamo po dva uslova za funkcije X(x) 1 Y(y) i to:

X(0)=0 . X(a)=0

Y(0)=0 . Y(b)=0,
Sto Ima za posljedicu C, = D, = 0. Ako za preostale konstante, u (9) uzmemo

C; = D; =1, (9) ¢e se svesti na
X(X)=sin Ax, Y(y) =sinuy (10)
Uz uslov da je

sinda = 0, sin uy =0. (11)



|z jednacine (11) dobijamo beskona¢no mnogo vrijednosti:

}{=Al,}{2,...,/‘l.m,... ) Am = —_—

U= U, Uy vy Upy ooe Um = 7 (12)

Izaberemo li po jednu vrijednost A 1 u iz nizova (12), odgovarajuca

vrijednost konstante k? ¢e prema (8) biti jednaka:

2 2
2 2 m n
K™ = Am” + Um? =7T2(a2 +

bz)

dok ¢e njima prema (5) odgovarati frekvencije:



2 _ .2 2 "2
Wmn” = C°ky, —cn( . (13)

Ako sada zamjenimo, u izrazu (4) A sa A,,, 0dnosno u sa u,,
| ozna¢imo Sa A,,, | By, odgovarajuce vrijednosti konstanti
A 1 b, redom , dobicemo beskonacno MnNOgo rjeSenja

problema (1) + (2) oblika:

. . mmnx . nm
(A,,,C0S Wy t+B,,, Sin W, t)sin sin Ty (14)

a
T] beskonacno mnogo svojsvetnih slobodnih harmonijskih

oscilacija membrane, koje inaCe ulaze u sastav oscilirajuée

71Ce.



Odredimo konstante A i B, pomoc¢u pocetnih uslova, uvrStavanjem t= 0, U rjeSenje U=
u(x,y,t) , dobijeno linearnom superpozicijom rjesenja (14), I u njegov izvod tj, u

formule:

mmnx _ Ny

Sin ——
a b

(00 (00
Z Z (A;1n€OS Wynt + By SIN wynt)sin

u

n
Pl Yon=1 2ome1 Omn(Bmn€0S Wmnt — ApnSin wmnt)SlnTsm

7ty
b

Uz saglasnost (3), dobi¢emo :

nmy

u/'E=0 — (I)l(XJY): Z%:]_Z;?Lo:l/l nSlTl%SlTlT

du 0o

ot . mmx | nmy

at/t —0=$2xy) = z z By Wiy SN sin —=
m=1n=1

a b



Posto ove formule predstavljaju razvoj funkcija ¢, i ¢, u dvostruki
Fourierov red, lahko se zaklju¢uje da se koefcijenti A1 B mogu odrediti

pomocu formula:

mmé

OmnAmn == Jo' [, &1(§,m) sin ™= sin ™ dédn

WmnBmn = f f 2 (<,1m) Sln_Sln dfdn (15)

¢ime je rjeSen postavljeni problem.

Do sada smo se bazirali na rjeSavanje fizikalnih problema
matematickim jednac¢inama koje su bile jednacine hiperboli¢kog tipa 1
uvidjeli smo da uz odgovarajuce pocetne 1 rubne uslove Fourierov red
nalazi primjenu.



Sluc¢aj trodimenzionalne sredine

Postavimo sada slijede¢i problem: Odrediti ono rjesenje parcijalne

jednacine:

au 2 92U = 9%U

-~ = =k (axz 372 + 622) (X,y,Z€R,t > 0), (1)
koje zadovoljava pocetni uslov

U(x,y,z,0)=f(x,y,z) (X,y,Z € R) (2)

gdje je f data funkcija.
RjeSenje jednacine (1) potrazimo sada u obliku:

U=e T cosalx —a)cosb(y —B)cosc(z—7y). (3)



1z (3) dobijamo:

2
—p2y Y= _c2p

072

U 02U 2
o = ryu, =z — @ U,

02U
0y?

(4)

| zamjenjujuci vrijednosti (4) u (1) nalazimo da je:

—r = —k?(a? + b? + c?).
Dakle, rjesSenje jednacine (1) oblika (3) je:

U =

—k2(a?+b%+c?)t

e cosa(x —a)cosb(y — B)cosc(z—vy,)pa

|e na osnovu principa linearne superpozicije,



1= ][] [renscamesose
O 0 0 0 0O

X cos a(x

—a)cosb(y — ) cosc(z — y)dadbdcdadBdy

takode rjeSenje jednacine (1), gdje je F proizvolna funkcija

sa 6 promjenljivih.

Pretpostavimo sada da je F(a,b,c,a,B,y) = G(a,B,y).
Kako je:



0.0)

V R,
f e k@t cosa (x — a)da = k_:/;eXp(— (X4k26? )
0
[ V _ R)2
f e "t cosa (y — B)da = k_j/TfeXp(_ (3’4k2ﬁt) )
0
oo vt (z —y)?

f eK2a%t cos q (7 — y)da =
0

kAt exp(= Ak2t ),

imamo



U= j j j j j j G(a,B,7) oK@ b7+t 5 o a(x —a) cosb(y — B) cosc(z — y)dadbdcdadBdy
000000

fooo fooo fooo G(a, B,y)dadfdy x fooo e K%t cosa(x — a)da x f0°° e K%t cosb(y — B)db X fooo e=K*c*t cos ¢ (2 — y)dc

3

2 00 00 (0O —a)24+(V=B)2+(z—y)?
=5 Iy Iy Sy 6 By exp(- SR  ydadpdy.
t2



. . a-x ,B;y _ Y-z _ ; ]
Uvedimo smjene T ¢, i o= S Tada 1mamo da je

dadfdy = 8k3t%d§dndg te poslednji integral postaje:
8

nz L2007 7Gx + 2kEVE y + 2knE, z + 2kgyE)e ™ 145" ) dgdnd
(5)

Stavljajuci posljedni uslov (2) u (5), nalazimo:

3 0.0) 00) 0.0)
8z [y Jy Jy G Cx,y,2)e” &+ ) dgdnds = f(x,y,2),



odakle je:

G(xy2) = —5f(x,,2),

812

jer je

3
j j j e~ () dgdnde = n2.
0O 0 O

Prema tome rjesenje problema trodimenzionalne sredine uz poc¢etne uslove dato je sa:

U(x,y,z1t)
1
= — j j j f(x + 2kEVE,y + 2knE, 2z + 2kgy/t)e 1"+ ) dgdnds.
0 0 O

3
T2



Laplaceov operator. Laplaceova jednacina.

Diferencijalni operator drugog reda

92 i i
otz ton (1)

Nazivamo Laplaceovim operatorom ili laplasianom 1 on je,
najvjerovatnije , najznacajniji operator matematicke fizike.
U najvaznijim koordinatnim sistemima dvodimenzionalnog

| trodimenzionalnog prostora Ipalasian izgleda ovako:



Dvodimenzionalni prostor:

0%u | 92 _ _
2 > (u pravouglim koordinatama)

_0%u  19u | 19%u _ li(ra—”) 4 Lo%u (u polarnim koordinatama)
9r2  ror 12862 rod or 2902 P

Au

Trodimenzionalni prostor:

0%u . 0%u , 0%*u - .
= (u pravouglim koordinatama)

9?2u  10u , 10%u  0d%u 10 ou 1 9%u |, 9%u e 4w :
-— ( ) +—=—+—  (ucilindri¢nim koordinatama)

Au=ﬁ+?5+ﬁﬁ+ﬁ:rar rﬁ r2 002 0z2
d’u  20u 1 0%u ctgeou 1  0%u
Au=—-5+-—+—5—+ 2 T 2z 2
or« rodr r<de dr< 0 r4sin“p 00
_ 10 23_u) 1 i(. au) 1 9%u _ _
Au =33 (7” or) T r2sing 090 \° " 55) T T2sinze 062 (u sfernim koordinatama)



Laplasian se moze smatrati poopsStenim izvodom, izvoda
drugog reda, funkcije jedne  promjenljive, na
viSedimenzionalni sluca;.

Jednacina Au = 0, u kojoj Je u nepoznata funkcija naziva se
Laplaceovom jednacinom. Laplaceova jednacina ima
beskonaCno mnogo rjesenja. Rjesava se na 1sti nacin kao 1
prethodno rjeSavani problemi matematicke fizike, primjenom
metoda razdvajanja promjenljivih 1li metoda proizvoda ili
krace Fourierovom metodom., Svaka funkcija koja je
neprekidna I iIma neprekidne izvode prvog I drugog reda u
nekoj oblasti d, pored toga, zadovoljava Laplaceovu
jednacinu u toj oblasti naziva harmonijskom funkcijom




O harmonijskoj funkciji njenom predstavljanju 1 zakonima
koji vladaju bit ¢e govora malo kasnije. Pokazuje se da je

funkcija

u(x,y,2)=—, gdje je r=y/(x — 20)2+(y — ¥0)2+(z — 2)*
harmonijska u svakoj oblasti koja ne sadrzi tacku (xq, vg, Zo)-

- 1 - . v .
Funkcija U=~ se zove fundamentalnim rjeSenjem Laplaceove

jednacine (1) u trodimenzionalnom prostoru. Analogno bi se

doslo do =zakljucka da |e funkcijau(x,y):%, gdje je

r=v (x — x0)2+(V — V)2,



harmonijska u svakoj oblasti, koja ne sadrzi tacku (x,, yg). |
ona se zove fundamentalnim rjeSenjem Laplaceove
jednacine u dvodimenzionalnom prostoru. Dobro poznata

veza izmedu harmonijskih 1 analiti¢kih funkcija:
Ako je funkcija
f(z)=u(x,y)+iv(x)y) , z=x+ly (X,y€ R)

analiticka u nekoj oblasti, tada se nen realni dio u(x,y) I

Imaginarni dio v(X,y) harmonijske funkciej u toj oblasti.



Vidimo da su za Laplaceov operator jedino u parvouglom
koordinatnom sistemu koeficijenti uz izvode konstantni, sto ima za

posljedicu da se problemi u drugim koordinatnim sistemima rjesavaju

teze.

Laplasian funkcije omoguc¢ava da se izvrsi procjena funkcije u nekoj

tacki pomocu vrijednosti koje ona ima u sussjednim tackama.

Prema tome, moze se odrditi rjeSenje jednaCine u nekoj oblasti

prostora koje na grani¢nim dijelovima oblasti prima unaprijed zadane

vrjednosti.
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PRAKTICNI PRIKAZ TALASA POMOCU FOURIERA U
PROGRAMSKOM PAKETU MATLAB .



Programski kod br 1.

Prvo ¢emo naredbom load ucitati frekvencije tj., raspon u kome ¢e biti predstavlejn signal

harmonijskog oscilatora predstavljen jednac¢inom y= A sin wt 0 frekventnom podrucju [0,2r].
load fregbrk;

signal = fregbrk;

>>lev =5;
wname = 'dbl"
nbcol = 64:

[c,I] = wavedec(signal,lev,wname);
>> len = length(signal);

cfd = zeros(lev,len);



for k= 1:lev
d = detcoef(c,l,k);
d=d(:)}
d = d(ones(1,2”k),:);
cfd(k,:) = wkeep1(d(:)',len);
end
cfd = cfd(:);
| = find(abs(cfd)<sgrt(eps));
cfd(l) = zeros(size(l));
cfd =reshape(cfd,lev,len);
cfd = wcodemat(cfd,nbcol,'row');
h211 = subplot(2,1,1);
h211.XTick = [];
plot(signal,'r");
title('Analiza signala.');
ax = gca;
ax.XLim = [1 length(signal)];
subplot(2,1,2);
colormap(cool(128));



Image(cfd);

tics = 1:lev;

labs = int2str(tics');

ax = gca;

ax.YTickLabelMode = 'manual’;
ax.YDir = 'normal’;

ax.Box ='0On’;

ax.YTick = tics;

ax.YTickLabel = labs;

title('Diskretna Fourierova transformacija sa apsolutnim koefcijentima.');

ylabel('Level’);

>>



Programski kod broj 1 objasnjenje. Prvo smo U
programskom paketu matlab unijeli podatke za neki signal
koji moze predstavljati harmonijski oscilator koji se mijenja
po zakonu y=A sin( wt+ ¢ ). Ucitali smo vrijednosti
amplitude elongacije, perioda oscilovanja. Nakon toga smo
naredbom plot iscrtali navedeni signal u obliku prostiranja
mehanickih talasa. Cilj ove master teze jeste slikovito
predstaviti na koji na¢in se moze naci veza izmedu FDFT I
talasa. U ovom primjeru smo se bazirali na koefcijente DFT |

kao izlaz dobili sljede¢i dijagram:



ELL




a=1;b=1;c=1; %// koeficjenti parcijalne diferencijalne jednacine

dx=0.05; %// razmak prostornih mreza

x=(0:dx:1)."; %// prostorna mreza

N=length(x);

%// matrica diferencijacije, koristeaei centrirano diferenciranje u unutrasnjim tackama
M=diag(ones(1,N-1),-1)+diag(-2*ones(1,N))+diag(ones(1,N-1),1);

M(1,1:3)=[1 -2 1]; %// i diferenciranje naprijed / nazad na granicama
M(end,(N-2):N)=[1 -2 1];

%// Nas u vektor je [ul; u2], tako da derivacija mora biti [u2; M * ul-u2-ul]

%// plus korekcija granienih uslova

dudt=@(t,u)[[-c*sin(c*t);u(N+2:end-1);-c*sin(1+c*t)];
cr2*M*u(1:N)/(dx”2)-a*u(N+1:end)-b*u(1:N)];

options=odeset('MaxStep',dx); %// neka vrsta CFL stanja, nisam radio

[t,u]=0de45(dudt,[0 15],[cos(x);-c*sin(x)],options); %// ime-stepping koristexei ode45
% // poéetni uslov je [v;dv/dt] prit=0



for i=1:length(t) %// Pogledajmo rezultat
plot(x,u(i,1:N))
axis([0 1-11])
drawnow
pause(0.01)
end
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