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Testovi saglasnosti

Testovi saglasnosti s raspodelom (klasom raspodela) su
statistiqki testovi gde se testira H0(F ∈ F) protiv H1(F /∈ F).

Kolmogorov-Smirnov test

Tn = sup
t∈R
|Fn(t)− F0(t)|,

Kramer-fon Mizesov test

Tn =

∫ ∞
−∞

(Fn(t)− F0(t))2f0(t)dt,

zasnovani su na rastoja�u pretpostav	ene funkcije raspodele
F0 i �ene ocene, empirijske funkcije raspodele Fn

Glivenko-Kantelijeva teorema o uniformnoj konvergenciji
empirijskih funkcija raspodele ka odgovaraju�oj funkciji
raspodele
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Testovi saglasnosti zasnovani na karakterizacijama

ideja je potekla od Linika (1952)

prvi testovi: Vaxiqek (1976) (maksimalna entropija), Kul
(1977,1978) (odsustvo memorije)

qesto su slobodni od nekog parametra raspodele pa se mogu
testirati slo�ene hipoteze

iako se mnogi od �ih formiraju na sliqan naqin svaki je
originalan jer koristi sopstveno \skriveno" svojstvo

Bojana Miloxevi� Marko Obradovi� Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

Testovi eksponencijalnosti zasnovani na empirijskim Laplasovim transformacijama



Testovi saglasnosti zasnovani na karakterizacijama

na osnovu jednake raspode	enosti statistika

X1, X2, ...Xn p.s.u.

H0 : X ∈ E(λ).

Testovi su zasnovani na karakterizaciji oblika

ω1(X1, ..., Xm)
d
= ω2(X1, ..., Xm),

gde su ω1 i ω2 linearne funkcije qlanova uzorka i �egovih
statistika poretka

karakterizacija: Ahsanulah (1978)

(n− j)(X(j+1),n −X(j),n)
d
= (n− k)(X(k+1),n −X(k),n),

za neko j, k, 1 ≤ j ≤ k < n

test: Nikitin, Volkova (2015)
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Testovi saglasnosti zasnovani na karakterizacijama

na osnovu jednake raspode	enosti

karakterizacija:

Qakraborti, Janev (2013)

X1 +
1

2
X2 +

1

3
X3

d
= max{X1, X2, X3}

Obradovi�(2014)

X0 +X(2),3
d
= X(3),3

uopxte�a: Miloxevi�, Obradovi� (2014)

testovi: Nikitin, Volkova (2014), Miloxevi� (2015)
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Testovi saglasnosti zasnovani na karakterizacijama

na osnovu jednake raspode	enosti

In =

∫ ∞
0

(H1
n(t)−H2

n(t))dFn(t)

Kn = sup
t≥0
|H1

n(t)−H2
n(t)|

Hk
n(t) =

1(
n
m

) ∑
1≤i1<···im≤n

I{ωk(Xi1 , ..., Xim) < t}

Hk
n(t) =

1

nm

∑
1≤i1,im≤n

I{ωk(Xi1 , ..., Xim) < t}

Bojana Miloxevi� Marko Obradovi� Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

Testovi eksponencijalnosti zasnovani na empirijskim Laplasovim transformacijama



U -statistike i V -statistike

Un =
1(
n
m

) ∑
1≤i1<···im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim),

Vn =
1

nm

n∑
i1,...,im=1

Φ(Xi1 , . . . , Xim)

φ(s) = E(Φ(Xi1 , . . . , Xim)|X1 = s) σ2 = D(φ(X1))

nedegenerisane (σ2 > 0)
√
n(Un − EΦ) ∼

√
n(Vn − EΦ) ∼ N (0,m2σ2) (Hefding 1948.)
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U -empirijske V -empirijske funkcije raspodele

Hn(t) =
1(
n
m

) ∑
1≤i1≤···≤im≤n

I{h(Xi1 , . . . , Xim) ≤ t}

Hn(t) =
1

nm

∑
1≤i1,··· ,im≤n

I{h(Xi1 , . . . , Xim) ≤ t}, t ∈ R

za m = 1 funkcija Hn(t) = Fn(t)

za nedegenerisane U (V )-empirijske funkcije raspodele va�i
teorema Glivenko-Kantelijevog tipa o uniformnoj
konvergenciji ka odgovaraju�oj funkciji raspodele
(Silverman, 1983.)
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Druge empirijske funkcije

Laplasova transformacija sluqajne veliqine X

L(t) = E(e−tX) =

∫ ∞
0

e−txdF (x)

Empirijska Laplasova transformacija

Ln(t) =
1

n

n∑
i=1

e−tXi =

∫ ∞
0

e−txdFn(x)

Karakteristiqna funkcija

ϕ(t) = E(eitX) =

∫ ∞
−∞

eitxdF (x)

Empirijska karakteristiqna funkcija

ϕn(t) =
1

n

n∑
i=1

eitXi =

∫ ∞
0

eitxdFn(x)
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Testovi saglasnosti zasnovani na drugim empirijskim

funkcijama

Henze (1993), Henze i Meintanis (2002)

Yi =
Xi

X̄n
, i = 1, 2...n, λ̂ =

1

X̄n

H0 : Y ∼ E(1)

Tn =

∫ ∞
0

(L̃n(t)− L̃(t))2e−atdt, L̃n(t) =
1

n

n∑
i=1

e−tYi

Henze i Klar (2002) za inverznu Gausovu raspodelu
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Testovi saglasnosti zasnovani na drugim empirijskim

funkcijama

Baringhaus, Henze (1991)

(λ+ t)L′(t) + L(t) = 0

(λ̂+ t)L′n(t) + Ln(t) = 0

Tn =

∫ ∞
0

((λ̂+ t)L′n(t) + Ln(t))2X̄ne
−aX̄ntdt

Meintanis, Iliopoulos (2003) za Rejlijevu raspodelu

Henze, Meintanis, Ebner (2012) za gama raspodelu
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Testovi saglasnosti zasnovani na drugim empirijskim

funkcijama

na�ene su graniqne raspodele test statistika

za uzorke malog obima kritiqne vrednosti se dobijaju Monte
Karlo metodom

lako se implementiraju

pravilnim izborom parametra a se mo�e pove�ati mo� testa
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Novi testovi saglasnosti

Test statistike koje predla�emo su oblika

Jn =

∞∫
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))X̄ne
−aX̄tdt,

L(k) =
1

m!
(
n
m

) ∑
i1<...<im

∑
π(m)

e−tωk(Xπ(i1),...,Xπ(im)), k = 1, 2.
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Novi testovi saglasnosti

Jn =
X̄n

n[m]

∑
i1<...<im

∑
π(m)

1

aX̄n + ω1(X1, .., Xm)
− 1

aX̄n + ω2(X1, .., Xm)
.
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Asimptotska svojstva test statistika

Raspodela statistike Jn ne zavisi od parametra skalira�a λ.
Koristimo pomo�ne funkcije

J∗(µ) =
µ

n[m]

∑
i1<...<im

∑
π(m)

1

aµ+ ω1(X1, .., Xm)
− 1

aµ+ ω2(X1, .., Xm)
.

J∗(1) je U -statistika sa jezgrom

Φ(X1, ..., Xm) =
1

m!

∑
π(m)

1

a+ ω1(X1, .., Xm)
− 1

a+ ω2(X1, .., Xm)
.
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Asimptotska svojstva test statistika

Ako je jezgro nedegenerisano

√
nJ∗n(1) −→ N (0,m2σ2

Φ),

σ2
Φ = E(φ2(X1))

φ(s) = E(Φ(X1, ..., Xm)|X1 = s).

Kako X̄n −→ µ s. s, koriste�i rezultate Randlesa iz 1982.
pokazali smo da Jn i J∗(µ) imaju istu graniqnu raspodelu .
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Pribli�na Bahadurova efikasnost

eT,V (α, β, θ) =
NT (α, β, θ)

NV (α, β, θ)
.

lim
n→∞

ln(1−GTn(t))

n
= −f(t), t ∈ I,

Pretpostavimo da

limn→∞ P{Tn ≤ t} = F (t) postoji, gde je F nedegenerisana
funkcija raspodele,

limt→∞ log(1− F (t)) = −aT t
2

2

limn→∞ Tn
Pθ= bT (θ) > 0, postoji za θ ∈ Θ1.

Pribli�na relativna Bahadurova efikasnost statistike Tn u
odnosu na drugu statistiku Vn je

e∗T,V =
c∗T
c∗V
, c∗T = aT b

2
T (θ).
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Asimptotska svojstva test statistika

Posmatrajmo klasu bliskih alternativa

G = {G(x, θ), 0 < θ < c},

G(x, 0) = 1− e−λx, x > 0, λ > 0.

Funkcija gustine g(x, θ) je diferencijablina po θ u okolini nule.
Oznaqimo h(x) = ∂

∂θg(x, θ)|θ=0.
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Asimptotska svojstva test statistika

X̄n −→ µ(θ) = Eθ(X1) s. s.

Koriste�i zakon velikih brojeva za U -statistike sa oce�enim
parametrom (Ajverson, Randles 1989) dobijamo da se limesi u
verovatno�i Pθ statistike Jn i pomo�ne funkcije J∗n poklapaju.
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Asimptotska svojstva test statistika

Lema

Limes u verovatno�i Pθ statistike Jn ako va�i bliska alternativa

iz familije G je

b(θ) = m

∞∫
0

φ(x)h(x)dx · θ + o(θ), θ → 0.
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Asimptotska svojstva test statistika

Lema

Koeficijent aJ u izrazu za pribli�ni Bahadurov nagib statistike

Jn

aJ =
1

m2σ2
Φ

.
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Karakterizacije eksponencijalne raspodele

Desu (1971)

2 min(X,Y )
d
= X

Puri-Rubin (1970)

|X − Y | d= X
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Test statistike

JDn =
X̄n

n(n− 1)

∑
i1<i2

∑
π(2)

1

aX̄n + 2 min(Xπ(i1), Xπ(i2))
− 1

aX̄n +Xπ(i1)

,

JPn =
X̄n

n(n− 1)

∑
i1<i2

∑
π(2)

1

aX̄n + |Xπ(i1) −Xπ(i2)|
− 1

aX̄n +Xπ(i1)

,
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Test statistike

Projekcije jezgra odgovaraju�ih U -statistika JD∗ i JP∗ na X1 ako
va�i H0 su

ϕD(s) =E(ΦD(X1, X2)|X1 = s) = −
1

2(a+ s)
+

1

2
eaEi(−a)

+
1

2(a+ 2s)
e−s

(
2 + aea/2+sΓ(0,

a

2
) + 2e

a
2
+ssΓ(0,

a

2
)

− aea/2+sΓ(0,
a

2
+ s)− 2e

a
2
+ssΓ(0,

a

2
+ s)

)
,

ϕP (s) =E(ΦP (X1, X2)|X1 = s) =
1

2(a+ s)
−

1

2
eaEi(−a)

+ e−a−s(e2aEi(−a) + Ei(a)− Ei(a+ s)),
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Konkurentske test statistike

IDn =

∞∫
0

(Gn(t)− Fn(t))dFn(t),

IPn =

∞∫
0

(Gn(t)− Fn(t))dFn(t),

gde su

Fn(t) =
1

n

∑
i

I{Xi < t}; Gn(t) =
1(n
2

) ∑
i<j

I{2 min(Xi, Xj) < t};

Hn(t) =
1(n
2

) ∑
i<j

I{|Xi −Xj | < t};
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Alternativne raspodele

Vejbulova raspodela sa gustinom

g(x, θ) = e−x
1+θ

(1 + θ)xθ, θ > 0, x ≥ 0;

Makehamova raspodela sa gustinom

g(x, θ) = (1 + θ(1− e−x)) exp(−x− θ(e−x − 1 + x)), θ > 0, x ≥ 0;

gama raspodela sa gustinom

g(x, θ) =
xθ

Γ(θ + 1)
e−x, θ > 0, x ≥ 0;

raspodela linearne stope otkaza (LSO) sa gustinom

g(x, θ) = (1 + θx)e−x−θ
x2

2 , θ > 0, x ≥ 0;
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Pribli�na asimptotska relativna Bahadurova

efikasnost

Tabela : PARBE JDn,a protiv I
D
n

a = 1 a = 2 a = 5
Vejbul 1.11 1.21 1.27
gama 1.09 1.08 1.03

Makeham 1.11 1.44 1.76
LSO 1.33 2.05 3.12

Tabela : PARBE JPn,a protiv I
P
n

a = 1 a = 2 a = 5
Vejbul 1.03 1.06 1.07
gama 1.04 1 0.96

Makeham 1 1.11 1.2
LSO 1.32 1.68 2.06
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Pribli�na asimptotska relativna Bahadurova

efikasnost

Slika : Pribli�an nagib za
Vejbul alternative

Slika : Pribli�an nagib za gama
alternative
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Pribli�na asimptotska relativna Bahadurova

efikasnost

Slika : Pribli�an nagib za
Makeham alternative

Slika : Pribli�an nagib za LSO
alternative
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Empirijske mo�i testova

Tabela : n = 20, α = 0.05

Alt. W (1.4) Γ(2) HN U CH(0.5) CH(1) CH(1.5) LF (2) LF (4) EW (0.5) EW (1.5)
EP 36 48 21 66 63 15 84 28 42 15 45

KS 35 46 24 72 47 18 79 32 44 18 48

CM 35 47 22 70 61 16 83 30 43 16 47
ω2 34 47 21 66 61 14 79 28 41 14 43
KS 28 40 18 52 56 13 67 24 34 13 35
KL 29 44 16 61 77 11 76 23 34 12 37
S 35 46 21 70 63 15 84 29 42 15 46
CO 37 54 19 50 80 13 81 25 37 13 37
JD,1 47 70 24 51 17 17 17 31 44 18 40
JD,2 48 67 26 61 20 19 19 35 49 20 46
JD,5 50 67 30 71 22 23 22 40 50 22 55
JP,1 49 65 29 73 21 21 21 38 52 21 53
JP,2 50 64 31 77 23 23 23 40 56 23 57
JP,5 49 62 31 79 22 22 23 41 56 23 58
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Empirijske mo�i testova

Tabela : n = 50, α = 0.05

Alt. W (1.4) Γ(2) HN U CH(0.5) CH(1) CH(1.5) LF (2) LF (4) EW (0.5) EW (1.5)
EP 80 91 54 98 94 38 100 69 87 38 90

KS 71 86 50 99 90 36 100 65 82 36 88

CM 77 90 53 99 94 37 100 69 87 37 90
ω2 75 90 48 98 95 32 100 64 83 32 86
KS 64 83 39 93 92 26 98 53 72 26 75
KL 72 93 37 97 99 23 100 54 75 23 79
S 79 90 54 99 94 38 100 69 87 38 90
CO 82 96 45 91 99 30 100 60 80 30 78
JD,1 82 97 41 80 28 27 28 56 75 28 70
JD,2 87 98 53 92 37 38 38 70 86 38 82
JD,5 88 97 60 98 45 44 45 76 91 44 90
JP,1 86 97 53 98 40 41 40 72 89 41 88
JP,2 89 97 62 99 46 46 47 77 92 47 92
JP,5 88 96 66 99 49 48 50 80 93 50 94
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